
SUR L'ELEMENT SIMPLE DE LA DECOMPOSITION DES FONC- 
TIONS DOUBLEMENT PI~RIODIQUES DE TROISII~ME ESP]~CE. 

PAR 

PAUL APPELL 

PARXS. 

I. Dans plusieurs m~moires ins~r~s aux Annales de l'Eeole normale 

sup~rieure x (Troisi~me s6rie, T. I, II, I I I  et V, x884, 5, 6 et 8), j 'ai introduit  

une fonction de deux variables ind~pendantes u et z, 

(i) g,,,(u, z)----~ ~ e K q,~,*-x~ eotg~K(U__z_2niKt), 
ft 

(m entier 

a v o e  

positif) oh les deux p6riodes ~ et w' sent  d6sign6es par 2K et 2 iK ' ,  

K, 
q - - e  , I q l < x .  

Cette fonction de u admet  le pSle simple u ~ z avec le r6sidu § x, et les p61es 

homologues dans les autres parall61ogrammes des p~riodes, avec les r~sidus r~sul- 

tan t  des relations fonctionnelles suivantes. Cette m~me fonction eonsid6r~e comme 

fonction de z admet le pSle simple z ~ u avec le r~sidu - - I  et les pSles homo- 

logues avee les r~sidus r~sultant des m~mes relations. La fonction Xm(u, z) 

admet la p6riode 2 K par rapport  ~ chaque variable. Elle v~rifie, en outre, les 

deux relations 

i Voyez ~galement Comptes Rendus, 17 d~cembre x883, t. 97, P. x4xP. 
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m ~  zi  

Z ~ ( u , z + 2 i K ' ) = e  ~: Zm(u,z), 

r~zui  

X,,,(u + e lK ' ,  z) = e K X,~(u, Z) 

*nzul :Tg i v - - m ~ l  (m--~,) a~ui 

o ~  on} z g~ ( ) d~signe la fonotion enti~re 

(3) ~7~(z) --- e K ~ e ~ qmO,-~+~-~, 
n OO 

(v = o, I, 2 . . . .  m - -  I) .  

Cela pos6, on suit qu'il existe deux sortes de fonetions doublement p~riodiques 
de troisi~me esp~ce, au sens d'HERmT~, les unes (A) ayant plus d e  p61es que 
de z6ros, les autres (B) ayant  plus de z6ros que de p61es, dens un parall61o- 
gramme des p6riodes. 

(A) Soit F(u)  une fonction de troisi~me esp~ce, ayant m p6les de plus 
que de z6ros: on peut  toujours ramener cette fonction ~ v6rifier deux relations 
de la forme 

r a ~ t t i  

(4) F(u + z K ) =  F(u) ,  F (u  + 2 i K ' ) = e  K F(u).  

Supposons que, dens un parall61ogramme des p6riodes, elle admette des p61es 
du premier ordre a, b . . . .  l avec les r6sidus correspondents A, B, . . .  L; on peut 
6crire alors la formule de d6composition en 61~ments simples 

(4') ~'(u) = A z ~ ( u ,  a) + Bz,,,(u, b) +. . .  + LZ,,,(u, /); 

les r6sidus ne sent pas ind6pendants des p61es; ils v6rifient les m relations 

(4") Ag{,,~)(a) + Bgr + . . .  + Lg{~"O(l) ~ o 

( v  ==, o ,  I ,  2 ,  . . .  m ~ I ) .  

(B) Soit P(z) une fonction de troisi~me esp~ee ayant, dens un parall61o- 
gramme, m z~ros de plus que de p61es; appelons a, b , . . .  l les pSles, A, B , . . . L  
les r6sidus. On am~nera cette fonction & v6rifier les relations 

~ t ~ z i  

(5) F ( z  + 2 K )  ---- F ( , ) ,  ~ ( z  + 2r ~= e - " - ~ ( z )  
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et on aura 

(5') F(z) ~ - - A  g,,,(a, z ) - -Bx~(b ,  z) . . . . .  Lg,n(l, z) + G(z), 

O(z) dSsignant une fonction enti~re v6rifiant les relations (5), c'est-~-dire une 
fonetion de la forme 

(5") 

oh les ~ sont des constantes. Les rSsidus A, B . . . .  L sont actuellement in- 
dSpendants des p61es. 

Tels sont les deux cas h envisager. C'est un fait remarquable que la m6me 

fonction ~m(U, z) serve d'~l~ment de d~composition, dans les deux cas: dans le 
premier eas (A), u est la variable et z un param6tre  qui coincide successive- 

ment  avec les diff6rents p61es; dans le deuxi~me cas (B), z e s t  la variable et u 

un param~tre qui coincide suecessivement avec les p61es. 
On trouvera un expos6 de cette th6orie dans le Trait~ des [onctions ellip- 

tiques d'HALPHEN (T. I, Chap. XIV, p. 467) et  dans le Pr&is des ]onc~ions ellip- 
tiques par APP~.LL et LACOUR (Gauthier-Villars). 

On a ainsi des m~thodes g~n~rales de caleul pour les fonctions de troisi~me 

esp~ce. Ces m~thodes permet tent  de retrouver  et de rat tacher  h u n  meme point 

de vue les nombreuses formules isol~es trouv~es par  H~.RMXTE, puis les formules 

~tablies par BIEHLER dans son int~ressante Th~se (Sur les d~velotrpemen~ en s~rie 
des [onctions doublement p~riodiques de troisi~me esp~ce, Gauthier-Villars, i879). 

Quelques-unes des formules que j 'ai obtenues de cette fagon ont  St~ reproduites 
par HERMXT~., darts un m~moire ins~r~ au tome C du Journal  de Crelle. 

Dans la PrSfaee des Oeuvres d'Hermite, M. EMXLE PICARD par tan t  des tra- 

vaux d'I-IERMIT~, sur les fonctions elliptiques, dit :  

*Je ne puis m'arr6ter sur toutes les questions qu'il a ~tudi6es dans cette 

th~orie. Que de M~moires seraient encore ~. citer, renfermant des idles ing~ni- 

euses et originales, sur lesquelles il revenait  avee joie: d$composition des fonc- 

tions doublement p~riodiques de troisii~me esp~ce, h laquelle M. AP~.LL devait  

appor ter  des eompl~ments impor tan t s . . .~ )  
Ce passage, justifi~ par la constatat ion du r61e g~nial jou4 par H~.R~IT~ 

darts l '4tablissement d 'une th~orie g~n~rale des fonctions doublement p~riodiques 

bas~e sur les m4thodes de CAUCHr, et dans la creation de l'$l~ment simple de 

d~composition des fonetions trigonom~triques, elliptiques, et  doublement l~rio - 

diques de deuxi~me esp~ce, peut  conduire le lecteur h une opinion erron~e. J e  
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ne crois pas manquer aux sentiments de reconnaissance et d'affection que j 'ai 

pour men maitre  HERMITE, en disant, que l'41~ment simple de d~composition 

g~ des fonctions de troisi~me esp4ce a 4t~ 4tabli par  moi sans aucune indica- 
tion. Plus tard, apr~s rues premieres publications, ~-IER~IITE m'a confi6 un 

cahier manuscrit  que j'ai analys~ en conscience dans les Annales de l 'Ecole 

Normale (Troisi~me s4rie, T. III ,  i886); ce cahier contenait  seulement de nom- 

breux d4veloppements en s4rie isol4s; aucun 614ment simple ne s 'y t rouvai t  in- 

diqu~; j 'ai tent~, par des notat ions appropri4es, de grouper les formules tr~s- 

int6ressantes trouv~es par HERMITE de fagon ~ les rat tacher ~ l'~14ment Z. Cet 

~l~ment simple Zm est essentiellement une fonction de deux variables, h laquelle 

j 'ai ~t~ conduit en m'inspirant du th~or~me de M. I~ITTAG-LE~FLER. 
Apr~s ces remarques d 'ordre historique, je demande ]a permission d'~tablir 

certaines formules, liant entre elles des fonctions gm d'indices diff~rents m', m" . . . . .  

en ouvrant  ainsi un ordre nouveau de recherches. 

I[. Cherchons d 'abord une relation entre X, et ~2. Pour  cela, considdrons 

la fonction 

(6) F (u,  v ,  z) = xl Cu, z) z ,  (v , z) , 

oi~ u ,  v ,  z sent trois variables ind4pendantes. Considdrde comme fonction do z, 

cette fonction admet  la pdriode 2K et vdrifie la relation 

2 ~zi 

F ( = + a i K ' ) = e  K F(z); 

c 'est une fonction de troisibme esp~ce ayant ,  dans un paralldlogramme, deux 

z6ros de plus que de pSles. On peut  prendre pour p61es les deux points u et v; 

les rdsidus correspondants sent  --Z~(v, u) et - -X, (u ,  v). On a donc 

(7) ~1 (u, z) xl (v, z )  - -  x~(v, u) z,  (u, z) + x, (u, v) x.~(v, z) + 

+ epo(U , V) g(2)(Z) + ~01 (U, V) g~)(Z) 

r V) et ~,(u,  v) 6rant deux fonetions uniformes de u et v admet tan t  pour 
chaque variable la pfiriode 2K.  

On obtient  une premiere expression des fonctions ~00(u, v ) e t  ~l(u, v ) e n  
dormant ~ z une valeur annulant soit g(2)(z)soit g(o2)(z). On peut  ais~ment former 

les 4quations fonctionnelles que v4rifient ces deux fonctions et s'en servir pour 

les d~terminer. Quand on suit eette m4thode, on est conduit  naturellement 

l '~tude de la fonction de deux variables den t  nous aliens nous occuper. 



Sur l'~l~ment simple de la d~composition des fonctions doublement p~riodiques. 345 

III.  Etude d'une certaine ]onction de deux variables. Soit la fonetion 

(8) o(u,  z) -- gi~(z) x, (u, z) --g(o~(u) x,(u, ~). 

Consid~r6e eomme fonction de z cette fonction admet  la p~riode 2K et se re- 
2 n s i  

produit  muItipl~e par e - - f f  quand on y change z en z + 2 iK~; d'ailleurs e]le est 

enti~re, oar les infinis relatifa b~ z se d~truisent; on peut  dire aussi, en appli- 

quant  ]a formule de d~composition en ~l~ments simples h la fonction de z 

g(o~(z) X,(u,z), que l 'on a 

a(.l)(z) z , (u ,  z) = q(.l~(u) x,(u, z) + /o(u)q~(z)  + / , {u )  f?~(z), 

ce qui montre que la fonotion q~ est enti~re en z, 

Cette fonction (8) est aussi enti~re en u. En effet, eonsid~r~e eomme fonction 

de u el]e semble admettre  le p6le u =  z et lea points homologues; reals, dana le 

voiainage de u = z ,  ]a pat t ie  principale du premier terme de ( 8 ) e s t  gc2~(z)et 
U ~ Z  

celle du deuxi/bme terme eat gc~ Lea fonetions inconnues ]o(u) et fl(u) 
U - - - Z  

sont done enti~res. Elles admet tent  la p~riode 2K.  Formons la fonction 

q~(u + 2iK' ,  z) d'apr~s (z). Nous aeons 

(9) i nui ] qJ(u + 2iK' ,  z)----g~)(z) e -K Z,(u, z ) ~ - ~  

_ ' "  r ="'* ~ i  (z + - e  Kr x,(,,, 

- -  e ~ )  [~,~)(Z)]' = e  x ~ ( u , z ) - - ~ -  K x+ 

e ~. / g~'(z) 

+ ~-R e-~X-+ e-X- r162 

Tc ~ (1) (2) z + ~-go (u)g~ ( ) .  
Aeta mat, lwnmtiea. 42. Imprim6 Is 5 mar= 1920. 44 
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[g~)(=)]' =.g~)(z)  + ~g~)(z), 

a e t  fl d6signant les constantes 

a --~ 2 q2n= 
- - o 0  

La formule (9) donne alors 

-]-co 

~ 0 0  

to(u + 2ig')g(.~)(z) + ll(u + 2ig')gi=)(z) 

7 (  7 ] + e ~  _ Z ~  + e~- g~)(u) g?)(z) 

-t- :-~-) --  2g~'(u)Jg~)(z). 

D'oil enfin, en identifiant les termes on g(o~)(z) et g~l)(z) 

(IO) 

Ces relations permet tent  de d6terminer [0(u) ct [l(u) par la m~thode des coeffi- 
cients ind~termin6s. 

IV. Dans la formule (7) on peut supposer v ~ u ;  la formule doit alors 6tre 
modifi4e ~ cause des termes ~(v ,  u) et Zl(u, v) qui deviennent infinis. On a, 
dans ce cas, 

(7') 
~ ( u , z ) =  ox,(u,z) 

Ou + ~(u);r z) + Zo(u)g~ (=) + Z, (u) r (z) 

~P(u), t0(u), 11(u) 6tant des fonctions de u vdrifiant des relations fonctionnelles 
qu'il est ais6 d'6tablir. 

V. On obtiendra des formules analogues s (7) ct s (7') en appliquant la 
m6thode de d~composition en 61~ments simples s des fonctions de z des formes 
suivantes 
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(~) x,(u, ,-) ~c, (v, z) z,(w, z) 

ou, on gdndral 

(i2) 

347 

i - k  

i - 1  

La  fonct ion  (IX) de z s ' expr ime pa r  ]es fonct ions  Za(u ,z ) ,  X~(v,z), X,(w,z) et ,  

on gdndral, Is fonct ion  (I2) do z est  une  fonct ion  lindaire de  Xml+,~+..,nk(U~, z), 
ot~ i = I,  2 . . . .  Ir 

Par is  25 mars  I9 i  9. 


