
EXTENSION NOUVELLE D'UN LEMME DE SCHWARZ. 

PAR 

GASTON JULIA 

ptla~. 

On trouve dans les oeuvres de SOHWARZ (tome 2, page io9) le lemme suivant. 
Si /(z) est holomorphe pour [ z l < i  et si, dans tout  co domaine ( [ z [ < i ) o n  

a I 1 (z) ]<  i ,  avec 1 (o) ----- o, on a pour tout  point z (o < [ z ! < I ) l'inOgalit6 [ / (z)[ < ] z [ 
sauf dans le cas oh f(z) est une fonction linOaire zeiO, auquel cas [/(z)]---- [z[. 

On en peut  conclure immOdiatement que, hors le eas d'exception, [1'(o) ] < I 

sans ~galitJ ~oo**ible. C'est 6vidcnt si f(o)-----o. E t  si f ( o ) @ o  on peut en toure ro  
d 'un ccrcle c assez petit  pour que, z dOcrivant l'aire simple (C), z~ = / ( z )  dOcrive 

aussi une aire simple (Ct), ~ u n  seul feuillet, limit6 par une courbe analytique 

h C et contenant l'origine. Cela permet de conclure que C, ferm6e int~rieure 

I/ '(o)l < x car 

Or I/(~)] i -~1<1~1  . Donc 

/' (o)- z-~i/! (~, dz 

! f l d z l  =~e 
I f (o )  l < 2 ~ J  Iz l  ffi 2~r  ffi ~' 

q ~tant le rayon de U. 
Le Icmme de SCHWARZ affirme que, hors le cas banal / ( z ) =  z e 10, si z dOcrit 

l'intOrieur du ccrcle I z l < Q <  i, son transform~ z t = l ( z )  d~crit une surface de 
RIEMANN route enti~re int~rieure ~ ce cerc~e ] / (z)]<O, en supposant que z ~ o  est 

un point invariant de la transformation. 
Si l 'on suppose maintenant  que, pour [z[< i on a encore [1(z)]< x, mais que 

le point ~ invariant ( f (~)=  ~) n'est plus l'origine, mais un autre  point int~rieur 
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au cercle I l< z, on verra bien faeilement que, si ~' d6signe le point sym6trique 

de ~ p a r  rapport  au eercle Izl--z, on aura, dans le cercle I z ~ , l < Q < Q 0 ,  

(Q0 6rant la valour constante de z - ~ '  pour [z I----- z, r la relation 

I 

quel que soit Q < #0, saul dans le cas oh 

t(z)-- do 
l ( z )  z - -  6' 

c'est-h-dire off ](z) est homographique, auquel cas on a toujours 

It(z)- l 

Cell veut  dire que, lorsque z d6crit l 'int6rieur d 'un  cercle quelconque C du 

faisceau d6fini par les 2 points cercles ~ et ~', cercle G int6rieur ~ I z[ < t ,  le 
point zl ----- [(z) reste ~ ~'int~rieur du cercle C sans  jamais venir sur co cercle, et 
d6crit une surface de RIEMANN simplement connexe contenant  ~, toute int6rieure 

C (hors le cas off ](z) est homographique). 

S'affranchissant de l 'hypoth6se qu'il existe un point ~ invariant  dans ] z ] < i ,  
hypoth6se qui peut tr~s bien n'6tre pas v6rifi~e, on envisagera un point  quel- 

conque ~ et son sym6trique ~' par rapport  au cercle ]zl = z. Alors il est clair 
que, si ~1----[(~) est la valeur correspondante ~ ~ et ~r I le sym4trique de ~i par 
rapport  au cercle i z ] ---- x (en supposant que ~1 ne soit pas sur le cercle), la fonction 

est une fonction de la variable 

i l ( z ) - - L  

U =  
z z - - ~  

qui est nulle pour u = o (z = ~) et qui pour I u I < z e s t  toujours < t. 
dans le eercle 

On a done, 
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qui est un cercle quelconque du faisceau (~, ~') int6rieur k I z ] <  i 

I/<=)-c, I I II=-  

saul le cas oil /(z) serait homographique et conserverait  l 'int6rieur du cercle 

J zJ<  z auquel cas le signe < est ~ remplacer par  = .  
Ce fair s'~nonce plus simplement si ]'on transforme par une substitution 

]in6aire convenable l 'int~rieur de [z[ < I en l 'int~rieur du demi-plan analytique 
sup6rieur ( I ( z )= partie imaginaire de z>  o). On volt alors imm~diatement que, 
si z~ ~ / ( z )  transforme tout  point z de ce demi-plan (I(z)> o) en un point zl du 

demi-plan (I(zt)> o), si ~ est un point quelconque du demi-plan (1(~)> o) et ~ = / (~)  
pour ]eque| I ( ~ ) >  o, en d~signant par ~ et ~'~ ]es valeurs conj~yu~e8 de ~ et ~x 
on aura 

taut  q u e [ ~ [ < Q < i  quel que soit J < i ,  sauf dans le cas oh /(z) est une 

a z + b  
fonotion ]in6aire du type c~-+-~ conservant le demi-plan sup~rieur. Pour une 

telle fonction on aurai t  toujours 

et d'ailleurs 

] l z- 

/(z)-- L _ z - -  " 

Extens ion nouvelle da l emme de Sehwarz.  

On a analys6 pr6c~demment comment so comportait  dans le cercle ] z J ~ I  
la transformation zl ~--/(z) lorsque cette transformation transforme en ]ui-m~me 

l'intJrieur du cerde en ]aissant invariant un point int~rieur. I1 peut arriver que 
]a transformation ne laisse invariants que des points situ6s sur la circon/~rence du 
cercle I z ~ i .  Ici encore on peut analyser ral lure de ]a transformation dan8 
le cercle. 

En supposant que ce cercle a ~t6 transform6 dans le demi-plan [(z)>o,  
z~ ~ / ( z )  sera une fonction analytique dans le demi-plan sup6rieur; nous la suppo- 
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serons analytique et r~elle sur l 'axe r~el: ~ elle transformera l 'axe r~el en lui-m6me, 

et tout  point  situ6 au-dessus de l 'axe r~el en un point  situ6 au-dessus de l 'axe 
r~el. On a vu que, si ~ est un point  du demi-plan sup&ieur et  ~ ~ [ ( ~ )  son 

correspondant on a j ] - ~ , l ~ ,  z - - ~  ~ lorsque z d6crit l'int~rieur et la circon- 

f~rence du cercle 0 ~ < ~ <  ~ (except6 si [(z) est homographique.) 

Cela veut  dire que, si z e s t  int6rieur ~ 0 ou sur sa eirconf~renee, zl ~ ](z) 

I z l  - -  ~11 eat int&ieur au cercle d~ d6fini par  I = e. 

i" 

X 

Les cercles 0 et C1 sent  homoth~tiques par  rapport  k un point  de l 'axe r~el; 

dans cette homoth4tie ~ et ~1 se correspondent. Le rapport  des rayons de G e t  

C1 4gale Ie rappor t  des ordonn6es de ~ et ~ .  Imaginons que ~ tende vera un 

point ~; de l'axe r&l, le cercle C conservant un rayon fini R;  alors ~1 tendra vers 

% de l 'axe r~el ~ (~1-~/(~)). II est visible que, sur l 'axe r~el, f ( z )  est r~elle et  
positive (non nulle); donc, ~ et ~1 tendant  vers �9 et v~, on conclut que le rapport  

ordoun6e de ~ tend vers une limite bien d6termin6e qui est 6gale ~/ t(v) .  I1 
ordonn~e cie 

n'est  pas difficile alors de conelure que, G tendant  vers une position limite F 

qui est un cercle de rayon R tangent en ~ '~ l 'axe r6el, 01 tendra vcrs une position 

imite /'1 qui est un cerele de rayon R]'(~) tangent  en vl a l 'axe r~el. Lorsque 
$ d~crit l 'int~rieur et la circonf~rence du cercle F,  z~ ~ / ( ~ )  d6crit un domaine ,/~ 

qui n'aura aucun point ext&ieur ~ F~, mais qui, a priori, pourrait  tr~s bien avoir 
des points s u r / ' ~ .  L'hypoth~se contraire, celle off ~r aurait  des points ext~rieurs 

/'~ conduirait  ~ une contradiction; envisageant en effet un cercle C infiniment 

voisin de F et situ~ au-dessus de ox ,  auquel correspondrait  un eercle C1 infini- 

1 Cette hypoth~se n'a rien de n~cessaire, mais elle simplifie l'exposition. 1%us donnerons 
en terminant des conditions de validit6 moins restrictives. 

On peut toujours supposer v e t  vl & distance finie. 
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ment voisin do F~, 01 dovrait toujours contonir zt lorsque z e s t  dans C; et ceci 

no serait pas vrai lorsquo zt serait voisin d'un point do d t  ext6rieur g F t ,  done 

ext6rieur g CI. On pout copondant affirmer que, lorsquo z d6crit l 'int6rieur et 

la circonf6reneo de F ,  zl d6erit un domaino qui n'a, on commun aveo Ft  que le 

point ~ lorsque [(z) n'est pas homographique. On vient de voir en offer que, 

lorsque z d6crit l 'int6riour et la eireonf6rence do F (qui est 6videmment un cerelo 

quelcongue do rayon R tangent  g l'axo r6el en ~), z~ d6crit un domaino dont tous 

los points sont ~ l'int6rieur ou sur la cireonf6renee de F~, tangent  en ~ hox,  
de rayon RI-----Rf(v). Cola rout  dire que la pat t ie  imaginairo de la fonction 

r 
est, & l'int6rieur ou sur la cireonf6reneo de F, < & une certaine limite 

l (z)  - ~-, 
I 

n6gative qui est--~-----  
RI'(~) 

) I 1 

< RI'(~) I ICz)~-  ~', - 

Or, lorsquo z d6erit l 'int6rieur de F ,  on a 

( i )  i z }--_-} <--R, 

lo signe < 6tant remplae6 par ---- quand z vient Bur F. 
circon/drenee F, on aura 

I Ir I < 0 .  

Done, lorsque z ddcrit la 

, [ ,  i ] 
La fonetion ] ( z ~  1 (z - -~) f (~)  est une fonetion harmonique et r~guli~re en 

tout  point int6rieur & F, et on tout  point de F sauf peut-~tre en z ~ ~. Or, on 

co point, on a 

/ ( z ) - -  ~1 = l ( z ) - -  l(~') = (z - -  ~-)/'(':) + (z ~ ) '  i,,(~:) + . . .  

( z - -  ~) I '(~) [ i  + z ( z - -  ~) + . . . ] .  
Done 

~ Z(z ~ ) + - - ] ,  l(z)--~, = ( z - - ~ : ) l ' ( ~ )  [ I -  - -  " 

�9 I 
1 Car 6 v i d e m m e n t  le po in t  - - - - ,  lorsque z, es t  dans  F~, es t  dans  le demi-plan  I [ - - I ~ - ' ~  < - -  ! .  

Acta mathematlva. 42. Imprim6 le 25 mai 1920 45 
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la quan t i t6  en t r e  parenthSses 6rant  r~guliSre a u t o u r  de z = 4. Done  

x i 

/(z)--~, (z-- 3)/'(3} f -~+'"'  
le second membre  ~tant  rdguli~re au to u r  de z = 3. 

It i i ] Done I (z)~-  41 ( z -  v)/ ' (v)  est  ha rmon ique  et  r6guli~ro a u t o u r  de z = 4. 

Cet te  fonct ion,  si elle n ' es t  pas co n s t am m en t  = o sur F sera done < o s l ' in t6r ieur  

de E puisque,  sur F ,  eIIe est  < o .  On au ra  done en tout point intgrieur & F 

0 

F 
L(z--4)f(3,]" 

. . . . . .  j 

v v 

Cette  in6galit6 ne p e u t  deveni r  une  6galit6 que  si I (z)~__3, 

est  ~ o sur t ou t  F ,  alors la dire quant i t6  est  nulle  dans  t o u t  F ,  e t  6v idemment  

/(z) est  uno fone t ion  homograph ique :  I x / (z )  ~ 31 = ( z - -  v) f ( v )  § u, ~: 4rant  une con- 

s t an te  r4elle que leonque .  

Done,  hers  le cas o f f / (z )  est  homograph ique ,  on a, en t o u t  po in t  in t4r ieur  ~ F 

x I x 

Gette inggalitg est valable en tout point z situg au-dessus de ox, car  on p e u t  t r o u v e r  

un cerele F t angen t  en v s ox et  c o n t e n a n t  ee po in t  z. E t  elle p rouve ,  ce qu ' i l  

fal lai t  d6mont re r ,  que le domaine  ~/, d6er i t  p a r  z, lorsque z d6eri t  l ' int6r ieur  et  

la eiroonf6renee d ' u n  eercle  F t an g en t  en 4 s ox, de r a y o n  R quelconque,  est  

in t6 r ieur  au  eerele F~, de  r a y o n  R f ( v )  t an g en t  en vl ~ ox, sans avoi r  avee  la 

eireonf6renee de F ,  d ' a u t r e  poin t  e o m m u n  que % lui-m~me. 
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Remarque. - -  T o u t  ee que  nous  avons  dig reste  vrai  si nous supposons 

seu lement  f ( z )  ana]y t ique  autour de ~ (et r6elle aux  envi rons  de v sur  r a x e  r6el), 

sans la supposer  analytique sur tout l'axe rdel, en supposan t  tou jours  qu 'h  tou t  

po in t  z au-dessus de ox correspond un point  z I au-dessus de ] 'axe r6el ou sur 

l ' axe  r6el. 

E n  par t icul ier ,  si ~ est un point invariant ] ( ~ ) ~ ,  e t  si o < f ( v ) < I  F l  est 

in t6r ieur  h F ou eonfondu aveo lui est  d l  e t  in t6r ieur  h F .  

E n  r6sum6 voici commen t  on peut ,  avee  des hypoth6ses  p resque  aussi 

g6n~rales que celles que l 'on fai t  pour  6tabl i r  le lemme de SOr~WARZ, ~noncer 

l ' ex tens ion de  co lemme:  

Soit  /(z) une fonct ion  analytique h l'intdrieur d 'u n  cercle C du  plan  des z, 

qu 'on  peu t  tou jours  supposer  6tre le demi-p]an I ( z ) > o ;  supposons en out re :  

I ~ que t ou t  poin t  z in t6r ieur  h C soit  t r ans form6 en un po in t  z t ~ / ( z )  

intdrieur ~ C ou situ~ sur C, l [ [ ( z ) ]>  o en t o u t  po in t  I (z )  >o; 

2 ~ qu 'un  po in t  O du  eorcle C res te  i nva r i an t :  pa r  exemple  ro r ig ine  ] ( o ) =  o;  

3 0 que ](z) soig ho lomorphe  dans uno pe t i t e  region ~ a u t o u r  de ce po in t  

(on no suppose r ien d ' a u t r e  sur  C ailleurs qu 'en  o). 

Alors il f au t  n6eessai rement  que f (o )  soit rdelle et positive pour  que ]a condi-  

t ion i ~ soit  v6rifi6e a u t o u r  do l 'origine.  

T o u s l e s  ra i sonnements  qui  pr6e~dent song ici valables;  en gout po in t  int~rieur 

avoir lieu que si ](z) est homographique. 

Done,  lorsque z dgcrit l'intdrieur et le contour d'un eercle quelconque F de rayon 

R tangent en o ~ C, zL ddcrit un domaine ,d~ dent tous les  points, y eompris les 

points [ronti~res, (sau[ o) sent intdrieurs au cercle F~ tangent en o 5 C, et de rayon 

R~ ~ R f ( o ) .  ,d~ est tangent e n o  ~ C. 

En  part ioul ier ,  si f ( o ) <  I ,  ,dj est  t o u t  ent ier  in t6r ieur  h F ,  saul  e n o  oh 

At touche  F.  

II suffit m~me do supposer quo f(z), holomorphe dans C, admet, lorsque z tend vers o, 
darts U, une d~riv6e premiere et une d~riv~e seconde finies et continues de fa~on qu'on puisso 
~criro 

-~t(n~t O zl -- zf'(o) + z ,~ -~  + zSe(z), 

e(z) ~tant holomorph~ dana Get tendant vers z~ro lorsque z tend verso  dans C. 


