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P. J. MYRBERG. 

Einleitung. 

Die vorliegende Abh~ndlung zerf/illt in zwei Teile. Der erste von ihnen, 
dessen Inhale yon geometriseh-gruppentheoretiseher Natur ist, hat den Zweek, 
die Theorie der Singularit~ten der automorphen Funktionen yon mehreren 
Ver~nderliehen yon einem neuen Standpunkt  aus zu entwiekeln. Es handelt sich 
bier vor allem um eino zweckmiissige Verallgemeinerung des Diskontinuitiitsbegriffs, 
welehe erlaubt, der Existenz der wosentliehen Singulari t~en bei automorphen 
Funktionen mehrerer Ver~nderlichen eine natiirliche Erkl~irung zu geben. 

Der zweite Teil ist den Reihenentwieklungen automorpber Funktionen 
gewidmet. Insbesondere wird eine neue Gattung unendlicher Reihen gegeben, 
welehe wie die Poinear~schen Reihen (--2) re* Dimension direkt zur Darstellung 
automorpher Differentialo ffihren. 

Die folgende Untersuehung besehgftigt sieh mit einer speziellen Klasse 
automorpher Funktionen zweier Ver~nderliehen. Die wiehtigsten Resultate werden 
aber in einer Form gegeben, in der ihre Giiltigkeit in viel allgemeineren F/illen 
und fiir beliebig viele Ver~nderliehe zur Evidenz gebraeht wird. 
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I. Definition hyperbolischer Bewegungen.  

z. Den Gegenstand der folgenden Untersuehungen bilden die al]gemeinsten 

diskontinuierliehen Gruppen reeller projektiven Substitutionen 

(z) X a~x + f l 'Y + 7' y a 2 X + f l 2 y + y 2  
= as x + fls Y + 73' a, x + flsY + 7s' 

deren entsprechende lineare homogene Substitutionen 

(2) ui' = ai u, + fll u, + 71 u, (i ----- I .  2, 3) 

eine vorgelegte indefinite quadratisehe Form 

3 

(3) ~(u, , u .  u,) = ~ ap, qup uq 
p, 9--1 

mit reellen Koeffizienteff invariant lassen. Geometriseh ste]]t jede derartige 

Substitution eine ,hyperbolisehe Bewegung~> oder eine ~>Spiegelung~ dar, wobei 

(4) q~(u~, u2, u,) = =  o 

die Gleichung des in der Cayleyschen Massbestimmung gebrauehten absoluten 

Kegelschnittes in homogenen Koordinaten ist. 

2. Die allgemeinste hyperbolisch kongruente Abbildung (Bewegung oder 
Spiegelung) enth~lt drei willkfirliche Parameter.  Um diese Parameter  in den 
Koeffizienten yon (z) explizite hervortreten zu lassen, legen wir den folgenden 

Untersuchungen die spezielle quadratische Form 

(4)' {p0 (u~, u2, us) = u, 2 -b u22 - -u ,*  

zu Grunde, was keine Besohr~inkung der Allgemeinheit ist, weil bekanntlieh jede 
reelle indefinite terngre quadratische Form vermittels einer reellen tern/iren 
Substitution in die Form % b z w . -  go o transformiert werden kann. Dies bedeutet  
geometrisch, dass wir den allgemeinen ree]len Kegelschnitt (4 )dureh  den mit 
ihm kollinearen Einheitskreis ersetzen. Zwisehen den neun Koeffizienten yon (z) 

herrschen in diesem Falle die Relationen 

(5) #i ~+ #z 2-#s 2 =  I, 

7~ + ~2 ~ -  73 ~ ---- -- z, # , 7 ,  + # , r =  - -  # ,  r ,  = o .  
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3. Wir wollen jetzt in wohlbekannter Weise die >)hyperbolisehe Ebene, ,  

d. h. das Inhere des >)absoluten Kreises>) x~+y~= ~ (einschl. des R a n d e s ) i n  
Zusammenhang mit der komplexen t-Ebene bringen, we jeder hyperbolischen 

Bewegung und Spiegelung eine durch eine reelle lineare Substitution 

at+b (6) t' = - -  
ct +d 

vermittelte Kreisverwandtschaft  entspricht. 

Zu diesem Zweck projizieren wir zun~ichst die t-Ebene stereographisch auf 
die Kugel 

vom Pole f=~=o,~=i aus, und nachher diese Kugel orthogonal auf die 
~ - E b e n e .  Wenn die x-und die y-Achse zu der ~- und der ~-Aehse parallel und 

der Mittelpunkt der Kugel zum Nullpunkt der xy-Ebene gew~ihlt werden, erh~ilt 
man in dieser Weise die Relationen 

(7) 
x ~ + ~ + z '  Y =  ~§247 

x VI - -  x I - -  y '  
, ~==+ 

i - - y  I - - y  

Wir zerlegen jetzt die lineare Funkt ion (6) in ihren reellen und imagin~ren 
Bestandteil und erhalten dadurch die quadratische Cremonasubstitution 

(8) 
ac(~§ + bd ~r= (ad--bc)~ 

c ~ ( ~  + ~ )  + 2 cd ~ + d' c ~ (~  + ~ )  + z e d  ~ + d ~ 

Vermittels der Relationen (7) erh~lt man alsdann fiir die Transformation der 
Variabeln x, y den Ausdruck 

(9) 

X =  (ad + bc)x + (ac- -bd)y  + (ac + bd) -, 

i (a 2 + c 2 _  b ~ _  d~ ) Y + x_ (a j + b~ + c~ + d2 ) ( a b + c d ) x + ~  z 

( a b _ c d ) x +  I_(a~+d, ~ ~ I - -b  - - c  ) y+ ~(a~ +b~--c2- -d  ~) 
2 

Y =  
(a ~§ c ~ _ b  ~ _ d  ~) y + ~ ( a  ~+ b ~ + cs § d ~) (ab+cd) x + ~  

we die Determinante der neun Koeffizienten gleich der dri t ten Potenz der 
Determinante 
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o l::l 
ist. Diese Koeffizienten bilden die allgemeinste LSsung der Gleiehungen (5) unter 
der goraussetzung 

D = + I ,  

d. h. die Formeln (9) stellen die allgemeinste im Cayleyschen Sinne kongruente 
Abbildung der hyperbolischen Ebene auf sich selbst dar. 

Naoh dem Vorzeichen der Determinante D hat man zwischen zwei wesent- 
lioh verschiedenen F~illen zu unterscheiden. Dem Fall D-----I entspricht n~imlich 
ein6 Kreisverwandtschaft, bei welcher jede der beiden $-Halbebenen in sioh 
iiberfiihrt wird, und eine Kollineation (I), die geometriseh eine hyperbolische 
Bewegung darstellt. Dem Fall D = - - I  entspricht eine Kreisverwandtschaft, 
bei welcher die beiden t-Halbebenen miteinander vertauscht werden, und eine 
Kollineation, die geometrisch eine hyperbolisch kongruente Abbildung mit Umle- 
gung der Winkel, also eine Spiegelung, repr~isentiert. 

4- Durch die Formeln (7) ist eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwisehen 
den Punkten der hyperbolischen Ebene und den aus zwei konjugiert komplexen 
t-Wer~en gebildeten Punktpaaren festgestellt, wobei die reellen Punkte  des 
absoluten Kreises und die doppelt zu zlihlenden Punkte  der reellon t-Aehse 
einander entsprechen. 

Indem wit jetzt die Variabeln x und y beliebige reelle oder komplexe Werte 
annehmen lassen, ordnen wit jedem Wertpaar (x,y) die dutch (7) bestimmten 
GrSssen 

zu, welche wir durch Punkte  der t-Ebene repr~sentieren. Hierdurch wird eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung festgestellt zwischen den Punkten des dutch die 
reellen und imagin~ren Bestandteile yon x und y definierten vierdimensionalen 
Raumes R~ und den Punktpaaren a ,v  der t-Ebene. Die GrSssen a,~ wollen wir 
die )>t-Koordinaten~ des betreffenden Punktes yon R 4 nennen und diesen Punkt  
selbst mit P(a ,  v) oder kurz (a, ~)bezeichnen. 

Aus dem Obigen geht hervor, dass die Punkte  P(a, ~) und P(v, a) identisoh sind. 
Fiir die Punkte  der hyperbolischen Ebene st immt die obige Zuordnung 

mi~ der in der vorigen Nummer angegebenen iiberein, da in diesem Falle a und 
konjugiert komplexe GrSssen sind. Ferner entspricht jedem ausserhalb des 

Einheitskreises gelegenen Punkte  P der reellen xy-Ebene ein Punk~paar a, v der 
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reellen t-Aehse, ngmlieh die Bilder der beiden Sehnit tpunkte der Polaren yon P 
mit dem absoluten Kreis. Sehliesslieh sei noeh bemerkt, dass komplexen Punkten 
des absoluten Kreises komplexe Doppelpunkte der t-Ebene zugeordnet werden. 

Es sei nun 

(xI) Ax+ B y + C ~ o  

die Gleichung irgend einer reellen oder komplexen Geraden. Die Abhiingigkeit 
zwisehen den t-Koordinaten ihrer Punkte  wird durch die bilineare Gleichung 

(~2) (0  + B) ~ + A (~ + ~) + ( 0 - -  B) = o 

dargestellt, welehe eine involutorisehe Projektivit~it zwisehen ~ und �9 definiert. 
Die Koeffizienten yon (ix) seien insbesondere reell. Jenaehdem diese Gerade 

den absoluten Kreis sehneidet oder nicht, hat man auf der reellen t-Achse eine 
hyperbolische oder elliptische Involution, deren Fixpunkte die Repriisentanten 
des Poles der genannten Geraden sind. Insbesondere entspreehen im ersten 
Falle der innerhalb des absoluten Kreises gelegenen Sehne die Paare konjugierter 
Punkte  auf dem dureh die Fixpunkte der hyperbolischen Involution gehenden 
Orthogonalkreise der reellen Aehse. 

Es sei schliesslich (Ix) eine Tangente des absoluten Kreises, welche diesen 
Kreis in einem beliebigen reellen oder komplexen Punkt  (z,z) beriihrt. Die 
Involution (I2) nimmt dann die ausgeartete Form 

an. Hieraus kann zur spiiteren Anwendung der Sehluss gezogen werden, dass 
der Punkt  (a,~) den Schnit tpunkt  der durch die Punkte  ( a , a ) u n d  (v ,v )des  
absoluten Kreises gezogenen Tangenten bildet. 

II. Die invarianten Mannigfaltigkeiten hyperboliseher Bewegungen. 

5. Wir haben die KoUineationen (9)a ls  Bewegungen bzw. Spiegelungen 
der hyperbolischen Ebene gedeutet. Es ist unsere n~chste Aufgabe, die funda- 
mentalen Eigenschaften dieser Transformationen in dem ganzen vierdimensionalen 
Raum R4 zu untersuchen. Bei dieser Untersuchung handelt es sieh vor allem 
um die Bestimmung der Gesamtheit der invarianten Gebilde, d. h. der Punkt-  
mannigfaltigkeiten, welche jecler Kollineation (9) gegenfiber invariant bleiben. 

Weil diese Fragen an und fiir sieh ein geometrisches Interesse besitzen, 
wollen wir bei ihnen ausfiihrlicher verweilen, als es fiir die funktionentheoretischen 
Zwecke notwendig w~re. 



294 P . J .  Myrberg. 

Die Gesamtheit  der reellen Kollineationen (9) bildet eine ~s_ faeh aus- 
gedehnte kontinuierliche Gruppe, in welcher die Gruppe der Kollineationen mit 

positiver Determinante,  der eigentlichen hyperbolisehen Bewegungen, als eine 

ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei enthalten ist. 

Es set nun P (~ ,y )  irgend ein Puuk t  des Raumes R~. Diejenigen Punkte  
dieses Raumes, zu welchen man veto Punkte  P aus vermittels alter mSglichen 

hyperbolischen Bewegungen gelangen kann, bilden ein algebraisches Kontinuum, 

welches wegen der Anzahl der in (9) enthaltenen unbestimmten Parameter  im 
Allgemeinen dreidimensional ist. Es ist ersichtlich, dass diese Mannigfaltigkeiten 
uns die einfaehsten invarianten Gebilde liefern, aus denen sich alle anderen 

zusammensetzen lassen. 
Zur nKheren Untersuchung dieser invarianten Mannigfaltigkeiten betraehten 

wir das Doppelverhgttnis 

(13) j (a , v )=a- -~  ~--~ ( a--a ~: ~ 1  

we a, �9 die konjugierten Zahlen yon a und ~ bedeuten. Dieser Ausdruek hat  fiir 
jedes Wertpaar a, v einen ganz bestimmten Wert, yon demjenigen Fall abgesehen, 

we a und v reell und einander gleieh sind. 
Wenn die Punkte  a und v auf derselben Seite der reellen Aehse liegen, ist 

offenbar o < J(a,v) < i .  Speziell ist J(a,v) = i fiir a =  ~. Wenn dagegen die 
Punkte  a, v in verschiedenen Halbebenen liegen, ist J(a,v)< o. Speziell ist hier 
J(o,~) = - - ~ ,  wenn a und ~ konjugiert  komplexe Zahlen sind. Sobald irgend 

ether der Punkte  a,~ zur reellen Aehse gelangt, wird J ( a , ~ ) ~ o  (vorausgesetzt, 
dass jene Punkte  dabei nieht zusammenfallen). 

Wir wghlen jetzt irgend einen Punkt  (x, y), der dem reellen absoluten Kreis 
nicht angehSrt. Es seien a, v seine t-Koordinaten und J der entspreehende Wert  

yon (I3). Jeder  auf x und y ausgeiibten reeUen Kollineation (9) entsprieht eine 
reelle lineare Substitution (6) der Variabeln a und v. Jede solehe Substitution 

1Esst aber das Doppelverh~ltnis J(a, ~) invariant. Es besteht daher die Gleichung 

(14) J(a, ~) = J 

fiir sgmtliehe Punkte  derjenigen Mannigfaltigkeit M, welche erhalten wird, wenn 

der gegebene Punkt  (x,y) allen reellen Kollineationen (9) unterworfen wird. 

6. Wit nehmen zuerst 
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an. Naeh dem Obigen sind dann die Zahlen a, ~, welche der Gleiehung (I4) 

geniigen, voneinander verschiedene nicht konjugierte Zah]en und daher ~ ~ v, ~ ~ a. 

Wenn a~,% und a~ ,~  zwei beliebige LSsungen yon (I4) sind, gibt es in 
diesem Falle stets eine reelle lineare Substitution (6), welche gleichzeitig a~, % 

auf a~, ~ und a~, % auf a2, ~ abbildet. Dies wird in der Tat  dutch die Substitution 

geleistet, wenn K der Bedingung 

gemiiss gew~hlt wird. 
Im vorliegenden l~alle gehSren daher s~mtliehe Punkte  von R4, deren t-Koor- 

dinaten die Gleichung (I4) befriedigen, der oben definierten Mannigfaltigkeit M 
an, welche wir yon jetzt ab mit H j  bezeiehnen wollen. Diese Mannigfaltigkeit 

hat  als einzige Grenzpunkte die reellen Punkte  des absoluten Kreises. Um dies 
einzusehen, braueht  man nur  auf irgend e i n d e r  Gleichung (I4) geniigendes 

Wertpaar a, ~ die lineare Substitution 

t r = t o + r ( t  - -  to) 

auszuiiben, we to einen beliebigen reellen Wert  hat  und ~ ein reeller Parameter  

ist. Wenn der Wert  yon Q von Eins bis Null kontinuierlieh abnimmt, wobei die 
Gleichung (I4) fortw~hrend ihre Giiltigkeit beh~lt, n~ihern sich die GrSssen a und v 

beide kontinuierlich dem Weft  to ,  und der zugeordnete Punkt  (x, y) yon H j  kon- 
vergiert mithin gegen den Punkt  (to, to) des absoluten Kreises. Jeder  reelle Punkt  
dieses Kreises ist somit ein Grenzpunkt der Mannigfaltigkeit H ]  und andere 

Grenzpunkte kann es naeh dem Obengesagten nieht geben. 
Die invariante Mannigfaltigkeit H j  besitzt wesentlich versehiedene Charaktere, 

jenachdem J < o oder J > o ist. 
Im ersten Falle repr~isentieren die t-Koordinaten a und ~ irgend eines 

inneren Punktes  yon H j  Punkte  der t-Ebene, welehe auf verschiedenen Seiten 

der reellen Achse liegen. Well nun (a,~) und (~,a) einen und denselben Punkt  
yon R4 darstellen und weil anderseits J(a,v)~J (v, a) ist, so kSnnen die Koordi- 
naten a~, % und a2, ~z zweier beliebigen inneren Punkte  yon H y i m  vorliegenden 
Falle so gew~ihlt werden, dass a~ und a2 auf einer und derselben Seite der reellen 
t-Achse liegen, und ebenfalls % und ~2. Es ist dann mSglich, eine kontinuierliche 
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Folge von infinitesimalen Substi tutionen (5) zu definieren, welche al in a2 und 

vl in v2 i iberffhren, ohne dass die reelle Achse iiberschritten wird. M. a. W. 
kSnnen die entsprechenden Punkte  yon H j  miteinander vermittels einer auf H j  

gelegenen kontinuierlichen Kurve  vereinigt werden, deren s~mtliche Punkte  
inhere Punkte  yon Hy sind. Die Mannigfaltigkeit H j  besteht also im vorliegenden 
Falle J < o aus einem einzigen dreidimensionalen Kontinuum, dessen Grenzpunkte 

aus der Gesamtheit der reellen Punkte  des absoluten Kreises bestehen. 
Wenn J :>  o ist, sind die Punkte  a und v auf derselben Seite der reellen 

Aehse gelegen. Bei beliebiger Versehiebung des Punktes  (x,y) im Innern yon 
Hj  kSnnen die Punkte  a und v nach dem Obigen die reelle Achse nicht iiber- 

schreiten. Hieraus geht aber hervor, dass die Mannigfaltigkeit Hj  im Falle 
J > o aus zwei verschiedenen dreidimensionalen Kont inua besteht, die nur l~ings 
der Peripherie des ree]len absoluten Kreises miteinander zusammenb~ingen. Das 
eine Kont inuum entspricht den Punktpaaren  der oberen Halbebene, das andere 

denjenigen der unteren Halbebene. Diese Halbebenen gehen vermittels jeder 
reellen Substitution (5) negativer Determinante  ineinander fiber und mithin 

werden die betreffendeu zwei Kont inua vermittels jeder Kollineation (9) negativer 
Determinante ineinander iiberffibrt. Einer Spiegelung der Halbebenen an der 

reellen Achse entsprieht im Speziellen der Uebergang vom Punkte  (x, y) zum 

konjugierten Punkt  (x,y). Die beiden Kontinua sind also miteinander spiegel- 

bild]ich kongruent.  

7. Es eriibrigt noch die oben ausgeschlossenen Spezialfglle zu untersuchen. 
Im Falle J ~ - - -  ~ sind a und , in der zugeordneten Gleichung (14) kon- 

jugiert komploxe GrSssen, und die entsprechenden Punkte  (x,y) sind also reelle 

Punkte  im Inneren des absoluten Kreises. Die Mannigfaltigkeit H_~ ist daher 
identisch mit der reellen hyperbolischen Ebene, die als Grenzpunkte die reellen 

Punkte  des absoluten Kreises hat. 
Im Falle J == x ergibt sich aus (I3) dass a und v komplex und einander 

gleich sind. Die entsprechenden Punkte  (x, y) sind die komplexen Punkte  des 

absoluten Kreises. Die invariante Mannigfaltigkeit H1 besteht also aus der  Ge- 
samtheit  der komplexen Punkte  des absoluten Kreises, die ein zweidimensionales 
Kont inuum bilden, welches yon den reellen Punkten  des absoluten Kreises 

begrenzt ist. 
Es sei schliesslich J = o. Dann ist entweder eine der zugeordneten GrSssen 

a ,v  reell o d e r  es sind beide reell. Diese Eigenschaften bIeiben bei Ausffihrung 
irgendeiner Substitution (6) mit reellen Koeffizienten unveriindert. Es sei nur  
eine der t-Koordinaten reell. Die im al]gemeinen Falle fiir J > o erhaltenen Re- 
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sultate gelten hier unveriindert, indem einer der Ausdriicke (I5)' fiir K stets einen 

bestimmten Wert  gibt. Man hat  also im Falle J ~ o zwei dreidimensionale in- 

variante  Mannigfaltigkeiten, welehe erhalten werden, wenn die eine t-Koordinate 

alle reellen Werte, die andere abet  alle der einen oder anderen Halbebenen zuge- 

h5rigen komplexen Werte durchl~uft. Diese Mannigfaltigkeiten hs in den 

durch die reellen a und v reprs Punkten  (a, ~) mit  einander zusammen, 

welche eine invariante zweidimensionale Mannigfaltigkeit bilden, niimlieh das 

~ussere des reellen absoluten Kreises. Beide Teile yon H0 sind iibrigens spiegel- 

bildlich miteinander kongruent. 

8. Dureh die obigen Betraehtungen sind al]e invarianten Mannigfaltigkeiten 

best immt worden. Unter  diesen Mannigfaltigkeiten gibt es eine eindimensionale, 

niimlich die Mannigfaltigkeit der reellen Punkte  des absoluten Kreises, und drei 

zweidimensionale, ni~mlich das Innere und das Aussere des absoluten Kreises 

und die Mannigfaltigkeit der komplexen Punkte  dieses Kreises. 

Die iibrigen Mannigfaltigkeiten sind alle dreidimensional und k5nnen durch 

die aus (I4) folgende Gleiehung 

(I6) (I - -  x ~ - -  y y)~ = 1 (I - -  x' - -  y~) (I - -x  ~ - -  y~) 

dargestellt  werden 1, we 

/I + 
z = ~---- j ! .  

Unter den dreidimensionalen Gebilden ( I6)  ist wohl am meisten bekannt  die 

Hypersphs 

(~6)' ~.~ + y . v  - -  i - -  o, 

die fiir J - - - - i  erhalten wird. In der Theorie der automorphen Funktionen 

hat  jedoch der Fall J = o die wichtigste Bedeutung, d. h. die Gleiehung 1 

(I7) (~ --x~: - -  y,})' = (i - - x ' - -  y')(~ - ~ ' - , } " ) ,  

die auch in der Form 

(x, Y2 - -  x, Yl)' = x~ ~ + Y2 ~ 

i FOr J >  o stell t  (,6) die Mannigfal t igkei t  H J  dar, fiir J___< o die Gesamthei t  der Mannig- 
fa l t igkei ten H J  und H I .  Also stell t  insbesondere die Gleichung (XT) die Gosamthei t  der Go- 

2 
bilde He und H--~  dar. 

A~ta mathematlea. 43. Imprim6 le 6 mars 1922. 38 
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darstellbar ist, wenn x---- xl + ix2, y = Yl + iy2 gesetzt wird. Es wird ni~mlieh 

aus den sp~iteren Untersuehungen hervorgehen, dass das Gebilde He ffir die 
automorphen Funktionen der in vorliegender Arbeit untersuchten Gruppen als 
natfirliche Grenze dieselbe Rolle spielt, wie der Grenzkreis fiir die lakun~iren 

automorphen Funkt ionen einer Variabeln. 
Zur Gleiehung (i7) ist PICARD l in einer kiirzlieh erschienen Arbeit fiber 

eino spezielle Gruppe reeller hyperboliseher Bewegungen gelangt, ohne jedoeh 

die prinzipielle Wichtigkeit des Gebildes H0 zu betonen. 

9- Aus der Gleichung (i4) geht hervor, dass durch irgend einen Punkt  des 

Raumes R4 eine und im allgemeinen nur eine invariante Mannigfaltigkeit H j  geht. 
Eine Ausnahme machen nut  die reellen Punkte  des absoluten Kreises, die zu 

jedem invarianten Gebilde gehSren. 
Wir sagen der Kfirze wegen, der Punkt  (a,~) liege auf dem Gebilde H~, 

bzw. innerhalb oder ausserhalb desse]ben, jenachdem das zugeordnete Doppel- 
verh~ltnis (I3) gleich, kleiner oder grSsser als J ist. Wenn also J alle reellen 
Werte yon + I bis zu --r durchl~iuft, erh~ilt man die ~ -  fache Schar in- 

einander gosehalteter invarianter Gebilde, unter  welchen die hyperbolische Ebone 
H_~ das innerste und der absolute Kreis, als Triiger sowohl der reellen als kom- 

plexen Punkte,  das ~ussersto ist. 
Wir untersuehen jetzt die Teilung des Ganzen Raumes R4 durch das spe- 

ziello invariante Gebilde H 0 niiher. 
Das Inhere yon H 0 besteht  nach dem Obigen aus der Gesamtheit  der Punkte  

(a, v), deren a und ~ Punkte  verschiedener t-Halbebenen darstellen. Diese Punkte  
bilden einen einfachzusammenhiingenden Bereich A, welcher u. a. die hyperbo- 
lisehe Ebene und die Hypersph~ire (r6)' als Teile enth~ilt. 

Das )[ussero yon He besteht dagegen aus zwei verschiedenen, mit einander 
spiegelbildlieh kongruenten Gebieten B und C, n~imlieh aus den zwei Punktman- 
nigfaltigkeiten, deren a und ~ entweder beide der oberen oder beide der unteren 
t-Halbebeno angehSren. Diese Gebiete werden dureh einen zweidimensionalen 
Teil yon He, ngmlich durch den ausserhalb des absoluten Kreises gelegenen Teil 

dor reellen x y-Ebene yon einander getrennt.  

Io. Die Eigenart  des Gebildes H0 liisst sich noch in folgender Weise cha- 

rakterisieren, was fiir die sp~iteren Anwendungen wichtig ist: 

2 Sur eertains groupes discontinus correspondant aux formes quadratiques ten,aires; (Annales 
scientifiques de l'~cole normale sup~rieure. III s~rie, tome 33; 1916). 

Vgl. aueh G. GIaxuv, Lemons sur les fonctions automo~Thes, S. 12z. 
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Es sei 

(18) Xo x + Yo Y -- I ---- o 

die G|eichung irgend einer reellen Geraden. Man bat dann auch die G|eichung 

(ISy XO~ +YoY--  I = o. 
Aus (I8) und (I8) r erh~lt man dutch leichte Umformung 

( i  - -  x ~ -  y ~ ) ,  - (~ - ~ ,  - y , )  (~ - ~ ,  - ~ , )  = (~~  + y o ~ -  ~)  (x  ~ - -  ~ y ) , .  

Nun sei (x, y) ein beliebiges, dieser Gleiohung geniigendes Wertpaar, H j  die durch 
den entsprechenden Punkt des Raumes R4 gehende invariante Mannigfaltigkeit 
und (i6) die Gleiohung dieser Mannigfaltigkeit. Naoh der obigen Gleichung ist 
dann sign. ( k - - i ) =  sign. (xoS+ yo ~ -  i), und nach der S. 297 gegebenen Relation 
zwischen ~ und J ist somit sign. J = s i g n .  (x0S+y0~--i). Hieraus geht aber 
hervor, dass der Punkt (x,y) dem Innern, dem /~ussern yon Ho oder dem Ge- 
bride Ho selbst angehSrt, jenachdem die Gerade (I8) den abso]uten Kreis schneider, 
nicht trifft oder beriihrt. 

Hiernach kann das invariante Gebilde H o als die Einhfillende der Tangenten 
des reellen absoluten Kreises angesehen werden, wobei diese Tangenten als Tr~ger 
ihrer sowohl reellen als komplexen Punkte, somit als zweidimensionale Mannig- 
faltigkeiten zu betrachten sind. 

i i .  Die Existenz der oben gefundenen invarianten Mannigfaltigkeiten /-/j 
1/isst sich invariantentheoretisoh in folgender Weise begrfinden. 

Bekanntlich besitzt die allgemeine terniire quadratisohe Form (3), ausser der 
Determinante der Koeffizienten, welche eine >>Invariantea ist, noch einen zweiten 
invarianten Ausdruck, n~imlich die aKontravariante, 

l aH a,, a,3 vl] 

(I9) F = [a=' a2, as, v2 , 

] a3~ as2 asa vs  

] Vl Vs Ys O 

wo die kontragredienten Variabeln 

[u2u, [u, u2] 
v , =  ] , v , = l u ' u ' ]  v 

der zur Substitution der kongredionten Variabeln u und u reziproken Substitution 

zu unterwerfen sind. Wir w~hlen die Variabeln u und u konjugiert imaginKr und 
legen bei der Bildung der Kontravariante F die spezielle Form (4Y zu Grunde. 
Ffir F ergibt sich dann der Ausdruck 
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U3 [2. 

lU2Usl l U3 Ul l 

Die Gleiehung 

(20) Fo = Z 90 9o, 

we 9o die konjugierte GrSsse yon 9o bedeutet, stellt aber, wie leicht einzusehen 
ist, die Gleiehung (I6) der invarianten Mannigfaltigkeiten H3-in homogenen 
Punktkoordinaten dar. 

III .  Diskontinuier l iche Gruppen hyperbol ischer  Bewegungen. 

I2. Bevor wir zur funktionentheoretisehen Seite unserer Betrachtungen 
iibergehen, haben wir gewisse Aufgaben im Gebiet der geometrisehen Gruppen- 
theorie zu 15sen. Es hande]t sieh vor allem um die Definition und Untersuehung 
der allgemeinsten im Raume R4 ,eigentlieh diskontinuierlichem) Gruppen reeller 
hyperbolisehe Bewegungen, d. h. Gruppen mit endlieh ausgedohntem, vierdimen- 
sionalem Fundamentalbereieh, indem nur diese Gruppen automorphe Funktionen 
besitzen kSnnen. 

Zu diesem Zweek hat man die Hiiufungsmengen M' (P) derjenigen Punkt- 
mengen M ( P )  zu studieren, die aus den vermittels der Substitutionen der be- 
traehteten Gruppe erhaltenen Transformierten irgend eines gegebenen Punktes P 
bestehen. Die Punkte  der Mengen M r(P), welehe wit ~>Grenzpunkte~ der Gruppe 
nennen wollen, k6nnen in zwei Klassen geteilt werden. 

Es zeigt sieh ns dass die Hs M r(P) yon der Wahl des 
Ausgangspunktes P unabhEngig ist, sobald dieser Punkt  ausserhalb gewisser 
spezieIler Punktgebilde yon hSehstens dri t ter  Dimension gewiihlt wird. Die 

~Hauptgrenzpuu~t Punkte dieser koiinzidierenden Mengen M r (P) werden wir -1. e~ 
der Gruppe nennen und ihre Gesamtheit mit (M) bezeiehnen. Wenn aber der 
Punkt  P jenen speziellen Punktgebilden angehSrt, kann es eintreffen, dass M w (P) 
Punkte  enth~lt, die in (M) nieht vorkommen. Diese Punkte  wollen wir ,spe- 
zielle Grenzpunkte)) der Gruppe nennen. 

I3. Wir wollen zuniiehst den einfaehsten Fall, die zyklisehen Gruppen, 
fiir sich betraehten. 

Es sei 

( 2 I )  t r - - t  2 t - -  t 2 
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irgend eine reelle liueare Substitution mit den Fixpunkten tt und t2. Die zuge- 
ordnete Kollineation (9) hat  dann im ganzen drei invariante Punkte  (a, ~), niimlich 
die Punkte  

(tl, t,), (t~, t~), (tt, t~). 

Die beiden ersten sind Punkto des absoluten Kreises; sic sind reell oder konjugiert 
komplex, jenaehdem die Substitution (2I) hyperboliseh oder elliptiseh ist. Der 
dritte Fixpunkt  ist stets reell und liegt im ersten Falle ausserhalb, im zweiten 
innerhalb des reellen absoluten Kreises. 

Bei einer parabolisehen Substitution gibt es ein einziges invariantes Punkt-  
paar, n~mlieh (to, to,), we to don Fixpunkt  der parabolisehen Substitution bezeieh- 
net, und demgem~ss hat  die zugeordnete Kollineation nut  einen, auf dem reellen 
absoluten Kreis gelegenen Fixpunkt.  

Jede yon einer einzigen elliptisehen Substitution erzeugte Gruppe ist entwe- 
der endlieh oder kontinuierlieh. Wir nehmen daher die Substitution (2x) als 
hyperboliseh an und bezeiehnen sie kurz 2~(t). Es sei die reelle positive Zahl 
K < r. Die Punkte  2~n(t) und ~-n(t) (n = r,  2, 3 . . . .  ) haben dann, unter der Voraus- 
setzung t ~ t2 bzw. t ~ t~, die Fixpunkte t~ bzw. t2 zu Hi~ufungsstellen. 

Wenn also der Punkt  P(a,~)  yon R4 keiner der beiden dureh (tj,t~) und 
(t2,t~) gehenden Tangenten des absoluten reellen Kreises angehSrt, reduziert sieh 
die H~ufungsmenge M r ( P )  immer auf die zwei Punkte  (t~,t~) und (t~,t2), wenn 
dagegen P auf einer dieser Tangenten liegt und von den ebengenannten zwei 
Punkten versehieden ist, t r i t t  in M I(P) der neue Punkt  (tt, t2) auf. 

Die Punkte  (tl,tt) und (t2,t2) sind daher die t tauptgrenzpunkte,  der Punkt  
(tl, t2) der einzige spezielle Grenzpunkt der zyklisehen Gruppe. 

Im Falle einer parabolischen Substitution is t  der auf dem absoluten Kreis 
liegende Fixpunkt  der einzige Hauptgrenzpunkt,  w~ihrend keine speziellen Grenz- 
punkte existieren. 

I4. Es sei jetzt F eine beliebige Gruppe hyperboliseher Bewegungen und 
g die Gruppe der zugeordneten reellen linearen Substitutionen (6). Diese beiden 
miteinander holoedriseh isomorphen Gruppen sind offenbar gleiehzeitig diskonti- 
nuierlieh. 

Bekanntlieh ist die Nichtexistenz infinitesimaler Substitutionen fiir die eigent- 
liehe Diskontinuit~t der Gruppe g in der komplexen Ebene hinreiehend. Eine 
Folge davon ist, dass die diskoutinuierliehen Gruppen reeller hyperboliseher Bewe- 
gungen im Raume R4 eigentlieh diskontinuierlieh sind. Wit werden einen Beweis 
fiir unsere Behauptung erbringen, indem wit fiir diese Gruppen einen Fundamental-  
bereieh konstruieren, d. h. einen vierdimensionalen Bereieh, der zu jedem Punkt  
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des Raumes R~ (bzw. eines Teiles desselben) einen und nur einen mit demselben 

~quivalenten Punkt  aufweist. 
Wir wollen aber zun~ichst eine Klassifikation unserer Gruppen F einfiihren. 
Bekanntlieh besteht die Menge (m) der Grenzpunkte jeder diskontinuier- 

lichen Gruppe g reeller linearen Substitutionen entweder aus der Gesamtheit  der 
Punkte  der reellen Aehse oder aus einem auf dieser Aehse gelegenen System 

diskreter Puukte.  Die ersten Gruppen, unter  dessen die Modulgruppe die bekann- 
teste ist, wollen wir Gruppen erster Klasse, die anderen Gruppen zweiter Klasse 
nennen. Diese Benennungen iibertragen wir auf die zugeordneten Kollineations- 
gruppen F. 

Es sei g zun~chst eine Gruppe erster Klasse. Ro sei ein etwa in der oberen 

t-Halbebene gew~ihlter Fundamentalbereich von g und -~o das Spiegelbild yon Ro 
beziiglieh der reellen Aehse. Ausser in den mSglicherweise vorhandenen ~para- 

bolisehen Eekena gibt es zwisehen den beiden Bereiehen Ro und Ro keinen 
Zusammenhang. 1 

Wir betrachten jetzt  die Gesamtheit derjenigen Punkte  (a,v) des Raumes 
R4, deren a dem Bereich Ro angeh5rt, w~ihrend ~ ein beliebiger Punkt  der unte- 
ren Halbebene ist. Diese Punkte  (a,~) bilden einen einfaehzusammenh~ingenden, 

innerhalb Ho gelegenen vierdimensionalen Bereich Ao, weleher ein Fundamental-  
bereieh der Gruppe F ist, wenn man sieh auf den innerhalb des Gebildes Ho 

gelegenen Teil A yon R~ besehr~inkt. (vergl. S. 298 ). 
Es sei n~mlieh (a, v) irgendein innerer Punkt  von A. Der Punkt  t = a liegt 

dann in einem Bildbereich yon Ro, der dureh eine gewisse Substitution ~ erhal- 
ten wird. Durch die Kollineation (9), welche der inversen Substitution ~-1 ent- 
sprieht, wird offenbar der Punkt  (a,~) in einen Punk t  von Ao iiberfiihrt. 

Anderseits gibt es im Bereiche Ao keine zwei hinsiehtlich F ~iquivalente 
Punkte.  Denn im entgegengesetzten Falle w~iren die zugeordneten Punkte  a, 
welehe beide im Fundamentalbereich Ro liegen, beziiglieh g miteinander ~quivalent. 

In  ~hnlicher Weise l~sst sieh zeigen, dass die Gruppe /" in den R~iumen B 

und C ausserhalb Ho die Fundamentalbereiehe Bo bzw. Co besitzt, welche aus der 
Gesamtheit  der Punkte  (a,v) bestehen, deren a-Koordinaten Punkte  yon Ro bzw. 

Ro repr~sentieren, w~hrend v auf die obere bzw. untere Halbebene besehr~nkt ist. 

Es sei alsdann F eine Gruppe zweiter Klasse. Die Bereiche Round Ro h~n- 
gen dann l~ings endlieher Streeken der reellen Achse miteinander zusammen. 
Die Bereiehe Ao,Bo und Co bilden also einen einzigen Bereich, welcher zum 

Fundamentalbereieh der Gruppe F gew~ihlt werden kann. 

1 Round Ro k~nnen offenbar ihre Rolle vortauschen. 
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I5. Es sei jetzt P(a,v) ein beliebiger Punkt yon R4 derart, dass yon den 
entsprechenden Punkten a und ~ der t-Ebene keiner der Menge (m) angehSrt, 
und es sei m r ein beliebig gegebener Punkt dieser Menge. Es gibt dann immer 

eine unendliche Folge von Substitutionen der Grul0pe G, die, auf den Punkt a 
ausgefiihrt, eine gegen m r konvergierende Punktfolge geben. Wegen der Invarianz 

des Doppelverh/iltnisses (z3) konvergieren die Transformierten des Punktes v 
vermittels dieser Substitutionen gegen denselben Grenzpunkt mr. 

Hieraus geht hervor, dass die Menge (M) der Hauptgrenzpunkte der betrach- 

teten Gruppe F m i t  der auf dem reellen absoluten Kreise liegenden Punktmenge 
(re, m) zusammenfiillt, we m die Punkte der Menge (m) durchl~iuft. 

Wenn F eiue Gruppe erster Klasse ist, umfasst demnach die Menge (M) 
s~mtliche reellen Punkte des geuannten Kreises, wogegen sie aus diskreten Punk- 
ten dieses Kreises besteht, wenn /~ der zweiten Klasse angeh5rt. 

Zur Bestimmung der speziellen Grenzpunkte schicken wir den folgenden 
Hilfssatz voraus. 

H i 1 f s s a t z. Es gibt stets Substitutionen der Gruppe g, deren Fixpunkle yon 
zwei beliebig gegebenen Punkten der Menge (m) beliebig wenig abweichen. 

Zum Beweis w~ihlen wir in vorgeschriebenen beliebig kleinen Umgebungen 

der gegebenen Punkte, etwa in der oberen Halbebene, irgend zwei Kreisbogen- 
polygone, welche Bilder des Fundamentalbereichs sind. Es sei K der obere 
Randkreis des einen Polygons, K t der entsprechende Randkreis des zweiten, :~ 
diejenige Substitution yon g, die K in /~ iiberfiihrt. Wir nehmen an, dass K t 
nicht der obere Randkreis des zweiten Polygons ist. 1 ])ann ist ~ offenbar eine 
hyperbolische Substitution, die den einen Kreis auf den anderen in der Weise 

abbildet, dass die Inneren und Xusseren einander wechselseitig entsprechen und 
deren Fixpunkte bzw. innerhalb der Kreise K und K r liegen. Well nun die Radien 
der Randkreise der Polygone bei unbegrenzter Ann~herung an die reelle Achse 
unterhalb jeder endlichen Grenze herabsinken, ist die Richtigkeit des ausge- 
sproohenen Hilfssatzes bewiesen. 

Jetzt sei P irgend ein Punkt, von dem wenigstens die eine t-Koordinate 

einen Punkt der Menge (m) repriisentiert. Die zugeordnete I-I~iufungsmenge 
M r (P) besteht danu offenbar aus Punkten, deren l-Koordinaten beide Punkte der 

Menge (m) darstellen und welche sich daher unter den Polen derjenigen Geraden 
befinden, welche die Hauptgrenzpunkte paarweise verbinden. Anderseits ist 

jeder dieser Pole wegen des obigen Hilfssatzes entweder ein ausserhalb des abso- 
luten Kreises liegender Fixpunkt einer hyperbolischen Substitution oder eine 

1 W~re dies nicht der Fall, so brauchte man nur das zwoite Polygon durch ein n~tchst 
unten folgendes zu ersetzen. 
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H~ufungsstelle soleher Fixpunkte. Weil nach N:o I3 jeder dieser Fixpunkte ein 
spezieller Grenzpunkt fiir die betreffende zyklische Untergruppe ist, so ist dar- 

getan, dass die Gesamtheit der speziellen Grenzpunkte und ihrer H~ufungspunkte 
mit der Gesamtheit derjenigen ausserhalb des absoluten Kreises gelegenen Punkte 
zusammenfiillt, we die durch die Hauptgrenzpunkte gezogenen Tangenten einan- 

der paarweise sehneiden. 
Bei den Gruppen erster Klasse besteht demnach die Menge der speziellen 

Grenzpunkte und ihrer Hiiufungspunkte aus der Gesamtheit des/~ussern x ~ + y~ > x 
des absoluten Kreises, bei den Gruppen zweiter Klasse aus einer in jenem Bereiche 

getegenen Menge diskreter Punkte. 
Durch das Obige ist die Diskontinuitiit der Gruppen /" fiir alle Punkte des 

Raumes R~, von den im Bereiche x~+ y ~ > i  liegenden Grenzpunkten abgesehen, 

bewiesen. 

IV. H~iufung beliebiger Punktmannigfaltigkeiten. 

i6. Die grundlegende Bedeutung der Grenzpunkte bei den automorphen 

Funktionen einer komplexen Ver~inderlichen besteht darin, dass jene Punkte 
gerado die wesentlichen Singularit~iten der Gesamtheit der automorphen Funk- 
tionen erschSpfen, und dass sieh ausserhalb jener Punkte diese Funktionen wie 

rationale Funktionen verhalten. 
In der Theorie der automorphen Funktionen yon zwei und mehreren Varia- 

beln hat man mit Erscheinungen yon wesentlich neuer Art zu tun. Der Grund 
dazu liegt in dem Umstande, dass die Singularit~ten der Funktionen mehrerer 

Ver~nderlichen keine isolierten Punkte, sondern kontinuierliche Gebilde sind, 
woraus folgt, dess es fiir die Untersuehung der Singularit~iten im Falle mehrerer 

Vergnderliehen nicht hinreieht, die H~ufung einzelner Punkte zu untersuchen. 
Man hat vielmehr hier ein ganz neues Problem zu 15sen, n~imlich die Bestimmung 
der H~ufungsgebilde von r~umlich ausgedehnten Mannigfaltigkeiten. Von dem 
neuen Standpunkt aus wird man eine volle Analogie zwischen den automorphen 
Funktionen einer und mehrerer Veriinderliehen hinsiehtlich der Eigenart der 

wesentliehen Singularitiiten gewinnen. 
Wir werden die fo]genden Untersuehungen in allgemeinerer Form durehfiihren, 

als es fiir die funktiontheoretisehen Zwecke erforderlich w~ire. 

17. Es sei (/~) eine ganz beliebige im Raume R~ gelegene abgeschlossene 
Punktmenge. Wir betrachten die Gesamtheit der Punktmengen S(tt), die aus der 

gegebenen Menge vermittels der versehiedenen Substitutionen S der Gruppe F er- 
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halten werden. Es sei F (g) die Gesamtheit der H~iufungspunkte der Mengen S(g). 
Jeder Punkt von F(~) hat also die Eigenschaft, dass in einer beliebig kleinen 

Umgebung desselben Punkte von unendlich vielen Mengen S(g) vorhanden sind. 
Hinsichtlich der Menge F(g) werden wit folgenden allgemeinen Satz beweisen: 

S a t z. Die Punkte der Menge F(p) liegen sdmtlich au /den  dutch die Haupt- 
grenzpunlcte gehenden, als zweidimensional betrachteten Tangenten des absoluten 
Kreises, vorausgesetzt, dass die gegebene Menge (tO keinen HauptgrenzpunIct dieser 
Gruppe entMilt. 

Es sei U ein beliebiger Bereioh des Raumes R4, welcher yon den genannten 
Tangenten iiberaU endlichen Abstand hat. Unser Satz l~sst sich offenbar auch 

so aussprechen, dass es unter den Bildbereichen yon U nur endlich viele gibt, 

die Punkte der gegebenen Menge (/~) enthalten. 

Es seien D 1 und D2 die yon den Punkten a bezw. v beschriebenen Bereiche 
der t-Ebene, wenn P(a,~) den Bereieh U beschreibt. Wegen der gemachten 
Voraussetzung haben die Bereiche D~ und D2 yon den Grenzpunkten (m)der  

Gruppe g einen endlichen, yon Null verschiedenen kiirzesten Abstand. 
Wenn es nun unendlich viele Bildbereiche von U g~be, die Punkte von (g) 

enthalten, kSnnten wir unter den entsprechenden Substitutionen yon g eine 
unendliche Folge ausw~hlen derart, dass die vermittels dieser Substitutionen 
erhaltenen Bildpunkte eines beliebig gew~hlten, ausserhalb der Menge (m)gelege- 

nen Punktes P der t-Ebene gegen einen bestimmten Punkt m r dieser Menge kon- 
vergieren wiirden. Die entsprechenden Bildbereiche yon DI und D2 wiirden dann 

(vgl. S. 3o3) m r aIs einzigen Grenzpunkt besitzen, und, da die Menge (t0 abge- 
schlossen ist, wiirde sie demnach den Punkt (m t, m r) des reellen absoluten Kreises 

enthalten, was unserer Voraussetzung widerspricht. 

i8. Der obige Satz wird in zweckm~ssiger Weise durch den folgenden Satz 

erg~inzt, wodurch funktionentheoretisch wichtige Schliisse ermSglicht werden. 
S a t z. Wenn die Menge (,u) keinen Hauptgrenzpunkt yon F enthdlt, und wenn 

dazu die Gesamtheit der Punlcte der t-Ebene, die yon den t-Koordinaten a und ~ der 
einzelnen Punkte yon (,u) reprdsentiert werden, eine gewisse zweidimensionale Umge- 
bung lodes Punktes der Menge (m) i~beraU dicht bedeckt, so besteht die Menge F (g) 
aus den reellen und komplexen PunEten sdmtlicher durch die Hauptgrenzpunbte der 
Gruppe gehenden Tangenten des absoluten Kreises. 

Es sei wiederum (2i) eine hyperbolische Substitution der Gruppe g. Wir 
beschreiben um den Fixpunkt t2, welcher bei der Annahme K < i ein Repulsions- 

zentrum ist, einen kleinen Kreis C2, welcher ganz in der im Satze vorausgesetzten 
Umgebung des Grenzpunktes tz liegt. Well nach der Voraussetzung der ]=Iaupt- 

Acta mathematica.  43. Imprim6 le 6 mars 1922. 39 
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grenzpunkt (t2, t2) der Menge (,,) nicht angehSrt, kSnnen wit den Kreis C2 so klein 
annehmen, dass die einem Punkte  von (~L) entsprechenden Punkte  ~ und �9 nie 

beide innerhalb C2 fallen. Es gibt also eine solche Teilmenge (~d) yon (,,), dass 
yon den zugehSrigen Punkten  a', ~ die einen, sagen wir die Punkte  a r, das Innere 

yon C 2 fiberall dicht bedecken, w~hrend die Punkte  d r ausserhalb C2 liegen. Ver- 
mittels einer hinreichend grossen positiven Potenz ~ von (21) wird C2 auf einen 

den at t rahierenden Fixpunkt  tt umschliessenden Kreis C1 abgebildet, so dass das 
.~ussere des einen Kreises dem Innern des anderen entspricht, und umgekehrt .  

Die Punk te  2~(d)  bedecken dann das Aussere von Ct iiberall dicht, w~hrend die 
Punkte  2~'~(v r) s~imtlieh im Innern  yon C1 liegen. Well nun bei unbegrenzt 
wachsendem n der Kreis C~ sich nach dem Punkt  t~ zusammenzieht, so ist dar- 

getan, dass jeder Punkt  (a, tl), wo a einen beliebigen Wert  hat, ein H~ufungs- 
punkt  der Mengen 2" (!~) (n ----1, 2, 3, . . .) ist. Mithin umfasst die Menge /'(,u) 
jeden Punkt  der dureh (tl,t~)gehenden, als zweidimensionale Mannigfaltigkeit 

aufgefassten Tangente des absoluten Kreises. Weil nun die Hauptgrenzpunkte  
der Gruppe gerade aus der Gesamtheit  der Fixpunkte  der hyperbolischen Sub- 
sti tutionen und ihrer H~ufungspunkte bestehen, ist der obige Satz hiermit bewiesen. 

19. Die Bedingungen des obigen Satzes sind insbesondere fiir jede alge- 
braische Mannigfaltigkeit erffillt. In der Tat  sind die t-Koordinaten a, ~ in diesem 

Falle miteinander algebraisch verbunden, und die Punkte  a(bzw, v) bedecken so- 

gar die ganze t-Ebene. Wir haben somit den 
S a t z. Die H~iu/ungsgebilde der vermittela der Substitutionen der diskontinuier- 

lichen Gruppe F erhaltenen Trans/ormierten eines beliebigen algebraischen Gebildes 

(22) P (x, y) = o 

bestehen aus der Gesamtheit der durch die Hauptgrenzpunkte gehenden Tangenten des 
absoluten Krei~es, vorausgesetzt, dass das gegebene Gebilde keinen Hauptgrenzpunkt 
der Gruppe enthglt. 

Es mag hier nebenbei bemerkt  werden, dass die Riehtigkeit dieses Satzes 

speziell fiir lineare Gebilde aus der polaren Beziehung zwischen den Punkten  und 
Geraden auf Grund der Ergebnisse der N:o 15 ohne weiteres gesehlossen werden kann. 

Durch das Obige ist dargetan, dass die durch die Hauptgrenzpunkte  gehenden 
Tangenten des absoluten Kreises als H.~ufungsgebilde yon riiumlich ausgedehnten 

1)unktmannigfaltigkeiten dieselbe Rolle spielen, wie die Hauptgrenzpunkte  als 
H~iufungsstellen fiir die Transformierten isolierter Punkte.  Es ist daher zweck- 
mgssig, diese Tangenten ~>Hauptgrenzgebilde,~ der Gruppe zu nennen. Bei den 
Gruppen erster Klasse ist ihre Gesamtheit mit dem dreidimensionalen Gebilde 
H 0 identisch, wghrend sie bei den Gruppen zweiter Klasse auf H0 diskret liegen. 



Uber die automorphen Funktionen zweier Veriinderlichen. 307 

2o. Neben den Hauptgrenzgebilden k6nnen spezielle Grenzgebilde als H~iu- 
fungsgebilde auftreten, wenn das gegebene Gebilde den Voraussetzungen des obigen 
Satzes nicht geniigt. Wir wollen dies durch ein paar Beispiele erl~utern. 

Wir betraehten zuerst irgend eine durch den attrahierenden Fixpunkt der 
hyperbolisehen Substitution (2t) gehende Sekante. Aus N:o x3 geht hervor, dass 
ihre vermittels der Wiederholung yon (2i) erhaltenen Transformierten als ]=Iiiu- 
fungsgebilde die dureh die Fixpunkte tl,t~ gehende Gerade haben, welche daher 
ein spezielles Grenzgebilde ist. 

Wir betrachten ferner die Transformierten des Gebildes 

V-'q l*-'q 
(23) A \ a - - t l l  + B ~ _  tl! + C = o 

vermittels der Potenzen yon (2I). Aus ihren Gleiohungen 

A la - -  t J  + B + C K '~ ~ - -  td = o (] K [  < T) 

geht hervor, dass sie als Grenzgobilde das dutch die Gleiehung 

(a-- t21 I v - - t 3  t 
A ~a--t~l + B \ ~ _  t~! = o 

dargestellte, im allgemeinen nicht lineare Gebilde haben, welches teils ausserhalb 
B der Mannigfaltigkeit Ho, teils auf derselben liegt, wenn ~ reell und n e g a t i v i s t .  

V. Die Picardschen Reihen. 

21. Dem Poinoar~sehen Gedankengang folgend beweist PICARD die Existenz 
automorpher Funktionen bei eigentlich diskontinuierlichen Gruppen in zwei 
Variabeln vermittels unendlieher Reihen der Form 

(z4) 
[0 (S, T)lm 

O (x, y) = ~ R (S, T) ~-O (xT~-! ' 

wo R eine rationale Funktion bedeutet und die Summierung sieh fiber die Ge- 
samtheit der Substitutionen (S,T) der betreffenden Gruppen erstreckt. Jede 
Reihe der obigen Form ist niimlich fiir hinreichend grosse Werte m absolut und 
gleichm~ssig konvergent und geniigt der Funktionalgleichung 
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/a T)I-  
(25) O (S, T) = O (x, y) ~ ( ( x , ~ !  ' 

die der Funktionalgleiehung 

o (8) = e) (z) l d z ]  

der Poinear6schen O-Funktionen analog ist. Der Quotient irgend zweier Funk- 

tionen (24), die nicht identiseh verschwinden, ist daher eine automorphe Funk-  

tion der betreffenden Gruppe. 

22. Naeh PICARD sind die Reihen (24) fiir m > 2  in gewissen Bereichen des 

Raumes R~ absolut und gleichm~issig konvergent u. a. bei allen diskontinuierlichen 

Gruppen linearer Substi tut ionen 

(26) a l x + f l t y + z t  y a ~ x + f l 2 y + ~ 2  
X = a3 x + fls y + 73' = as x + fl3 y + 7s 

mit komplexen ganzzahligen Koeffizienten, deren zugeordnete homogene Substi- 

tutionen eine vorgelegte tern~ire indefinite quadratische oder Hermitesehe Form 

in sich iiberftihren (*Hyperfuchssche Gruppem0.1 Ferner hat  PICARD in einer 

kiirzlieh erschienenen Abhandlung den speziellen Fall n~iher betrachtet ,  we a,, ~ ,  ~ 

reelle ganze Zahlen sind, und fiir den Konvergenzexponent  m in diesem Falle den 

genaueren Wert  m = I gefunden2 Dieses Resul ta t  kann in folgender Weise verseh~rft 

und verallgemeinert werden. 

S a t z. Die  O-Reihen sind, yon einem gewissen Glied ab, in ]edem endlichen, 

yon den au] H o gelegenen Hauptgrenzgebilden in endlieher Ent]ernung gelegenen 

Bereich /i~r m >~ 2 absolut und  gleivhmdssig konvergent, vorausgesetzt, dass die sin- 
- - 3  

ffuldren Gebilde der rationalen Fun la ion  R (x,y) keinen Hauptgrenzpunkt  der Gruppe 

enthalten. 

Wir gehen yon der Beobaehtung aus, dass die einzelnen Glieder der Reiho 

(24) im allgemeinen ffir die Punkte  der algebraisehen Gebilde 

I 
(27) R (8, T) = o, a s x + f13 Y + 73 = o 

1 E. PICARD. Sur une classe de groupes discontinus de substitutions lindaires et sur les fonc- 
tlons de deux variables indJpendantes restant invariables par ees substitutions. (Acta mathematica, 
Bd. I; x88z). 

2 E. PICARD. Sur les fonetions de deux variables complexes restant invariables par les sub- 
stitutions d'un groupe discontinu. (Comptes rendus 19z6). 
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und nur fiir diese polar unstetig werden. Nach unserer Voraussetzung enthalten 
die ersteren Gebilde keinen Hauptgrenzpunkt  und dasselbe gilt fiir die Flucht- 
geraden 

( 2 7 ) '  tr 8 x + f13 Y + 73 = o ,  

die vermittels der Substitutionen der Gruppe I" ineinander iibergeffihrt werden, 
indem diese Geradon wegon der Relation 

( 2 8 )  ~3 ~ + fls ~ - -  733 = - -  I 

ausserhalb des absoluten Kreises liegen. Die Bedingungen des in N:o 17 bewie- 
senen Satzes betreffs der Hgufung der Transformierten einer algebraisehen Man- 
nigfaltigkeit sind also giiltig, und wir erhalten das Resultat, dass die Gebilde (27) 
die Gesamtheit der Hauptgrenzgebilde und nur diese als I-Igufungsgebilde haben. 

Es sei jetzt U ein beliebiger endlicher Bereich des Raumes R4, welcher yon 
don tIauptgronzgebilden eine yon Null verschiedene Entfernung hat. Die ver- 
mittels der verschiedenen Substitutionen yon F erhaltenen Bildboreiche yon U 
haben naoh S. 3o3 als einzigo tI~ufungspunkto die Hauptgronzpunkte der Gruppe. 
Weil nach unserer Voraussetzung die Funktion R(x,y)  in diesen Punkten end- 
lich ist, und well anderseits, nach dem oben Gesagten, der Bereich U nur yon 
endlich vielen unter den Gebilden (27) durohsotzt wird, so sieht man, dass, wenn 
diejenigen Gliedor der Reihe, die diese Gebilde als polare Unstetigkeiten besitzen, 
ausgelassen werden, in sgmtlichen iibrigen Gliedern der Reihe die GrSssen ] R (S, T) ] 
im Bereiche U unter  einer endlJchen Grenze liegt. Hieraus folgt, dass die Reihe 
(24) hinsichtlich der absoluten und gleiohmgssigen Konve,rgenz durch die Reihe, 

(29) 2[O(S,T)tm I 

ersetzt werden kann, welche der speziellen Wahl R ( x , y ) ~ i  der rationalen 
Funktion e,ntspricht. 

23. Wir behaupten jetzt, dass die Untersuchung der absoluten und gleich- 
mi~ssigen Konvergonz der Reihe (29) auf die Untersuchung der Konvergenz der 
Reihe 

i 

?z TM 

zuriickgefiihrt werden kann. 
Es soi J der kiirzoste Abstand der Punkte  des Bereichs U von den Flucht- 

linion (27)'. Man hat dann fiir jede Substitution und jeden Punkt  des Bereichs U 
dio Ungleichung 
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1.3 +fl, v ~  ~-~? I ~ '  

deren linke Seite don kfirzesten Abstand des Punktes (x,y)yon den Punkten 

der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit (27)' darstellt. Wegen der Relation (28) 

ist daher ffir jeden Punkt  yon U 

(30 
I < I . I 

1.3x +#3Y+7~1=~1 VT~--I 

Anderseits ist in diesem Bereieh, wenn die grSsste Entfornung seiner Punkte  

vom Nullpunkt mit d bezeiehnet wird, 

Ic, ,x+~3y+r31<l~3x+fl~yl +i<Va3~+f3 ~. V l ~ P +  lyl ~ + i 
73 = 73 73 

< Vlxl' + l y l ' +  i < d  + I ,  
und somit 

(3IY 
1 ~ 3 x + ~ 3 y + r ,  I > d +  i 7s 

Dureh die Ungleiehungen (31) und (3I)' ist die Gleiehzeitigkeit der absoluten und 
gleiehmiissigen Konvergenz der Reihe (z9) im Bereieh U mit der Konvergenz 

der aus lauter positiven Gliedorn bestehenden Reihe (30) dargotan. 

24. Nun folgt aus (I) und (9) die Gleiehung 

(32) r (a ~ + bg + ct + d~ ) 73 = ~ 

die uns zeigt, dass die Reihe (30) bis auf einen Zahlenfaktor ( =  2 am) mit der Reihe 

I 
(33) ~ ( a *  + b * + c' + d') 3" 

iiberoinstimmt, we sieh die Summierung fiber s~imtliehe Substitutionen 

at+b t' z(t) ct+d 

der Gruppe g erstreckt. Wegen der Relation 

(34) a*+bS+c*+d~ I~(i)]*§ (i ~ V- - I ) ,  a z /O [ '  
d t l  
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kann diese letzte Reihe (33) in der Form 

~ ( I Z  I [dZ(i) i3m 
(3s) (i) I s + ~)~m I ~ -  

gesehrieben werden. 

Wir wollen annehmen, dass der Punk t  t ~  i im Innern des Fundamen- 

talbereiehs Re der Gruppe g liegt, was man im allgemeinen durch geeignete Wahl 

yon Re erreiehen kann} Es sei zo ein kleiner Kreis mit dem Mittelpunkt t = i 

und dem l~adius Q, der g'~nz innerhalb /~o liegt. Fiir den Inhal t  v des ver- 

mitte]s der Substitution Z(t) erhaltenen Bildkreises u hat  man dann die Un- 

gleichung 

vo (~o = z eD, 
(36) ~ > ] c t + d I~ax' 

we das Maximum fiir die Punkte  des Kreises u o zu nehmen ist. Weil ferner die 

d 
ree]len Punkte  Z - I ( ~  ) =  - -  - veto Mittelpunkte t = i des Kreises • einen endliehen 

c 

Abstand > I haben, so gilt fiir ]eden Punk t  t von xo die Ungleichung 

(37) I--e<[~+~l=I + e .  

Aus (36) und (37) ergibt sieh 

(3s) = ~ i  + dl 4 = l e t  + dim= ~" 

In analoger Weise finder man fiir jeden Punkt  yon uo 

woraus folgt 

(39) Iz (i) 1> ~ l Z ( t )  lm~x 

1 Nnr  w e n n  t = i  e in  e i l i p t i s che r  F i x p u n k t  ist, is t  d ies  n i c h t  m(iglich. I n  d iesem Fal le  
bedar f  aber  die fo lgende  Dars te l lung  n u r  e ine r  u n b e d e u t e n d e n  Modifizierung.  
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Aus (38) und (39) ergibt sich 

i Id~(i)12 CLv / rdrdr 
(40) (l~(i)l~+x)~]-~- <(c~.lz(Ol~+x)~<c, (C2r.,+x)~, 

(• 

wo r, cf polare Koordinaten in Bezug auf Origo bedeuten und C1 und C2 positive, 
yon Null verschiedene endliche Konstanten sind, welehe v o n d e r  Substitution 

(t) unabhiingig sin& 

Wit summieren jetzt die Ungleiehungen (40) fiber die Gesamtheit  der Sub- 
stitution yon F u n d  bemerken, dass die entsprechenden Kreise z alle ausserhalb 

einander liegen. Als Resultat  erh~lt man die Ungleichung 

cc  .~  

i r (41) 2 ( J Z ( i ) I ~ + I ) ~  ! dt <C1 ( ~ r ' +  I)'~2C--2" 
r--O ~--0 

2 
Mithin konvergiert  die Reihe (35), und somit auch die Reihe (30)ffir m = - ,  und 

3 

2 also a fortiori fiir m > - ,  womit der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
3 

25. Fiir die Gruppen der zweiten Klasse hat  man das folgende genauere 

Resultat,  welches ffir die Untersuehungen des folgenden Kapitels wiehtig ist. 

S a t z. Die Picardschen Reihen sind bei Gruppen der zweiten Klasse schon 

/fir m ~ i absolut und gleich~n(issig ]convergent. 
3 

Wir nehmen an, dass der Punkt  t ~ ~ kein Grenzpunkt ist, was stets ver- 
mittels einer reellen linearen Transformation erreicht werden kann. Naeh einem 
bekannten Satz yon BURNSIDE und RITTER konvergiert in diesem Falle die Reihe 

i 

Auf Grund der Relation (32) ist dann die Reihe 

I 

a fo r t i o r i  konvergent.  
Fiir die Gruppen der ersten Klasse kann man dagegen zeigen, dass die Reihe 

(42) divergiert. Wir wollen den Beweis indess hier iibergehen. 



~ber die automorphen Funktionen zweier Ver~tnderlichen. 313 

25. Aus der gleichmiissigen Konvergenz der Picardsehen Reihen (24)folgt, 
dass sie analytisehe Funktionen der Variabeln x, y darstellen. Zur Untersuehung 
ihrer analytischen Eigenschaften bemerken wit zun~ehst, dass die betreffenden 
Funktionen fiir die Punkte  der Gebilde (27) im allgemeinen polar unstetig wer- 
den. In der Tat kSnnen diese singulhren Gebilde einander nur in einze]nen Punk- 
ten aufheben, wenn es nicht zuf~lligerweise eine Substitution von F gibt, die eines 
unter den singul~ren Gebilden der rationalen Funktion R (x, y) entweder in sieh 
selbst oder in irgend ein anderes fiberffihrt. 

Wir setzen ferner wie stets voraus, dass die singul~ren Gebilde von R (x, y) 
keinen Hauptgrenzpunkt  der Gruppe 1 ~ enthalten. Unter dieser Voraussetzung 
bestehen die H~ufungsgebilde der Gebilde (27) aus den Hauptgrenzgebilden, deren 
Punkte somit s~mtlieh wesentlieh singul~re Stellen und zwar die einzigen derar- 
tigen Stellen der Funktionen (24) sind. Hieraus folgt aber, dass der Charakter 
der dureh die Pieardschen Reihen definierten automorphen Transzendenten we- 
sentlich yon der Klasse der Gruppe abh~ngt. 

Es sei n~imlieh F zuerst eine Gruppe erster Klasse. Naeh den Ergebnissen 
des Kapitels IV fiillt die Gesamtheit der Hauptgrenzgebilde mit dem Gebilde H0 
zusammen. Jeder Punkt  dieser dreidimensionalen Mannigfaltigkeit ist daher ein 
wesentlieh singulhrer Punkt  fiir s~imtliche Picardsche O-Funktionen. 

Wir haben also in diesem Falle das bemerkenswerte Resultat,  dass jede 
Picardsche Reihe drei versehiedene analytisehe Funktionen definiert, welehe in je 
einem unter den drei yon H0 begrenzten R~iumen A, B, C existieren (vrgl. S. 298 ), 
fiber deren Grenze hinaus sie nicht analytisch fortgesetzt werden kSnnen. We- 
sentlich anders verh~lt es sieh bei den Gruppen zweiter Klasse. Die Hauptgrenz- 
geraden bilden hier eine Menge auf H o gelegener diskreter Geraden, dureh welehe 
der vierdimensionale Raum R4 nicht geteilt wird. Jede Pieardsehe Reibe definiert 
also eine einzige analytisehe Funktion, deren Existenzbereieh, von den Haupt- 
grenzgeraden abgesehen, den ganzen Raum R~ umfasst. 

Dureh die obigen Betrachtungen ist eine vollst~ndige Analogie mit den auto- 
morphen Funktionen einer Variabeln hinsiehtlich der Eigenart der Singularit~ten 
gewonnen, welche Analogie wir dureh den folgenden Satz ausdrficken. 

S a t z. Die yon den Picardschen Reihen dargestellten analytischen Funktionen 

sind transzendente Funlctionen, deren wesentliche SinguIaritdten nicht yon der Wahl 

der Funlctionen, sondern nut  yon der Gruppe allein abhdngen. Ausser diesen Singu- 

laritdten gibt es nut  polare Unstetigkeiten. 

27. Die obigen Betrachtungen setzen voraus, dass die Picardsehen Reihen 
nicht identiseh versehwinden. Diese MiJglicbkeit ist bei den O-Funktionen, welche 

Acta mathematlca. 43. Imprlm6 le 6 marB 1922. 40  
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Pole besitzen, ausgesehlossen. Wir wollen in dieser Nummer  die Existenz yon 

polfreien nicht identisch versehwindenden Funkt ionen naehweisen. 
Es sei F eine Gruppe erster Klasse, und R (x, y) eine rationale Funktion, 

die ffir reelle Werte der Variabeln x, y ree|l und positiv ist. Wir nehmen an, 
dass die polaren Unstetigkeiten yon R (x, y), ausser der stets geltenden oben ge- 

maehten Voraussetzung, noch der weiteren geniigt, dass keine ihrer Punkte  inner- 
halb H 0 liegen. Dies erreieht man z. B durch die Wahl 

I 

R (x, y) ~- (A z + By + C) ~' 

we A x  + By + C = o die Gleichung irgend einer reellen ausserhalb des absoluten 
Kreises liegenden Geraden ist. 

Unter  den obigen Voraussetzungen ist die innerhalb des Gebildes H 0 exi- 
stierende O-Funktion polfrei. Dass diese Funktion nicht identiseh Null ist, geht 
aus der Gleichung 

(43) O (0,o) = ~ R  (S (o,o), T (o,o)) y3~m 

hervor, deren reehte Seite eine Reihe mit lauter positiven Gliedern darstellt. 

28. Wir wollen in dieser Nummer  auf eine Analogie zwisehen den Pieard- 
sohen l~eihen ( - -3)  t~ Dimension (m = I) 

(44) O(x,y) -- ~ R ( S ,  T) o(S'T) 
0 (x, y) 

und den Poincardschen Reihen ( - -z )  "r Dimension 

O (z) = ~ R (S) ~z 

hinweisen. 

Diese Poincardschen Reihen stellen, naeh Multiplikation mit dz, wenn sie 
absolut konvergieren, automorphe Differentiale dar. Ganz analog besitzt man 
in den Reihen (44) analytisehe Ausdrfieke, die unmittelbar automorphe Doppel- 
differentiale ergeben. 

In der Tat  folgt aus der Funktionalgleichung (25) im Falle m = z, also aus 
der Gleiehung 

l0 (s, T) 1- ,, (45) O (S, T) = O (x, y ) /0  (x, y) / 
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die Relation 

O (S, T) dS dT ~ 0 (x, y) dx dy, 

woraus hervorgeht, dass der Ausdruck 

(46) 0 (x, y) dx dy 

ein automorphes Doppeldifferential darstellt. 
Dagegen ist es nicht mSglich, yon den Picardschen Reihen aus in entsprech- 

ender Weise zur Darstellung einfacher automorpher Differentiale zu gelangen. 
Diese Darstellung kann bei den Gruppen zweiter Klasse durch eine neue Verall- 
gemeinerung der Poincar~schen Reihen erreichg werden, wie wir im folgenden 
Kapitel zeigen wollen. 

VI. Eine neue Veral lgemeinerung der Poincar~schen Reihen. 

29. Wir bilden das folgende Paar einander ,konjugierter~) Reihen: 

o s  + 
c p ( x , y ) = ~ a { A ( S , T ) ~  x B ( S , T ) ~ |  

(47) 
~S+ 8T 

wo A und B rationale Funktionen bezeichnen, deren singuls Gebilde keinen 
Hauptgrenzpunkt  der Gruppe enthalten. 

Hinsichtlich der Konvergenz der neuen Reihen gilt der 
S a t z. Die Reihen (47) sind bei allen Gruppen zweiter Klasse absolut und 

gleichmdssig konvergent. 
In Analogie mit der U.ntersuchung der Picardschen Reihen kann man sich 

hier auf den Nachweis der absoluten und gleichms Konvergenz der 
spezie]len Reihen 

8y 

beschr~nken. Es geniigt die erste dieser Reihen zu betrachten, weil sich die 
Untersuchung fiir die iibrigen ganz s gestaltet. 

Aus 

88 (a, fls--asfl,)y + (a, 7,--a3y,) 
~x = (a,x + & y  + y,)~ 
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folgt, wegen der Relationen 

die Ungleichung 

P. J. Myrberg. 

- , f l ~ - - ~ J ~ , ]  = l a  ~ +b~--c~--d~l< 
la'-O'-,'+,' I 7, I =!  a~-$~+ c"+ d ' <~' 

I~S ! (lyl+~)7, 
I~ l< l .~x+t~y +hi  "" 

Es sei U irgend ein endlieher Bereich des Raumes R4, weleher yon den Haupt-  
grenzpunkten iiberall endlich entfernt  liegt und weleher dazu yon den Flucht- 

linien (27) r eine yon Null verschiedene kiirzeste Entfernung z/ hat. Man hat  

naeh S. 3Io die Ungleichung 

und daher  

] asx + flsy + 731 > j 

los] ]y]+~ 7, 
~xx < z/~ " ~ ' 73 -- I 

woraus hervorgeht, dass fiir die absolute und gleichm~ssige Konvergenz der Reihe 

OS 
~ x x  im Bereiehe U die Konvergenz der Reihe (4z) hinreiehend ist. Diese 

Reihe ist abet  nach N:o 25 bei den Gruppen zweiter Klasse konvergent, womit 
unser Satz bewiesen ist. 

Die Reihen (47) definieren, wenn sie konvergieren, analytische Funktionen, 
deren Existenzbereieh mit demjenigen der Picardsehen Funkt ionen iibereinstimmt. 

30. Es ist auf zwei wesentlieh versehiedene Weisen mSglieh yon den Reihen 
(47) aus zur Darstellung automorpher Funktionen zu gelangen. Die eine Methode 
benutzt  automorphe Differentiale, die zweite gewisse aus dan Reihen (47) gebildete 
Determinanten.  

biit Hilfe der neuen Reihen bilden wir den Ausdruek: 

(48) ep(x, y)dx + ~ (x,y) dy = ~. (A {8, T) d,..q + B (S, T) dT). 

Wenn die rationalen ~'unktionen A , B  der Bedingung 

OA(x,y)  OB(x,y) 
(49) 0 y //x 
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geniigen, stellt der Ausdruek (48) ein totales automorphes Differential dar, 
woraus dureh Integration eine analytische Funktion der Variabeln x, y hervorgeht, 
die entweder eine automorphe Funktion oder eine Integralfunktion ist, die bei 
Ausfiihrung der Substitutionen der Gruppe um additive Konstanten ge~ndert wird. 

Es seien insbesondere A und B die partiellen Derivierten einer und derselben 
rationalen Funkt ion 

OO OC A = - ~ , B = ~ .  

Aus dem zugeordneten Ausdruek (48) ergibt sich dureh Integration die Funktion 

(50) ~ (C IS(x, y), T(x, y)] - -  C IS (Xo, y,), T(xo, Yo)]), 

welche den Abelsehen Integralen zweiter Gattung analog ist. 
Speziell sei 

o g - - a  

Die zugehSrigen Funktionen (5o): 

und 

bzw. G ~ - - .  y - -b  

i } 
S(Xo, Yo) --a 

]T(x,-y)--b T(xo,yo)--b I 

sind Integrale, die nur fiir x ~ a  bzw. y----b und die transformierten Gebilde 
polar unstetig werden, und also den elementaren Abelschen Integralen zweiter 
Gattung analog. 

Es sei alsdann 

bzw. 

A I , B ~ o ,  

A = o ,  B-~ --J--I �9 y - -b  

Die zugeordneten Integrale (48) 

l l  ~ (Xo, Yo) --  a 

sind den elementaren Abelschen Integralen dritter Gattung analoge Transzendenten. 
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3I. Zu der zweiten oben genannten Methode zur Bildung automorpher 
Funktionen aus (47) gelangt man in folgender Weise. 

Die Funktionen (47) geniigen, wie leicht zu verifizieren ist, den Funktional- 
gleiehungen 

T ~S+ ~T ef(x,y)=~(S, ) ~  ~ ( S , T ) ~  x, 
(5I) 8S ~T 

~(x, y) = r T) ~yy + Vp(S, T)~yy. 

Es seien nun ~1, ~, und ~2, ~2 zwei Paare einander konjugierter ~-Funktionen. 
Fiir die aus ihnen gebildete Determinante 

(52) A ( x , y ) = l  r  ~'(x'Y)] 
Iq~,(x,y) rp2(x,y)l 

ergibt sieh aus (5I) die Funktionalgleichung 

[8(S, T) l - i  
A(S, T) = J (x ,  y)/8(--(~,y)! ' 

d. h. diejenige der Pieardschen O-funktionen (--3) ur Dimension. Der Quotient 

A(x, y) : O(x, y), 

we O eine Pieardsehe Funktion (--3) tor Dimension ist, stellt daher eine auto- 
morphe Funktion der Gruppe dar. 

Es seien ferner Al(x,y) und A2(x,y) irgend zwei wesentlioh versehiedene 

A, (x, y) und allgemeiner jede homogene Funk- Determinanten (52). Der Quotient A2(x ,y) 

tion nullten Grades der Determinanten (52) ist eine automorphe Funktion. 
Man kann auf s Weise wie bei den mit Polen behafteten O-Funktionen 

beweisen, dass die naeh der neuen Methode gebildeten Funktionen im allgemeinen 
nicht identiseh versehwinden. 


