
BRIEFE VON K. WEIERSTRASS AN PAUL DU BOIS-REYMOND. 

Verehrter Herr Kollege! 

Berlin, 23. Novemb.er 1873. 
Potsdamer Str. No. 40. 

In lhrer neuesten, mir yon Borchardt mitgeteilten Abhandlung 1 haben Sie 
meinen Beweis, dab die Funktion 

E .'cos (b~x) 
n : 0  

unter den angegebenen Bedingungen an k e i n e r  Stelle einen bestimmten Diffe- 
rential-Koeffizienten besitze, aufgenommen. Damit bin ich vSllig einverstanden, 
finde auch an meinem Briefe nach einer abermaligen Durehsicht des seinerzeit 
sehr eilig Aufgesehriebenen niehts zu ~ndern, - -  hScbstens w~re im Anfang eine 
kleine Erl/iuterang hinzuzuffigen, worfiber ich mir vorbehalte, Ihnen bei der 
Korrektur  zu sehreiben. Dagegen erlaube ich mir inbetreff der beigeffigten An- 
merkung folgendes zu bemerken. 

Es w/ire zun~chst nach meiner Ansicht zweckm~ig ausdriicklich zu er- 
w/ihnen, dag RI~MA~ bereits im Jahre 1861 einigen seiner Zuhtirer die dutch 
die Reihe 

sin (n'x) 

dargestellte Funktion als eine solehe, die keine Ableitung besitze, bezeichnet, 
seinen Beweis dafiir aber niemandem mitgeteilt,  sondern nur gelegentlieh ge- 
~ul]ert habe, derselbe sei aus der Theorie der elliptischen Funktionen zu holen. 
Auch sei nichts dariiber bekannt, ob Riemann behauptet habe, seine Funktion 
besitze an k e i n e r  Stelle einen bestimmten Differentialquotienten, - - i m  Kreise 
yon Riemanns Sehiilern schien man wenigstens yon der Existenz soleher Funktionen 
nichts gewul~t zu haben, wie aus einer Au$erung I-I~KELS (Untersuchungen fiber 
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200 Briefe von K. Weierstral~ an P. clu Bois-Reymond. 

die unendlich oft oszillierenden und unstetigen Fanktionen, S. 15, Anm. 1) 2 her- 
vorgeht. Ieh lege einigen Wert  darauf, daft dies gehiirig festgestellt werde; 
dean h~tte z.B. eine Funktion f(x) - -  und solehe Funktionen lassen sich leicht 
machen, und kenne ieh deren schon seit l~ngerer Zeit - -  die Eigensehaft, fiir 
irrationale Werte  yon x einen bestimmten Differentialquotienten zu besitzen, 
nicht aber fiir rationale, so w~ire f '  (x) zwar keine Funktion im gewtihnlichen, 
aber doeh in dem yon Riemann wie von Ihnen adoptierten Sinne. 

Was Sie ferner iiber die Funktion 

f (x) -~ ~ s in (a  x) 
~ 0  b~t 

sagen, beruht auf einem von mir selbst versehuldeten Mil~verst~/ndnis. Was ich 
in der Ihnen mitgeteilten Notiz beweisen wollte, war haupts~ichlich das Faktum, 
dal~ der Quotient 

f (x~) - f (x,) 
X~ - -  X 1 

wenn xj, x~ auf ein beliebig enges Intervall  X , . .  X '  beschr~inkt werden, jeden 
zwisehen - c ~  und -t-oo liegenden W e r t  annehmen kann. Dies geniigt, um zu 
beweisen, daft f(x) eine der Differentialrechnung unzugiingliehe Funktion ist. 
Sie ist abet in der Tat  eine Funktion ganz von derselben Beschaffenheit wie 
die sparer Ihnen angegebene; ja es l~ifit sieh sogar s eh r  leieht beweisen, daB, 

a 
sobald ~ - >  1 ist, bei jedem bestimmten Werte  yon x sowohl 

f (x + h) - f (x) als f (x) - f (x - 1~) 
h h 

fiir unendlich kleine positive Wer te  yon h beliebig grol~ werden kann. Wenn 
man abet nachweisen will, daft die vorstehenden Differenzenquotienten sieh nicht 
b e i d e  d e r  Grenze + 5~ oder beide der Grenze - c o  n~hern, wofern h unendlieh 
klein wird (und diesen Beweis h~lte ich fiir erforderlich), mul~ man - -  so viel 

a 
ich sehe - -  fiir -b- eine grSl~ere untere Grenze nehmen. Dann aber gestal tet  

sich der Beweis fiir die zwei teFunkt ion formell etwas einfaeher, weswegen ieh die 
letztere vorgezogen habe, da es ja doeh nur auf ein Beispiel ankara. Daft und wie 
man viel allgemeinere Funktionen yon derselben Besehaffenheit angeben kann, 
liegt auf der Hand. 

Wenn Sie mit dem Vorstehenden einverstanden sind, so  bitte ieh die An- 
merkung in dem angedeuteten Sinne ~nder, n .zu wollen; eine Erw~hnung meiner 
friiheren Notiz erscheint mir iibrigen~s gar  ~ticht erforderlich. 
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Gegen das, was Sie inbetreff des A~lCEschen Beweises 3) sagen, h~tte ich 
woh] etwas einzuwenden, doeh das ist Ansichtssaehe. Nut die Annahme, yon 
der Ampere ausgeht, es sei, wenn f(x) eine stetige Funktlon is~, stets mSglieh, 
das Intervall, in dem x sich bewegt, so in Teile zu zerlegen, dai~ innerhalb eines 
jeden f (x) weder ein maximum noeh ein l~inimum babe - -  eine Annahme, yon 
der Freycinet (Gambettas beriihmter ,Ingenieur") in einer ,]~tude sur la m~ta- 
physique du haut caleul" (1860) behauptet, sie sei eine unmittelbare Folge aus 
dem Begriff der Kontinuit~t --,  ist, wie meine Funktion lehrt, geradezu als falseh 
zu bezeichnen. 

Igit freundlichstem @ru~ 
Ihr ergebenster 

W~EaSTRASS. 

Berlin, 30. :November 1873. 

Sie verlangen einen Rat yon mir, - -  ich will Ihnen denselben ohne jede 
Vorbemerkung geben, nach meiner besten Uberzeugung. 

Borehardt beanstandet, wie aus seinem Briefe hervorgeht, in Ihrer neuesten 
Abhandlung drei Stellen. 

Uber die erste brauche ich nichts zu sagen, da Sie selbst mit der Streiehung 
des angefiihrten Epithetons einverstanden sind. 

Was zweitens den von Ihnen gebrauchten Ausdraek angeht, daft die yon 
Ihnen angegebene Bedingung f i i r  die Konvergenz der Fourierschen Reihe zwar 
nicht die notwendige sei, doch dieser sehr nahe komme, - -  so wiirde ieh unauf- 
riehtig gegen Sie sein und miil~te mieh flit Ihre Untersuchungen weniger inter- 
essieren, wean ich Ihnen verheblte, dab ieh Borchardts Ansicht teile, nieht so- 
wohl, weil dergleiehen l~edensarten sehr leicht mi~deutet werden kiinnen, als 
vielmehr haupts~iehlieh aus dem Grunde, dal~ Ihr Ausdruek mir eine petitio 
principii zu enthalten scheint. Denn es liegt in ihm offenbar die Voraussetzung, 
daft es eine alle F~ille umfassende und mathematiseh ausdriickbare Bedingung 
fiir die fragliche Konvergenz iiberhaupt g e b e , -  denn eine notwendige Be- 
dingung, die nicht mathematisch ausdriickbar w~re, kiinnte iiberhaupt nicht 
Gegenstand mathematischer Diskussion sein. Woher aber wissen wir, daft dies 
so sei? Wit  kennen jetzt Funktionen mit Eigensehaften, von denen man friiher 
keine Ahnung hatte, welehe, wie Sie selbst sagen, allen tmseren friiheren Vor- 
stellungen widerspreehen. Wenn daher ein Kriterium auf noeh so viele Arten 
yon Funktionen pa(~t, ohne aus dem a l l g e m e i n s t e n  und durum aber wenig 
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inhaltsreichen Funktionsbegriff abgeleitet zu sein, so kann m(igliehgrweise das 
Heer derer, auf die es nicht paint, doch noeh viel griiBer sein, - -  wean wir fiber- 
haupt auf ein Z~hlen in diesem Falle uns einlassen wollten. Was speziell den 
Fall der Konvergenzbedingung der Fourierschen Reihe angeht, so ist meine persiin- 
liche Ansicht, - -  die ich aber (iffentlieh auszuspreehen reich wohl hfiten werde- - ,  
gegenw~irtig die, daft es ein allgemein giiltiges Kriterium daffir in der Tat 
nieht gibt, - -  es sind eben Ihre Untersuehungen, die reich zu dieser (von meiner 
frfiheren welt entfernten) Ansieht gef'tihrt haben. Aber es ist, wie gesagt, eben 
meine Ansieht. Ich bin aber der Meinung, Sie brauehen auf die Beibehaltung 
des von Ihnen gew~hlten Ausdrucks, der ganz gewif manchem Leser ansti~fig 
sein wird, gar keiu Gewicht zu legen. Denn Sie haben 

1) gezeigt, daf die von Dirichlet anfgestellte Konvergenzbedingung nicht 
haltbar ist, - -  alas ist um so mehr anzuerkennen, ale bisher alle, die sich ernst- 
haft mit der Theorie dei~ Foariersehen Reihe nach Diriehlet beschiiftigt haben, 
unter anderem Kronecker, Sie selbst und ich, bemfiht gewesen sind, diese Be- 
dingung ale die wahre zu begrfinden; 

2) haben Sie ein Kriterlum angegeben, wodurch sich die Konvergenz einer 
Fouriersehen Reihe in vielen Fiillen, die den bisherigen Methoden unzuggnglich 
sind, bearteilen li~ft, 

Dutch beides nun haben Sie in der Theorie der fraglichen Reihen einen 
w e s e n t l i c h e n  Fortsehrit t  erzielt, - -  dies ist ein u das man auch in 
weiteren Kreisen um so bereitwilliger anerkennen wird, je weniger Sie selbst 
durch immerhin unwesentliche und, wie Sie zugeben werden, diskutierbare Neben- 
betrachtungen das yon Ihnen Geleistete zariiektreten lassen. Nieht jeder wird, 
das k~nnen Sie mir glauben, [hre Abhandlung mit soleher Aufmerksamkeit stu- 
dieren wie ich den ersten Entwurf  derselben, und das feet Begriindete yon dem, 
was Ansiehtssache ist, seharf zu sondern wissen. 

Eben so often, wie ich reich fiber diesen Punkt ausgesprochen babe, sage 
ich Ihnen aber auch, daft ich inbetreft der Streichung des w 6 Borchardts Ansicht 
n i e h t  teile. Auch in diesem Paragraphen fiudet sich manehes, woriiber sich 
streiten l~ft, - -  ich kSnnte Ihnen aueh inbetreff Ihrer Ausdrucksweise Ein- 
wendungen machen -- ,  aber darauf kommt es nicht an, ieh meine, dab man in 
dergleichen Dingen jedem Autor seine volle Freiheit gew~hren muff, Deswegen 
mache ieh Ihnen, um doch zu einem praktischen Resultate zu gelangen und, da 
Sie nun einmal meinen Rat in Anspruch genommen haben, folgenden Vorschlag. 

Geben Sie inbetreff des Punktes 2 n a e h -  ohne Riiekhalt, wie Sie es n~ch 
meiner Uberzeugung mit allen Ehren k~innen--,  so mache ich reich dagegen 
anheischig, Borchardt inbetreff des Artikels 6, auf den Sie Wef t  legen, umzu- 
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stimmen, soda6 Borchardt weder unter dem Text Ihrer Arbeit noch als Zusatz 
zu derselben eine Note machen wird. 

Inbetreff dessen, was Sie in lhrem Briefe von ,einem planm~6igen Aus- 
geschlossenwerden aus dem Journal" sagen, will ich einfaeh bemerken, dal~ Sie 
sich darin vollst~ndig irren; um Sie davon zu iiberzeugen, erlaube ich mir, Sie 
ausdriicklich zu ersuchen, da6 Sie die belden anderen in Aussicht gestellten Teile 
Ihrer Arbeit Borchardt m(iglichst bald zuschicken wollen. Alles iibrige wird 
sich in Ordnung bringen lassen, wenn Sie, wie ieh hoffe, in den 0sterferien 
hierherkommen werden. 

In der Uberzeugung, da6 Sie in der Offenheit, mit der ich reich in diesem 
Brief gegen Sie ausgesprochen habe, einen Beweis meiner aufrichtigen Achtung 
ffir Sie sehen werclen, verbleibe ich, freundlichst grill]end 

]hr ganz ergebener 
WEIERSTRASS. 

Berlin, 21. Dezember 1873. 
Verehrter Herr Kollege! 

Nach Empfang ihres freundlichen Schreibens yore 15. d. babe i eh  mit 
Borchard~ Riicksprache genommen, und ist derselbe, wie ich v0rausgesehen hatte, 
damit einverstanden, da6 die eine yon ihm angefochtene St~lle (diejenige, welehe 
Beirachtungen allgemeiner Natur enth~lt) bleibe, wie sie ist, die andere aber in 
der von Ihnen vorgeschlagenen Weise ge~ndert werde. Damit, denke ich, w~re 
die Sache abgetan. Darf ich noch einen Wunsch hinzufiigen, so w~re es der, 
da6 Sie bei der abermaligen Durchsicht des ]Vlanuskripts, --- falls Sie dieselbe 
iiberhaupt fiir zweckm~6ig hMten --, an dem Passus, dessen Fassung Sie, wie 
Sie sagen, wiederholt umgeschrieben haben, nunmehr niehts mehr ~ n d e r t e n , -  
man iiberzeugt sich gar zu oft, nachdem man einen Ausdruek wieder und wieder 
ge~ndert hat, da6 der zuerst gew~hlte der beste war. 

Was den weiteren mathematischen Inhalt Ihres Briefes angeht, - -  d.h. den 
nicht unmittelbar auf Ihre Abhandlung sieh beziehenden -- ,  so hoffe ich, werden 
wir wohl @elegenheit haben, uns miindlich dariiber zu unterhalten. Inbetreff 
des Unendlichkleinen will ich nur bemerken, da6 sich die Ansichten dariiber 
wesentlich verschieden gestalten, je naehdem man yon geometrischen und physi- 
kallsehen Vorstellungen ausgehend, also mit dem Begriff der extensiven Gri~i]e~ 
das Gebiet der Analysis betritt oder yon der Algebra aus, d.h. dem Zahlbegriff 
und den mit demselben notwendig gegebenen arithmetischen Grundoperationen. 
Ich halte den letzteren Weg fiir den, auf welchem allein sieh die Analysis mit 
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wissenschaftlicher Strenge begrfinden lfiBt ~md alte Sehwierigkeiten sich beseit~gen 
lassen. Aber freilich ist dies eine Ansicht, die nut  dadnreh, da~  sie konsequent: 
und ~ vollsti~ndig in allen Teilen der Analysis durehgefiihrt wiirde, zu begriinden 
w~ire. 

Ber l in ,  15. Dezember 1874. 
Verehrter Herr Kollege! 

in Beantwortung Ihres friiheren Br ie fes  gebe ieh Ihnen zun~ichst die ge- 
wfinsehte Adresse: 
M d Sophie Kowalewsky (nicht a), St. Petersburg, Wassily Ostrow, 1 ~r~ Ligne, 

Maison No. 14. 
Dann will ieh aueh die Gewisseasfrage, die Sie an reich riehten, ganz ge- 

wissenhaft beantworten. 
An der fraglichen Dissertation ~ habe ich -- abgesehen davon, daft ieh sie 

yon zahllosen grammatischen Fehlern ge re in ig t - -ke inen  andern Anteil, als daI~ 
ich der Verfasserin die Aufgabe gestellt habe. Und aueh in dieser Beziehung 
muB ich bemerken, dab ich nach dem fiber gew~ihnliche DifferentialgleiChungemEr= 
kannten, - -  das in der Einleitung so, wie ieh es vorzutragen pflege, zusammen- 
gestellt: ist  --, eigentlieh ein anderes Resultat erwartet  hatte. Ich war, - -  um 
bei dem einfachsten Falle stehen zu bleiben --, der lVIeinung, daiS eine Potenz- 
r e i he  mehrerer Ver~inderlichen, die einer gegebenen partiel len Differential- 
gleichung f o r m e l l  geniigt, auch stets innerhalb eines bestimmten Bereiehs kon- 
vergieren miisse und dann eine der Differentialgleichung wirklich geniigende 
Funktion darstelle. DaB dem nicht so ist, wie Sie a n  dem in der  Dissertation 

behandelten Beispiele der Gleichung c~r _ a ~ r sehen, wurde zu melner groBen 
8t ~x ~ 

Uberraschung von meiner Schiilerin g a n z  selbst~ndig, - -  und zwar zun~chst bei 
viel komplizierteren Differentialgleichungen als der angeffihrten -- ,  entdeckt, sodaB 
sie schon an der MSgliehkeit verzweifelte, zu einem al]gemeinen Resultate zu 
gelangen; die so einfach erscheinende Aushiffe, d ie  sie fiir die so  entstandene 
Schwierigkeit gefanden hat, habe ieh ihr als Beweis riehtigen mathematisehen 

Blickes hoeh angerechnet. Sie hat iibrigens fiir den Zweck der Promotion noch zwei 
andere Arbeiten verfaBt, yon denen die  eine unter dem Titel : ,Bemerkungen and 
Zus~tze zu Laplaces Untersuchungen fiber die Gestalt der Saturnsringe" 'aueh 
gedruckt werden soll ~. Es wird darin zun~iehst gezeigt, wie: alas Resultat yon 
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I~aplaee als erste Ann~herung strenge begriindet werden kSnne,--- in der Tat  
i~$ di~ Analyse yon Laplace schauderhaft  ~-, und ferner naehgewiesen, dal3 in 
W'ahrheit der Querschnitt eines Ringes unter der yon Laplace gemachten Annahme 
s i e h t  eine:Ellipse sein kann, sondern eine 6ifSrmige Kurve, deren Gestalt man, 
- -  abgesehen yon den technischen Rechnungsschwierigkeiten, die enorm sind --,  
bis zu jedem Grade der Genauigkei~ bestimmen ]~ann. Diese Arbeit ist ganz 
aus der eigenen Initiative der Verfasserin hervorgegangen. 

]hre andeutende Mitteilung fiber die Koeffizienten einer Reihe 

~, (% cos ~x + b,, sin ~x) 

ist insofern nicht vollstiindig, als Sie nieht angeben, was Sie yon dieser l~eihe 
in Beziehung auf die Konvergenz derselben voraussetzen. It~ngt aber das, was 
Sie beweisen, nicht einigermafien zusammen mit  dem yon C~To~ (Borehardt 72, 
p. 130) behandelten Satze? 

Sehliei~lieh noeh eine Bemerkung. Was sagen Sie zu einer 'Funktion, die 
bei reellem Werte des Arguments iiberall stetig ist, kein Maximum oder Minimum 
besitzt und trotz diesem regul~ren Verhalten so kapriziiis ist, keinea bestimmten 
Differentialquotienten zu haben, wean das Argument eine a l g e b r a i s c h e  Zahl 
(d. h. Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Zahlkoeffizienten) ist, 
dagegen ganz Vernfinftig sich aufffihrt, sobald des Argument einen transzendenten 
Wef t  hat ? Wean ich Ihnen devon Mitteilung touche, so habe ich einen doppelten 
Zweck. Zuni~chst ~rgert es reich, da$ Sie durch die (sehr wahre)Bemerkung auf 
S. 29, Z. 3 Ihres ,,Versuchs "6 meinem ~ltesten Schiiler und Freunde Ko~ios- 
~R~eR eine Wage in die Hand gegeben haben, dutch die er seine auf S. 13 der 
,Yorlesungen fiber die Theorie der elliptischen Funktionen" trotz alledem hiu- 
gestellte Behauptung betr. die Existenz eines Differentialquotienten einer stetigen 
Funktion Verteidigen kann. Denn da er wohlweislich die Bedingung einschiebt, 
daft die Funktion nicht unendlieh viele Maxima und Minima haben solle, no 
widerspreehen meine Beispiele seiner Behauptung nicht. Non hatte ich mir eine 
Funktion tier genannten Art gemacht, - -  iibrigens w~re sehon die yon Scnw~z 7 
erdachte geniigend gewesen, bei tier meinigen erscheint die Sache nut er pi- 
k a n t e r - - ;  Sie aber sagen, leider mit t~echt, auch die Gesamtheit aller alge- 
braischen Zahlen sei doch immer nur als eine Reihe e i n z e l n e r  Werte zu be- 
trachten, in der Tat kann und mug man dies vielleicht, insofern die algebraisehen 
Zahlen dutch eine b e s t i m m t e  D e f i . n i t i o n  aus der Gesamtheit der reellen Zahlen 
~usgeschieden werden, und da nun wieder wohlbed/~chtig Ausnahmen, d. h. die Nicht- 
existenz eines Differentialquotienten fiir e i n z e l n e  Werte des Arguments der 

Acta mathematica. 89. Imprimd lo 6 novembre 1923. 27  
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Funktion (wenn auch schwerlich an eine Reihe yon Zahlen dabei gedaeht worden 
ist, yon denen auch im kleinsten Intervalle unendlich viele liegen) zugelassen 
werden, so ist alle meine hIiihe umsonst. Wirklich scheint es schwer zu sein, 
eine Funktion aufzufinden, die kein Maximum und Minimum besitzt und bei der 
doch der Quotient 

f (x + h) -- f (x) 
h 

fiir jeden Wert  yon x, wenn h unendlieh klein wird, best~indig zwisehen zwei 
endlichen Grenzen schwankt, so iiberzeugt ich auch bin, dal~ solche Funktionen 
existieren. 

Die in Rede stehende Funktion ist aber die folgende. Es sei 

~ (x) = x + ~ -  sin log  (x '~) , 

soda~ 

. 2 _ - 1 §  § (x)) 

k eine positive Zah], kleiner als 1, und 

a l ~  a2~ ~a~ . . . . .  

eine gegebene unendliche Reihe reeller Gr(ifien; so hat die Funktion 

f (x) = :~  k '~ ~ (x - a~) 
~ 1  

an keiner der Stellen 

"'J- a l  ~ 4 -  ~2~ . . . . .  

einen bestimmten Differentialquotienten, obwohl sie gleichzeitig mit x best~indig 
w~chst und nirgends unstetig wird. Der Beweis erfordert einige Vorsieht, ist aber 
leicht zu fiihren. Nun hat CA~TOR 8 (B. 77 d. J.) gezeigt, dab sich die positiven 
algebraischen Zahlen auf eine gewisse Weise so in eine Reihe ordnen lassen, daft 
sich von einer ersten, zweiten usw. algebraischen Zahl spreehen l ~ t .  Nimmt 
man also fiir die al, a~, . . . . .  die Reihe der dergestalt geordneten algebraischen 
Zahlen, so hat man eine Funktion yon der angegebenen Beschaffenheit. Aber, 
wie gesagt, sie niitzt mir nichts, naehdem Sie mit dem so sehr verallgemeinerten 
Begriff einzelner Werte in der Gesamtheit der reellen Gr(ii~en, d.h., wie Sie 
sieh ausdriicken, ,besonderer Zahlenarten, die doch immer isoliert, wenn auch in 
unendlieher Menge vorhanden, auftreten" dazwisehen gekommen sind. @estatten 
Sie mir aber, noeh eine andere Bemerkung hier anzukniipfen. 
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RIEMA~ (Inaugural-Dissertation S. 1) "~ sagt: ,Es ist (wenn w eine stetige 
Funktion einer r e e 11 e n Ver/inderlichen z ist) einerlei, ob man die Abh/ingigkeit 
der GrSBe w yon z als eine wiIlkiirlich gegebene betrachtet  oder als eine durch 
bestimmte GrSl~enoperationen bedingte definiert. Beide Begriffe sind infolge des 
erw/ihnten (Fourierschen) Theorems kongruent." 

Dies kann nach meiner Ansicht nicht aufrecht erhalten werden, wenn die 
aus einer gegebenen (definierten) Funktion abgeleitete Fouriersche Reihe auch 
nur fiir einen einzigen Wer t  des Arguments den Wer t  der Funktion n i c h t  
darstellt. Solehe Funktionen, weleh.e diese Singalarit/it darbieten, haben Sie ent- 
deckt;  die mir mitgeteilte, die ja leicht so erweitert  werden kann, daft sie fiir 
jeden reellen W e f t  yon x definiert and stetig ist, 1/iBt sich (yon x ---- - a  bis 
x ~ -q -a )  in eine Fouriersehe Reihe entwickeln, die fiir x ~---0 divergiert, obwohl 
die Funktion an dieser Stelle einen endlichen Wer t  hat. Das geniigt m i r  "voll- 
kommen, vielleicht aber nicht jedermann. (Man kann z. B. sagen : ,Ja ,  es kommt 
oft vor, dab ein analytischer Ausdruck seinen wahren Wef t  unter  der Form 
c ~ -  c~ verbirgt u u. dgl.) Um eingewurzelte Vorurteile zu bek/impfen, mu~6 man 
griiberes Gesehiitz auffahren. K(innten Sie nun nicht aus ihrer Funktion in 
fihnlieher Weise,  wie die obige f(x) aus ~(x) entsteht,  eine andere herleiten, 
welche, ihrer durchg/ingigen Stetigkeit ungeachtet, die Eigenschaft hi~tte, daft die 
aus ihr sich ergebende Fouriersche Reihe in dem Intervall, fiir welches sie gilt, 
divergent w/ire flit jeden rationalen oder algebraischen Wer t  des Arguments? 
Eine solche Reihe wiirde doch schwerlich jemand als einen mathematischen A u  s- 
d r u c k  der betreffenden Funktion betrachten. Vielleicht denken Sie einmal in 
einer miii~igen Stunde daran. 

Hiermit schliel3e ich endlich diesen langen Brief, yon dem ich nur wiinsche, 
dab er reich in Ihren Augen yon dem Vorwurf, den man mir mit Recht macht, 
ieh sei nachl/issig in der Beantwortung empfangener Briefe, einigermafen reinigen 
mSge. 

Mit freundlichstem Gruff 

Ihr  ergebener 
W~I~RSTR~SS. 

(Undatiert). 

In Beziehung auf die Funktion 

GO 

f (x) = 2]  b ~ cos (a n ~x) 
n ~ 0  

27* 
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lieg~ die Bemerkung nahe, daft sich daraus sofort eine andere ableiten l~t~t, 
welche wenigstens dera ersten Einwand Koenigsbergers, n~mlich, daft ,Schon jedes 
einzelne Glied der Reihe nicht fiir jeden Wef t  :yon t eine Bedeutung habe" 
(was ich selbstverst~indlich nicht zugebe)n ich t  ausgesetzt ist. Da nKmlich a = 
eine ganze Zahl ist, so l~t~t s ich cos (a'*:rx) als ganze Funktion von cos ~rx rait 

rationalen Zahlkoeffizienten darstellen; diese raiJge rait G,~(coszx) bezeiehnet 
werden. Setzt man nun, unter t eine unbeschr/inkt ver/inderliehe reelle GrSf~e 
verstehend, 

t ~ -- 1 
COS YgX 

t ~ + l  ' 

so verwandelt  sich f(x) in eine Funktion F(t) yon t, und man hat 

b" ~ / t~ -- 1 ', 

Nirarat man nun fiir b e i n e  rationale Zahl an, so i s t  also F(t) dargestellt  

durch eine Reihe, in der jedes einzelne Glied eine rationale Funktion yon t r a i t  
rationalen Zahlenkoeffizienten ist. Diese konvergiert  iiberdies gleichra~ifiig fiir 

alle Wer te  von t; man kann daher, wenn 6 eine beliebig klein angenoramene 

GrSfle ist, eine rationale Funktion F(t) so bestimraen, daft fiir j e d e n  W e r t  
von t die Differenz 

F (t) - F (t) 

dera absoluten Betrag nach kleiner als ~ ist, also fiir jeden g e g e b e n e n  (ra- 
tionalen oder irrationalen) Wer t  yon t durch eine endliche Anzahl yon Operationen 
eine rationale Zahl bestiramen, welche dera Wer te  yon ~'(t) so nahe koramt, als 
man will. Dies hat bisher jedem hIatheraatiker, selbst den strengsten Erapiristen, 
wie z. B. Kirehhoff einer war, vollkommen geniigt, um die vorstehende Reihe als 

Ausdruck-einer gehSrig definierten Funktion anzuerkennen. Diese Fnnktion F(t) 
hat nun fiir keinen W e f t  einen bestimraten Differentialquotienten, sobaId ab hin- 
l~nglich grog ist; denn existierte ein solcher flit t -~- to, so hKtte auch die Funktion 
f(x) fiir den .entspreehenden W e r t  yon x einen bestiraraten Differentialquotienten. 
Dieser Beweis wurde allerdings yon Koenigsberger beanstandet, well er den 
zugehSrigen Wer t  yon x nicht als hinlgnglich definiert betraehtet;  da aber das 

Behauptete richtig ist, so mug es sich auch fiir F(t)  direkt beweisen lassen. 
Sie entschuldigen, daft ieh im Vorstehenden zu Ihnen geredet habe, als 

wiiren Sie ein Student irn ersten Semester. Wenn man aber sieht, wie die ele- 
raentarsten Wahrheiten der lgathematik je tz t  angezweifelt werden, so wird man 
vorsichtig und unterdriickt bei einer Deduktion aueh nicht den selbstverst~ind- 
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liehsten Ubergangsgedanken. Auf K0enigsberger wird freilich das Gesag~e keinen 
Eindruek machen, well er nieht zugibt, daft die aufgestellte Reihe, selbst wenii 
man der Ver~nderlichen t: nur rationale Werte beilegt, eine Bedeutung. habe~ 
ebensowenig als er einen unendlichen Dezimalbrueh, wenn Sie ibm auch ein 
Gesetz angeben, das bestimmL, welehe Ziffer auf jeder bestimmten Stelle stehen 
soll, als Ausdruek einer wohldefinierten GrSt~e gelten liel~e. 

hilt freundlichsten Griifen 

Ihr hoehachtungsvoll ergebener 
WEIERSTRASS. 

Berlin, 6. Juni 1875. 
Mein lieber Herr Kollege! 

So habe ich denn wirklich vier unbean~wortete Briefe yon Ihnen vor mir 
liegen. Nun, ieh babe Ihnen, glaube ich, bereits friiher gesag4, da{~ ich im Kreise 
meiner Bekannten schon lange in dem Rule stehe, ein nachl~issiger Korrespondent 
zu sein. Ieh kann das Faktum nicht leugnen, aber freilich, wenige wissen, wie 
es gekommen, dal~ ich Briefsehreiben niemals als eine freie KunsL zu lieben 
gelernt, sondern vielmehr Stets als eine Bel~istigung, etwa wie Heftekorrigierenl 
Examinieren u. dgl. zu empfinden gewohnt worden bin. Milgen Sie es hiiren. 
Als ieh einst naeh sieben friseh und friihlich durchlebLen Uniyersit~its-Semestern 
- -  im Album hiei~ ieh Jurist den Beschluf fal3te, fortan Mathematik als 
Lebensberuf zu treiben, m was meine ~reunde an meiner Zurechnungsf~higkeit 
zweifeln mach~e and meinem galen Papa, der mir das Ziel gesteckt hatte, zehn 
Jahre nach vollendetem Triennium sp~itestens Regierungsrat zu sein, viel Herzens~ 
kummer bereitete -- ,  mu~te ich diesen Entschlufi zun~chst mit vierzehnj~ihriger 
:~erbannung in das Land der Yelaten und Obo~riten biifien. Das war eine 
schlimme Zeit, deren unendliche Ode und Langeweile unertr~glich gewesen w~re 
ohne die harte Arbeit, die sie braehte, welehe aber jedenfalls einen jungen Mann, 
der bis dahin 'ein Leben voll reichbekriinzter Tage gefiihrt hatte, zum Einsiedler 
machen mul~te, was ich innerlich blieb, wenn ich aueh in dem reich umgebenden 
Kreise yon Gutsbesitzern, Referendaren und jungen Offizieren als ein ziemlich 
gute r Kamerad galL; in dieser Zeit, welche genau diejenigen Lebensjahre, 
die man sonst di~ schiinsten nennL, fiir reich ausfii]lte , babe ich die ~reude an 
schriftlicher ~litteilung verloren, - -  die Gegenwart hatte niehts, was der Rede 
wert gewesen, und "yon Zul~unfLstr~umen zu spre'chen war nicht meine Art. 
Aufierdem war, was der jetzigen GeneraLion kaum glaublieh erscheint, damals 
die Unterhal tung 'einer regelm~filgen Korrespondenz ein Luxus, den sich ein 
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Gymnasiallehrer mit monatlich 29 Talern, die Groschen habe ieh vergessen, fiir 
30 Stunden wSchentlich nicht gestatten durfte; kostete doch anfangs der vier- 
ziger Jahre ein Brief yon KSnigsberg nach KSln noch 17 Silbergroschen. Ver- 
zeihen Sie, ]ieber Kollege, dab ieh Sie yon dieser Misere unterhalte; aber die 
Erinnerung an jene 14 Jahre ist gerade in diesen Tagen wiederholt lebhafter als 
sonst in mir wach geworden. Neben Ihrem letzten Briefe, in welchem Sie, wofiir ich 
]hnen freundlichst danke, am Schlusse noch des Ordens Pour le m~rite gedenken, 
der mir unerwartet  zuteil geworden ist, - -  ich gestehe often, dab  ich, in der Lage, 
zuweilen einen Orden tragen zu m ii s s e n, diesen, den Gaul3, Jacobi und Dirichlet 
gehabt haben, lieber anlegen werde als jeden andern -- ,  liegt vor mir noch ein 
anderes Gratulationsschreiben von elnem ehemaligen Korpsbruder. Der Mann, 
ehedem freisinnig und Rationalist von reinstem Wasser, ist erst Professor, dann 
praktischer Beamter und zuletzt President eines hohen Gerichtshofs geworden; 
er hat sich in seinem ganzen Leben n i ch tum reich gekiimmert, ich wul~te nur 
yon ihm, daft er Pietist  und ein grimmiger Verteidiger der Todesstrafe ist; jetzt  
aber, da er in den Zeitungen gelesen, daft S. Majest~/t allergn/~digst geruht haben 
u. s. w., kann er nicht umhin, seinem ]leben alten Freunde und Bruder, der ihm 
einst die Erlangung der jurlstischen Doktorwiirde so energisch bestritten --  meine 
einzige 5ur i s ten ta t - - ,  dann aber sich in so liebenswiirdiger Weise habe besiegen 
lassen, seine herzlichste und aufrichtigste Freude dariiber auszudriicken, da$ 
derselbe auf einem andern Geblete der Wissenschaft ein so  beriihmter Mann 
geworden sei, - -  und so geht es fort ein paar Seiten lang, verquickt mit den 
salbungsvollsten Floskeln iiber des Herrn wunderbare und gn~idige Fiihrung der 
Lebenswege, - -  nun m~ge der Herr ihn belohnen fiir seine gute Absicht, ich 
werde den Brief nicht beantworten. 

Nun aber endlich zu etwas anderem. Zun/ichst bedaure ich, daft ich aul~er- 
stande bin, Ihnen einenPrivatdozenten, der aus eigenen Mitteln fiir seine Existenz 
sorgen kiSnnte, zu empfehlen. Das letzte Exemplar dieser Art, die immer 
seltener wird, habe ich kiirzlich bewogen, sich in Halle zu habilitieren. WiiBte 
ich noch jemanden, dem ich mit gutem Gewissen die Ergreifung der akademischen 
Laufbahn anraten k~nnte, so wiirde ich ihn zun~chst - -  ich bin ein aufriehtiger 
E g o i s t -  bestimmen, es h i e r  zu versuchen, wo wir einen tfichtigen jungen 
Mann noch sehr gut brauehen kSnnten. Augenblicklich haben wir einen Jahr- 
gang sehr guter mathematiseher Studenten, aus denen hoffentlieh auch einige 
tiiehtige Dozenten hervorgehen werden. 

Ich hatte darauf gereehnet, Sie zu Ostern hier zu sehen, babe reich aber 
gefreut, yon Ihnen zu erfahren, dab Sie eine genuBreiche Ferienreise gemacht 
haben. Mir ist es weniger gut gegangen; infolge einer Erk~ltung habe ich die 
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Ferien vSllig verloren und fiihle reich auch in diesem Augenblicke noch ht~chst 
arbeitsunlustig. 

F fir die Ubersendung eines Korrekturexemplars Ihrer trigonometrischen 
Abhandlung --  verzeihen Sie den lapsus calami - -  danke ich bestens, das andere 
Exemplar schicl~e ich Ihnen, Ihrem Wunsche entsprechend, zurtick. Bei dieser 
Gelegenheit mSchte ich Sie bitten, ein Exemplar ]hrer friiheren Abhandlung, in 
der die Notiz yon mir fiber die nicht differenzierbare Funktion steht, an Herrn 
Darboux (Paris, rue l~/onge 29) schieken zu wollen. Darboux hat n/imlich kfirzlieh 
einen Aufsatz 1~ fiber Funktionen ohne Differentialquotienten veri~ffentlichti 
in welchem er sehr richtig bemerkt, dab z.B. die von Schwarz angegebene 
Funktion nicht eigentlich als eine solehe gelten kSnn~e, well sie doch an unendlich 
vielen Stellen einen Differentialquotienten babe, und dann ebenso richtig --, 
da~ die Reihe ~] c~ sin (n ! x), wo ~ c~ konvergiert, ~] n ! c~ aber divergiert (d. h. 
so ungef/ihr wird es lauten), als eine durchweg undifferenzierbare aufstellt. Es 
erscheint mir doeh notwendig, ihm bemerklich zu machen, daft jenes Urteil 
bereits yon Ihnen sehr bestimmt ausgesprochen und von mir die Existenz einer 
wirklich nicht differenzierbaren Fnnktion 1/ingst nachgewiesen ist. Sie brauehen 
ihm nicht zu schreiben, wenn Ihnen dies nicht part,  sondern nur die betr. Stelle 
anzustreiehen. Ich mag ihm selbst keine lgitteilung machen, da ich erst kfirzlieh 
in der Lage war, fiir meine Schfilerin die Priorlt/it der in der Dissertation der- 
selben entwickelten S/itze, welche - -  weniger allgemein und streng Darboux 
im Anfang d. J. in den Comptes Rendus 11 publiziert hat, in Ansprueh zu nehmen. 

Dies fiihrt reich auf Herrn Thomae. Die von Ihnen mir namhaft gemachte 
Sehrift ist mir nicht zu Gesieht gekommen; ich kann also aus eigener Kenntnis 
dariiber nieht urteilen. Wenn aber alle seine Anfiihrungen so genau sind wie 
die, v o n d e r  ein ZuhSrer mir erz~hlte, n/imlich daft S ie die Riemannsche Reihe 

sin (n ~ x) 
n~ als ein Beispiel einer Funktion, die an keiner Stelle einen Differential- 

quotienten hat, angeffihrt h/itten, - -  ich denke, Sie haben gerade das Gegenteil 
gesagt --, w/ihrend aIles fibrige aber des fiber den Gegenstand yon Ihnen Er~r- 
terten ignoriert worden sei, so mSgen Sie allerdings Grund zur Klage genug 
haben. Gleiehwohl w/ire mein Rat :  wenn es nicht absolut notwendig ist, eine 
Polemik mit dem Herrn anzufangen~ so lassen Sie ihn vorl/~uflg laufen. Groften 
Schaden wird das auch nicht anrichten; wenn Sie sparer Ihre Untersuchungen 
zusammenstellen, so wird ein einfacher Hinweis auf frfihere Abhandlungen bei 
allen Urteilsf/ihigen genfigen, Ihnen Ihr Recht zu wahren. Aber, wie gesagt, 
ich bin in diesem Moment nieht instruiert genug, um eine ganz bestimmte Ansicht 
auszusprechen. 
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Dean zweiten Tell Ihres letzten Briefes er]auben Sie mir fiir jetzt, zu iiber- 
gehen; es wird sich vielleicht sp~iter, unter  vergnderten Umstgnden, eine Ge, 
legenheit, darauf zurfickzukommen, darbieten. Die yon Ihnen ausgespr0ehene 
Besorgnis fiber das Sehicksal Ihrer  jiingsten Abhandlung, - -  d.h.  soweit dasselbe 
im l~edaktionszimmer besehlossen wird ,. hat mir abet Veranlassung gegeben, 
dieselbe bei Borehardt, der morgen nach  der Schweiz abreist, einzusehen und 
mit demselben darfiber zu reden. Von einem Zuriicksehicken Ihrer  Arbeit  
kann, am dies zuniichst abzumachen --, nieht die Rede sein. Allerdings abet 

haben Sie nicht mit Unreeht vermutet, dal~ Borchardt an einigen StellenAnst0I] 
nehmen werde. Gestatten Sie mir, reich darfiber ganz aufrichtig auszusprechea, 
indem ich zwei dieser Stellen herausgreife, - -  wobei ich fibrigens bemerke, daft 
mir Ihre Abhandlung in diesem Augenblick nicht vorliegt und ich deswegen 
vielleicht Ihre ~Worte nicht ganz richtig zitiere. 

Was Sie fiber Fourier sagen, ist s a c h l i c h  wohlbegriindet and auch dem 
Ausdrucke nach zu verteidlgen, bis auf den Passus: ,e r  operiert darauf los 
in einer Weise, die man heutzutage selbst einem Anf~nger nicht zugute haltea 
wiirde." Dies seheint aueh mir gegen die Aehtung zu verstol~en, die wit  einem 
Manne wie Fourier  sehuldig sind. Bei all seinen Mgngeln ist das Fouriersche 
Werk yon unermei~lichem Einfiul~ auf die Wissenschaft gewesen, - -  ohne Fourier 
kein Dirichletl Und dann, kann ein Urteil wie das von Ihnen ausgesprochene 
aicht dazu beitragen, einem unserer jetzigen Anfiinger das Studium der alten 
Werke als iiberflfissig erscheinen zu lassen? , W e r  liest je tzt  noch Lagrange?~, 
soll I-Ir. P rym gesagt haben, ieh denke aber, Sie sind der letzte, der zur 
Verbreitung einer solehen Verkehrtheit  beitragen mSchte. Ferner  scheinen Sie 
mir inbetreff des Verh~ltnisses yon Fourier zu Lagrange ganz der Ansicht 
Poissons zu sein, der bekanntlich bit ter und bis zu Ungereehtigkeit b(ise auf de~ 
ersteren war. Meiner Meinung naeh hat  aber Riemann recht, wenn er ausein- 
andersetzt, daft Lagrange die Fouriersche Reihe in unserem Sinne gar nichr 
gekannt habe. In der Tat  handelt es sieh bei Lagrange stets nur um Reiben mit 
e n d 1 i e h e r Gliederzahl, die ffir beliebig viele und einander beliebig nahe liegende 
Wer te  des Arguments die zugehSrigen Wer te  einer willkfirlichen Funl~tion geben. 

Was Lagrange an den betreffenden Stellen mit f bezeichnet, sind S u m m e n, 
nicht Integrale. Ers t  fiir die mit ttilfe soleher Reihen erhaltenen Resultate 
erlaubt er sich den Schlu~ vom Endliehen auf das Unendliehe. 

Aueh den Ausdruck, es habe Lagrange, um die Konvergenz der Reihe 
geh~irig .in Betracht zu ziehen, an der erforderlichen R e i f e  gemangelt, kann 
ich nicht billigen, well er gar zu leicht mit~verstanden werden kann. Den~ 
warum Lagrange einen Mangel zum Vorwurfe machen, den  er mit a l l e n  seinen 
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Zeitgenossen teilt, zumal da dariiber z. B. sehon Abel so bestimmt sich ausge- 
sprochen hat ? 

Wenn also Borehardt Sie bitten wird, diese Stellen und vielleicht noch 
einige ~hnliche - -  mir sind nut  die beiden bei einer fliichtigen Durchsicht be- 
sonders aufgefallen - -  bei der Korrektur zu streichen, so mSchte ieh Sic dringend 
ersuchen, keine Schwierigkeiten machen zu wollen. Ieh babe dafiir' einen anderen 
Grand, den Sie als triftlg anerkennen werden und den ieh Ihnen im Vertrauen 
auf Ihre Diskretion mitteile. Borehardt hat in der letzten Zeit mit dem Journal 
und dessen Redaktion so viel Arffer gehabt, da$ e r ' g a r  leicht darauf kommen 
kiJnnte, ganz yon der Herausgabe zuriickzutreten, was auch seine Frau und sein 
Arzt mSchten. Das w/~re aber geradeza ein Ungliiek; wir haben bier absolut 
keinen, der bef~higt and geeignet w~re, an seine Stelle zu treten. Naeh Crelles 
Tode * drohte dem Journal die Gefahr, in die allerungeeignetsten tt~nde, in die 
Schellbaehs, zu fallen; naeh Crelles und Reimers Ansicht sollte derselbe die Re- 
daktion ganz im bisherigen Geiste fortfiihren. Da lie$ sicb, hauptsiichlich durch 
Diriehlets Zureden, Borchardt bestimmen, die Redaktion zu iibernehmen; u n d e r  
hat dieselbe bis jetzt mit einer nicht hoch genug anzuerkennenden Aufopferung 
fortgefiihrt, wobei ieh die nicht unerheblichen pekuni{~ren Unterstiitzungen, die 
er dem Unternehmen hat zuteil werden lassen, gar nieht einmal in Ansehlag 
bringen will. Einmal war er bereits im Begriff zuriickzatreten; da wandte 
Clebsch durch die Begri~ndang seiner Annalen ** die Gefahr ab; dena nun hielt 
es Borehardt fiir Ehrenpflieht, am Platze zu bleiben. Xm gegenw~rtigen Augen- 
blick wiirde uns, wie gesagt, sein Riicktritt  in die allergriJ•te Verlegenheit 
bringen. Schon aus diesem Grunde miissen alle, denen das fernere Gedeihen des 
Journals, das fiir die Entwicklung der deutschen Mathematik so bedeutsam ge- 
worden ist, am Herzen liegt, sorgsam alles vermeidon, was den Herausgeber 
verstimmen kSnnte, zumal da dessen Bestrebung, sein Journal yon Polemik und 
persSnlichem Hader frei zu halten, das doch wirklieh anzuerkennen ist, sowie 
seine aufrichtige Piet~t gegen die Meister und Begriinder unserer Wissenschaft 
hauptsiichlich es sind, die ihn zur Anwendung einer Kritik bestimmen, welche 
den Autoren nicht immer angenehm, in einzelne~r F/illen zuweilen auch zu weir 
getrieben sein mag. Doeh genag dieser Er~rterungen, in die einzugehen reich 
nut meine aufrichtige Achtang fiir Sie und die warme Anerkennung Ihres 
wissenschaftlichen Eifers bewogen hat. 

SchlieBliCh will ich ]hre Frage, wer zuerst die Koeffizienten einer Fourier- 
sehen Reihe aaf die gebr~uehliche Art  durch bestimmte Integrale auszudriieken 

* I m  Jahre  1855. 
** Die Mathematischen Annalen warden im Jahre 1869 begriindet. 

Acta mathematica. 39. Imprimd le 6 nowmhre 1928. 28 
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gelehrt habe, damn beantworten, daft Eneke als den Urheber dieser Methode 
GAuss nannte, w~hrend es unzweifelhaft F.uler gewesen ist. Die herr. Stelle 
werde ich Ihnen, wenn es Sie interessiert, gelegentlieh nachweisen. 

Mit freundliehstem Grub und in Erwar tung einer baldigen Antwor t  yon Ihnen 
Ihr ergebenster 

WEIERSTRASS. 

Berlin, 7. Juni  1875. 
Mein lieber Herr  Kollege! 

In meinem gestrigen Briefe habe ich, so iiberlang derselbe auch geworden 
ist, doeh noeh etwas vergessen, n~mlich Sie zu bitten, wenn Sie  ein Exemplar 
der Abhandlung 1~ an Darboux schicken, in derselben gef~lligst zwei st~rende 
Drackfehler korrigieren zu wollen: 

Z. 10 v. o. x0 stat t  ~o. 
Z. 4 v. u. muff es heifen: 
also a u c h ,  wenn ab > 1, kleiner als . . . . . .  

Freundlichst grfil~end 
WEIERSTRASS, 

Hoehgeehrter Herr  Kollegei 

(ITndatiert) 

Aus dem yon Ihnen beigebrachten Beispiele geht unzweifelhaft hervor, dab 
es mSglich ist, auf eine beliebige Streeke d eine unendliehe Menge ge t r enn t  yon 
einander liegenaer Strecken d ' ,  deren Summe kleiner als , /  ist, so zu verteilen, 
daft in jedem noch so kleinen Intervall  yon J sich Streeken finden, die zu den 
d '  gehSren. Ebenso sicher ist es, daft map auf unendlich viele Arten diskonti- 
nuierliche Funktionen definieren kann, welche im I n n e r e n  jeder Ss durchweg 
stetig siud, also 4er yon Diricblet angegebenen Bedinguug tier Integrierbarkeit  
gen[igen, w~hrend sie n i c h t  integrierbar sind, wenn man den Begriff des be- 
stimmten Integrals so feststellt, wie Riemann und Sie e s  tun. Ich m6chte aber 
dabei bemerken, dal~ Dirichlet, als er die yon Ihnen zitierte Stelle niederschrieb 1~, 
ohne Zweifel eine andere Definition des bestimmten Integrals im Falle einer 
diskontinuierlichen Funktion im Sinne hatte, welche vor dem Erseheinen der 
Riemannschen Abhandlung fiber die :Fouriersche Reihe allgemein adoptiert  war. 
Naehdem man l~ngere Zeit yon der urspriingfiehen, clutch Leibniz vertretenen 
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Auffassungsweise des bestimmten Integrals  sieh abgewandt hatte, war dieselbe 
durch Cauchy in strengerer Begrfindung wieder in ihre Rechte eingesetzt  und 
zugleieh auf  den Fall  ausgedehnt worden, wo die zwischen den Grenzen a, a' zu 
integrierende Funkt ion f(x) an beliebig vielen, zwisehen a und a' l iegenden 
Stellen (a, a~,..., a,) eine Unterbrechung der Stet igkei t  erleidet, indem dann 

faa'f (x) dx =faa'f (x)dx +faa2f (x) dx+... +ja:'f (x)dx 
gesetzt  wurde. Ich weir nicht, ob vor Diriehlet jemand daran gedacht hat, dal~ 
die Unstetigkeitsstellen auch in unendlieher Menge vorhanden sein kSnnen; es 
lag aber nahe, in dem Falle, wo f(x) die yon Diriehlet gestellte Bedingnng 

a t 

erfiillt, j .  f(x)dx zu definieren als die Summe der fiber s~imtliche Teilstreeken 

des Intervalles a . . .  a r, in denen die Funkt ion f(x) durchweg stetig ist, ausge- 
dehnten Integrale,  eine Summe, die jedenfalls einen bestimmten endlichen Wer t  
hat, wenn der Wer t  yon f(x) bestgndig unterhalb einer angebbaren Grenze bleibt. 
So erkliirt es sieh, daI~ Diriehlet das yon ihm gestellte Kri ter ium der Integrier- 
barkeit  einer Funkt ion als ein durch den Begriff des Integrals  notwendig be- 
dingtes ansah. 

Es h~ngt aber die Entscheidung darfiber, ob man eine der Diriehletschen 
Bedingung entspreehende Funktion unbedingt fiir integrierbar zu halten habe 
oder nichtr yon der Erledigung einer anderen~ wichtigeren Frage ab, fiber die 
ich gern Ihre Ansieht vernehmen m(ichte. Es hat  mir immer geschienen, daft 
Riemanns Definition des bestimmten integrals  mit  einer Unzntriiglichkeit behaftet 
sei, die ieh mir gefallen lassen mufte,  weft ich sie bisher nieht zu beseitigen 
wul~te. Dieselbe besteht darin, daf  bei der Bestimmung der griil~ten Sehwankung, 
die der Wef t  der zu integrierenden Funktion in einem Intervalle macht (also bei 
der Aufstel lnng der Integrierbarkeitsbedingung), diejenigen Werte,  die sie an 
den Unstet igkei tspunkten hat, mit berfieksiehtigt werden, wi~hrend doch der W e f t  
des Integrals, falls es existiert, blol3 yon den Werten abh~ingt, welche die Funkti0n 
in den Stet igkeitspnnkten annimmt. 

Es sei f(x) die zu betrachtende Fanktion,  a die untere, a' die obere Inte- 
grationsgrenze, d eine beliebig klein auzanehmende positive GrSfie, ferner 
a,, a.~, . . . ,  a~ eine l~eihe yon Werten,  die zwischen a, a' so anzunehmen sind, daft 
die Differenzen a, - a, a 2 - a~, . . . ,  an - a~_~, a' - a,  s~imtlieh yon demselben Zeichen 
wie a ' - a  und ihrem absoluten Betrag naeh nieht grafter als d sind, endlieh 
x,, x ,  .... , x~+, eine Reihe yon Werten, welehe bezfiglieh in den Intervallen 

28* 
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a . , , a 1, a ,  . . . a , ,  . . , , a,, . . ,. a '  

nach B e l i e b e n  angenommen werden kiinnen. N~hert sich alsdann, wenn man 
unendlieh klein werden l~i~t, die Summe 

S = (a, - a)f(x,) + (a, - a l ) f ( x , )  + . . .  + (a '  - a,,) f ( x , + , )  

einer bestimmten Grenze, wie man auch die CxrSBen a~, x ,  der gestellte n Bedin- 

gung gem~l~ annehmen mSge, so ist diese nach Riemanns, yon Ihnen adoptierter 
Definition den W e r t  des bestimmten Integrals 

a t 

f f ( x ) d x .  
a 

Die Bedingang dafiir, da~ eine solche Grenze existiere, haben Sie auf  die 

Form gebracht : 
lim (8,.al + &~. a~ + . . .  + ~+1. a~+l) ~ O, 

/ ~ o  
wobei 

01 ~ a~--a,  ~ ~-- a s - - a t , . . . ,  ~,+1 ~ at--an 

und a~ die Differenz zwischen der oberen und der unteren Grenze derjenigen 

Wer te  ist, welehe f(x) in dem Intervall  a~ . . .  a~+~ annimmt. 
Diese Bedingung als erfiillt vorausgesetzt, darf  man nun den GrtiBen 

x,, x~, ..., x~ die Beschr~inkung auferlegen, daft j e d e  y o n  i h n e n  e in  S t e t i g -  

k e i t s p u n k t  d e r  F u n k t i o n  s e i n  s o l l e ,  d a  es j a  n a c h  I h r e m  S a t z e  
(p. 27 des 79. Bandes yon Borehardts Journal) i n  j e d e m  n o c h  s o  k l e i n e n  
I n t e r v a l l e  s o l c h e  P u n k t e  g i h t  I4. Dadurch wird evident, daft tier W e r t  

des Integrals unabh~ngig ist yon den Werten, welehe der Funktion in den 

Unstet igkei tspunkten beigelegt werden. 
Nun frage ieh, wenn dem so ist, warum definiert man dann das Integral  

nicht yon vornherein als die Grenze, der sich S unter der Bedingung n~ihert, 

dab bei der Wahl  der Wer te  x~, x~, . . . ,  x~§ nur die Stetigkeitsstellen der 
Funktion beriicksichtigt werden sollen? Die Bedingung fiir die Integrierbarkeit  

wird dann in derselben !~orm ausgedriickt wie vorhln ; a b e r e s b e d e u t e t 
d a n n  a~ d i e  D i f f e r e n z  z w i s c h e n  d e r  o b e r e n  u n d  d e r  u n t e r e n  
G r e n z e  d e r j e n i g e n  W e r t e ,  d i e  f ( x )  i n  d e n  S t e t i g k e i t s p u n k t e n  
d e s  I n t e r v a l l s  a ~ . . .  a~§ a n n i m m t .  Da kann es nun sehr wohl sein, da~ 

~ nach der zweiten Erkl~irung einen k 1 e i n e r e n Wef t  hat als nach der ersten, 

niemals aber einen grtii~eren; es kann daher eine Fanktion nach der m o d i f i :  
z i e r t e n Riemannsehen Definition, wie ieh sie neanen will, integriexbar sein, 
die es naeh der urspriinglichen nieht ist, w~hrend umgekehrt, wean sie nach 
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dieser integrierbar ist, sie nach jener es sieher aueh ist. In der Tat ist nach 
der modifizierten Definition eine Funktion, (lie der Dirichletschen Bedingung 

f+~ entsprieht, stets integrierbar und stimmt der Wert  von f(x)dx mit dem oben 

angegebenen iiberein, --  w~hrend andererseits das bestehen bleibt, daft die yon 
Dirichlet angegebene Bedingung der Integrierbarkeit keine notwendige ist. 

Ich babe seinerzeit Ihre Abhandlung: ,Versuch einer Klassifikation u. s. w. ~c 
sehr aufmerksam gelesen; die angeffihrte Stelle, -- die fiber einen wichtigen 
Punkt allerdings sehr kurz sieh ausspricht --,  mu{~ ich aber doch nicht gehiirig 
geachtet haben, denn sonst w~tre sie sieherlich meiner Erinnerung nicht so 
gi~nzlich eutsehwunden gewesen, dab reich der in Rede stehende Satz, als Sie 
neulich denselben zufgllig erw~ihnten, fiirmlich iiberraschte, indem mir augen- 
blicklich klar wurde, wie dutch ihn beseitigt werden kgnnte, was reich an der 
Riemannschen Erkl~rung der bestimmten Integration, wie gesagt, immer chokiert 
hatte, h~tte ich den Satz gekannt, so wtirde ich die angegebene l~Iodifikation 
dieser Erkl~irung schon lgngst vorgeschlagen haben. Da~ dureh diese lVIodi- 
fikation das Reich der integrierbaren Funktionen e r w e i t  e r r  wird, dfirfte, wie 
ich hoffe, gerade Ihnen nieht roll'fallen, w~ihrend auf der andern Seite Ein- 
wendungen, die Sie dagegen erheben mSchten, bei mir die gebiihrende Beaehtung 
finden werden. Ich brauehe wohl nicht za erw~ihnen, daf yon der Funktion 
f(x), vorl~iufig wenigstens, vorausgesetzt ist, daft sie nicht soll beliebig grofe 
Werte annehmen kiinnen. 

Wiirde meine Modifikation der Definition des bestimmten Integrals ange- 
nommen, so bliebe in Ihrer ,Klassifikation r Nr. I unge~indert, in Nr. II  wgren 
zuerst zu erw~ihnen die Funktionen, die in jedem, noch so ldeinen Intervalle 
Stetigkeitspunkte besitzen, und fiber diese als eine besondere Klasse die integrier- 
baren Fanktionen hervorzuheben, wobei dann die Hgldersche is, sehr beachtens- 
werte Erg~nzung Ihres Satzes als ein Lehrsatz ihre Stelle finden and nach- 
gewiesen werden miifite, da~ eine Funktion, die nicht in jedem Intervall eine 
u n a b z ~ h l b a r e  Menge yon Stetigkeitspunkten besitzt, auch dann nieht inte- 
grierbar sein wiirde, wenn man den Begriff der Integration unter Beriieksich- 
tigung tier Werte, welche die Funktion in den Unstetigkeitspunkten annimmt, 
feststellte. 

Andere Fragen, die sieh an das Vorstehende ankniipfen, behalte ich mir 
vor, bei anderer Gelegenheit zur Spraehe+ zu bringen is. 

Hiilder hat mir seinen Aufsatz zugesehiekt. I e h  werde denselben kommenden 
Donnerstag tier Akademie vorlegen und drueken lassen, sobald ich erfahre, daft 
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H~lder wieder in GSttingen ist und ihm dor th in  die Korrekturbogen gesehickt 
werden k6nnen. 

Ihr hochachtungsvoll ergebener 
WEIERSTRASS, 

Berlin, 20. April 1885. 
Hoehgeehrter Herr Kollege! 

In Beziehung auf Ihre letzten Mitteilnngen gebe ich lhnen vollkommen 
recht, daft auch dann, wenn eine lV[odifikation der Riemannschen Definition des 
bestimmten Integrals angenommen wird, das Dirichletsehe Kriterinm nieht aus- 
reicht, um die Integrierbarkeit einer Funktion festzustellen. Abet ich ziehe 
daraus einen anderen Schlul~: es mul~ die l~iemannsche Definition noeh ein- 
greifender, als ieh es getan, modifiziert, d.h.  noch mehr yon Unwesentlichem 
befreit werden ; gerade die Funktion f(x), welche Sie mir in Ihrem letzten Br ie f  
als eine nicht integrierbare bezeichnen, obwohl sie der Dirichletsehen Bedingung 
geniigt, 1/il3t sich dutch eine Fouriersche Reihe darstellen, w ie  ieh aus meinen 
Untersuchungen fiber die Darstellbarkeit von Funktionen durch trigonometrische 
Reihen (ira weiteren Sinne des Wortes) leicht folgere und was sich aueh durch 
die bekannte Methode beweisen l~13t. 

Dabei ergeben sieh die Koeffizienten der Reihe als bestimmte Integrale, 
wenn man, was fiir die betrachtete Funktion angeht, den Begriff des bestimmten 
Integrals so anffat~t, wie es Diriehlet, wie ich Ihnen bereits schrieb, unzweifel- 
haft getan hat. Dieser Begriff ist jedenfalls zu eng, er kann aber anf eine 
andere Weise Ms auf die yon Riemann vorgeschlagene so erweitert werden, d al~ 
f i i r  j e d e  F u n k t i 0 n  f(x) des  r e e l l e n  A r g u m e n t s  x, d i e  in d e m  I n t e r -  
v a l l e  y o n  x ~ a b is  x ~ - a '  so d e f i n i e r t  i s~ ,  dal~ s ie  in  j e d e m  n o c h  
so k l e i n e n  T e i l e  d i e s e s  I n t e r v a l l s  S t e t i g k e i t s p u n k t e  b e s i t z t i  

xx X'f (x) dx, 

w e n n  x,x~ b e i d e  in  dem g e n a n n t e n  I n t e r v a l l e  l i e g e n ,  i m m e r  e l n e  
b e s t i m m t e  B e d e u t u n g  h a t  und daft dann aueh alle wesen~liche S~tze, 
welche aus der bisher angenommenen Definition der bestimmten Integration 
abgeleitet worden sind, ihre volle Giiltigkeit behalten, namentlieh das Fanda- 
mentaltheorem, naeh welchem eine und nur eine in dem Intervalle a : . .  a' stetige 
Funktion F(x) existiert, welche an einer willkfirlich anzunehmenden Stelle 



Briefe yon K. Weierstral~ an P. du Bois-Reymond. 219 

x = xo verschwindet und in j e d e m  S t e t i g k e i t s p u n k t  der Gleichung 

aF(x) 
d x  = f ( x )  

geniigt. 
Wie ich, nunmehr die Riemannsche Definition des bestimmten Integrals 

ganz verlassend~ dazu gelange, den Integrationsbegriff so festzustellen, daft das 
Reich der integrierbaren Funktionen mit dem Reiche derjenigen Funktionen, die 
in jedem noch so ldeinen Intervalle Stetigkeitspunkte besitzen, vSllig zusammen- 
f~llt, kann ich in diesem Briefe nicht auseinander setzen and mug mir vorbe- 
halten, reich zun/~chst miindlieh mit Ihnen dariiber zu unterhalten, umso mehr, 
als ich erst gcstern abend mir vSllig klar dariiber geworden bin. Ich denke, 
es wird mir nicht schwer werden, Sie zu der neuen Lchre zu bekehren, zumal, 
da Sie ja selbst bereits auf der F~hrte waren, auf der weiter vorzugehen ieh 
reich weniger als Sie geseheut babe, weil mein Glaube an die Angemessenheit 
der Riemannschen Definition bereits wankend geworden war. Dieselbe ganz 
aufzugeben, daran konnte ich freilich bisher nieht denken, weft mir, was ieh 
nochmals hervorzuheben reich gedrungen fiihle, der wiehtige Satz fehlte, den 
Sie auf S. 27 des 79. Bandes von Borchardts Journal sehon vor 10 Jahren 
ausgesprochen haben, der mir leider aber ganz entgangen war. 

Freundiichst griil~end 
WEIERBTRASS. 

Berlin, 23. Juli 1886. 

Es wird Sie interessieren und freuen, dab die G~ttinger philosophische 
Fakult~t einstimmig bei dem 1VIinisterium die Wiederbesetzung der Enneperschen 
Professur beantragt hat  and da$, wie mir Schwarz heute mitteilt, die ernannte 
Kommission voraussichtlich mit derselben Einstimmigkeit Dr. HSlder, und zwar 
diesen allein, flit die Stelle in Vorschlag bringen wird. 

Wernigerode i. Harz, l~iiillers Hotel, 7. Juli 1888. 
Verehrter Freund ! 

Sie haben sieh meiner w/ihrend meiner Krankheit in so zuvorkommender 
und freundlicher Weise angenommen, dab es reich dr/ingt, Ihnen von bier aus, 
bevor Sie Berlin verlassen, noch einen herzlichen Grub zu senden. Auch denke 
ich, Sie werden nicht ohne Teilnahme yon mir hSren, dal] der hiesige Aufenthalt, 
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so viel ich bis jetzt nach der Erfahrang einiger Tage arteilen kann, mir hoffent- 
lich recht wohlt~itig sich erweisen wird. Der Kopf ist mir schon erheblich freier 
geworden, der Schlaf ist ruhiger und anhaltender, und w~hrend ich in den letz~en 
vierzehn Tagen vor meiner Abreise nicht imstande war, auszugehen, vermag 
ich doch jetzt wieder einen Spaziergang yon 11/~ Stunde zu machen. Freilich, 
die Waldluft bier ist doch eine ganz andere als die des Berliner Tiergartens 
selbst in seinen besten Partien. Mein Hotel, obwohl die Einrichtung desselben 
ziemlich primitiver Art ist ,  hat den Vorzug eiaer freien Lage, and, wenn ich 
auf ~einem Balkon sitze, tier die Ausdehnung eines groBen Saales hat and dabei 
isoliert liegt, so ist es so gut, als wenn ich reich im Freien befiinde. :Dis jetzt 
sind recht wenige :Freunde hier; wenn Sic aber, worauf ich sehr rechne, Ihr 
Yersprechen, auf der Riickreise reich besuchen zu wollen, erfiillen, werden 
Sie doch woh! tun, sich vorher anzumelden, damit ich fiir Ihr Unterkommen 
Sorge tragen kann. 

Gearbeitet babe ich noch gar nieht. Einige Wochen hindurch werde ich 
indes Besch~iftigung genug haben; denn die Preisausschreibung des K~inigs yon 
Schweden hat doch den Erfo]g gehabt, daft eine ziemlich grol~e Anzahl yon 
Bewerbungssehriften eingegangen sind, und zwei derselben, noch dazu ziemlich 
umfangreiche, werde ich vor meinen Richterstuhl ziehen mfissen, w~hrend die 
anderen Hermite and Mittag-Leffler zufallen. 

Von Frau Kowalewsky habe ich noch keine Benachrichtigung fiber den 
Zei~punkt, wo sic hier einzutreffen gedenkt. Sic ist gegenw~irtig in Paris. 
Mittag-LeffIer will in den ersten Tagen des August reich besuchen, wenn auch 
nur auf kurze Zeit. 

Ich schliefie mit dem Wunsehe, dab die bevorstehcnden Ferien recht genuB- 
reich fiir Sie werden miigen. 

Ihr  hochachtungsvoll ergebener 
W]~IERSTRASS. 

Meine Schwestern lassen sich Ihnen angelegentliehst empfehlen. 

Wernigerod% 2. August 1888. 
Verehrter Freund ! 

Wie bedauerlich, dab Ihnen die Ferien durch das fortw~hrend schlechte 
Wetter verdorben werden! Mir  geht es in dieser Beziehung doch besser. 
Sonnige Tage zwar, geeignet zu weiteren Aus:fliigen, habe ich nur wenige gehabt; 
abet es herrscht wenigstens bei bewiilktem Himmel eine angenehme, warme Laft- 
temperatur, and bis jetzt haben sich noch jeden Tag einige Stunden gefanden, 
in denen ich mir Bewegang im Freien machen konnte. 
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Mit meiner Besserung geht es nur ]angsam vorw~irts; doch habe ich die 
Hoffnung, im Winter wieder lesen zu k~Jnnen, noch nieht aufgegeben 17. 

Wie steht es nun abet mit Ihrem mir versprochenen Besuche ? Wenn Sie 
fiber Miinchen heimreisen, so Mimen Sie mir allerdings nicht so nahe, wie in 
dem Falle, daft Sie die Route fiber Frankfurt  wiihlten. Indessen, da Sie doch 
wohl jedenfalls Leipzig beriihren, so k~nnten Sie yon Bitterfeld (oder Witten- 
berg) mit einem Retourbillet fiber K~then and Halberstadt hierher fahren und 
sodann Ihr Rundreisebillet bis Berlin ausniitzen. Sie wiirden, wenn Sie sich zu 
dem vorgeschlagenen Absteeher entsehliefen, nicht nur mir und den lffeinigen 
eine grofie Freude bereiten, sondern es wfirde auch, denke ieh mir, fiir Sie yon 
Interesse sein, Mittag- Leffler und Frau v. Kowalewsky bier anzutreffen, die 
beide bis zum 15. bleiben. Mittag-Leffler kommt morgen oder fibermorgen, 
Frau Kowalewsky ist schon seit 8 Tagen bier. Dieselbe, die yon London und 
Paris kommt, wo sie sehr gefeiert worden ist, sprudelt fiber von kSstlichem 
Humor und nnterh~ilt uns des Abends vortrefflich durch launige Schilderungen 
aus der gelehrten Welt  yon Stockholm, Upsala und der genannten St~idte. 
Tchebychef, Sylvester u. s. w. liefern ihr reichlichen Stoff zu erg~tzlichen Mit- 
teilungen, namentlich Sylvester seheint ein alter Gurk zu sein, der z. B, von 
sich behauptet, daft er seit Milton der einzige Engl~inder sei, der gute Sonette 
gedichtet habe. Ubrigens interessiert sich Frau Kowalewsky nicht blofi f i i r  
3Iathematik und 3/Iathematiker, sondern besch~ftigt sich auch viel mit belle- 
tristischer Literatur, schreibt selbst Novellen (leider in sehwedischer und rus- 
sischer Sprache) und macht dramatische Versuche. Dabei bertihrt es sehr ange- 
nehm, dab sie nichts yon einem Blaustrumpfe an sich hat, sodafi die Leute, mit 
denen sie in Beriihrung kommt, es anfangs flit elnen Scherz halten, wenn man 
ihnen sagt, daf sie ein wirklicher Professor sei. 

Die von Ihnen erw~ihnte Schrift Lindemanns ist mir vSllig unbekannt ge- 
blieben; ich babe selbst gar nicht gewuft, daft Lindemann fiir dergleichen Unter- 
suchungen Interesse babe. 

In Beziehung auf eine beil~ufige BemCrkung in Ihrem Briefe mSchte ieh 
noeh erw[ihnen, daft aueh hier das Bier recht wohl sich trinken l ~ f t .  Frau 
v. Kowalewsky und meine'Schwestern lassen Sie freundlichst  griit3en und ver- 
einigen sich mit mir zu der Bitte, daft Sie den yon mir gemachten Reisev0r- 
schlag recht ernstlich in Erw[igung ziehen und, wenn mSglich, realisieren 
mSehten. 

Ihr ergebenster 
WEIERSTRASS, 

Acta me~hamaflca. 39. Imprim4 le 7 novombro 1923. 29 
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Wernigerode, 24. August 1888. 

Verehrter Freund* ! 
Nun, Sie haben wenigstens Ihr Gep~iek wieder erhalten, wir Wernigeroder 

Sommerg~ste abet s ind 'um Ihren Besuch gekommen, was sich vielleicht nicht 
wieder gut machen l~il~t. W~re das Wetter  besser gewesen, so wtirde ich Sie 
gebeten haben, trotz alledem noch auf einige Tage hierher zu kommen, 
aber bei der N~isse und K~lte, die in den letzten 14 Tagen den Aufenthalt bier 
hSehst ungemiitlich machten, konnte man niemandem zuraten, dal~ er herkomme. 
Heute seheint es, als ob endlieh der Himmel uns wieder seine Gunst zuwenden 
wolle, und darum teile ich Ihnen mit, dab wir alle mit Ausnahme von 1VIittag- 
Leffler, der am kommenden Dienstag abreisen mul~ -- bis zum September bier 
zu bleiben gedenken. Ich selbst werde aber wahrscheinlieh in Thale oder 
Harzburg noch etwas l~nger Harzluft geniet~en, die trotz der Unbilden der 
Witterung sich mir wohlt~tig erwiesen hat. Frau v. Kowalewsky wird auch 
noch einige Zeit hier verweilen, gedenkt abet auf der Riickreise aueh ein paar 
Tage in Berlin sieh aufzuhalten. Also Zeit fiir Sie zu einem Besueh w~re immer 
noeh; ich m(ichte Sie nicht dr~ingen, abet wollen Sie versichert sein, daft wit  
alle uns aufrichtig freuen wiirden, wenn wir Sie bier hubert k(innten. 

Besuehe yon Mathematikern haben wir in Fiille gehabt. Aufier Hettner, 
der in der N~he wohnt, waren da: Tietgen, der Italiener Volterra (Pisa), Hurwitz, 
Cantor, Schwarz (noeh bier), angekiindlgt sind noeh Sehering und Koenigsberger, 
die aber wahrscheinlich nieht kommen werden. Sollten Sie also Geriichte yon 
einer mathematisehen Verschwiirung im Harz hiiren, so kiinnen Sie sagen, daft 
dieselben nicht ganz der tats~ehlichen Unterlage entbehren. Die hiesige Gesell- 
schaft, die unseren Diskussionen mit sichtbarem Entsetzen zuhSrt, glaubt we- 
nigstens daran. 

Mit freundlichsten GriiSen yon allen 
Ihr ergebenster 

WE1ERSTR,tSS. 

Berlin, 13. Januar 1889. 
Verehrter Freund i 

Ubrigens habe ich in der vergangenen Woche doeh noch eln kleines Kolleg 

* Du Bois-Reymond war durch einen Irrtum des Schaffners nicht nach Wernigerode 
umgestiogen. 
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begonnen 17, ~ his je tzt  ohne zu grol3e Beschwerde, sodafi ich hoffe, es fortsetzen 
z a  kSnnen. 

Bitte, lassen Sie mir doch gef~illigst ein paar Zeilen zukommen~ - -  oder 
noch besser , wenn Sie kSnnen, kommen Sie selbst, wenn Ihr  FaI~ Ihnen auch 
nicht erlaubt, reich zu meinem Spaziergang abzuholen. (Ich lese am Mittwoch, 
Fre i tag  und Sonnabend yon 12--1 Uhr.) 

Mit freundlichstem Gru~ 

Ihr  ergebenster 
WEI~RST~ASS. 

A n m e r k u n g e n  zu den  B r i e f e n  yon W e i e r s t r a i ]  an du B o i s - R e y m o n d .  

i p. du Bois-Reymond : ,Versuch eiuer Klassifikation der willktirlichen Funktioneu reeller Argu- 
mente nach ihren )[nderungen in den kleinsten Intervallen", J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 21,37.  

Du Bois-Reymond ver6ffentlicht bier zum ersten Male das bekannte Weierstraitsche Beispiel 
oo 

f (x) ~-n ~ o an cos (b*t gx) 

einer durchweg stetigen Funktion, die in keinem Punkte einen Differentialquotienten besitzt, wobei 
er die historischen Bemerkungen, welche Weierstrat~ in seinem Briefe veto 23. November 1873 gibt 
ausftihrlich und zum Teil wortgetreu iibernimmt. 

2 Tiihingen 1870. 
3 A. M. Ampere: ,Recherches sur quelques points de la thdorie des fonctions d~riv6es etc." 

J. Ecole polyt., cab. 13 (1806), p. 148. 
Ampere versucht hier die Existenz eines Difierentialquotienten far stetige Funktionen zu 

beweisen. 
S. v. Kowalewsky: ,Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen". J. reine augew. 

Math. 80 (1875), p. 1--32 ~ Inauguraldissertation, GSttingen 1874. 
5 Die beiden hier erwhhnteu Arbeiten sind: 
S. v. Kowalewsky: ,Zus~tze und Bemerkuugen zu Laplaces Untersuchungen tiber die Gestalt 

der Saturnsringe". Astronomische Nachrichten 111 (1885), p. 37--48. 
S. v" Kowalewsky : ,Uber die Reduktion einer bestimmten Klasse Ahelscher Integrale 3. Ranges 

auf elliptische Integrale". Acta mathematica 4 (1884), p. 393--414. 
Die Abhandlungen wurdeu von der Verfasserin de r GSttinger philosophischen Fakultht vor- 

gelegt~ um in absentia und ohne miindliehe Priifung promovieren zu kSnnen. 
6 Vergl. 1. 
7 ,Beispiel eiuer stetigen nieht differenzierbaren Funktion", Archives sc. phys. nat., Gen~ve 

1873, p.: 33--38 ~ u Schweiz. Naturf. Ges. 1873~ p. 252--258 ~ Ges. math. Abh. 2, Berlin 1890, 
p. 269--2741 

8 M. Cantor ~ ,,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aUer reellen algebraischen Zahlen% J. reine 
angew. Math. 77 (1874), p. 258~262. Eine franz6sisehe 0bersetzung findet sich in Acta mathe- 
matica 2 (1883), p. 305--310. 

In dieser Arboit wird die Abzi~hlbarkeit der Menge aUer reellen algebraischen Zahlen nach- 
gewiesen. 

B. Riemann : ,,Grundlagen fiir eiue allgemeine Theorie dcr Funktionen einer verhnderlichen 
komplexeu Gr6~e". Inauguraldissertatien, GSttingen 1851, 2. Abdr. 1867, Werke p. 3--48. 

29* 
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lo G. Darboux: ,Mdmoire sur la th~orie des fonctions discontinues". Ann. Ec. Norm. (2) 4 
(1875), p. 57--1!2. 

1~ G. Darboux: ,Mdmoire sur l'existence de rintdgrals dans les dquations aux ddrivdes par- 
tielles contenant un hombre qusleonque de fonctions et de variables ind~pendantes% C . R .  head. 
sc. Paris 80 (1875), p. 101~104 et 317--319. 

~ Loe. cit ~. 
~s Wahrscheinlich sind hier die Bemerkungen gemeint, die Dirichlet am Schlusse ssiner be- 

kannten Abhandlung: ,Sur  la convergence des sdries trigonomdtriques qui servent ~ reprdsenter 
une fonction arbitraire entre des limites donndes" macht. J. reins angew. Math. 4 (1829), p. ]57--169. 

Dirichlet behandelt darin die trigonometrische Reihe 

�89 ao -}- a~. cos x -}- a~. cos 2x + . . . . . .  

b~. sin x -t- b~. sin 2x -~ . . . . . .  , 

in der 

i f  i f  a,  ---~ -~  q ~ ( x ) c o s ~ x d x ,  bn ~-  ~ p ( x ) s i n n x d x  

ist, unter der Voraussetzung, daft cp (x) endlich und eindeutig ist und im lntervalle - - =  his + 
nur eine endliche Anzahl Unstetigkeitsstellen und eine endliche Anzahl Maxima und Minima be- 
sitzt. Er  sagt dann welter (p. 169): ,I1 nous resterait ~ considdrer les cas oh les suppositions 
que nous avons faites sur le hombre des solutions de continuitg et sur celui des valeurs maxima 
et minima cessent d'avoir lieu. Ces cas singuliers peuvent ~tre ramends ~ ceux que nous venons 
de considdier. II faut seulement pour que la sdrie (8.)pr~sente un Sens lorsque les solutions de 
continuit(~ sont en nombre infini, que la fonction q~ (x) remplisse la condition suivante. 

II est n~cessaire qu'alors la fonction q~ (x) soit telle que, si l 'on ddSigne par a et b deux 
quantitds queleonques comprises entre - - =  et ~, on puisse toujours placer entre a et b d'au'tres 
quantitds r et s assez rapprochdes pour que la fonction rests continue dans l 'intervalls de v g s. 
On sentira faeilement la n~cessitd de cette restriction en considdrant que les differents termes de 
la sgrie sont des inidgrales d~finies et en remontant ~ la notion fondamentale des intdgrales. On 
vsrra alors clue l'int~grale d'une fonction ne signifie quelque chose qu'autant que la fonction satis- 
fair ~ la condition prdcddemment dnoncde". 

1~ Du Bois-Reymond gibt I. c. p. 22 die folgende Definition d s r  Integrierbarksit : ,Bilden wir 
die Summe 

s -~ (x~ - -  a ) .  f ( a )  + (x~ - -  xl)  .f(x,) + . . .  + (b - -  x , _ J .  f ( x~_ , )  

w o a  ~ x~ ~ . . .  x~_~ ~ b sei und xp - -  xp_~ ~ dp gesetzt werde, so mu~ die Funktion [ (x) so 
beschaffen sein, daft diese Summe sich einer einzigen bestimmten Grenze ni~hert, wenn die GrSBen 
Sp mi t  beliebiger relativer Geschwindigkeit so Null werden, dal~ ihre Sutures b -  a unver~ndert 
bleibt. 

Es bezeichns ap die griifite Wertdifferenz der Funktion f ( x )  im Intervall x p _ x . . . x 2 ,  so soll 
gezeigt werden, dat~ die eben angefiihrts Bedingung der Integrierbarkeit hquivalent ist mit tier, dal~ 
unter denselben Voraussetzungen fiir die r die Summe 

der Null sich n~hert." 
Der vsn Weierstra~ erwhhnte Satz steht auf p. 27: ,Nennen wit wieder Stetigkeitspunkt 

einen solchen, woffir 

lira ( f ( x ) - - f ( x +  ~)) = 0 
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ist, ~o besitzt deren jede integrierbare Funktion in jedem kleinsten Intervall. Denn es sea 8' ein 
Intervall, in dem sie keinen Stetigkeitspunkt h~ttte, und 6' sea der kleinste Weft yon lira (f(x) - - f ( x +  ~)) 

$ ~ 0  

in diesem Intervall, so wtirde der Grenzwert yon 8~. 6~ -}- ~ .  6~ -p ... § #~. 6 n nicht kleiner als 
8'. 6' werden kSnnen". 

1~ 0. HSlder : ,t~ber eine neue hinreiehende Bedingung fiir die Darstellbarkeit einer Funktion 
darch~ die Fouriersehe l~eihe% Stzgsber. Berliner Akademie 1885, p. 419--434. Vorgelegt yon 
WeierstraI~ am 23. April 1885. Der vorliegende undatierte Brief wArd daher am den 20. April 1885 
geschrieben sein. 

~6 Es mag bier yon Interesse sein, die vie~leicht nicht allgemein bekannte Tatsache zu er- 
w~hnen, dal] Weierstral3 in einer seiner letzten Vorlesungen eine noch allgemeinere Definition der 
Integrierbarkeit gegeben, hat. Es heii~t bier (Ausgew~hlte Kapitel aus der Funktionenlehre. Sommer- 
semester 1886. Nach einer AusarbeituBg yon Prof. Schlesinger in Giefien): ,Weierstrafi finder 
n~mlich, dal~ jede stets endliche Funktion aueh integrierbar sei, da~ also die Riemannsche Inte- 
grabilit~tsbedingung nieht notwendig seA, ~ z.B. sea gegeben ein Intervall ( a . . .  b), and es gebe in 
jedem noch so kleinen Teile yon ( a . . .  b) Stellen, wo die Ftmktion definiert ist. Dann errichte ieh 
an jeder Stelle, wo die Funktion definiert ist, die Ordinate. Dann liegen diese Ordinaten zwar 
einander t~nendlich nahe, brauchen abet nicht kontinuierlich auf einander zu folgen. Dann kann 

fb f (x )  dx also nicht definiert werden als die yon den Ordinaten erfiillte Fl~che, wie es fiir stetige 
a 

Funktionen miiglich und zul~ssig ist. WAr stellen nun folgende Definition auf: Denken war uns 
jede Ordinate, die existiert, mat einem kleinen Rechteck umgeben, dessen Basis gleich 8 ~ ist. Dann 
greifen diese Rechtecke ineinander. Definieren war nun jene Punkte, die innerhalb eines solchen 
l~eehteeks Iiegen, als eine Punktmenge, so sieht man leicht, daft diese ein Kontinaum bildet. Dieses 
Kontinuum hat einen Inhalt S~, der eine Funktion yon ~is t .  (Wenn die Funktion f(x) stetig ist, 

b 
und # n~hert sich der Nail, so ist lira S~ gleich dem wirkliehen Inhalte odor gleieh f f(x)d  
so definierte auch Leibniz das Integral.) 

Es litl~t sich nun zeigen, dal~ S~ mat abnehmendem 3 abnimmt und sich folglich ffir # ~ 0 
einer Grenze nahert. WAr definieren nun  

fbf(x)dx.  ~ lira S 3, 
a J ~ - O  

Diese Definition ist eine bereehtigte, da sie fiir stetige Funktionen mat der gewShnliehen 
iibereinstimmt, and auch die wesentliehen Eigenschaften des Integrals bestehen bleiben." 

In ~hnlieher Richtung bewegte sich eine m[mdliche :~ui~erung yon WeierstraB gegeniiber 
Mittag-Leffler yore 12. August 1888 in Wernigerode. Weierstral~ hob dabei hervor, da~ die z. B. 
yon Riemann fair die Integrierbarkeit einer Funktion aufgestellten Kriterien zu eug seien, und gab 
die in der vorstehenden Nachschrift Schlesingers angeftihrte Methode zur Belebung dieses Ubelstandes 
an. Er wies auf das Fortbestehen der Rechenregeln fair bestimmte Integrale und des ersten Mittel- 
wertsatzes hin und deutete eine Erweiterung der Definition fair den Fall an, dal~ die zu integrierende 
Funktion Unendlichkeitsstellen in endlicher oder unendlicher Menge aufweist. Im letzteren Fall 
df~rfen diese freilich im aUgemeinen nur in abz~hlbarer Menge auftreten. 

~ In dem Verzeichnis der Vorlesungen yon Weierstral~ (Werke 3, p. 355) steht far den 
Winter 1888--89: Grundbegriffe und Haupts~tze der Funktionenlehre, privatim (3). (Nur ange- 
ktindigt.) 


