
BRIEFE VON K. WEIERSTRASS AN L. KOENIGSBERGER. 

Berlin, 22. Oktober 1864. 

Geehrter Freund ! 

Ich habe nach Ihrer  Abreise die Untersuehung, unter welcher Bedingung 
ein Integral yon der Form 

f A + Bx d x  ~ 
V~(x) 

(wo ~ ( x )  = A~ (x - ao) . . .  ( x -  ~)) 

auf ein elliptisehes zuriickfiihrbar ist, wieder aufgenommen und teile Ihnen, da 
Sie sich flit den Gegenstand interessieren, das Resultat mit. 

Eine ~ Funktion mit den Argumenten %, v~ und den Moduln , . ,  %~, ,~ 
wird auf die allgemelnste Weise in eine andere mit den Argumenten v~, v'~ und 
den Moduln v[,, v~, v~ folgenderma~en transformiert: 

Es sei 

W.l -~- a, + as v.21+ ot, v~, , 

wo ~,, as usw. ganze Zahlen bedeuten, die den nachstehenden Bedingungs- 
gleichungen, in denen n e i n e  ganze positive Zahl bezeiehnet, geniigen miissen: 

~,r~ + ~ , 7 , - ~ r , -  

u , ? ,  = O, 

fl, r, = O, 

T,~2 ---- n. 
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Wenn nun die Gleichung 
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l~Ian kann aber 
l t t ~(0, 0 [ .q,~,,~,,),, 

! 
~ ( o ,  o l ' ' ~)o  

I $ 
Wtl Wv: 

W n W~, 

besteht, so wird vtl~ = 0, und es ist demgem~ifi jede der Fanktionen 

das Produkt  zweier elliptischen ~, und es kSnnen dann die Konstanten A, B 

(auf zweierlei Art)  so bestimmt werden, da6 

f (A,+Bx)dx _ f d~ 

wird, wo R(~) yore drit ten Grade und ~, ~/~(~ rational durch x, ~/R(x) aus- 

driiekbar sind. 
Umgekehrt  mul~ zwisehen den Gr(i6en v , ,  v1~, %~ elne Gleichung yon der 

angegebenen Form stattfinden, wenn sieh das Integral  

f A+Bx dx 

in der in Rede stehenden Weise in ein elliptisches soll transformieren lassen. 
(Nach einem Abelschen S a t z e -  Prdcis, w 1, Theorem 2 -  geniigt es aber I 
Transformationen dieser Art  zu betrachten.) 

Die Bedingung v'~, ~- 0 hat  nun zur Folge, da6 

~(o, o I ~i,~i,g,),  = o. 
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algebraisch durch die GrSBen 

a(0, 0 I ~,,~,,~,~)~ (wo Z ---- 0, 1, 2, 3, 4 
~(0, 01 ~,,~,~,2,)~ 0, 1 usw.) 

~usdrticken und so die algebraische Gleichung unter den CTrSBen ao, ...~ a, er- 
fialten, welche der transzendenten v~ = 0 entspricht. 

Beispielsweise sei 

Wll = 2~ 'W21 = 1~ 

W' n ~--- v n ,  w~l ---~ ~,~ 

dann sind die obigen Bedingungen erfiillt, und man erhfilt: 

n -~ 2, v~ ~ v~ 

Nun findet sich zun~chst 

t 

Diese Gleichung ergibt sich, wenn man in der Reihe fiir die erste Funktion 
start  der Summationsbuchstaben %, % beziehentlich 

setzt. Sondert man dann in der Reihe flit die zweite Funktion (03)die Glieder 
mit ungeraden % von denen mit geradem, so erh~lt man 

Nimmt man jetzt  

an, so wird ~ ,  = 0, und es 
handlung - -  

sein. Aber 

muff  also - -  in den Bezeichnungen Ihrer  Ab- 

D 9 8  = 1 ) 4  

o 2 9 ? 4 D] ~ ~ -  ~o + ~2 - ~ ,  
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folglich 

da n ~ n  

ist, so ergibt sich 

oder 

-0"o] = 1 ;  

~5 ~ [ a  o ~ t ~  w 1 - a  a . a ~ - a  4 ' 

(a 0 - -  a4) (a ,  - a , )  (a~ - -  aa) = 1 
(~o - -  ~ )  (~ ,  - -  ~ )  ("~ - -  " J  

(a I - -  a , )  (ao - -  a~) ~--- ( a , -  a s ) ( a ,  - -  a , )  

als die algebraische Gleichung, welche der transzendenten ~1, ~ �89 entspricht. 
In dem yon Jacobi behandelten Falle ist 

1 1 1 
a~ - -  u ~  ttl ~ 1~ a~ ~ 0~ a a - -  ~ a a ~ - - - -  

A 

Die vorstehende Bedingungsgleichung ist also erfiillt. 
Wei~er kann ich diesen Gegenstand fiir den Augenbliek nicht verfolgen; es 

wird aber das Vorstehende geniigen, um Ihnen die 0berzeugung zu geben, da$ 
sich das fragliehe Problem auf dem yon mir eingeschlagenen Wege iiberhaupt 
angreifen l~Bt und da$ es jedenfalls mit der allgemeinen Transformationstheorie 
der Abelschen Transzendenten auf das innigste zusammenh~ngt. Eine tiefere 
Ergriindung der letzteren wird also wohl unumg/~nglich vorausgehen miissen. 

Mit freundlichstem Grufle 
Ihr ergebenster 

WEmaSTRASS. 

Ich bemerke hierbei, dab in den Formeln  Ihres  w 1 s ta t t  /~' (a2~,) , ~ '  (a2~-x) stehen mul3 

2a'(a~) /~'(a~._,) 
Ao ' Ao 

Acla mathematiea. 39. Imprimd le 7 novembre 1923, ~0 
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Berlin, 26. M~irz 1867. 
Verehrter Herr Kollege! 

Indem ich Ihnen die beikommende kleine Abhandlung fibersende, habe ieh 
zugleieh um Entschuldigung zu bitten, dat~ ich Ihr  letztes Schreiben, mit dem 
Sie lhre  neueste Arbeit mir fiberschickten, erst in dem Augenbliek beantworte, 
wo ich diese bereits gedruekt vor mir sehe. 

Die genannte Abhandlung hat reich der grof~en Einfaehheit der yon Ihnen 
entwiekelten Modular-Gleichungen wegen sehr interessiert. Sie deuten in Ihrem 
Schreiben zwar an, da/~ Sie jetzt die Transformationstheorie eine Zeitlaug wollen 
ruhen lassen. Wollen Sie aber nicht doch wenigstens ffir n ~ 5 die hIodular- 
Gleiehungen noeh vollst~ndig zu entwickeln versuchen, - -  wobei Sie sieh, wean 
die Ausarbeitung Sie zu lange aufhalten so]lte, vorl~ufig auf die VerSffentlichung 
der Endresultate besehr~inken k~nnten? 

Berlin, 25. Oktober 1870. 
Verehrter Freund und Kollege! 

An der Universit~it werden wir den Einflufi der kriegerischen Zeit wahr- 
scheinlich sehr stark verspiiren. Ich babe heute meine Vorlesung fiber ellip- 
tisehe Funktionen vor 20 Zuh~rern begonnen, w~hrend vor zwei Jahren deren 
50 vorhanden waren. Kummer und Kronecker wollen deswegen auch erst nach 
dem 1. November anfangen. Umso sehwerer trifft es uns, da$ d e r -  bis jetzt  
unbeugsame Wille des hohen Senats uns nieht einmal den Ersatz gSnnen mag, 
der uns aus Ihren H~nden in der Person Ihres bisherigen weiblichen Zuht~rers 
geboten wird, und - -  mit den rlchtigen Gewiehts-Koeffizienten v e r s e h e n -  viel- 
leieht ein recht wertvoller sein m~chte. Sie wtirden reich iibrigens verpflichten, 
wenn Sie mir fiber diese Dame und deren Bef~higung zu tieferen mathematisehen 
Studien Ihre Ansicht mitteilen wollten. Dies wiirde mir um so mehr erwiinseht 
sein, als in der n~ichsten Senatssitzung - -  heute fiber 8 Tage - - d a s  Gesueh 
derselben um Zulassung zu den mathematischen Vorlesungen noehmals zur Spraehe 
kommen wird und ich dies Gesueh befiirworten wtirde, wenn ieh, auf Ihr Urteil 
reich stiitzend, meine Uberzeugung damn aussprechen kSnnte,  dal~ die Dame 
wirkliehen wissenschaftlichen Beruf habe. Wie sie mir sagt, hat sie mehrere 
Semester bei  Ihnen Vorlesungen gehSrt, namentlich aueh elliptische Funktlonen, 
und mSehte nun gem weiter gehen. K~nnte ieh erwarten, da$ sie dazu bef~ihigt 
sei, w~re sie z.B. imstande, wenn ich ihr Ausarbeitungen fiber hyperelliptische 
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Funktionen g~be, mit meiner Unterstiitzung sieh darin zureehtzufinden, so wiirde 
ieh gem  bereit sein, ihre Bestrebungen auf alle Weise zu fSrdern. Sie werden 
es abet begreiflich findeni' dal~ ich nicht gern etwas anfangen mSehte, was sich 
vielleicht nicht durehfiihren l ~ t .  

Da5 die Pers~nlicbkeit der Dame die erforderlichen Garantien bietet, - -  ein 
Punkt, auf den es bei der Verhandlang im Senat ebenfalls ankommen wird J ,  
darf ieh, da sie ltingere Zeit an Ihrer Universiti~t studiert hat, wohl voraus- 
setzen. Doch wiirde mir eine ansdriickliehe Versicherung hieriiber gleichfalls 
willkommen sein, da man sich bier in eine so ungewShnliche Erseheinung, dalt 
eine junge Dame M a t h e m  a t i k  studieren will und sieh nicht seheut, ein Lokal, 
wie unser Auditorium 17 es ist, zu betreten, gar nicht recht finden kann. 

Mit freundlichstem Gru~ 
der Ihrige 

WEmgS~RASS. 

Berlin, Potsdamer Strafie 40, 10. Februar 1876. 

Verehrter Freund und Kollege! 1 
Die Frage, welche Sie in Ihrem freundtichen Briefe vom 2. d.M. an reich 

gerichtet baben, werden Sie durch die beigelegte Notiz, welche ich gelegentlieh 
mir zuriickstellen zu wollen b i t t e - - ,  insolern beantwortet finden, als darin 
erstens bewiesen wird, dait die Funktion 

f(x) =~ ~ b"eos(a~nx), 
~-~-.0 

w e n n a  eine beliebige ganze Zahl, griil~er.als 1, and b zwischen l__ and 1 ent- a 

halten is t ,  fiir k e in  e n Wert  yon x einen bestimmten endliehen Differential- 
Koeffizienten besitzt und zweitens in  jedem Intervalle unendlich viele Werte 
yon x, fiir die f (x) ein Maximum oder Minimum ist, naehgewiesen werden. 

Es gilt dies iibrigens aueh noeh, wenn b < 1, ab = 1, sowie auch, wenn 
a keine ganze Zahl ist, unter den Bedingungen 

a > l ,  l > b >  1 

doeh ist der Beweis dann etwas weitI~iufig, und besitze ieh keine Aufzeiehnung 
davon. Allgemeiner noch kann man behaupten, da[~ die geihe 

Zu diesem Briefe vergl, den Brief an P. du Bois-Reymond yore 15. Dezember 1874. 

30* 
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Z  .eos 
n ~ 0  

wo die a~, b~ positive, die c~ beliebige reelle Konstanten bezoichnen, eino nicht 
differenzierbare Fanktion darstollt, wenn folgende Bedingangon erfiillt sind: 

Die Reihen 

bo + b l +  b~ + . -., 
1 1 1 + _ _ + . . .  

sind konvergonti die Reihe 

a~bo + a, b l+  .-- 
abet divergent. 

Ich bemerke noeh, daft ich in der von P. du Bois-Keymond mitgoteilten 
Notiz die Bedingung 

3 
a b > l + ~ - =  

deshalb angenommen habe, um ein Beispiel einer Funktion zu geben, yon der 
sich naehweisen l~fit, daft sie an keiner Stolle einen bestimmten Differentialquo- 
tienten besitzt. N~thertensich n~mlieh die Quotienten 

f ( x o + h ) - f ( X o )  f ( X o - h ) - f ( X o )  
h ' --h ' 

wenn h best~ndig positiv b]eibend unendlich klein wird, beide der Grenze + cr 
oder beide der Grenze - c %  so kann man sagen, dab f (x )  an der Stelle x-~-xo 
zwar keinen endlichen, abet doch einen bestlmmten Differentialquotienfieu besitze. 
Die yon mir a. a. 0. angegebene Funktion ist aber so bosehaffen, daft fiir keinen 
Wef t  yon xo jene beiden Quotienten d e r s e l b e n  Grenze sich n~hern, 

Gestatten Sie mir bei dieser Gelegenheit einen Punkt  zu b'eriihren, wo ich 
reich anseheinend nicht in Ubereinstimmung mit Ihnen befinde. 

Naeh der Bemerkung auf S. 13 Ihrer ,Vorlesungen" nehmen auch Sie an, 
daft eine eindeutig definierte und k o n t i n u i e r l i e h e  F u n k g o n  f(x), wenn sie 
in einem endliehen Intervalle Maxima und Minima nut in endlieher &nzahl be- 
sitzt, in diesem Intervall iiberall, mit Ausnahme o i n z e l n e r  Stellen, einen be- 
stimmten endlichen Differentialquotienten babe. 

Hier kommt os nun zun~chst darauf an, daft wir uns daxauf verst~indigen, 
was unter ,einzelnen Stellen" za verstehen is t .  Wean ieh reich daran halte, 
wie der ausgesprochene Satz bisher yon don hIathematikern ausdriicklieh odor 
stillsehweigend aufgefafit worden is~, so ist gemeint, daft in jedem Intervalle, in 
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welchem f(x) weder ein Maximum oder Minimum besitzt, eine s t e t i g e  Folge 
solcher Werte  yon x, die nicht zu jenen Ausnahmestellen gehSren, existiere, 
womit  nieht ausgesehlossen ist, dab bei den Ausnahmestellen aueh eine unendlich 
groge Anzahl vorhanden sein k~nne. 

So verstanden wiirde der in l~ede stehende Satz aber etwas Unrichtiges 
aussprechen, indem man mit  Leichtigkeit  Funkt ionen definieren kann, welche 
keine Maxima oder Minima besitzen und doeh in jedem Intervalle  unendlieh viele 
Stellen, in denen sie nicht differenzierbar sind, darbieten. Eine bemerkenswerte 
Funkt ion dieser A r t  ist z. B. die folgende. 

Es sei 

~(x) -=-- x {1.+ i- sin (~ log(x~))}, 

So ist ~(x) eine Funktion,  welehe, wenn x ste~ig waehsend das Intorvall  

- - O O . .  �9 - ~  ( ~  

durchl~uft, ebenfalls stetig wachsend yon - c ~  in + co iibergeht. Dieselbe hat  
an der Stelle x = 0 keinen bestimmten Differentialquotienten, w~hrend an jeder 
anderen ein soleher existiert. 
an, die erste 

ganz willkiirlich, die andere 

so, dag 

Nimmt man nun zwei Reihen positiver Gr~l]en 

~i? ~2, ~3~ ' * * 

bo, bl~ b2, bs , . . .  

b o+b  1 + b~+. . -  

einen endlichen Wer t  hat, und setzt man 

i ~ 
f (x) = b o ~ (x) + 2 n  ~= 1 b~ (9o (x -- %) + ~ (x + a.)), 

so ist f(x) eine stetige Funktion,  die kein Maximum und kein Minimum besitzt 
und an den Stellen 

0, • 4-a2~... 
keine bestimmten Differentialquotienten hat, indem sich zeigen l~gt, daft f ib 
jeden bestimmten Wer t  von n der Quotient 

f (+ a. + h) - f (4- a.) 
h 

und ebenso 
f(4- a . -  h) - f ( _ +  a.) 

- h  
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zwischen zwei angebbaren yon h unabh~ingigen Grenzen schwankt, wie nahe 
auch h d e r  Null kommen mSge. 

Nun kann man aber die Reihe der Gr~Jl~en al, as, ... auf mannigfaltige Weise 
so bestimmen, dal~ in jedem beliebigen Intervalle unendlich viele derselben liegen. 
So hat z. B. CX~TOR gezeigt, dab sieh eine solche Reihe bilden l~il3t, die j e de 
a l g e b r a i s c h e  Z a h l ,  und zwar eine jede nur einmal, enth~lt. 

Es existieren also stetige Funktionen yon x, welche, ohne ein Maximum 
oder Minimum zu besitzen, keinen Differentialquotienten haben, wenn ihr Argu- 
ment Wurzel irgencl einer algebraisehen Gleiehung mit rationalen Koeffizienten ist. 

Fiir eine solche Funktion gilt also der in Rede stehende Satz nieht in dem 
yon mir angenommenen Sinne. 

Nun gebe ich zwar gern zu, daft man auch die Gesamtheit aller algebrai- 
schen Zahlen als ,einzelne Stellen" im Gebiete der reellen Gr~Ben auffassen 
kann, insofern sie durch eine bestimmte Definition yon den iibrigen gesehieden 
werden kSnnen. Indessen werden Sie mit mir darin fibereinstimmen, daft auf 
eine derartige Funktion, so wie iiberhaupt auf jede, welche in j e d e m  Intervalle 
Stellen darbietet, wo sie keinen bestimmten Differentialqu0tienten hat, die Lehren 
der Differentia|rechnung keine Anwendung finden. Deshalb halte ieh es fiir das 
beste, daft man, ohne sieh in eine Diskussion fiber die Bedeutung des Ausdrueks 
,,einzelne Stellen" einzulassen, unter einer ,differenzierbaren" Funktion nur eine 
solehe verstehe, welche in jedem Intervalle, fiir das sie definiert ist, auch eine 
stetige Folge yon Stellen mit b e s t f m m t e n  endliehen Differentialquotienten 
darbietet. 

Ylit freundlichstem Grut~ und der Bitte, reich auch Ihrer  lieben Frau  emp- 
fehlen zu wollen, 

Ihr ergebenster 
WEIERSTRASS. 

Berlin, 6. Dezember 1877, 
Geehrter KoUege i 

Obwohl mein Brief vom 4. d. schon lang genug geworden ist,  so mul3 ich 
ihm doch noch eine Bemerkung hinzufiigen 1. 

Es ist nicht meine Meinung, dal3 ein vorgelegtes System yon Differential- 
gleiehungen : 

Es handelt sich bier um die Abhandlung: Koenigsberger: ,Uber algebraische Beziehungen 
zwischen Integralen verschiedener Differentialgleichungen", J. reine angew. Math. 84 (1878), p. 284. 
Vergl. auch den folgenden Brief yore 10. Dezember 1877. 
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( o (1) G,  x,  z , ,  . . . ,  z~,, d x  ' " " '  d x  ] = "" 

am darauf Ihren Satz anwenden za kSnnen, notwendig auf die angegebene Form 

G (x, ~, z, ,  . . . ,  ~ )  ---- 0 

. d z ,  �9 z~) ( v =  1, . .  ,n) (2) Go(x, z , . . . )  ~ -  Gv (x, z, z , ,  .-, . 

gebracht werden miisse; es ist vielmehr nur notwendig, da6 das vorgelegte System 
v o l l s t ~ n d i g  durch e in  System yon der zweiten Form ersetzt werden k S n n e .  
Dies ist abet stets der Fall, sobald sich irgend eine rationale Funktion R yon 

dz~ d z ,  
x ' z l ' " " z ' ~ ;  d x  ' " "  d~-x 

dergestalt bestimmen lg~t, dab sieh aus den Gleiehungen (1) and der folgenden: 

/~ x , ~ , , . . . z ~ , ~ - ,  . . . ,  d x )  = z 

dz ,  dz,~ als rationale Funktionen yon x, z~, . . . ,  z~ und z die Ableitungen d x  ' " ' "  d x  

erhalten lassen. Steht dies fest~ so ist nieht notwendig, diese Ausdriicke der 
Ableitungen sowie die Gleichung zwisehen z and x ,z~  . . . .  , z~ wirklieh herzu- 
stellen; man braucht nur die Gleiehung zwisehen 

x, Z~ , . . . , Z,, und Y 

mit Hilfe der gegebenen Gleichungen auf die Form 

( dZ~ dZ~  y )  
x , ~ , . . . , ~ , ~ ,  d x  ' " "  d---x-' = 0 

zu bringen, in tier Art, da6 Y nieht Wurzel einer Gleichung niedrigeren Grades 
yon derselben Form ist. Dann wird stets unter den in dem Theorem angege- 
benen Bedingungen fiir j e d e Wurzel y der Gleiehung 

( dz ,  dz,, ) 
-C.- x ,z~,  . . . ,  ~ ,  , ix  ' "" '  d x  ' y = 0 

die Differentialgleiehung 

( G* x ,  y, d x ' " "  d x  '~] -~- 0 

befriedigt werden, wenn dies der Fall ist fiir 

z, = Z , , . . . ,  ~ ---- Z~, y = Y. 
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Denn die Gleichung G ~ 0 kann unter der gemachten Voraussetzung auf die 
yon mir angenommene Form 

G ( x , Z , Z , ,  . . . ,  Z~, Y )  ---- 0 

gebracht werden. Fiir den Beweis Ihres Satzes seheint es mir aber vorteilhaft 
zu sein, alas vorgelegte System sich auf die Form (2) gebraeht vorzustellen. Die 
Hauptsache abet ist die genaue Fixierung des Begriffs tier Irreduktibilit~it eines 
Systems algebraischer Differentialgleichungen, - -  den so zu fassen, wie ich eben 
angegeben, reich viele Griinde bestimmen --,  und dat~ der Gleichung fiir Y eine 
solche Form gegeben werde, dai~ der Grad derselben nieht mit Hilfe der gege- 
benen Gleiehung erniedrigt werden kann. 

Mit freundlichstem Graft Ihr  
W~I~.RSTa~SS. 

Berlin, 10. Dezember 1877. 

1VIein lieber Herr Kollege! 
Es wiirde mir sehr unangenehm sein, wenn mein Brief an Sie yore 4. d. M. 

wirklieh verloren gegangen sein sollte. Derselbe bestand aus 41/2 Bogen des- 
selben Formats wie dieser und ist am 5. friihmorgens, mit der richtigen Anzahl 
1Viarken versehen, in den bei meiner Wohnm~g befindlichen Briefkasten gekommen, 
sodafi, wenn er abhanden gekommen ist, der Wahrseheinlichkeit nach eher eine 
Naehlgssigkeit am Ankunftsort als am Abgangsort Sehuld daran sein dfirfte. 
In der Hoffnung, daft er lhnen doch noch zu H~inden kommen werde, begniige 
ich reich elnstweilen, aus ibm folgendes zu wiederholen. 

1VIein Brief bezog sich hauptsiichlieh auf die drstgenannte Abhandlung 1 yon 
Ihnen, die mein Interesse sehr in Anspruch genommen hat. Der Wunseh, Ihnen 
recht ausfiihrlieh dariiber zu schreiben, war haupts~ehlich Schuld daran, daft ich 
Ihre Briefe so lange unbeantwortet gelassen babe. Ich  hatte schon vor meiner 
Ferienreise mir im Kopf Verschiedenes zusammengestellt, was ich 1-hnen vorlegen 
wollte. Auf der Reise abet hatte ich den Zusammenhang verloren, und nach 
meiner Riiekkunft erlaubten es mir andere dringende Arbeiten erst vor kurzem, 
die Sache wieder aufzunehmen. 

Ich habe die Uberzeugung gewonnen, dab der in der gedachten Abhandlung 
entwiekelte Hauptsatz im wesentlichen richtig ist und sich bei manehen Unter- 

Die oben zitierte Abhandlung. 
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suchungen sehr brauchbar erweisen wird. Zugleich bin ieh aber der Meinung, 
daft einerseits d ie  Bedingungen, unter  denen er gilt, noch genauer, als es yon 
Ihnen geschehen ist, pr~zisiert werden kSnnen, andererseits abet aueh seine Trag- 
weite dutch die Form, in weleher Sie die Differentialgleichungen aufstellen, un- 
nStigerweise beschr~nkt worden ist. Dariiber enthielt mein Brief ausfiihrliche 
Auseinandersetzungen, die Ihnen mein Interesse an der Sache bekunden sollten. 

Leider habe ieh mir fiir reich durchaus keine I~otiz gemaeht, und es wtirde 
mir nieht ganz leicht sein, das in guter Stimmung rasch Hingesehriebene zu re- 
produzieren. Ieh sehe deshalb dem Resultat  Ihrer  Nachforschungen naeh dem 
verloren gegangenen Briefe nieht ohne Ungeduld entgegen ~. 

In  Erwartung einer baldigen Antwor t  

Ihr 
ergebener WEIERSTRASS. 

-Berlin, 8. November 1878. 

Die mir tibersandte Abhandlung habe ich s o f o r t Herrn Borchardt ztlge- 
stellt. Derselbe ist abet unmittelbar darauf erkrankt ,  weshalb Sie wohl noch 
keine Empfangsbesche in igung , -  deren Stelle diese Karte  vertreten m S g e - - ,  
erhalten haben. - -  Daft ftir die hyperelliptischen Integrale ,  wenn 0 > 2, eine 
allgemeine Transformation - -  bei beliebigen Moduln - -  Unmt~glich ist, babe ich 
daraus bewiesen, daft die Bedingungen, welehe die @(0, 0, : . . ,  0)z erftillen mtissen, 
damit die ~(vl,  . . . ,  vr auf hyperelliptiscbe Integrale fiihren, bei beliebigen 
r,~,~ nieht mehr erfiillt sind, wenn man die # Funktionen transformiert.  Ich sehe 
aueh, daft dies algebraisch wird naehweisbar sein; g e m a e h t  ist es wohl noeh 
nicht. 

Ihr WEmaSTaASS. 

Berlin, 31. Mai 1879. 
Mein lieber Freund und Kollege! 

In  Ihrem ersten Briefe fragten Sie bei mir an, ob hier etwa eine Erinne- 
rungsfeier aus Anlafl des vor 50 Jahren erfolgten Todes Abels in Aussicht ge- 
nommen sei. W~re dies der Fall gewesen, so wtirde ich nicht vers~iumt haben, 

1 WeierstraB' Brief yore 4. Dezember 1877 ist hie in meine H~nde gekommen, - -die  ge- 
nannten Nachforsehungen in Berlin und Wien blieben resultatlos. 

L. Koenigsberger. 
Acla ma$hematie~a. 39: Imprimg le 7 novombre 1928. 31 
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Sie davon zu benachrichtigen. Indes ist es bisher nicht Sitte gewesen, sehon 
naeh 50 Jahren an dem Todestag eines ausgezeiehneten Mannes eine Feier zu 
veranstalten. In dem in l~ede stehenden Falle mu~te umsomehr davon abge- 
sehen werden, als dazu die Anregung doeh yon dem Vaterlande Abels h~tte 
ausgehen miissen. Sorgen Sie abet dafiir, dat~ der hundertj~ihrige Geburtstag 
Abels and Jacobis wiirdig begangen w e r d e , -  und gedenken Sie dann auch 
derer, die als die ersten e s  als ihre Lebensaafgabe betrachtet haben, die Ar- 
beiten dieser M~inner fortzusetzen. Das Jabil~um der Fundament~ sollte a l l e r -  
dings aaf das wiirdigste dutch eine neue, auf das sorgfiiltigste revidierte und 
sehiin ausgestattete Ausgabe derselben gefeiert werden. 

Montreux, 17. M~irz 1886. 
Mein lieber Herr Kollege! 

Gestern erhielt ich yon einem jiingeren Mathematiker eine (nicht gedruckte) 
Arbeit zugesandt, in der sich u. a. der folgende Satz finder: 

co 
,Wenn eine Potenzreihe ~ c,x ~ die Eigenschaft hat, dai~ sie fiir j e d e n  

~ 0  
rationalen Wert  yon x eine ebenfalls rationale Zahl darstellt~ so ist die Reihe 
notwendig eine rationale Funktion v on x". 

Dieser Satz widerspricht dem yon mir in meinem letzten Briefe Ihnen mit- 
geteilten, indem (nach G. Cantor) die Gesamtheit der rationalen Zahlen eine ab- 
z~hlbare Reihe bildet and deshalb die in meinem Briefe vorkommende Zahlen- 
reihe ao, a,, a~i . . ,  so gewKhlt werden kann, daI~ sie s~mtliche rationalen Zahlen 
umfaSt. Es fehlt jedoch in meiner Mitteflung der strenge Beweis dafiir, da$ 
die yon mir mit f (x)  bezeiehnete Fanktion nicht immer eine r a t i o n a l e  Funk- 
tion sei, wie man auch die in ihr vorkommenden willkiirlichen Zahlen annehmen 
mSge: Dureh eine leiehte l~Iodifikation der Bildungsweise tier Funktion f (x)  
kann man aber diesem Mangel abhelfen und zu folgendem Satze gelangen~ der 
vielleieht fiir Sie einiges Interesse hat:  

,Es gibt t r a n s z e n d e n t e  ganze Funktionen e i n e r  Ver~nderliehen x yon 
der Beschaffenheit, daI~ sie, als Potenzreihen yon x dargestellt, laater rationale 
Koeffizienten besitzen and fiir jeden algebraisehen @eellen oder imagin~ren) Weft  
ihres Arguments eine ebenfalls algebraisehe Zahl darstellen." 

Wie G. Cantor  (in der &bhandlang, worin gezeigt wird, alas die Gesamt- 
heir der algebraischen Zahlen eiae abz~hlbare Reihe bildet) naehgewiesen hat~ 
l~ift sich eine unendliehe Reihe yon ganzen rationalen Funktionen 

. . .  
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deren Koeffizienten s~mtlich ganze Zahlen sind, so herstellen, dat~ j e d e  (reelle 

oder imagin~ire) algebraisehe Zahl Wurzel  e i n e r  der Gleichungen' 

~o(x) = o, ~ , (x)  = o, ~,  (x) = o , . . .  

is~. Dies vorausgesetz~ setze man (fiir n ~- 0, 1, 2, . . . ,  co) 

f~(x) = H ~ ( ~ 0 ,  
v ~ 0  

bezeichne mit r~ den Grad von f~,(x) und bestimme eine Reihe ganzer Zahlen 

me, m,, m~, . .. mittels der Gleichungen 

m o ~-- O, m, ~ m o + r  o + 1 ,  m~ = m ~ + r ~ + l , . . .  

m~+ 1 ~ m~ + r, + 1, --- 
O 0  

Sodann nehme man eine bestiindig konvergierende Potenzreihe "~ C,.x ~ mit 
~ 2 ~ 0  

lauter positiven Koeffizienten beliebig an und bestimme eine uneadliche Reihe 
rationaler (yon Null versehiedener) Zahlen ko, k,, ]~, . . .  so, daft ~ fiir jeden 

bestimmten Wer~ yon n - - j e d e r  Koeffizient der (nach Potenzen yon x ent- 

wiekelten) Funktion 
~ n  l~,x r . (x )  

seinem absoluten Betrage naeh kleiner ist als der entsprechende Koeffizient der 

angeaommenen Reihe. Dana l~iBt sich der Ausdruck 

f(x) = Z l~.xm'f,(x) 
~-~- 0 

darstellen aIs best~ndig konvergierende Potenzreihe von x mit lanier rationalen 
Koeffizienten und ist sieher eine t r a n s z e n d e n t e Funktion yon x, indem die 

Koeffizienten yon x m~ + r~ x m~ + r', x m~ + r,~ s{imtlieh yon Null versehiedene 

Wer t e  haben. Diese Funktion f (x) hat nun die obea angegebene Besehaffenheit. 
Freundliehst griiitend 

Ihr  ergebenster 
WEIERSTR~SS. 
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