
WEIERSTRASS UBER POINCAR]~S THEORIE DER 
FUCHSSCHEN FUNKTIONEN, 

mitgeteilt yon 

L. SCHLESINGER IN  GIESSEN. 

I~ 
V o r b e m e r k u n g. Eine Abschrift des nachstehenden Artikels yon der Hand des damaligen 

Sekre~itrs yon L. Kronecker fand sich im Nachlal~ yon L. Fuchs unter der aus der Zeit yon Kron- 
eckers Redaktion stammenden Korrespondenz des Crelleschen Journals; sie trhgt yon Kroneckers 
Hand die 0berschrift,Weierstraf an Thom~". Aus and'eren Briefen in dieser selben Korrespondenz 
geht hervor, dab Weierstrafi diesen Artikel auf Ersuchen Kroneckers ffir Thomd aufgeschrieben 
hatte. In einem Briefe yon Weierstraf an die Journalredaktion vom 28. Juni 1888 heifit es: ,Den 
beiliegenden Brief bitte ich nach genommener Einsicht an Herrn Thomd befSrdern zu wollen. Ich 
habe mir darin grofe Mtihe gegeben, ihn zu iiberzeugen, daft er nicht wohl daran tun werde, eine 
Polemik mit Poincar~ zu beginnen, yon der kein Ende abzusehen ist und aus welcher er nach 
meiner 0berzeugung nicht als Sieger hervorgehen wtirde. Nattirlich steht es jetzt bei Ihnen und 
bei ibm, obdie jfingst yon Thom~ eingesandte Notiz so, wie sie ist, oder w e s e n t l i c h  umge- 
staltet im Journal abgedruckt werden soll; als Mitherausgeber kSnnte ich meine Zustimmung zur 
Aufnahme des Artikels in seiner jetzigen Gestalt nicht geben." 

Es handelt sich dabei jedenfalls um eine urspriingliche Form des im 103. Bande des Crelle- 
schen Journals, S. 346--347 abgedruckten Aufsatzes von L.W. Thom~: ,Bemerkung zur Theorie 
der linearen Differentialgleichungen." 

W E I E R S T R A S S  A N  THOM]~. 

Po inca r6  h a t  den AnstoB zu seinen U n t e r s u c h u n g e n  fiber l ineare  Di f fe ren t ia l -  

g l e i chungen  ohne Zwei fe l  d u t c h  H e r m i t e s  I n t e g r a t i o n  de r  L a m 6 s c h e n  Di f fe ren t ia l -  

g l e i c h u n g  erhal ten .  H e r m i t e  subs t i t u i e r t  ffir die unabh~ng ige  Var iab le  eine be- 

s t i m m t e  e l l i p t i s che  Funk t ion ,  de ren  A r g u m e n t  u die unabh~ingige Ver~nde r l i che  

in der  t r a n s f o r m i e r t e n  Di f f e ren t i a lg l e i ehung  w i r d ,  und  ze ig t  dann,  da~ das al l-  

gemeine  I n t e g r a l  der  l e t z t e r e n  eine e indeu t ige  1%nkt ion  yon  u ist ,  we lche  sich 

du rch  eine Jacob i sehe  F u n k t i o n  H(u) ausdrf ieken lgBt. Bekann t l i ch  h a t  m a n  

ba ld  nacbhe r  gefunden ,  dab es eine w o h l u m g r e n z t e  Klasse  a u f  ~hnliche W e i s e  

du rch  el l ipt isehe T r a n s z e n d e n t e n  i n t e g r i e r b a r e r  l i nea re r  D i f f e r en t i a lg l e i chungen  
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gibt. In den von ihm als ,fonctions fuchsiennes" bezeichneten neuen Transzen- 
denten hat  sodann Poincar6 diejenigen Funktionen erkannt, welche fiir elne be- 
liebige lineare Differentialgleichung mit  rationalen (oder auch algebraischen) 
Koefflzienten dasselbe leisten, wie die elliptisehen Funkt ionen fiir eine besondere 
Klasse solcher Differentia]gleichungen. 

I s t  n~mlich irgend eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung gegeben, 
deren Koeffizienten algebraische Funktionen einer unabh~ngigen Variablen x sind, 
we sich dann s~mtliche Koeffizienten rational durch x und eine algebraisehe 
Funkt ion y dieser Cxriifie ausdriicken lassen, so existieren, wie Poincar6 gezeigt 
hat, stets zwei bestimmte ,fonctions fuchsiennes ~ einer unabh~ngigen Variablen 
u. welche durch dieselbe Gleichung wie x und y mit  einander verbunden sind 
und, fiir x, y in die Differentialgleichung eingefiihrt, bewirken, daft das allge- 
meine Integral  der so transformierten Differentialglelchung eine eindeutige Funk- 
tion von u wird. Die fiir x, y substi tuierten Funkt ionen ~(u), ~(u) sind Trans- 
zendenten,  welehe die charakteristische Eigentiimlichkeit  besitzen, daft sie sieh 
nieht ~ndern, wenn fiir u bestimmte lineare Funkt ionen dieser Gr~lie gesetzt  
werden, und dab umgekehr t  jeder W e f t  yon u', der fiir einen beliebigen W e f t  
u die beiden Gleichungen 

( i )  = = 

befriedigt, eine Iineare Funkt ion yon u ist. Sucht man diejenigen Werte  yon 
u', welche der G]eiehung ~(u') = ~(u) geniigen, so Sind auch sie alle lineare 
Funkt ionen yon u; setzt man dieselben in g,(u') ein, so erh~lt man alle Werte,  
welche @(u) als Funkt ion v o n  ~(u) betrachtet  annehmen kann. Poinear6 hat  
aber die Funkt ionen 9(u), # ( u ) n i c h t  blo$ definiert, sondern sie auch explizit 
in einer Form, welehe die genannte charakteristisehe Eigenschaft  derselben zu 
erkennen gibt, wirklich dargestellt .  

Is t  nun f(u) das allgemeine Integral  der transformierten Differentialglei- 
ehung, so hat  dasselbe die Form 

f(u) = Gf , (~O+""  + Gf~(~),  

wo f~(u) , . . . ,  f~(u) s~mtlich eindeutige Funkt ionen yon u sind und die folgende 
charakteristische Eigenschaft  besitzen : 

Substituiert man fiir u irgend eine der genannten linearen Funkt ionen u', 
so ist: 

f~(u') = E %f,,(u) (;t .~ 1, 2 , . . . ,  n) 
t ~ l  

und somit 
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f ('~') = E C'f~(u), 

wo C~, . . , ,  C~ bestimmte homogene lineare Funktionen der Gri~Ben C1, . . . ,  C,, 

sin& (Urn alle diese Funktionensysteme C'~,..., C~ zu erhalten, braucht man 
iibrigens nut  eine bestimmte Anzahl derselben zu kennen; die iibrigen gehen 
dann aus diesen durch Zusammensetzung hervor.) 

In jedem Falle nun, wo sich die Funktionen f, (u) wirklich darstellen lassen, 
- -  was mittels konvergenter Potenzreihen stets miiglich i s t - - ,  kSnnen auch die 
zu jeder Substitution (u' fiir u) gehiirigen Konstanten %~ ohne Schwierigkeit be- 
stimmt werden, and es ist dann die zu der urspriinglich gegebenen Differential- 
gleichung gehiirige Gruppe hergestellt.  Poincar~ glaubt aber - -  mit Reeht -- ,  
dab man sich nicht mit der Darstellung der Funktionen f , (u )  durch Potengreihen 
begniigen diirfe, sondern sich bemiihen miisse, sie in einer Form darzustellen, 
welche ihre charakteristische Eigenschaft in Evidenz setzt. Mit anderen Worten, 
Poinear~ miiehte, naeh Herstellung einer vollst~indigen Gruppe yon Substitationen 

( ) u ' : ' - = - ~ - ~  f i i r  u , die zur Bildung einer Funktion ~ (u) oder eines Funk- 

tionenpaars ~(u), ~0(u) gebraueht wird, - -  eine Aufgabe, die er allgemein gel~st 
hat --, auf die allgemeinste Weise (unabh~ingig yon der Theorie der linearen Dif- 
ferentialgleiehungen) ein System yon eindeutigen Funktionen f, (u) deflnieren und 
analytiseh darstellen, dem die in den G-leiehtmgen 

5(u')  = 2] c~ t,~ (u) (4 = 1, 2 , . . . ,  , )  

enthaltenen Eigensehaften zukommen, and zwar so, daft diese sieh in dem Aus- 
drucke der Funktion zu erkennen geben. Hat man ein solehes Funktionensystem 
und setzt 

x = ~ (u), ~ = Z q~ f,,~(u), 

so besteht zwischen x und z stets eine Differentialgleiehung v o n d e r  Form 

n d ' z  
,,~ oP, -u~ ---- O, 

in der Po, PJ, . . . .  ~ P~ algebraisehe Funktionen yon x sin& 
Bis jetzt hat  aber Poincar~ sein Ziel noeh nicht vollst~ndig erreicht, son- 

dern nur fiir den Fall, daft dem Fundamentalsystem f~(u) eine Differentialglei- 
ehung mit lauter regul~ren Integralen entspricht. Es steht indes zu erwarten, 
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dab die Schwierigkeiten, welche die Poincar~sche Theorie bis jetzt  noch dar- 
bietet, sich kiinftig werden beseitigen lassen. 

Ich muI~ aber zur Vermeidung yon Mil3verst~indnissen bemer]~en, dab ich 
nicht im entferntesten der Meinung bin, es werde jemals der in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen bisher eingeschlagene Weg ganz verlassen werden; 
ich bin vielmehr iiberzeugt, dal~ die a u f  diesem Wege erhaltenen Resultate stets 
ihren vollen Wer t  bewahren und fiir viele Untersuchungen als unentbehrlich 
sich erweisen werden. Wenn z .B.  die in einer Differentialgleichung vorkom- 
menden Konstanten numerisch gegebene Gr(ii~en sind, so wiirde die Bestimmung 
der in den Poincar4sehen Funktionen vorkommenden Konstanten in den meisten 
F~illen praktiseh so gut  wie unmiiglich. Aber es gibt auch interessante und 
wichtige Untersuchungen, fiir welche die Poincar~sche Integrationsmethode als 
aut~erordentlich vorteilhaft sich erweist, indem es n~imlich in vielen F~llen nur 
darauf ankommt, zu wissen, dal~ sich eine gegebene Differentialgleichung in der 
angegebenen Weise durch eine bestimmte Gattung Poincar~scher Funktionen in- 
tegrieren lasse, ohne dal~ es wirklieh niitig w~re, die darin vorkommenden Kon- 
stanten durch die Konstanten der Differentialgleichung auszudriieken. Es wiirde 
reich aber zu weir fiihren, darauf n~her einzugehen. Ich miichte abet noch fol- 
gendes bemerken, wobei ich abet nut  eine Differentialgleichung, deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von x sind~ ins Auge fasse. 

a u +  5 eine lineare Funktion von u, fiir welche Es sei u' 7 u + 

(u') = 

ist. Man bilde, unter  v eine reelle Ver~inderliehe verstehend, eine Fanktion u~, 
welehe fiir v = 0 in u, fiir v -  1 in u' iibergeht und in der Strecke v = 0 . . .  1 
stetig ist. Setzt man dana 

so besteht zwischen 5 and ~ die obige Differentialgleichung. Es beschreibt nun, 
wenn v die Strecke 0 . . .  1 durchl~uft, ~ eine yon dem Punkte x ausgehende und 
in demselben Punkte endende Linie; z aber erh~ilt im allgemeinen fiir v ~ 1 
nieht den Anfangswert z wieder, sondern verwandelt sich in 

E e',f,(u) 

wo die Q' lineare Funktionen yon den C~ sin& Wenn man sich nun vorstellt, 
dab die Poincar4sche Theorie vollkommen ausgebildet ist, was sie gegenw~irtig 
noch nicht ist, so wird man es auch nicht fiir unmSglieh halten, eine geniigende 
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Anzahl yon Funktionen u' so auszuw/ihlen, daft man auf die angegebene Weise 
fortfahrend zu einem System geschlossener Linien gelangt, yon denen jede einen 
singul/iren Punkt einmal umwindet. Bestimmt man dann fiir jede der in Rede 
stehenden Funktionen u' die zugeh~rigen GrSgen %, so kann man mittels der- 
selben auch die @leichung bilden, deren Wurzeln die Exponenten sind, deren 
Ableitung aus den Po incar6sehen Ausdriicken Sie flit unm(iglieh zu halten scheinen. 
Ich bin welt entfernt davon zu glauben, dab der angedeutete Weg zur Ermitte- 
lung jener Exponenten der direkteste und einfaehste sei, verkenne aueh nicht, 
daft noch viel zu tun sein wird, bevor man iiberhaupt ihn betreten kann. Es 
kommt mir blol~ darauf an, Sie zu iiberzeugen, dab Sie nicht wohl daran tun 
wiirden, wenn Sie den Wert der Poincar6schen Theorie leugnen oder herabsetzen 
wollten, well nieht sofort ersichtlich ist, wie dieselbe, gehiirig ausgebildet, fiir 
die LSsung einer Aufgabe sich eignen werde, deren Erledigung Sie fiir die Theorie 
der linearen Differentialgleichungen mit Recht als nnumg~inglich notwendig be- 
trachten. 

II. 

Vorbemerkung. Das folgende ist einem Aufsatz entnommen, yon dem sich eine Ab- 
schrift in dem Nachla$ yon L. Fuchs vorfand. Dieser Aufsatz ist anscheinend ein Teil yon Weier- 
strat~' Gutachten tiber die Habilitationsschrift yon L. Schlesinger, die im Bande 105 des Crelleschen 
Journals S. 181 abgedruckt ist. 

Herr Dr. Schlesinger, der Sich als Privatdozent der l~Iathematik zu habili- 
tieren wiinseht, hat . . . als Habilitationsschrift eine l~ingere Abhandlung ,Zur  
Theorie der Fuchsschen Funktionen" eingereicht. Dieselbe bezieht sich auf eine 
Klasse eindeutiger analytiseher Funktionen eines Arguments, welche erst im 
letz~en Dezennium in die Analysis eingefiihrt worden sind and deren Eigen- 
tiimlichkeit darin besteht, dag eine solche Funktion unge~inder~ bleibt, wenn 
anstelle ihres Arguments bestimmte lineare Funktionen desselben gesetzt werden. 
Man wufite seit  1/ingerer Zeit, daft der sogenannten Modulfunktion diese Eigen- 
sehaft zukommt und eharakteristiseh fiir dieselbe ist. Sodann hat zuerst H. A. 
Sehwarz an einem speziellen Beispiel und in allgemeinerer Weise L. Fuehs 
nachgewiesen, daft es lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit ra- 
tionalen Koeffizienten gibt, welche sich dadurch auszeichnen, dab der Quotient 
zweier linear unabh~ngiger L~isungen einer solehen Differentialglelchung dutch 
Umkehrung zu einer nicht unter den Modulfunktionen begriffenen eindeutigen 
Funktion yon der angegebenen Beschaffenheit fiihrt. Darauf hat sieh dann 
Poincar5 die Aufgabe vorgelegt, auf die aUgemeinste Weise ein System linearer 
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Funktionen einer Vergnderlichen herzustellen, welche fiir irgend eine Funktion 
der in Rede stehenden Art  das vollstgndige System der bei ihr m~iglieben 
Substitutionen bilden. Nach gliieklicher L~isung dieses schwierigen Problems, 
zun~iehst unter der Einschr~nkung, dab die Koeffizienten cler Substitutlonen 
reelle GrSBen sein sollen~ ist Poincar~ aueh dazu gelang't, die zu den gefundenen 
Substltutionen gehi~rigen Funktionen wirldieh darzustellen, und hat so die Ana- 
lysis mit einem welt ausgebreiteten Gesehlecht neuer Transzendenten bereichert, 
welche er, um zu bezeugen, daft er dureh die erwiihnten Arbeiten yon Fuchs zu 
selnen Untersuel~ungen angereg~ worden sei, ,fonetions fuchsiennes" genannt hat, 
ein anerkennenswertes Beispiel yon Gereehtigkeitssinn und Beseheidenheit, das 
merkwiirdigerweise gerade in Deutschland Tadel gefunden hat. 

Berlin, 2. M~irz 1889. 
WEI~RS~Ass. 

2tcta math$maiiea. 39, Imprimg te 7 uovembre 1923. ~O 


