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Introduction. 

I. Posons pour abrdger 

A F (~r) 

F (,~ + ~o) + iv (x). 
V ~'(x) - 
r 2 

F (x + co) - -  F (x) 

Je me propose d'dtudier les solutions des deux 6quations suivantes 

A F (x) = ~ (x), (~) 
t o  

V a (x) = cf (x), (2) 
t o  

fp(x) 6tant une fonetion donn6e. Au sujet de ees solutions il y a une observa- 

tion curieuse A faire. Les d6veloppements en sdries qui se prdsentent tout  d'abord 

k l'esprit divergeront en gdn6ral. On peut, il est vrai, en former d'autres qui 

convergent, mais n6anmoins ee sont les d6veloppements divergents qui sont les 

mieu.x faits pour mettre en dvidence les propri6tds des solutions. Je veux dire 

qu'on peut rattaeher k ees sdries certaines expressions limites dont on peut avee 

avantage se servir. Sur ee point je me suis inspir6 des belles reeherches de 

M. 1VfITTAG-LErFLEn sur le prolongement analytique d'une fonetion donn6e par 

sa s6rie de Taylor. 

Darts ces derni~res ann6es On a publi6 de nombreux travaux sur les sdries 

divergentes parmi lesquels nous citerons ceux de MM. BOR~.L, HARDY, M. RiESZ 

e t  H. Bona.  Le caleul aux diff6rences finies vient ajouter un nouveau ehapitre 

k la thdorie de ees s6ries. Dans ce premier M6moire je n 'a i  nullement tir6 tout  
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le parti  possible des s6ries divergentes dont je m'oceupe, mais les communica- 

tions ult6rieures que je vais donner sur le m~me sujet montreront que l'aee0mplisse- 

ment de la ~heorle des dquations aux diff6renees finies ddpend essentiellement des 

extens ions  qu'on peut  donner aux recherches susdites. Ces extensions reposent  

sur les reeherches d e  M. VOLTERRA sur les fonctions permutables mais elles de- 

mandent des explications assez longues. Pour eette raison je les r6serve pour un 

autre m6moire. 

Les 6quations (i) et (2) admettent  une infinit6 de solutions. Soient H (x) 

et p(x) deux fonctibns p6riodiques qui satisfont aux 6quations suivantes 

H (x + . , )  - - / I  (x), 

p (x + ~o) ~ - -  p (x) 

mais qui sont d'ailleurs arbitraires. On obtient la solution la p!us g6n6rale de l'~qua- 

tion (I), respectivement de l%quation (2), en ajoutant  s une solution partieuli~re la 

fonction H (x), respectivement la fonetion p(x). Parmi les solutions en nombre 

infini j 'en distingue une  que j'appelle la solution prineipale et qui est eelle qui 

pr~sente un rgel int~r~t. Je  ferai suceessivement diverses hypotheses relat.ivement 

la fonction (p(x). Supposons d 'abord o positif et x r4el, et soit el(x)une fonc- 

tion qui admet, pour x>_b, une d~riv~e continue d'un certain ordre, soit d 'ordre 

m, telle que 

lim x~+~p(m)(x)= o 

pour toute valeur positive de e. Consid6rons la s6rie 

2 ~ (- -  i3" r (x + sr (3) 
$ m 0 

ce t te  s6rie satisfait formellement s l 'dquation (2) mais eUe diverge en g6n6ral 

D'autre part,  la s6rie 

a,, (x I,o) = 2 ~_~ ( - -  i )" tp (x + s co) e-'~ tx +,,,,), (4) 

converge pour toute valeur positive de ~;. Je  d6montre dans le paragraphe 5 que 

G o (xlco) tend uniform6ment vers une limite quand v, tend vers z6ro. Cette limite 

sera, par d6finition, la solution principale de l'dquation (2). Je  la d6signe par 

G(xl to) .  Cette solution est 6gale h la somme de la s6rie (3)dans le cas particulier 

oh cette s6rie converge. 
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De m6me, la s6rie 

- ,~ ~ ,p ( .  + s co) (5) 

satisfait formellement ~ l'~.quation (i). Malheureusement cette s6rie diverge en 

g6n6ral, mais consid6rons l'expression suivante 

c~ 

~,, (* I , ~ ) = j  'p (x) e-',*d.~ - -  , ,  ~ ~ (z  + s , , )  
8 ~ 0  

e-,(~+,~). (6) 

L'int6grale et la s6rie convergent p o u r  route valeur positive de ~. Je dOmontre 

dans le paragraphe 9 que F,l(xIco ) tend uniform6ment vers une ]imite quand 

tend vers z6ro. Cette limite sera, par d6finition, la solution principale de l'dquation 
(I). Je la d6signe par F(x]to). Dans le cas partieulier oh la s6rie (5) converge 

notre solution ne diffgre de la somme de cette s6rie que par une eonstante. La 

solution prineipale de l'6quation (2) est ainsi uniquement d6termin6e et la solution 

principale de l'6quation (i) eat d6termin6e ~ une constante addi$ive pros car elle 

d6pend de la constante arbitraire a. Je d~signe quelquefois ces deux solutions 

par les symboles suivants 

a 

On a done dana le cas aetuel 

<f(x) x = lira 2 (-- i)~q,(x§ so,) e -'(~+''~ (7) 

~f (z) z--- d z  - -  ,o ~ <f (x + s~o) e - ,  ~+,,o) . 
" @ s ~ o  

q 

(8) 

Les op6rations que d6finissent ces deux limites sent  inverses aux opdrations V 
oJ 

et ~ car on a 
oJ 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  44. Imprim~ Io 28 avri[  1922. 1 0  
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V ~ ~p (x) V,~ x = r 

a 

Le bu t  de  ce Mdmoire est  d '6 tud ie r  les propr i6 t6s  des deux  solut ions pr inci -  

pales e t  de faire  voir  c o m m e n t  elles s ' e x p r i m e n t  exp l i e i t emen t  ~ l 'a ide de la 

fonet ion tp(x). Les fonct ions  F(x[to) et  G(x[to) sen t  cont inues  pou r  route  valeur  

pos i t ive  de to et  p o u r  rou te  va leur  de x qui est  plus g rande  que b. Dans  lc 

p a r a g r a p h e  I3 je d6mont re  qu 'el les  a d m e t t e n t  des ddrivdes cont inues  d ' o r d r e  m p a r  

r a p p o r t  ~t x e t  que ees d6riv6es t e n d e n t  vers  des l imites  finies quand  x a u g m e n t e  

ind6f iniment .  Cale propri~t~ est caract~ristique pour lea solutions principales, |1 

n ' y  a aueune  au t r e  solut ion qui poss6de la m 6 m e  propri6t6.  

C o m m e n t  se c o m p o r t e n t  nos fone t ions  pou r  les va leurs  pos i t ives  e t  tr6s 

g randes  de x ~. Soit  r le plus pe t i t  en t ie r  tel  que 

Posons  

l im r (x) = o. 

(,) _ Z c ,  (x), 

Q (x) =J'<f (z) dz + ~co" B~ N. q~(~-') (z), 
a 

les B~ 6rant  les nombres  de Bernoulli ,  les C~ 6 tan t  cer ta ins  ent iers  qui s ' y  r a t t a -  

chent .  I Dans  le p a r a g r a p h e  i i  on d6mont re  que  

lim [G(xlto ) -  P ( x ) ] - -  o,  (9) 
X - ~ *  

lim [ F ( x l t o  ) Q ( x ) ] = o .  (9') 

I I e n  r6sulte que les deux  solut ions se r ep r6sen ten t  pa r  les s6ries su ivan tes  

Dans ee qui suit nous parlerons souvent de ces nombres et des polynomes de Bernoulli et 
d'Euler. Nous supposerons connues les propri6tds essentielles de ces polynomes. Pour ce qui 
concerne co sujet je prie le lecteur de vouloir bien se reporter g men Mdmoire sur les poly- 
nomos de Bernoulli, Acta math. 43 (x92o), P. I21--x96- 
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oo 

G (x I ~o ) = P (x) + 2 ~ (--I)  ~ [9 (x + s,o) - -  V P (x + sto)], 
fO 

8 ~ 0  

(io) 

co 

F ( .  I to) = Q (:0 - , ~  ~ [r (:~ + sty) - A Q (* + .,o)], (~o') 
(x) 

$ ~ 0  

qui convergent uniform6ment dans l 'intervalle x > b .  
Quand le hombre positif to tend vers zdro les solutions principales tendent  

vers des limites finies. On a en effet 

lim ~ r p ( x ) ~  x=ef(x),  
(O - - ~  0 

X ag 

lim ~ ( f (x )Ax : Cep(x)dx. 

On pent aller plus loin et d6velopper les deux solutions suivant les puis- 
sances enti6res at positives de to de la msni~,re suivante 

, ~=o \2 l  v ! "  
(if) 

F(xlr =, ( z )dz+ ,o ~' T~,i epc~-')(x). 
a 

( I f ' )  

Nous ferons l'6tude approfondie de ces deux s6ries qui, dens la plupart des 

cas, divergent. Nous d6montrerons en particulier qu'elles reprdsentent les fonetions 

au premier membre asymptot iquement  pour les valeurs positives et tr~s petites de to. 
Dans le paragraphe 26 nous supposerons qua ~f(x) est une fonetion analyti- 

que, holomorphe dana un petit  angle O entourant  l 'axe des nombres positifs, et 
que I'6galit6 

lim ~f(x) e -  ~ I ~ r =  o 
I=I-- ,  

air lieu uniform6ment dans l'angle # pour toute valeur positive de ~. Nous 

d6montrerons que les limites (7) et (8) existent et que G(x[(o)et F(x[to)sent  des 

fonetions analytiques de x et de co holomorphes pour route valeur de ees vari- 
ables qui est s l'int6rieur de l'angle 3, 
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I1 y a int6r~t s r6aliser le prolongement analytique de ces fonctions. Parmi 

les c a s q u e  nous 6tudierons le plus simple est le suivant. Soit ~p(x)une fonction 

analytique et uniforme admet tant  h distance finie n points singuliers ~,, ~= . . . .  fl=. 

Supposons qu'il existe un nombre non n6gatif k tel que l'in6galit6 

ait lieu pour route valeur positive de e, si IX] est suffisamment grand. Dans 

tes paragraphes 33--36 nous d6montrerons que les deux solutions principales sont 

des fonetions analytiques des deux variables x et t~ qui sont uniformes duns le 

plan des x et qui y admettent  les points singuliers x =  ~ ,  ~ - - t o ,  fl~--2to . . . . .  

(r = i ,  2 , . .  n). Donnons a x une valeur diff6rente des fir. Comme fonction de t~ 

G(xI@ est encore unijorme ~ l 'int6rieur du eercle I~1=~ et elle y admet une 

infinit6 de points singuliers, tons situ6s sur n rayons vecteurs et admet tant  le 

point to = o  eomme point limite. 

La fonetion F(x]w) existe k 1,int6rieur du cerele [~J = ~ mais elle est non 

uniJorme au voisinage du point t~ =-o. Soit B le r6sidu de ep[x) dans le point 

x = oz, la fonetion F est de la forme 

F(z]t,J) = - - B  log t,, + fonc. uniforme de to. 

F(x[(,~) admet, k l'int6rieur du cerele'lto I 2 It = ~k- '  une infinit6 de points singu- 

liers tons situ6s sur n rayons veeteurs que j'appelle les vecteurs singuliers. Quand 

x d6crit un petit  cercle autour d 'un des points fir un des vecteurs singuliers fair 

une rotation compldte clans le plan des co. 

Nos deux solutions satisfont aux relations remarquables suivantes 

G(xl ,o)--  G(x- -~  J--,~) = p(x), 

F (x J , o ) -  F (z - - t~  I -  ,~) = II(z) ,  

p e t  H 6rant des fonctions p6riodiques telles que 

p ( x  + ,~) -= - -  p(x), 
/ / ( x  + ~) = ~ ( x ) .  

A la fonctiou ep(x) il appartient ainsi deux fonetions p6riodiques. Nous indique- 

rons plusieurs expressions fort remarquables de ces fonctions. Elles s'expriment 

explicitement h l'aide de la fonction ep(x) par exemple de la mani6re suivante 
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p(x) = z lim ~ (-- I)~ef(x + see) e -"(t+s~~ 
~ - - )  O $ ~ - - a o  

s~+zo 1 

77 

Nous 6tudierons comment se comportent les fonetions G e t  F au voisinage du 

point singulier essentiel co = o. Si la partie r6elle de x est plus grande que les 

parties r6elles des nombres fir nous d4montrerons que la s6rie au second membre 

de l'6quation (II') repr4sente asymptotiquement la fonction F(x[co) dans l'angle 

_> arg co>--  z et la fonction F(x  ] to) - -  II(x) + z ~ i B dans l'angle 3 z > arg co > ~ �9 
2 2 2 2 

De m6me la s6rie au second membre de l'4quation (i i)  repr6senteasymptotique- 

ment la fonction G(x]to) dans l'angle ~ > arg co > - -  zc et la fonction G (x Ice) - -p(x)  
2 - -  --- 2 

dans l'angle 3---~ > arg to > - - .  z Au eontraire si la partie r4elle de x est plus petite 
2 2 

que les parties r6elles des nombres fl~ la dernibre s4rie repr4sente asymptotiquement 

la fonction G(x]co)dans l'angle 3--z-> arg to > ~ et la fonetion G (x [ to) - -p  (x) dans 
2 2 

l'angle z~ > arg to > ----.~ En particu]ier on a 
2 - -  - 2 

lim G(xlco ) = e l ( x ) ,  
. c o c o  

co tendant  vers z6ro le long d'un rayon vecteur quelconque diff4rent des vecteurs 

singuliers. De m6me 

x 

lim F (x [ co) = ) ' e l  (z) dz. 
r - - ~  0 

a 

Cette 6galit6 asymptotique a lieu h l'int4rieur d 'un certain angle. Mais quand 

w franchit un des veeteurs singuliers ]a valeur asymptotique de ti'(X[to) fair un 

saut brusque. Ce saut est 6gal h une des p4riodes de l'int6grale 

x 

l(x) =f~(z) dz. 
G, 
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Nous  6tudierons dans  le t ou r s  de  ce M6moire les diverses  express ions  ana ly t iques  

qui  s en t  les plus  p rop re s  k reprdsen te r  nos  fonctions.  P a r m i l e s  d6ve loppemen t s  

en s6ries je signale pa r t i eu l i6 rement  les deux  su ivan t s  

eo 

v ( , I , o )  = 
~21 o 

cO - -  $ 

L a  premiere  de ees sdries converge  pou r  rou te  va leur  de x qui n ' es t  pas  un po in t  

s ingulier  de G(x[co); la seconde s6rie converge  p o u r v u  que la pa r t i e  rdelle de x 

soit  plus g rande  que les pa r t i e s  r6elles des nombres  f l , ,w 6tan t  suppos6 posi t i f  

e t  plus pe t i t  q u ' u n  cer ta in  nombre .  

Le p rob l~me qui  nous occupe dans  ee m6moire  a dtd effleur6 p a r  Eur.~R et  

ABEL. L '6 t ab l i s semen t  de la fo rmule  sommato i r e  d ' E u l e r  et  de Maclaur in  fur  un 

p remie r  pas  vers  le but .  L a  r e m a r q u a b l e  s6rie d ivergen te  q u ' a v a i t  indiqu6e EULICR 

a 6t6 t r ans fo rm6e  en une int6grale d6finie p a r  PLANA 1 et  ABEL ~, Le r6su l ta t  de 

ces au teu r s  fur r igoureusemen t  6tabli  pour  la p remie re  fois par  CAucHY s. E n  fai- 

sant  cer ta ines  hypoth6ses  r e l a t i vemen t  ~ ta  fonctioia ] (t), C.~UCHY d6mont re  qu 'on  a 

co ,(/3`o 
~) 

fo  

~, ~ . e  eo - - I  0 

ce qui  est  sens ib lement  le m 6 m e  r6sul ta t  q u ' a v a i e n t  t rouv6  P l a n a  et  Abel. P a r m i  

les t r a v a u x  r6cents  sur  la formule  s o m m a t o i r e  d 'Eu l e r  je dois su r tou t  c i te r  un 

o uv rage  i m p o r t a n t  dfi ~ M. LI~DEL6~.  

M. GUICHARD 5 a eonsacr6 un beau  m6moire  k l ' d tude  des solut ions  de l ' 6qua t ion  

' ,Note sur une nouvelle expression analytique des nombres bernoul'liens, propre k exprimer 
en termes finis la formule gdndrale pour la sommation des suites, M~m. Acad. Turin 25 (1820), 
p. 4o3--I8. 

"- Solution de quelques problbmes k l'aide d'intdgrales d6finies, Magazin for Naturviden- 
skaberne 1,2 (1823); (:Euvres completes i (2e ddition), Christiania i881, p. 21--7. 

Mdmoire sur les ddveloppements des fonctions en s6ries p~riodiques, Mdm. Acad. sc. 
Paris 6 (I827), p. 6o3--I2 [1826]; (Euvres (I) 2, Paris 19o8, p. I2--9. 

4 Quelques applications d'une formule sommatoire, gdndral.e, Acts Soc. scient. Fennicae 3I 
(19o2); Sur une formule sommatoire g(m6rale, Acta math. 27 0903), p. 3o5--II. Le calcul des 
rdsidus et ses  applications k la thdorie des fonctions, Paris ~9o5. Dans le dernier ouvrage on 
trouve aussi des renseignements bibliographiques ddtaillds. 

Sur la rdsolution de l'dquation aux diffdrences finies G(x+ i )~  G (x)== H(x), Ann. Ec. 
Norm. (3) 4 (~887), p. 361--8o. 
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(i2) F ( x +  : ) - -  F ( x )  = ~ (x). 

M. GUICHARD envisage une int6grale de ]a forme 

B 
[" ~p (z) e ~ "  

F (x) = j e2 u  ~ e-~-~ dz (:3) 
A 

prise le long d 'un  segment  de l 'axe imaginaire. Cette int~grale a des lignes de 

discontinuit6 ou coupures du genre de eelles qui on t  6t6 consid~r~es pour la pre- 

mi6re fois par  ~-IERMITE. L'int6grale repr6sente, dans un certain rectangle, une 

solution ana ly t ique  de l '~quation (12). Mais, m~me si ~(x) est une fonction en- 

ti~re, cet te solution est non uniforme et admet  une infinit6 de points critiques 

logari thmiques.  Pour  rem6dier h cet inconv6n.ient M. GUICHARD fa i r  tendre  A e t  

B vers ]'infini. I1 d6montre  ainsi que l '6quation (12)admet  toujours  une solution 

enti~re, si ~(x) est une fonction enti~re. Cette solution se repr~sente dans la 

bande o < 9~ (x) < i par  l ' int6grale 

F (x) =J 'E  el(z) E (x) dz 

E ( x )  6rant  une fonetion enti(~re co~venablement  choisie. Si E ( x ) =  i cet te int~- 

grale ne diff~re pas au fond de celle qu 'ava i t  consid6r6e Cauchy et Abel. 

M. APr~LL~ a abord6 l '6quation (12) d 'une  aut re  mani~re. Si ep(x) est un 

polynome 

e I )(x)----- ao + a~ x + . . .  + a n x  n 

on sait t rouver  un polynome" qui sat isfai t  ~ l '6quation (12). On a en effet 

an 
a, B2 (x) + . . .  + - B~+I (x) $'(x)= B , ( x ) + ~  n +  ~ ' 

les Bi(x) 6 tant  les polynomes de Bernoulli.  Mais si ~f (x) est une fonction enti6re 

~ B.(~) 

la s6rie 

1 Sur les fonctions pdriodiques de deux variables, J. math. pures appl. (4) 7 (I89I), P. I57--76" 
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n 'es t  pas toujours  eonvergente .  M. APPELL re t ranche  du  po lynome B,(x)  les n 

premiers  termes de son d6veloppement  en s6rie t r igonom6tr ique.  E n  d6signant  

par  T , ( x )  la fonet ion  ent i6re  ainsi ob tenue  il d6mont re  que la s6rie 

o0 

converge uni form6ment  et  repr~sente une fonet ion enti~re qui  sat isfai t  h. l '6qua- 

t ion (x2). 

Cet te  d~monstra t ion a 6t6 re t rouv~e par  HURWlTZL Ce g6om~tre fai t  en 

out re  r emarque r  qu'il y a toujours  une solution m6romorphe  quand  cp(x)est une 

fonct ion m6romorphe.  

M. APPALL a encore  consid6r6 des fonctions de deux variables et  d6montr6  

ce qui sui t :  E t a n t  donn6es deux fonet ions enti~res ep~(x,y) e t  ep,(x,y) do deux  

variables ind6pendantes ,  v6rif iant  l ' ident i t6  

cp, (z,  y + x) - -  eft (x, y) = ef 2 (x + I ,  y) - -  ep2 (x, y), 

il existe une  troisi6me fonet ion enti~re F ( x , y )  v6r i f iant  les deux 6quat ions 

F (x + I ,  y) - -  F (x ,  y) = q0t (x,  y ) ,  

F (x, y + I) - -  F (x, y)~----~ r (x, y). 

Un au t re  cas remarquable  a 6t6 envisag6 par  M. E. PICARD ~. Supposons que 

tp(x) s.oit une fonct ion uni forme dans tou t  le plan, a d m e t t a n t  la p6riode 2 z i  et  

6rant  holomorphe  dans une bande de largeur tr~s pe t i te  c o m p r e n a n t  l ' axe  imagi- 

naire. Soit  to un nombre  positif.  M. P~CARD d~montre  l 'existence d ' une  solu. 

t ion uniforme de l '6quat ion 

F (z + ~o) - -  t, F (x) = 9 (z) 

a y a n t  la p6riode 2 ~  i e t  6 tan t  holomorphe  dans la bande  

o < ~ ( x ) _ <  ~. 

En g6n6ral il n 'y  a qu 'une  seule solution F ( x )  qui sat isfai t  h ces conditions.  Mais 

si # est 6gal h e ~'~ v 6rant  un ent ier  positif,  nul ou n~gatif, il y a une infinit6 

de solutions qui sen t  de la forme 

Sur l'int6grale finie d'une fonction enti~re, Acta math. 20 (1897), p. 285--312. 
Sur une classe de transcendantes nouvelles, Acta math. 18 (1894), p. I35--6. 
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F ( x )  + c : L  

c 6rant  une eonstante .  

M. C~R~mHAEL ~ a indiqu6 une nouvel le  d6mons t r a t ion  du tb6or~me de  M. 

Guichard .  Cet te  d6mons t ra t ion  repose sur  la r6solut ion d 'un  sys t~me doub lemen t  

infini d '6qua t ions  lin6aires. 

L ' in t6gra le  (13) a aussi  6t6 6tudi6e pa r  H.  WEbeR ~ quJ a re t rouv6  une pa r t i e  

des r6sul ta ts  d e  M. Guichard .  P a r m i  les t r a v a u x  se r a p p o r t a n t  ~ no t re  su je t  nous 

ci terons encore  deux m6moires  de MM. BROD~N 3 et BAaN~S ~. 

Un ex t r a i t  de ee M6moire a ~t6 publi6 dans  le Bullet in des Sciences math6-  

ma t iques  (aofit et  s e p t e m b r e  i92o). On y t rouve  aussi  que]ques indicat ions  sur  

les appi iea t ions  q u ' o n  peu t  faire  des r6sul ta ts  susdi ts  ~ la th6orie g6n6rale des 

(!quations aux  diff6rences finies. 

V a r i a b l e s  r ~ e l l e s .  

1)ropri6t~s  g~n~ra les  des  so lu t ions  p r i n e i p a l e s .  

2. Soit  eo un n o m b r e  posi t i f  et  x une var iab le  r6elle. Soit  rf (x) une  fonc- 

t ion 5 r6elle ou eomplexe  qui est  cont inue  pou r  route  va leur  de x >  b e t  supposons  

que l '6galit4 

lira ~p (x) e- '~  ~ = o 

air  lieu pou r  tou te  vMeur  pos i t ive  de 7- Nous  eommence rons  pa r  d6duire quelques 

propr i6t6s  des fonet ions  F et  G qui d6coulent  p resque  i m m 6 d i a t e m e n t  de la d6- 

finit ion. Consid6rons les fonct ions F v e t  G,j d6finies pa r  les express ions  (6) et  (4)- 

L ' in t6gra le  et  les s6ries qui e n t r e n t  dans  ces express ions  conve rgen t  pou r  route  

va leur  pos i t ive  do ~7 et les s6ries conve rgen t  un i fo rm6men t  pa r  r a p p o r t  h x .  Elles 

repr6sen ten t  done des fonotions cont inues  de x,  si x > b .  Soit B un n o m b r e  

posi t i f  queleonque qui est  plus g rand  que b. Nous  supposerons  que les fonct ions  

F ,  (xl  ~o) et G v (x [co) t e n d e n t  vers  les l imites F (x] ~o) et  G (x [~o) quand  ~ tend  vers 

' On the theory of linear difference equations, Amer. J. math. 35 (I913), p. I63--7I. 
2 Uber Abel's Summation endlicher Differenzenreihen, Acta math. 27 (I9o3), p. 225--33. 
3 Bemerkungen tiber sogenannte finite Integration, Arkiv f6r Matematik, Astronomi och 

Fysik 7 (I9II), n ~ 6. Einige Anwendungen diskontinuierlicher Integrale auf Fragen der [)iffe- 
renzenrechnung, Acta Universitatis Lundensis, nova series t. 8 (1912) n ~ 7. 

4 The linear difference equation of the first order, Prec. London math. Soc. (2) 2 (I9o4), 
p. 438--69. 

On suppose quo la s ~(x) no d6pend pas du param~tre eq. 
Aeta mathematlea. 44. Imprim~ le 29 avr i l  1922. l I 
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z6ro et eela uniform~ment  dans l ' interval le  1 b < x <  B. I1 en r6sulte que F(x[w) 
et G(xlco) sont  des fonct ions continues de x pour  r o u t e  valeur de x>b.  On 

volt  imm6diatement  que ees fonetions sat isfont  aux 6quations (i) et (2). On a 

en effet 

F~  (x + ~o I~o) - -  F , ,  (x [co) = ~ ~p (:~) e - ~ ' ,  

G, (x + ~o I~o) + G, (xl~o) = 2 cp (z) e - , ~ .  

En faisant tendre  r vers z6ro il vient  

A F(xl(o) = ~(x), (I) 
Cu 

V O (x I ' )  = ~p (z). (2) 
o) 

Soit n u n  entier posi t i f  queleonque. Remplacons  dans l '~quat ion (6) x succes- 

s ivement  par  x + co 2r n -- i - ,  z + - - ,  . . .  x + co; en a j o u t a n t  ensemble les n 6quat ions 
n n n 

ainsi obtenues on t rouve  

Si l 'on fair tendre  V vers z6ro on voit  que la fonet ion F(xl~o ) satisfait  ~ la relat ion 

On d6montre  de la m~me mani~,re que 

. . . .  ( ) ~ 8 0 J  OJ l0 

n 6rant  un entier positif  pair, et que 

"•'(--I)'G(x+ sco, ~ co 

$ - - 0  

u 6tant  un entier positif impair. En  posan t  n - -  z dans les  4quations (1.4) et (15) 

on t rouve  en part ieulier  

Nous ddmontrerons  plus loin que cetto hypoth6se  est  satisfaite dans tons les c a s q u e  
nous consid~rons dans co m~moire. Seuloment  dans le paragraphe 29 nous avons modifi6 un 
peu la d6finition des fonct ions Fu et  Gn. 
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F (z l~)  = V F ( x l  2 ~o), (~7) 
~o 

a (xl ~) = A ~' (~12.,). (,s) 
~o 

En soustrayant membre & membre cos deux 6quations on trouve 

a (~ I,o) - ~ [F (x I,~) - F (~ 12 o,)]. (19) 

La fonction G s'exprime done par la fonetion F. J'aurais par eons6quent pu me 
borner  ~ eonsid6rer l'6quation (I). Mais puisque l'6quation (2) est plus simple 
que l'6quation (z) il m'a paru int6ressant de traiter s6par4ment les deux cas. 1 

Cherchons maintenant d'6valuer l'int6grale suivante 

x + ( o  

(20) 

Soit ~ un nombre positif. On sait trouver un nombre % tel que 

IF, (x I o,)-- F (~. I~o) I < ~, si o <~?<~o, 

quel que soit x dans l'intervalle B > x > b. Par eons6quent 

x + c o  x + ~ o  

< , .  

En faisant tendre ~] vers z6ro on trouve  

x + r  x + r  /4 j 
x x 

D'autre part,  puisque la s6rie qui entre dans l'expression Fn converge uniform6- 

ment  par rapport ~ x, on pout int6grer terme par terme et l'on trouve 

�9 ~ + ( 9  ao  .~ + (i) 
d* "* t~  o )  

~ 0  t S = o  
a~ a 

t On pout aussi remarquer qu'il parait peu satisfaisant do d6duire los propri6t6s de la 
fonction uniforme G de cellos d'une fonction non uniforme $'. 
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=. t ~ ~ (Z) e ' ~ z d z - - J ' ~ t z ) e - , ' d z = f q D ( z ) e - , z d z .  
a x 

En faisant  tendre  le nombre positif ~ vers z6ro dans cette 6galit6 il vient  

x 4 - t o  ~, 

"' f 
x ) F(zlco) d z =  ~(z)dz. 
5.  

x a 

(zi) 

Cette int~grale s 'annulc done en particulier s i x  = a. 

En  int6grant  par  rappor t  ~ x dans les deux membres de l '6quation (I9) on 

t rouve  

x - l - t o ,  x x + ~ o  

_I_ "G(z[co) dz �9 (z) d z - - 5 . j  F(z[2to)dz (2z) 

et l 'on d6montre aisdment que la derni~re in%6grale est 6gale 

j I F(zlzz)dz= (x)dx) Vx. 
s tO 

a 

Cette 6galit6 est vraie pourvu que l 'expression au second membre tende uni- 

form6ment  vers une limite. On peut  encore d 'une  autre  mani~re 4valuer l 'int6- 

grale (zo). Divisons les deux membres de l '6quation (I4) par  n e t  faisons tendre  

n v e r s  l 'infini. Le premier membre tend vers l ' int6grale (20). Le second membre 

tend done aussi vers une limite et l 'on t rouve 

x 

De l '6quation (x6) on d6duit  de m~.me en faisant  tendre  l 'ent ier  n vers l ' infini 

x + c o  

} A '-dG-!zjA~ dz ~ lim ~) a(~l,o) + ~,] d~ , - ~  a (x l - .  
X 

Mais le premier membre est 6gal h r en ver tu  de l '6quation (z). On a done 
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Je dis que les op6rations ddfinies par les limites (7) et (8) sont les inverses 
aux op6rations V et A .  En effet, on a d'une part 

co o~ 

a 

eomme nous venous de le ddmontrer. 

~ ( / ~ c p ( x ) ) A x ?  On a dvidemment 
CO O) 

t t  

Quelle est maintenant la valeur de la somme 

o )  O) 

x + o ~  x 

= ~  rf(x)Ax---  ~(x) 
o O)  

a + ( . o  o, 

a + o )  

u 
g 

:Par eons6quent 

~176 
a 

On voit de mSme que 

dx.  (23) 

(z4) 

Les dquations (17) et (18) peuvent s'6erire sous la forme suivante 

x 

a o 

(25) 
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(26) 

On peut en tirer deux autres relations remarquables. On a en effet 

2 cP(z+c~ 
2 2r 

a t +  Co x 

=!_  ~ p ( z ) & z + 2  ~(z)Az 
2 0 _ ~  2~o 2co  

a + ~ o  a 

x a + o )  

r a 

Par cons6quent 

a a a 

En remplagant ~(x) par G (x I to ) dans eette 6quation, on trouve, en tenant compte 
de l'6quation (22) 

I F ( z l 2 t o ) d z  ' G (z I,~) A ~ = F (x I z,,~)-- i; 
O) t 

O. a 

ou Encore 

( ~(z z) z =  cfCz) A z  - I -  (z l2 ,o)dz.  
2 co s  ,~ 

a a a 

Consid6rons enfin la somme ~ A cp(z) 2r z. On a 6videmment 

( ,p(z))As= 5 gCs)A~--5~,,.,:, ,"p(s)Az~,,, 
G +  CO a 
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:=~  ~r(~)A~ --~ r 
a a 

Pa, s cons6quent, en vertu do l'6qnation (~6) 

~p(~) A~ = ~ t ( ~ ) V ~  -~- )p(~)d~. 
20) ~ ~o (0 

a 

Si l'on remplace of(x) par la fonction F(xlr cette gquet.ion prend la forme 

suivante 

~ F (x]r V x =  F (x] 2~o) , 
co 

ou encore 

a a 

Toutes ces propri~t~s des solutions prineipales se d~duisent presque sans aucun 

eMcUl et ce n'est pas 1s un des moindres avantages de la d6finition que nous 

averts adopt~e pour ces fonctions. Mais il y a d'autres propri~tds qui sent plus 

cach6es. Pour les df~couvrir nous allons nous servir de certaines formules som- 

matoires. 

l'~quation 

E,,(x + ~) + E,,(z) = ~ z x  ~. 

Soit E,(x) une fonction pSriodique qui satisfait s l'~quation 

E~ (z  + ~) = - -  k~  (z )  

et qui est dgaIe au polynome d'Euler E~(x) dans t ' intervalle o ! x <  x. 

tion E~ (x) est uniquement d~termin6e par ces deux conditions. 

polynomes d'Euler il r~sulte que 

d k~ (x) 
dx = v E~_, (x). 

l,a formule sommatoi re  de Boole. 

Soit E,,(x) le polynomc d'Euler, c'est ~ dire le polynome qui satisfait "5 

(i) 

La fonc- 

Des propri6t~s des 



88 N . E .  NSrlund. 

E n  p o s a n t  x = o dans  l '6quat ion  (i)  on ob t i end ra  

E , ( I )  - - - - -  E ,  (0), *i v > o .  

/ ~ ( x )  est  done une fonct ion cont inue  de x qui  a d m e t  des d~riv6es cont inues  des 

ordres  1 , 2 , . . . ,  v - - i .  Mais la d6riv6e d 'o rd re  v est  d iscont inue  dans  ies points  

x----- o, + i ,  :t: 2 , . . . ,  car  Eo(x) ost  6gale k + x dans  los in terval les  2 n  < x <  2 n +  I 

e t  6gale ~ - -  i dans  les in terval les  2 n - -  I < x < 2 n,  n 6 t an t  un ent ier .  

Soit  h u n  h o m b r e  quolconque dans  l ' in te rva l le  0 < h < i .  So i t  qo(z) une fonc-  

t ion  qui a d m e t  une d6riv6e con t inue  d 'o rd re  m dans  l ' in te rva l le  x < ,  < x + co. Con- 

sid6rons l ' i n ~ g r a l e  su ivan t e  

1 

o 

z) d z. (2) 

E n  in t6g ran t  p a r  par t i e  on t rouve ,  si m > i ,  

R m  ==:  (m-- i)! E = _ ,  (h) [cp(~-'~ ( .  + to) + cp(=-'~ (x)] + R e - , .  

On a donc  

m - -  t tot'v 

Rm = - -  ~ ~.~ E,, (h) [9 r (x + co) + ep("~ (x)l + R,.  

I1 es t  facile d '6va lue r  r in t6gra le  R~. On a on effet  

1 h 1 
Rt = e o f  #,o(h--z)ep' (x + coz)dz = co ]'ep' (x + coz)dz--co.t"qo'(x + 

o o h 

= 2r  4 co). 

c~, z) d z 

En s u b s t i t u a n t  ce t t e  va lour  dans  l '6quat ion pr6c6dente on t r ouve  

Vgg--I ~, 

2ep(x + h c o ) =  ~.E, , (h}[epr  + epr (x)] + R,,,. (a) 

Cet te  fo rmule  a ~t6 indiqu6e, sans t e rme  reste, pa r  Boole 1 dans  le cas par t ieu l ie r  

h = o .  Q u a n d  m a u g m e n t e  i n d 6 f i n i m e n t ' l a  s6rie converge ra  s e u l e m e n t  darts des 

cas tr~s par t icul iers .  Le  t e r m e  res te  de la fo rmule  de Boole a 6t6 t rouv6 pa r  

i A T r e a t i s e  on  D i f f e r en t i a l  E q u a t i o n s  (2e 6d.). L o n d o n  1865, p. I o 7 - 9 .  
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DARBOUX 1, SCHENDEL ~, I~IERM1TE 8 e t  STIELTJES~.  O n  peu~ remarquer  que si l 'on 

remplace h p a r h e t  fMt ensuite tendre eovers z6ro, l '6quation (3) se r6duit  ~ la 

formule de Taylor  avee son terme compl6mentaire.  

Indiquons rapidement  quelques applications simples de cette formule. Soit 

~p(x)----Em+~(x) et posons w = I, h = o dans l'6quagion (3); il vient  

+ (-- i )"  

1 

~-2 (m--~)t(--~ + n)Xn~ f E,,,_, (,; m.(x + z)dz. 
o 

I �9 

Mais en posant  h-~  - o n  grouve 
2 

1 

~-o v I 2 ~ ( m - - I ) ! n ! ,  
o 

Z. 

En f~isan~ tendre  z vers.z6ro dans ees deux 6quations on t rouve  en part icul ier  

1 

f m!n! E~(z)En(z)dz= ( - - i ) m + ' ( m + n +  i)~ 

o 

: 2 ~ t l + n  

m e t  n 6rant des entiers non nSgatifs queleonques, et 

1 

"El, z+  B " ( z ) a z = ( - z ) " ( m + n +  s 2,,,+,,+," 
o 

Dans la derni6re Squation on suppose que m + n est impair.  

Supposons en second lieu que e l ( x ) ~ e  *. Nous aurons 

1 . 

,,, ,, ,~,~+, i'g,~(h~Z) e~,,dz 2 ~h r r 

e'~ + ~ ~-gi. ~ (h )  + ~ u  f l  7n5 
o 

(4) 

t Sur les d6veloppement~ en  s6rie des fonct ions  d 'une  seule variable,  J. math ,  pures  appl. 
(3) 2 (x876), p. 291-312. 

Die Bernoul l i ' s chen  F u n c f i o n e n  und  das Taylor ' sehe  Theorem.  J e n a  ~876. 
J. re ine  angew. Math.  i i 6  0896), p: I 4 4 - 5 ;  (:Euvres 4, Par i s  19r7  , p .  443--4. 

4 Correspondance d 'Hormi te  et  de St iel t jes  2, Pa r i s  I9o5, p. 31 I--z.  

A c t a  maAhema~iea. 44. Imprim~ le 29 ~vril I922. 1 "2 
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Cette s~rie a servi k Hermite t commo d6finition des polynomes E,,(h). :Si nous 

s  
prenons fp(x)~ sin x nous aurons, en posant x = - - ,  

2 

OJ 
COS - -  

2 

~ t , - - I  r ~v + 7 

~ ( - -z) ' (z  v + D !E2,+,(h)§ Rm, (5) 

o6, 

1 . 

R,~ = (--i)___~_~ (o'__ ~-F'_ {'E,,,,(h._._ - -  z) cos [z--~l 
2eos~ J (2m)! i 21 

2 0 

~dz  

1 ~ 

En prenan~ 9 ( x ) = o o s x  nous trouverons de m6me 

c O S  

c o s  - -  
2 

(6) 

off 

Rm 

1 L . 

( -  ~_),.+,,o-,,+,_ (.E,~(h_ -- :) 
z cos ~ / (2m)! 

2 
I . 

2e~ ~ j ( 2 m + i ) I  cos 
2 0 

Si l'on fait tendre m vers l'infini les trois derni6res s6ries convergeront pourvu 

que I(01 < ~. En posant en particulier h = z  dans l!6quation (5) et en rempla~ant 

~o par 2 (o, on trouvera 

m - - i  

tg(~,=~_,(- I) "+' (r (2 v + :r) ! 0~,,+, + R,,,, (7) 
~ 0  

I l . c . p .  144. 
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oh 

R m  

1 
('--4)into ~m+' fE2m(Z)  

- -  "Too ~-Vi- cos (2 z - -  I)  ~o d z  cos,o J (2 rn). 
0 

1 

( "  41 m- '  2 ,o ~'' f E~.~_, (z) 
= c o s J  " . / ( T f f - - - ~ !  

0 

sin (2z --  i ) w d z .  

En  posant  h =  i_ dans l '6quat ion (6), on t r o u v e r a  de m6me 
2 

ra 09~ v 
s6e ,~= ~ (-- ~r ( V ~  E~, + R~, 

off 
1 1 
~ g 

(7- 4) m+ Z.o _ [_ E~,.+, (z) cos R r a =  ( -  4)m2t~ f E 2 m ( z )  . ra+, :ra+: " 
~ . j ~ s m  2 ,o , e~=  cos ~o . )  (~ ~ + I)! ~,o~d~. 

0 0 

De ces expressions du terme reste on  d6dui t  ais6ment les s6ries t r igonom6tr iques  

qui  r ep r6sen ten t  les polynomes  Era(x) dans l ' in terval le  o < x <  I. P o u r  t r o u v e r  

les coefficients  de ees s6ries il suff i t  de mult ipl ier  les deux membres  de l '6quat ion 

7~ 
(7) pa r  eosoJ et  de poser  co=er s +  2 ,  s 6 tant  un ent ior  positif.  

4. On sait  que LmB)uz  a d6montr6 que la s6rie altern~e 

est  convergente ,  si tp(x) est une fonct ion non croissant  avec x, a y a n t  pour  x 

infini, la l imite z~ro. A l 'a ide de la formule  de Boole on peu t  d6cider de la 

convergence  de oet te  s6rie en des cas plus g&16raux. Supposons que la fonct ion 

cp(x) t ende  vers z6ro, quand x augmente  ind6finiment,  et  qu'elle admet te ,  pour  

x > b ,  une d6riv6e cont inue  d 'o rd re  m telle que l ' int6grale 

0o 

f l ~(m~ (X) I d z  

b 

converge.  Dan8 ces condit ions la Mrie 

~(-- ~).~f(x + s) (8) 
8~0 

sera un i /ormdment  vonvergente dan8 l ' intervalle x > b. 
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En effet  posons h = o e t  to.= i dans l '6quat ion (3) et  remplagons x sucees- 

s ivement  par  x + i ,  x + 2 , . . .  x + n - -  I .  En  combinan t  les n 6quat ions ainsi 

ob tenues  on obt iendra ,  pour  x > b ,  

" --:---- (  (x+z)dz 

0 

(9) 

Rappe lons  le th6or~me su ivant  dfi h MM. HARDY eL LITTLEWOOD 1: Si une fonc- 

t ion tend vers une  ]imite, q u a n d  x augmen te  ind6finiment,  et  ad m e t  une d6riv6e 

d 'un  cer ta in  ordre  qui est  cont inue  et  born6e, alors les d6riv6es d 'o rdres  infd- 

r ieurs  t enden t  n6cessairement  vers z6ro quand  x t end  vers l ' i n f i n i .  De nos 

hypothbses  re la t ivement  ~ la fonct ion 9(x)  il r6sulte donc que 

lim 9 c ~ ) ( x )  = o ,  ~r = O ~  I ~  2 ~  �9 �9 , ~ / , - -  I .  

Cela pos6, faisons t endre  n vers l ' infini dans l '6quat ion (9)" Le  premier  t e rme  

au second membre  t end  un i form6ment  vers une  l imite e t  l ' int6grale 

j (x+z)dz 
o 

est abso lument  eonvergen te  paree que  la fonct ion /~m-, (z) est  bornde. La  s6rie 

(8) e s t  done  un i form6ment  convergen te  et  sa somme est 6gale ~ l 'expression 

su ivante  

S ~ 0  ~mt )  0 

S i m  = I lo th6or~me ne diff~re gu6re du  th6or~me de Leibniz. Mais en choisis- 

san t  m convenab lemen t  on peu t  d6eider de la convergence de plusieurs s6ries 

int6ressantes  qui  ne r en t r en t  pas dans le cas de Leibniz.  On voi t  par  exemple 

q u e  la s6rie 

log v s 

x Prec .  L o n d o n  m a t h .  See. (2) 9 (t91I), P. 437--8;  (2) ix (i913) , p. 422--3. 
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sera convorgente, si o < a < I .  I I e n  est de memo de ]a s6rie 

, s i n  (log~s) 

r e t  p 6rant des entiors positifs quolconques. Ici on a pos6 pour ahr6ger 

log~ 8 ~- log (log~_~ s). 

93 

D~monstration de l 'exis tence de la fonetion G(x[o). 

5. On pout aussi, k l'aido de la transformation de Boole, en des cas assez 

6fondus, d6cider de la sommabilit6 d 'une s6rio divergente. Soit 9 (x)unefonc t ion  

qui admet, pour x > b ,  une d6rivt~e continue d'ordre m telle que la s6rie 

~ ( .  z)'~f( m~ (x + ,~) 

converge uniform6ment dans l'interval]e b < x < b + oJ. 

quoloonque qui est plus grand quo b. Je veux ddmontrer que l'expreasion 

(io) 

Soit B u n  nombre positif 

En particulier on a 

On en conclut ais6ment que 

lira efm-'*)(x) 
X v 

O,  ~ 1 , 2 ,  . �9 . 1 ~ .  

lim c f ( x )  = o .  
. ~  ,----~ oo X r n  

(~2) 

Notre hypoth~se relativement h la s6rie (io) entralne que 

lim ~0c-0(x) = o. 
~ - - .  Qo 

co 

a(xico) = 2 lira ~ ( -  z),~f (x + 8~)e-~C~+,~) (zz) 
y--~  o , :  0 

tend uni/ormdment vers une limite, x variant dans un intervalle /ini quelconque 

b < x < B. Cette limito est done ]a solution principale de l'~quatfon 

V G(z) --  9(x).  
o)  
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I.a serie au second membre de l 'equation (II) eonvergera donc pour tonte  valeur 

posi t ive  de r~ et pour toute  valeur de x > b .  Cela pose, reprenons l 'equation (3) 

et rempla9ons x success ivement  par x + o J , x + z c o  . . . .  x + ( n ~ i ) w .  En  eombi- 

nant  les n equat ions  ainsi obtenues  on t rouve  

n - - 1  \ ~ 1 { t ) r  ~ 

2 ~ ( - -  I) 'rf(x + hco + sco; - -  2~ ~ . E ~ ( h ) [ r O ( ~ ) ( x )  - -  ( - -  I)~ rP(v)( x + nco)] 

n . 

+ Go". ('E,,,_, (h--z)  ~o(".) ~x + coz) dz. 
j ( m - ~ ) !  " ' 
0 

Dans  eette  relation subst i tuons  ep(x)e-nx-au lieu de rp(x), nous  aurons 

2 ~ (-- i)'q)(x + hr + 8~o) e-.(.+h~+,o~) 

" .  m l 0)  

= ~ Q E , ( h ) D ; [ e p ( x ) e - ' ~ ' ] - -  ( - -  i ,  ~.~ -~..E,(hlD:[(p(x 

n 

co" t 'E"._ , (h--z)D"[9(x + r176 + (m--L_ i)--~ 
0 

+ n co) e--,~+,~)] 

Laissons 7 i fixe et positif  et faisons tendre n Vers l'infini. Le second terme au 

second membre tendra vers zero en vertu de l 'equation (I2). On a par eons6quent  

oO ?n --  1 
2 ~ ( ~  I)"rf (x + h~o + sco) e--,l(~+h~+S~) -- ~ co" E~(h) D~: [~p(x) e-'l'~] 

c~". ] 'k".- '  (h - -  z) ". ~ D,  [ T(x + coz) e-V( x+~ dz (13) 
+ (m--l)' .~ ' 

0 

Faisons  maintenant  tendre v, vers zero. Lo premier termo au second membre 

convergera uniformement  vers une limite. Le second terme s'exprime par un  

nombre fini d'integrales de la forme 

o o  

P~ = ~ ] ' E m - i  ( h  " z)  (p(m---v) ( :~  + COg) e-'l('~+~~ dz, 
e2 
0 

'F = 0 ~  I ~ 2 ,  . �9 . f f l , .  

Je dis que P~ tend vers zero avec  ~,  si v > o. Pour le voir consid6rons l' integrale 
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~(z) = j  E,,,_, (h ~ z) e-o~ dz. 
z 

Cette int6grale divergera si 7 =  o. Mais elle converge pour toute valeur positive 

de ~] at elle tend vers uno ]imite finie quand n tend vers z6ro. En effet, on a, 
si ~/>o, 

s+ ! 

1 

~e-~"~ ,~ ( - - i ) ' e -~  ~" ,~_ , (h- - z - - t )e -~ , td t  
0 

1 
e--~T ro z i "  . 

-~ x T ~ - ~  J E,,,-, ( h - - z - -  t) e - ~ t d t .  
0 

Q!ml qua soit v~ la derni~ra int~grale est une fonction pdriodique de z avec la 

p6riode z. Quand ~] tend vers z6ro elIe tend vers une limite finie 

1 
I j ' "  

lim ~p(z)~ 2 E , , _ ~ ( h ~ z ~ t ) d t  
q / ~ O  

0 

E ~  (h - -  z) 
m 

On sait done trouvar un nombre positif C tel que pour route valeur positive de 

i ~ ( z ) l  <,C e-'~ ~ 

at cela quel que soit z. En particulier, quand z augmente ind6finiment pendant 

que ~ reste positif et fixe, la fonction zp~p(Z) tend  vers z6ro quel que soit p. 

Cela pos6, soit ~, un des nombres I,  2 , . . .  m e t  consid6rons P~. En int6grant par 

partie on trouve 
oo 

dz. 
J 
0 

Le premier terme au second membre tend vers z6ro avee ~i parce que ~(o) tend 

vats une limite finie. La valeur absolue du second terme est plus petite que 

v~ C j  I r162 (z) I e-'~ dz. (I4) 
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Mais de l'6galit6 (I2) il r6sulte qu 'on sail  t rouver  un  nombre posi t i f /V tel que 

[r < ez ~-' , s i z > N  

quel que soit le nombre positif  ~. En  d6signant l ' int6grale (z4) par PC on a donc 

/g  

Pr < ~" C f lq~ ("'-~+') (x) ldz + ~ Ce ; z ' , '  e - , "  dz  

e~ par  consequent  

x 0 

Le premier terme au second membre de cette in4galit~ tend vers z4ro avec ~. 

Comme e est aussi pe t i t  que l 'on veut,  nous avons donc d6montr6 que P~ tend 

uniform~ment  vers z6ro, si ~ > o, quel que soil x dans l ' intervalle b < x  < B.  
Il nous reste d 'envisager le cas ~ = o .  Posons 

oo  

/(z) = t'E,,_, (h--  z) (x + dz. 
,2 

Je  dis que eeLte int6grale converge uniform6ment.  En  effet on a 

.+p+1 n+p e,+,1 

f'Em-I (~ --Z)c~(m)(~q-coz)dz ~ 2 [ Em--~ (~- Z)C~ (m) (~ "I-~0~)dz 
J ./ 

n + y  1 

['E,._,  z) ~(") ( z + = ~ ( - -  I)" ( h - -  coz + .co)dz 
S=gt L) 

o 

I n + p  

J 'Em-, (h - - z )  ~ (-- x)" q~(m)(x + fez + sto)dz. 

o 

Mais puisque la s~rie (zo) converge uniform6ment  dans l ' interval le  b< x < B on 

eoncluL ais6ment qu'il  e n e s t  de m6me de l ' int6grale (i5). Cela pos6, eonsid6rons 

P0 et int4grons par  pat t ie ;  on t rouve 

Po -=- e-,7~, t(o) - -  ~ c~, l l (z)  e -'(~'+~'~ dz. 
t . ,  

o 
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Soit e un nombre  positif.  

de x,  tel que 

On a done 

On sait  t rouver  un nombre  N ,  qui ne d6pend pas 

I/(z)l < , ,  si z > N .  

I rlto//(z)e-,J{x+o*)dz]< ~we-,~ x t'[[(z)]dz+erjw fe- ' l ( z*~)dz  
o ~" 

N 

= ~ . ,  e-,~ ~ "1/(z) I dz + ,e.,~,,§ 
b" 

Quand ~ tend  vers z6ro le dernier  membre  tend vers r Comme , est  aussi pe t i t  

que l 'on veu t  o n e n  conclu t  que P0 t end  uni formdment  v e r s / ( o )  quand  ~] t end  

ve r s  z6ro. Nous avons  ainsi d6montr6  que le second membre  de l '6quat ion (IS) 

tend  uni form6ment  vers une limite e t  qu 'on a 

o o  

m--l~O v &tin [" " 
G(x + hwlt~ = ~-~.  E"(h)~(r ? ( m ~ i ) ! . )  E,~_,(h--z)rpo')(x + wz)dz (i6) 

aJ~O 0 

pourvu  que o < h < i .  On en conclut en particulier que G(x]to) est une /onction 
continue de x pour toute valeur de x >  b. 

Soit pa r  exemple  c f ( x ) ~ l o g x .  On t rouve  I en p renan t  m ~ i  et. h = o  

S ( ) + i 
l o g x V x - = l o g x - -  ( - - I )  s log  I ~ �9 

II r6sulte du th6or6me du pa ragraphe  4 que la s6rie au second membre  converge 

pour  route  valeur  de x qui n 'es t  pas un ent ier  n6gatif  ou nul. 

Soit  en second lieu 9(x)----x% v 6rant  un ent ier  non n6gatif.  En  p renan t  

m = ~ + z l '6quat ion (i6) so r6duit  ~ la re la t ion su ivante  

~x'Vx= (z). E,  

Le po lynome d 'Eu le r  E~ (x) est done la somme de  la s6rie d ivergente  

2 ~ ( - -  ~)'(z +8)'. 

J Q u a n d  to----- i j ' 6 c r i s  V e t  /X au  l i eu  de  V e t  /X. 
co oJ 

Acta ma themat i ea  44. lmPrim6 le 5 mai 1922. 13 
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On peu t  v6rifier ce fai t  u n  peu  plus d i rec tement  de la mani~re suivante .  

~ > o  on a 

o o  e_~  x 
~ (-- ~ )" e - ' (~+8)  = ~ + e-----~" 

Si 

En  d6r ivan t  ~ lois pa r  r app o r t  s ~ o n  t rouve  

c r  

~ ( - -  x)*(x  + s)" e-,1(~+8) = ( - -  I ) ' D ~  e - ' ~  
�9 I +  e--n 

8 ~ f }  

(I7) 

D'au t re  pa r t  en d6veloppant  su ivant  les puissances de ~ on aura  

~--T-. (x). 

En faisant~ t endre  ~ vers z6ro dans l '6quat ion (I7) o n  t rouve  donc 

lim 2 ~ ( - -  i ) '  (x +8)" e - ,  (~+8) = E ,  (x). ~ 

I 
En  posant  en par t icul ier  x = o ou z = -  on voi t  que les ent iers  C~ et  E ,  se repr6- 

2 

sen ten t  par  les l imites suivantes  

C, ----- lira 2 . ~ ( - -  i)"(2 s) �9 e-~ ", 

E ,  == lim 2 ~ ( - -  I ) ' (2s  + i ) ' e - '~  s. 

La  f o r m u l e  s o m m a t o i r e  d ' E u l e r  e t  de Maclaur in .  

6. La  formule de Boole est voisine d 'une  au t re  formule  sommatoi re  que 

nous aliens ma in tenan t  6tudier.  S o i t  B ,  (x) le po lynome de Bernoulli ,  c 'est  s dire 

le polynome qui satisfait, k l '6quat ion 

B, , ( x  + i ) - -  B , ( x ) =  r x  ~--' , 

i C e t t e  6quar  p e u t  a u s s i  s ' 6c r i r e  s o u s  la f o r m e  s u i v a n t e  

Ev (x) = l i ra  2 (pDo' 2' --P~-. 
0 ~ 1  ,o+I  
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et  qui est  6gal a u - n o m b r e  de Bernoull i  B,. dans le poin t  x -~  o. Soit  B~ (x) une 

fonct ion p6riodique avec la p6riode ~ qui est  d6termin~,e par  la condi t ion su ivante :  

On a $v idemment  

B, (x)~= B~ (x), si O < X < I .  

B~(I)~-B~(o), si ~'<> :r. 

La  fonct ion / ~ ( x )  est  done cont inue  d a n s  le point  x = I et  pa r  consequent  pour  

toutes  les valeurs  de x,  si v ~ i .  Des propri~t6S des polynomes de Bernoulli  il 

r~sulte que 

d i ~ ( x )  , ,B~_,  (x) ,  ~, > I . 
dx 

B~(x) admet  par  cons6quent  des d6riv6es cont inues  des ordres i ,  2 , . . .  r - - z .  

Mais la d6riv6e d 'o rdre  v - - i  est d iscont inue dans les points x ~ o, J= I ,  + 2 . . . .  

car  /}~ (x) est 6gal h x - - I  dans l ' in terval le  o < x  < i .  Cette fonet ion p6riodique 
2 

fair  doric un saut  b rusque  6gal h I quand  x passe par  un entier.  

Soit comme  plus hau t  o _ < h < r ,  et supposons que la fonct ion el(z) adme t t e  

une d6riv~e Continue d 'ordre  m dans l ' in terval le  x < z < x +.w. Envisageons  l ' int6- 

grale su ivante  

I . 

R~ = - ,o'. + ~oz) dz  . ( i ) 

0 

�9 t O ,  En mte~,rant  par  pa t t i e  on t rouve,  s i m  > i ,  

R ~ =  ~,"-' B-~(W.h. )- [~pr + ~ o ) .  cpc.,-,~@)] + R,,,_,. 

E n  r4p6tant  ce t te  op6rat ion m -  2 fois on ob t i en t  

R,~ = - -  r~ ' B ,  (h) A ~(~-0 (x) + R~. 
co 

(2) 

Int~grons encore une fois par  pa r t i e ,  nous aurons,  e n  t en an t  comptc  de ce que 

B~ (h--z) est discontinue dans le point  z ~  h, 

x + a ~  /. 
CO �9 
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En substituant eette expression dans l'6quation (2) on obtient 

x+ oJ 
I ~  ~ (~ Bv(h) L~ep(v-O(x) § Rm. rp(x+h~o).=g fp(z)dz+ ~,~ co 

X 

(3) 

C'est la e61~bre formule sommatoire d'Euler. Le terme compl6mentaire a 6t6 

6tudi6 par un grand nombre d'auteurs et notamment par  Polsso~ ~, JACOBI 2, 
MALMSTI~N a, D A R B O U X  5, SCH:ENDEL 5, SONIN ~" e t  L I N D E L O F  5. 

Nous allons nous servir de cette formule pour d6montrer l'existence de 
la limite 

~ rp (~) ~ z. 

Mais indiquons d'abord quelques applications 616mentaires de la formule d'Euler. 

Prenons fp(x} = B,n+,,(x), et posons to-= I ,  h = o dans l'6quation (3), nous aurons 

B"+n(x)= ~ (m + n) 1 
(m + n ) !  

/ 1  

- -  ( - -  i )" ~B,~Cz) B,,(z § z) dz.  xm+n--v 
re!n!  I 

�9 o ~ 

Mais on posant h = z ,  on obtient 
2 

�9 =,~ 2 ~ m !  n !  J / 21 
0 

Faisons tendre x vers z6ro. La premigrc 6quation se r6duit 

' 0~7 f n f  

o 

m e t  n 4tant des entiers positifs quelconques. De la seconde 6quation on d6duit 

de m~me que: 

i M6m. Acad.  Sc. P a r i s  6 (I823), p. 57I. 
J .  r e i n e  a n g e w .  Ma th .  ]2 0834), p. -,63--72 ; W e r k e  6, B e r l i n  189I , p. 6 4 - 7 5 .  
ft. r e i n e  angew.  M a t h .  35 ~ (1847), p. 55--82; r 6 i m p r i m 6  Acta  m a t h .  5 (I884), p. t - -46.  

4 Ann.  ~c .  Norm.  (3) 6 (I889) , p. 257--62;  C. R. Acad.  Se. P a r i s  Io8 (1889), p. 725--7. 
~ l . c .  
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1 

~  
B, ,  z + B n ( z ) d z = ( - - i ) m + ' ( m + n ) !  2,.+n+ , , 

o 

101 

pourvu  que m + n soit pair.  

Posons en second lieu 9 ( x ) = e  x, nous aurons 

1 . 

cod '~ = t~ B~(h) z .  (4) 
e ~  , v !  e C ~  I m .  

aj. , . -  0 
o 

La fone~ion au premier  membre  est done la fonet ion g6n6ratrice des polynomes  

de Bernoulli .  Cette  fonct ion g6n6ratriee a servi de base h plusieurs au teurs  dans 

l '6 tude des polynomes  de Bernoulli .  L 'expression du te rme comp]6mentai re  de 

la s6rie n 'a  pas, je erois, 6t6 donn6e au p a rav an t .  

Si nous prenons  9 ( x ) =  sin x nous aurons,  en posant  x = -  t2, 
2 

off 

= ~  ( - I Y  (2 v + 1) ! B2~+, (h) + Rm, 
2 sin co 

2 

1 . 

( s,.n~ J ( T ~ .  sin ~-- ,od~ 
2 0 

1 , 

2 s i n ~  . ]  ( 2 m - - I ) !  ~ 2!  
2 0 

En posant  9 (x) = cos x on  ob t ien t  de m6me 

2 s i n  t2 
2 

,' *~" " (h) + R,,,, i ( - - i )  (z v)! n '~ 
V ~ 0  

(5) 
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oll 

R m ~  

1 ~ 

2 s m ~  . ]  (2m)! cos z - -  codz 
2 0 

I . 

2 sin - o 
2 

Quand m a u g m e n t e  ind6f in iment  ces trois  s6ries conve rge ron t  p o u r v u  que ] ~ ] < 2 ~ ,  

Posons  en par t icu l ie r  h = I dans  la derni6re s6rie, nous  a u r o n s  lo d6ve loppemen t  

bien connu 

t~ cot *2 = ~ ( _  i)~ t~: ~ 2 2 ~ B ~  + Bin, 
~ 0  

(6) 

oh 

1 

R ~ =  - Vo j ~ c o s  z - -  ~odz 
2 sin - 

2 0 

1 

2 0 

Mais ell p r e n a n t  h = z dans  l '6quat ion  (5) on. ob t ien t  
2 

co eos6c co= ~ ( - - I r ~ v . ~ + R , ~ ,  

oh 
1 

R,n = ( -  I ) " + '  (2 to) '-'n+' [B~,, ,(z)  

o 

( - - i )  m~' (2co) ~-~+* [" B . . , ,+ ,  (z) . 

7. A I 'a ide de la formulo  d ' E u l e r  on p e u t  d6cider de la convergence  de 

cer ta ines  s6ries qu ' i l  p a r a i t  diffieile d ' a b o r d e r  p a r  d ' au t r e s  voies. On conna i t  le 
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t h ~ o r ~ m e  s u i v a n t ,  dfi  h MACLCURIN' e t  s CAUCHY~: So i t  e l (x)  u n e  f o n c t i o n ,  pos i -  

t i v e  ~ p a r t i r  d ' u n e  o e r t a i n e  v a ] e u r  de  x,  e o n t i n u e l l e m e n t  d 4 e r o i s s a n t e  e t  t e n d a n t  

v e r s  z 4 r o  q u a n d  x a u g m e n t e  i n d ~ f i n i m e n t .  A l o r s  l a  s~rie  

(7) 
$ ~ 1  

se r a  c o n v e r g e n t e  ou  d i v e r g e n t e  s u i v a n t  q u e  l ' i n t 6 g r a l e  

1 

(8) 

a u r a  ou  non  u n  sens .  MM. BaOMWlCH 3 e t  I~ARDY 4 o n t  d 6 m 0 n t r 6  que  ce ~h6or6me 

r e s t e  v r a i  d a n s  c e r t a i n s  cas  oh  la  f o n c t i o n  n ' e s t  p a s  d ~ e r o i s s a n t e .  So i t  el(x)  u n e  

f o n e t i o n  t e n d a n t  v e r s  z6ro q u a n d  x a u g m e n t e  i n d 6 f i n i m e n t  e t  a d m e t t a n t ,  p o u r  

x > r ,  une  d6 r iv6e  c o n t i n u e  d ' o r d r e  m te] le  que  l ' i rR6gra le  5 

c~ 

f k: (-- ~) cg",(x) dx 
1 

s e r a  c o n v e r g e n t e .  Supposons en o u t r e  que  

l im  el( m - o  (x) ----- o.  
~ o o  

Dan8  ces condit ions~la Mrie (7) 8era convergente ou divergente 8uivant  que l 'intdgrale 

(8) aura ou non un  8ens. 6 

E n  e f f e t  p o s o n s  to ~ i e t  h ~ o d a n s  l ' ~ q u a t i o n  (3) e t  r e m p l a ~ o n s  x sucees -  

s i v e m e n t  p a r  I ,  2 . . . .  n - - i .  E n  a j o u t a n t  e n s e m b l e  los ~ q u a t i o n s  a in s i  o b t e n u e s  

on  t r o u v e  

i A treatise of fluxions ~, Edinburgh x742, p. 289~9o. 
-" Sur la convergence des s6ries, (Euvres (2) 7, Paris I889, p. 267--79. 

Prec. London matti. Soc (2) 6 (i9o8), p. 327--38. 
id. (z) 9 (I9II), p. I26--44. 
Cette int6grale sera convergente par exemple si ~(m) (x) tend vers z6ro en variant toujours 

dans le m6mo sens quand x augmente ind6finiment, ou encore si l 'int~grale 

c~ 

f ,  r dx 
I 

a un seas. 
r~ Ce th6or~me est essentiellement le-m~me que celui de M. t iardy (1. c,). Je l'ai ~nonc6 

sous une forme un peu plus g6n~rale mais la diff~!rence des deux 6nonc6s n'a gui~re d'importance. 
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f l  71,--1 

f q, (~) d,= - ~ ~ (=) 
1 

n ~ 

i =" = ~ ,T . (<p( ' - '~ (~) - -~ (~- '> (n) )  + . (9) 

n &an t  un ent ier  positif  quelconque.  Faisons tendre  n v e r s  l 'infini. Nos hypo-  

theses re la t ivement  h la fonct ion ep (x) en t r a in en t  que 

lira (D(")(x)= o, 
; g ~ q o  

't' = O, I ,  2 , . . . m - - I ;  

c 'es t  c e  qu 'on voit on t enan t  compte  du th6or~me de MM. LIT~LEWOOD et HARDY 

ment ionn6 dans le paragraphe  4. Le second membre  de l '6quat ion (9) t end  pa r  

cons6quent  vers une  limite quand  n augmente  ind~finiment.  I I e n  est donc de 

m~me du premier  membre  et  l 'on aura  

[1 +,..,-.) lim "(p(x) d x  - -  fp(8) = ~B~' fD(v_,) ( i )  . /~]~ m! fP(m)(x)dx" 

Soit par  exemple 

sin (x ~) 
~p(z)=  zz ' o < a < i .  

Cet te  fonet ion sat isfai t  aux  condi t ions  du  th6or~me, si r > o. Consid6rons l ' int6grale 

f s i n  (x") d x ; 

1 

(~o) 

changeons la var iable  et  posons z~ = z ,  nous aurons  

n ( t  
n 

Xfl ~ . Xa+fl--i " 
1 

L'int6grale  (Io) sera donc convergente ,  si fl > I - -  a, et divergente ,  si fl ~ x - -  a. ]1 en 

est pa r  cons6quent  de mSme de ]a s6rie 

~ sin (8 ~) 
s~ 
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8. Remarquons  en passant  que le lemme pr6cddent  pe rmet  d '6 tendre  un au t re  

thdordme de CAvoHY 1 que M. Boav.L~ a 6tendu un peu en lui dormant  la forme 

su ivante :  Les sdries 

~ o o  

2 { p ( s ) ,  Za .~r  ~) ( a > t )  

sont  en m~me temps convergentes  ou divergentes  si rf (x) est une fonotion posit ive.  

cont inuel lement  ddcroissante et  t en d an t  vers zdro quand  x au g m en te  inddfiniment.  

Soit  ~ (x)  une fonct ion qui tend  vers l ' infini avec x et  qui, pour  x >  p, adme t  

une ddrivde cont inue  et  posi t ive qui sat isfai t  ~ l,indgalitd 

qJ' (x + O) < K q; (x), 

K 6tant  une cons tante  e t o  <_ 0 < ~. 

Je dis que les sdries 
r c~ 

r 

sont en m~me temps converqentes, si rp (x) esl une /onction positive non croissant avec x. 
En effet la s6rie 

et  l ' intdgrale 

7 :  

'q, (x) dx  
l l , .  

sont  en m~me temps convergentes  ou divergentes.  D 'gu t re  pa r t  on a 

y ,  
"{p ( tp (x)) q)' (x) dx  < {f (q, (p)) tp' ( p + O) < K q~ ( t/, (p)) ,p' (p) , 

p 

p + ,  

<f (q, (x)) ~u' (x) d �9 > <p (• (p + ~)) ,/,'(p + O) > -K {p(q' (p + i)) q' (p + x) 
p 

par  consdquent  

Cours  d 'Ana lyse ,  P a r i s  x82i; ( E u v r e s  (2) 3, Pa r i s  x897, 1 b. 1z3--5. 
Le(~ons sn r  les  s6r ies  h t e r m e s  posi t i fs ,  Pa r i s  I9oz ,  p.  2 - - 3 .  

Acla mathemallca 44. lmprim~f 5 mai 1922. 14 



106 N. E. N6rtund. 

w~ 

K ~  <p(qJ(s) ) r  cp((p(x),p'(x)dx 
s - - p  

P 

I 
> R ~ 'p (q'(s)) , '  (s). 

s.ffip+l 

De ces in6galit6s il r6sulte que la s6rie 

et l ' int6grale 

~ (,/, (s)) ~'(s) 

. f  ,p ( ~v (x)) ~,' (~) dx 
1 

convergent  ou divergent  toutes  les deux. C. q. f. d. 

On voit  ainsi par  exemple que les s6ries suivantes 

<p (e')e' ,  ~<p(8") s~-', . > o  

<p (log 2 s) 

cp (log,. s) 
~ s l o g s l o ~ : : l o g ~ _ , s  

sont en m6me temps eonvcrgentes ou divergentes si cp(x) est une fonetion 
positive non croissant avee x. 

Voici un  autre  th6or6me qui est d 'une  plus grande  port6e. Lea sdries 

r  

sont en m~me temps eonvergentes ou divergentes dans les conditions suivantes: 

La fonction cp(x) tend vers z6ro quand x augmente  ind6finiment et elle admet ,  

pour x > I ,  une d6riv6e continue d 'ordre  m telle que l 'int6grale 

} <f(m)(x) I dx 

1 

un sens. La  fonetion ~P(x) tend  vers l ' infini avec x et elle admet,  pour x > I ,  

une d6riv6e continue d 'ordre m + I qui, k par t i r  d 'une  eertaine valeur de x, ne 
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change pas de signe quand x augmente.  On suppose en out re  que la d~riv6e 

tp' (x) t ende  vers une limite quand x augmente  ind6finiment.  

En  effet  la s6rie 

90 

sera convergente  ou d ivergente  su ivan t  que l ' int6grale 

. ( ,p  (~) dx 
1 

aura. OU non un sens. Posons 

On a 

8i l ' int6grale 

l(x) = ~f (q~ (x)) qJ' (x). 

lim I (x) = o. 

o o  

1 

a un sens le t h d o r 6 m e  rdsulte du lemme du pa ragraphe  prdeddent.  Mais 

on s 'assure aisdment qu'il en est  ainsi car  des hypotheses  que nous venons de 

faire il rdsulte que, quand  x augmen te  ind6finiment,  les d6riv6es 

~v(o (x) ,,, = 2,3 . . . .  m 

t enden t  vers z6ro en va r ian t  tou jours  darts le mfime sens ~ pa r t i r  d 'une  cer ta ine  

valeur  de x. La  d6riv6e /(m)(x) est  de la forme 

I(-,~ (~) = ~(-,) (qJ (x))[q~' (~)]m+, + ~ c ~(,,,)(q~(x)) [r (x)] ' , . . .  [~(~+ o(x)],p+,. 

L'int6grale  

J Icp(~ (q, (x)) q,'(x)ldx 

est par  hypoth~se eonvergente ;  il en est donc de m~me de l ' int6grale 

,j'l 'W ') (~ (x)) [~' (x)]~+' I dx. 
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D 'au t re  pa r t  on sait  t rouver  une cons tan te  C telle que 

~o oo 

~ ' > I .  

Mais l ' int6grale au second membre  converge paree que (p(~)(x) ne change pas de 

signe ~ par t i r  d'un.e cer ta ine  valeur  de x et  q:~--0 (x) tend vers une l imite quand 

x augmente  ind6finiment.  Le th6orbme cst ainsi d6montr6.  

Nous venons de voir  que la s6rie 

~_j s in  (s ~) 
O < f ~ < I  

converge  ou diverge su ivant  que t ~ + f i - - i  sera positif ou non. En  posant  

qJ(x) ~ log x ou q~ ( x ) =  log~ x on en conclut  que les deux s6ries suivantes  

sin ((log s)") 

sin ((log~ s) (<) 

convergent ,  si 1'7 > I - - ce ,  et divergent ,  si f / <  i - - a .  Mais ceci est  une parenth~se  

que je me hs de fermer  pour  revenir  au probl~me qui forme l 'obje t  pr incipal  

de ce M6moire. 

9. 

D6mons t r a t i on  de l ' e x i s t e u c e  de la fonc t ion  F(xi{o). 

Consid6rons 1~ solution principale de l '6quat ion 

F (x) .... ' r  (x ) ,  
(o 

d6finie par  la limite 

F (x I(o) = lim 
I/ ~ t l  

( I I )  

Soit to un nombre  positif. Supposons que 

i ~ la fonct ion ~p(x) admet te ,  pour  x > b, une d6riv6e cont inue  d 'ordre  m qui tend 

vers z6ro, quand x augmente  ind6finimcnt,  
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2 ~ l ' i n t 6 g r a l e  
oo 

i f 'B.,  ( - -  z)tp("O(x + toz)dz 

0 

(~2) 

c o n v e r g e  ~ e t  ee la  u n i f o r m f m e n t  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  b '<x < b  + to. 

Soi t  B u n  n o m b r e  pos i f i f  q u e l e o n q u e  p lus  g r a n d  que  b. Je venx ddmonlrer 

que l'expression ( l i )  tend uni/orrngment vers une limite dans l'inlervalle b < x < B. 

N o u s  a v o n s  s u p p o s 6  que  

l im opt,,) (x) = o. 
z - - ~ o o  

I1 en r6 su l t e  que  

e t  en  g6n6ra l  

E n  p a r t i c u l i e r  on  a 

lira ~f(.'-')(x) 

l i ra  rP{'~-~} (x) ~ o ,  ~ p ~ o , I , 2 , . . . m .  (13 ) 

l i ra  cp(x_~) = o 
a r  X m ~ 

L a  s6r ie  e t  l ' i n t d g r a l e  2 qu i  en~reng d a n s  l ' e x p r e s s i o n  ( i z )  c c n v e r g e r o n t  d o n e  p o u r  

t o u t e  v a l o u r  p o s i t i v e  de  ~, e t  p o u r  t o u t e  v a l o u r  d e  x > b. Cola pos6, r e m p l a ~ o n s  

l a  f o n c t i o n  of(x) p a r  ~f ( x ) e - ' J  z d a n s  ]a f o r m u l e  d ' E u l e r  (3) e t  p u i s  r e m p l a ~ o n s  x 

s u e c e s s i v e m e n t  p a r  x + to, x + 2 ~ o , . . .  x + ( n - -  I)  to. E n  a j o u ~ a n t  e n s e m b l e  los 7, 

6 q u a t i o n s  a ins i  o b t e n u e s  on  t r o u v e  l ' i d e n t i t 6  s u i v a n t e  

~o 

t La condition 2 ~ est en particulier satisfaite si la s6rie ~ ( m ) ( x + s o ) )  converge uui- 

form~ment d'ms l ' interwdle b < x < b + to. lglle est satisfaite encore si l'intdgrale 

oo 

6f l  ~(.0 (a')! dx 

a un sons. Entin la condition 2 ~ est remplie si la fonction ?(m)(x) est monotone ~. part ir d'une 
certaine valour do x; c'est ce qui r6sulte d'un th~or(~me classique de Dirichlet parce que l'int4grale 

jo+  
B,,(--z) dz 

P 

est nulle quel que soit p. 
On suppose, pour fixer los iddes, que a_> b. 
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$o+ n o} 

~p(z) e-'~" d z - - (o  tp (z + h(o + s(o)e-,~(~+~+$~,) 
a 

- - z ~  ~ B,  (h) D ~ - ' [ ~  (x + n,o) e-,,~-+,,~)] 

+ - ~ y J  B,,.(h-- " ~ 

qui est valable queI que soit x > b .  Faisons tendre n vers l'infini, pendant que 
reste positif et fixe. De l'6galit6 (x3) il r6sulte que le troisigme terme au second 
membre tend vers z$ro. On aura donc 

j 'r (z) e -~  ~ dz - (~ ]~ ~p (z + hc~ + sty) e-,~t~+h~,~) 

= J  ep (z) e-~* dz  + 2~ ~,TB, (h) D~'ff" [~p(x) e - ~ 1  
f$ 

t , t ~ . ~ l  [ '  ~ 

0 

(~4) 

Je fais maintenant tendre r~ vers z6ro. Le premier et le second terme au second 
membrr tendent, uniformfment vers des Iimites finies. Le dernier terme au second 
membre-s'exprime par m + I int6grales de la forme 

P~ ~ ~'~ t B,,, (h ~ z) ept,~-,') (x + (oz) e -'~(~+~~ dz,  

Soit d'abord ~ ~ o. En iut4grant par pattie on trouve 

P~ ~ I (o) e -'~'~ - ~c~ff'! (z) e-'~( ,~+'-o ~) dz,  

0 

oh i'on a pos6 pour abr6ger 
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oo 

/ (z) =fB,~ (h-- z) q~r (x + ~z) dz. 

Soit ~ un n o m b r e  positif.  De l ' hypo th~se  2 0 il r6sul te  qu ' on  sai t  t r o u v e r  un  

h o m b r e  N,  indgpendan t  de x, tel  que 

II(z)l <~, si z>N,  

quel que soit x dans  l ' in te rva l le  b < x  < B .  On a u r a  done 

o 

N 

< ,~r + ~e-.( ~§ 
0 

Quand  ~ tend vers  z6ro le dernier  m e m b r e  de ee t te  in6galit6 t end  ve r s e .  

est  aussi  pe t i t  que l 'on veut ,  o n  a done un i form6ment  

C o m m e  

lira Po ---- / (o). 
'r/ .-...~ o 

Soit m a i n t e n a n t  r >  o. Je  veux  d~mont re r  que P~ tend vers z6ro avec  7- Dans  

ce bu t  eonsid~rons l ' int~grale  

oo 

~P (z) = - -  f l  B ~  (h - -  z) e='l~~ dz .  

Quand ~ tend vers  z~ro eet te  int6grale tend vers une limite.  

~v idemment  

En  effet, on a 

Mais puisque  

! 

e - -~ l eoz  P . 

O (z) = - ~ , ~ J B ~  ( h - -  z - t) e-n,otdt .  

0 

a~-i- I 

j ' B g ( t )  d t =  o 

on peu t  6erire ee t te  expression e o m m e  il sui t  
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1, 

(z) = e-'~~ / / } ~  (h - -  z - -  t) 

0 
I ~ e -~ 

dr. 

La derni6re int6grale est  une  fonct ion p6riodique de z avee la p6riode i .  Quand 

v~ tend  vers z6ro on voit  ais6ment que eet te  int6grale tend  vers une limite finie 

qui e~t d 'ai l leurs 6gale 

! 

.t Bm (h 
0 

- - z - - t ) td t  &,,+l (h  - -  z )  

m + i  

On salt  done t rouver  une cons tante  U telle que, pour  tou te  valeur  posi t ive de ,2 

Ir Ce-,,,oz 

et  eela quel que soit  z. En  part iculier ,  quand z augmente  ind6finiment pendan t  

que V reste positif  et  fixe, la fonet ion zp~(z)  t end  vers z6ro quel que soit p. 

Gela pos6, eonsid6rons P~; ot~ l 'on suppose que I < v <  m. En  in t6grant  pa r  pa t t i e  

on t rouve  

p ,. --=- - -  ~ ~t, (o)cfm-")(x) e-n x - -  ~" toe-,l* t fpc,~-~+,l (x + toz) V' (z) dz, 
0 

Le premier  te rme au second membre  tend  vers z6ro avee ~]. L a  valeur  absolue 

du second t e r m e  est plus pe t i te  que 

,/' c f l r (z) l e-,,, dz. 
,.g 

(I5) 

Mais de l'6galit6 (13) il r6sulte qu 'on  salt  t rouver  un nombre  positif  N tel  que 

i,pr ] < ,z  " - '  , si z > N ,  

quel que soit  le nombre  

N 

,: c / I  

posit if  4. L 'expression (x5) est done plus pei i te  que 

~p(m-,,+,) (z) J e-'~ z dz + C ~ y z  "-' e-~" dz. 

Le premier  t e rme tend  vers z6ro avee ~. Le second te rme est 6gal ~t 
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eC ; z  ~-j e -~ dz,  

~N 

e t  ee t te  int6grale tend vers e C ( v - - i ) !  quand  r/ t end  vers z6ro. 

auss! pe t i t  que l 'on veut  on en eonelut  qu 'on  a un i form6ment  

Comme ~ est  

limP,----o, ~----- I ,  2 ,  �9 . . m .  
r  0 

P a r  cons6quent ,  le second membre  de l '6quat ion (I4) tend un i form6ment  vers une 

limite quand  7 2 t end  vers z6ro, e t  nous aurons  

~r co 

'q~(z) dz + ~ .  J B ~ ( h - -  z)cp(m)(x + ,oz)dz. (i6) F_(x + hwlco) = ~ . B , , ( h ) ~ ' , o ( x )  + . 

a 0 

quel que soit  le nombre  h dans l ' in terval le  o < h < I .  I I e n  rdsulte en particulier 
que F (x ]to) est une /onction continue de x dans l'intervaUe x >  b. 

xo. Le th6or6me que nous venons de d6montrer  est  vrai  encore  si l 'on 

suppose que la d6riv6e ~m)(x) soit  cont inue,  pour  x > b ,  et  que l ' int6grale 

r 

I q~(") (x) I dz 
b 

air un  sens.  P o u r t a n t  no t re  d6monst ra t ion  doi t  6tre  modifi6e un pet i t  peu parce 

que dans le cas actuel  il peu t  ar r iver  que 

lira ~p(m)(x) = ~ .  
~ ,--...~ oo 

Mais la d6riv6e d 'o rdre  m - - I  tend. n6cessairement  vers une limite finie c quand  

x augmente  ind6finiment.  En  eonsid6rant  P1 on n ' a  pas besoin d ' intdgrer  pa r  

pa t t ie ,  mais on peu t  6orire ce t te  int6grale eomme il sui t  

oo 

Pt ---- ~c [3m (h - -  z) e-u(x+~) dz + 

0 0 

loz) - -  c) e -'~(~+~ dz. 

La  premi6re int6grale t e n d  vers une limite finie, eomme nous l 'avons  vu, ot l 'on 

d6montro  comme plus hau t  que la seeonde int6grale tend  vers z6ro avee 7. On 

a done 

A c t a  m a t h e m a t t c a .  44. I m p r i m 6  le  5 ma i  1922. 15  
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lira ~ ---- o. 
~ 0  

La  d~mons t ra t ion  p r~c tden te  s ' app l ique  d 'a i l leurs  sans  modif icat ions .  On peu t  

faire la m6me r em arque  r e l a t i vemen t  s la ddmons t r a t ion  de l 'exis tence de la 

l imite 

que nous avons  donnde dans  le p a r a g r a p h e  5- 

E n  fa isant  var ie r  co sur  un segment  quelconque de l ' axe  des nombres  positi/s 
on voi t  en ou t re  que ies l imites  

�9 X 

a ~ 

conve rgen t  un i fo rm6men t  p a r  r a p p o r t  ~ co. Les deux solutions principales G (x ] ~) 
et F(xlco ) sent done, pour co > o, des [o~etions continues de ~o. 

Consid6rons un cas par t icul ier .  Posons  ~p(x)----- ux ~- ' ,  r 6 tan t  un ent ier  posi-  

tif. Cet te  fonet ion sa t i s fa i t  & nos condit ions.  En  p r e n a n t  h ~= o e t  m ~ ~, l '6qua t ion  

(I6) se r6dui t  s la re la t ion  su ivan te  

~' ~ x  ~-' A x = B , ( x ) .  

o 

C'es t  k dire que les po lynomes  de Bernoull i  se r ep r6sen ten t  pa r  la l imite:  

B ,  (x) ~ ~ Iim x ' - '  e-,~ dx - -  x + s) ~'-1 e-*~(~+81 . (I7) 
*J - - - -*O 

On peu t  v~rifier ce t te  ~galit~ de la mani~re  su ivante .  Si ~7 est  posi t i f  on a 

j e-'l~:dx ~ I 

o 

E n  d6r ivan t  r - - i  fois pa r  r a p p o r t  h v~, on t r o u v e r a  
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(x + +)+-' e-,+<+++) __- ( - -  I ) ' - '  D, 
I - -  ~'-q' 

8mO 

j 'Xv_ I 

0 

e - , x  d x  = _ _  
(v--1")t 

Quand ~ tend vers z6ro la s6rie et l'int~grale tendent vers Pinfini. Mais sous+ 
trayons membre /+ membre ]es deux derni~res 6quations et rappelons qu'on a+ 
au voisinage du point +] = o (el. (4) paragraphe 5.) t 

I --e -+ ~ 8 t  B .  (3.:).  ( I S )  

Substituons ee d6veloppement, nous aurons 

oo 

o 

e-++ d x  - -  ~ (x + s)  "~-' e-'+(++') = - -  - B 

En [aisant tendre ~ v e r s  z6ro on retrouve l"+quation-(I7). 

Yaleurs asymptot iques  des so lut ions  prineipales.  

II. En d6montrant ]'existence des fonetions O(xl+o) et F(xl++) nou~+avons 
obtenu en m 6 m e  temps les deux d6veloppements suivants 

co 
m - J  v (~m ]'. 
lJ~0 

0 

+ ( o z ) d z ,  (I9)  

x 

f , ,o+++, r'B FCx + h +o1+o)= r f ( z ) d z  + ,,= +~.B+(h)rf('- )(x) + --m-t.j ,+(h-- z)ef(m)(x + ( o z ) d z .  (20) 

a 0 

e t  

i D e s  6 q u a t i o n s  (18) e t  0 7 )  o n  p e u t  t i r e r  c e s  d e u x  a u t r e s  r e l a t i o n s  

B~(x)  ~ lira (p D,.,)+ 'p= log p 
0 . . ~ i  p - - I  
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Quand m augmente ind6finiment nos d6veloppements seront rarement convergents, 

comme nous le verrons duns la suite. N6anmoins ees deux s6ries jouent un 

rSle capital duns l'6tude des propri6t6s des solutions principales; on peut op6rer 

en toute sfiret6 avee elles en tenant  compte du res'te. D'abord elles met tent  

imm6diatement en 6vidence comment se comportent nos solutions pour les valeurs 

positives et tr6s grandes de x. En effet, soit h = o  et posons pour abr6ger 

X 

Q(x)= + ,,-,~o B~, 

fig 

On aura 
c~ 

I.Om, f " G(xlto)-----P(~) + (m~-i )  ! Bm-,(--z)~p (m~(x + coz)dz, 
0 

o)m+ I p . 
F(x  I t~) = Q (x) + ----m-F. J B m ( - -  z) q~(m)Cx + fez) dz. 

0 

( 2 2 )  

Par hypoth6se los int6grales aux seconds membres convergent uniform~ment par 

rapport b~ x. Ces deux intggrales tendent done vers z6ro quand x augmente in- 

ddfiniment. On a par cons6quent 

lim [ G ( x l  r - -  P ( x ) ]  = o ,  (23) 
X ~ e I ~  

lim IF(x I to) - -  Q ( x ) ]  = o .  (24) 

Les deux limites que nous avons prises comme d6finition des solutions princi- 

pales ont l 'avantage de pouvoir servir duns ees cas assez ,dtendus. Mais, duns 

le ca~ aetuel, on peut en trouver d'autres qui sent quelquefois d'une application 

plu~ facile. En effet, des 6quations aux diff6rences finies 

"7 G(x) =~(z ) ,  
tO 

[~ F (x) = rp (x) 
tO 

il r6sulte qu'on a, pour route valeur enti~re et positive de n, 
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n - - !  

(25) 

On peut derire la dernibre dquation comme il suit 

F (x leo) = Q (x + nto) - -  co ~ ~ (x + s co) + IF (x + nco l to) - -  Q (x + n to)]. 

Faisons tendre l'entier n vers l'infini. Le dernier terme au second membre tendra 
vers z6ro, en vertu de l'6quation (24), eL ron aura 

n - - I  

F ( x  [co)=lira [Q(x + nco) - -  ,o ~ cp(x + so,)]. (26) 

De l'6quation (25) on d6duit de m6mo 

n - - I  

a(~  I,o) = 2 ~ ( - ~ ) ' ~ ( ~  + .,,~) + ( - ~ ) ' p ( ~  + n,o) § ( -  I)-[G(= + n,ol,o)-P(x + n~q)]. 

En faisant tendre n vers l'inf/ni on trouvera 

n r - I  

G(x]~o) ~ ] i m  [ 2 ~  (- -  x)'ep(x + 8to) + ( - -  I )"P(x  + nco)]. (27) 

Ces d e u x  ~galit~s on~ lleu uniform6ment darts l'intervalle x > b .  Si nous posons 
par exemple fp(x)-~x ~, nous obtenons 

E~(x)= l im [2 ~ (--  i)"(x + s) ~ + ( - -  i)"(x + n)(x + n - -  i)], 

[ ,  - -  

On peut aisgment gransformer les expressions (26) et (27) de manigre ~ en former 
des s6ries eonvergentes. On a e n  effet 

n - - I  n - - I  

q(x  + nco) --  ,o ~ (p(x + ~,,o) - = q ( x ) -  co ~ [(f(x + s,o) - -  A O(x + s,o)]. 
fD 

2 ~ ( - -  I ) 'p(x  + sw) + (--  I)"P(x + n o ) = P ( x )  + 2 ~ ( - - I ) ' [ c f ( x + s , o ) - - V P ( x + s ~ o ) ] .  
f O  
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Quand n augmente ind6finiment les premiers membres tendent uniform6ment vers 
les fonctions F et G, on a par cons6quent 

at) 

F ( x  I ,o)=Q(x)  - -  (o ~ [rp(x + see) -"  & Q(x + sto)], (28) 
0.) 

0O 

(~(x I,o) ~- P (x) + 2 ~ ( -  i).[ep(x + sto) -- ~ P(x  + sto)]. 
O~ 

(29) 

Ces deux s6ries convergent done uniformdment dans l'intervalle x > b .  

h =-I  dans  les 6quations (i9) et (2o), et en posant pour abr6ger 
2 

En faisant 

on trouve de m6me 

t / / , - -  ! v 

~ 0  

O~ 

Q , ( x ) =  ] ep(z)dz 
i i  
a 

~) 

+ 2" i z], 

oo 

F (x[ ,o) ~ Q, (x) - -  to ~ [rp (x +sco) - - / k  Q1 (x + s~)], (3o) 
O} 

S m 0  

G(xlco ) = P , ( x )  + 2 ~ ( - -  I)'[~p (x + s,o) - -  V P t (x  + sto)], 
O~ 

(3x) 

o~ l'on suppose que x > b + co__. Mais ces s6rios ne different pas essentiellement des 
2 

s6ries (28) et (29). 
Dans toutes ces formules on peut 6videmment choisir m comme le plus petit  

entier tel que 

lira cp(m)(x) ~ o. 

En d6terminant m ainsi on donne aux s6ries la forme la plus simple, Mais il 

convient de remarquer que rien ne permet d'affirmer l~ convergence absolue des 
s6ries dent  nous venons de d6montrer la couvergence uniforme. En augmentant  

la valeur .de m on augmente souvent la rapidit6 de la convergence et il arrive 

que les S6ries convergent absolument pour toutes les valeurs de m qui surpassent 

un certain nombre, il est d'ailleurs facile d'en pr6ciser les conditions mais je ne 

m'y arr6te pas. 
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Soit par exemple cp (x )=  Vx .  En prenant m =  I, on trouvera P ( x ) =  Vxxetpar 

cons6quent 

S V-~x Vx- -  vT+ ~ (-- ~), [Vx~ s -  V~+ s + ~]. 

II r6sulte de notre analyse que cette sdrie converge uniformdment dans tout  do- 

maine fini. Mais l a  convergence n'est abs01ue pour aucune valeur de x. D'aut.re 

part, en prenant m ~ 2 ,  on trouvera 

p ( x ) = Y ~ x  - I 
4 V x '  

et la sdrie correspondante convergera absolument pour toute valeur positive de x. 

I 2 ,  Resserrons un peu les hypoth6ses et supposons que el(x) satisfasse aux 

conditions du paragraphe Io. Nous avons vu quc G(z]~o) et F(x]t,) sont, pour to > o, 

des fonctions continues de to. Qu'est-ce qui se passe quand to tend vers z6ro, 

pendant  que x reste fixe? Pour le voir reprenons l'6quation (20) qui est valable 

pour route valeur positive de to. Posons pour abr6ger 

c o  con§ Rm+, = m(h - -  z)cp era) (x + toz) d z .  
m !  

0 

On sait trouver une constante C telle que 

c o  o o  

~' '! ~'(") j '1 ~f(") < o,o'  : 

0 x b 

La fonetion ]co-'nRm+,] reste done plus petite qu'une constante, quand to tend 

vers z6ro. Mais comme on a 

{0 m 

Rm = ~.,. B , , (h)~f(~- ' ) (z )  + R,,,+,, 

on en conclut que 

lim R,,, 
- -  ~ - - ~ O .  

r ~ o { O  f l ' ~ - I  

De retiree, en consid6rant la s6rie (I9) et en posant 



120 N.E. NOrlund. 

ov 

R',n --- (m  - -  ~) ! . ]  = m - ,  

0 

on d~montre que  la fonction 

reste au-dessous d'une limite finie quand co tend vers z~ro. 

particulier 

lira G(xlco ) = r 

lim F (x ] co) = )  <p(x} dx ,  

a 

On a done en 

~o temiant vers z~ro ~ar des valeurs positives. Ces deux 6galitds s'accordent avec 

un rSsuita't que nous avons obtenu dans le paragraphe 2. Mais on pout affirmer 

quelque chose de plus. Supposons que la fonetion ~(x) soit ind~finiment d6ri- 

vable, pour x > b, et que HntSgrale 
oo 

b 

converge si ~, > m.  Dan,s cos conditions il r~sulte de ce que nous venous de dire 

~ue les s~ries de puissances 

,p~o 

�9 F(x + hcolco) ~ '~(x) dx + -r B , ( h ) ~ ( " - O ( x )  
s 2 ~  ! 

repr~sentent los fonctions aux premiers membres asymptotiquement pour los valeurs 

positives et tr$s petites de co. Cos 6galit~s asymptotiques sont surtout remarquables 

dans le cas hffi o. 

Los d~riv~es des solutions prineipales. 

I3. Des deux derni~res sdries on pout encore tirer un autre rdsultat important. 

Supposons que la d~riv~e ~('~)(x) soit continue, pour x >--b, et que la s~rie 
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converge  un i form6ment  dana l ' interval le  b < x < b + to. On aura 

j - F ( x  + h~ol~) = dz ~! ~ ,  (h) ~ ' - ' ) ( ~ )  
'1r 1 

1 ,,m 

+ atz + ws )  d z .  (32 )  

Soit  m > i .  En  ddrivant  p a r  rapport  & h o n  trouvera  

1 
d F ( z  + hto) "- 'co ~ ~_~ I'r co 

Y ~ O  $ ~ 0  o 

toz + tos)dz.  

En fa i san t  h ~ o ee t te  6quat ion pout  s '6erire comme il sui t  

r t$ 

(33) 

D6rivons  m - - r  lois  par rapport  h h, nous  t r o u v e r o n s  

dm- '  F (x + h~)  
1 

J 'B,  (h | ~pr (h)~p(,,,-,) (x) +~,,~ - - z )  ~ q~C,,,~ (z + c~z + tos)dz. 
0 S - - t )  

Dans  la dernigre intdgrale  la fonct ion  sous le signe est  d iscont inue dans  le po in t  

z ~ h. D~composons  l ' in t~grale  en deux 

j=f +j 
o o h 

et  d6rivons encore une fois p a r  rappor t .  ~ h, nous  ob t i endrons  

d" Y (x + hco) 
dxm 

co 

�9 a m o  0 a m o  

co 

=~-'~(x)+ (z)dz--co~qr 
e l  $ ~ 0  

Aeta mathematlca. ,14. Imprim6 le 5 mai 1922. 16 
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En faisant h-----o, on aura 

dm F(xlc~ lim ep(m-')(x)--to ~rp("J(x + sto) (34) 

De notre hypoth~se relativement ~ ep(x) r6sulte qu'on peut rendre la valeur de 

la derni6re s6rie aussi petite que l'on veut  en ehoisissant x suffisamment grand 

et que epr tend vers une limite. P a r  consdquent, Ia ]onction F (x]to)admet, 

pour x > b, 7~ne ddriv~e continue d'ordre m par rapport & x, qui tend vers une limite 
/inie, .quand x augmente indg/iniment. Cette propridtd est caractdristique pour la 
solution principale. Car route autre solution eat 6gale h la sol~ution principale 

augment6e d'une fonetion p6riodique de x. E t  une fonetion p6riodique qui pos- 

s6de la propridtd qua nous venons d'6noneer est dgale b~ une eonstante. La solution 
principale de l '6quation 

A F (x)--  ~ (x) 
(9 

est done la solution ayant  une ddrivde continue d'un certain ordre ( > o ) q u i  tend 

vers une limite quand �9 augmente inddfiniment. 

x4. De m~me considdrons l 'dquation 

V G (x) = ~(x), 
o) 

et supposons r continue, pour x >  b, et la s6rie 

uniform~ment eonvergente dans l'intervalle b < x < b + co. On aura 

0 (x + hco [co) - ~ ~ ! E, (h) cp(,~ (z) 

1 

+ (m---'~I)l~' !.J!I Em - ,(h--z)~_,(--x)'~pl")(x+toz+tos)dZ~.o 
0 

(35) 
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En  d4r ivant  p a r  r appor t  ~ h on t rouve  

da(  + t , , o )  _ 
- -  ' ~ r  v E, (h  )epl~+ o (x) 

d x  . 

+ 

1 
tom--  

( ~ - - z ) !  g,,,_~ ( h - - z )  - - i ) ' t p (  m)(z + ,~,z 4 ,os)dz.  

0 

En faisant  h = o r  4quat ion s '6erit  

d-x rf(x) ~ x ~  ep' (x) ~ (36) 

En  d6r ivant  m - - i  fois par  r appor t  h h e t  en posan t  ensui te  h = o on t rouvora  

d 'n-' G (x I al) 
d x"*- ' 

1 

~ ~f(~-~') (x) + ,o. o ( - - z )  ( - - x ) ' r p ( " ~ ( x + ~ z + o ~ s ) d z  

0 

x+co  

D6rivons de nouveau  re la t ivement  h x, nous t rouve rons  

dmG(xlto)  
d x  m 2 ~ ( - -  I)" ~P('n) (X + StO). (37) 

Par cons~luent, la /onction G (xlco) admet, pour x >  b, une d&ivde continue d' ordre 

m qui tend vet8 zdro quand x augmente indd/iniment. On peu t  iei faire la m~me 

remarque  que dans le cas  pr4c6dent.  Cette propridtd distingue la solution principale 

de toute autre solution. 

Si l 'on  suppose qu 'on nit 

lira xptpO~)(x) ~ o, 

oh p > I, il r6sulte imm6dia tement  des 6quat ions (37) e t  (34) que 

et  quo 

lira xp- '  G('~)(xlco) = o 
~ a O  

lira xP -1 (F("')(xlco) - -  c) ~ o, 
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v &ant une constante. En partieulier, si ep(x) est inddfiniment ddrivable, et si 

l'on suppose que, quel que soit p, on saehe trouver un entier m tel que 

lim xpep(,) ( x )  = o ,  

si ~ > m ,  ii r&ulte de notre analyse que les fonetions G(xlco ) et F(xlc0) sont 

ind6finiment d6rivables par rappor t  s x et qu'on a, quel que soit p, 

lira x y G ( ' )  Cxlco) = o ,  
ag ~ e~ 

lira xvF  ~ (x]co) ~ o, 

pourvu que ~ air 6t~! choisi suffisamment grand. En appliquant, un nombre 

quelconque de lois, aux  fonctions G(ar F(xlo~) nos deux opt~rations de 

sommation on arrive done toujours /t des expressions convergentes. Ces opera- 

tions donnent ainsi naissance h deux suites infinies de transcendantes nouvelles. 

Je vais consacrer un second m6moire b, l '&ude de ces sommes it6r6es. En parti- 

culier les limites 

a~ 

t o  

a 

existent. Oette propri6t6 caract6rise, elle aussi, les solutions prineipales, ear ees 

deux limites eessent d'exister, si l'on remplace G ou F par une solution diff6rente 

de la solution prineipale. En effet, si p(x + co)~--p(x) ,  on a 

ov  

~ ( -  i )"p(x  + sr = p(:~) ,.,~ e - "  ", 
S n 0  $ ~ 0  

et eette expression augmente ind6finiment quand ~ tend vers z6ro. 

si g(x + to)=~(x),  la limite 

~ (x) l~ x 
(D 

De m6me, 

existe seulement dans le eas off z(x) est une eonstante. 
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La fonetion gamma et quelques autres fonctions qui s'y rattachent. 

15. 

abrdger 

Examinons quelques eas partiouliers. 

g ( x ) =  _~ Vx  

Soit 9 (x) = i_ 
x 

, et posons pour 

(38) 

1 

(39) 

Les fonctions g(x) et  T(x) sont dono, par  ddfinition, les solutions principales des 
6quations suivantes 

T (x) -- ~_. 
x 

Dans ce qui suit nous oonsiddrons souvent, b. titre d'exemple, ces deux transcen- 
dantes. STIRLING a envisagd pour la premidre fois, je crois, la fonction g(x), e t  

la fonction ~F(x) a 6t6 6tudide par LEOENDRE, PO]SSON et GAUSS. t De l'dquation 

(I8) paragraphe 2 i[ r6sulte que les deux fonetions sont ]ides entre elles par la 
relation 

g ( 2 x ) = ~  ( z + ~ ) - -  ~F (x). 

De l'6quation (38) on eonelut imm6diatement que 

~ ( - -  x)' 
g(x)  = 2 x + ,  ' (40) 

8 m 0  

car cette sdrie converge (cf. paragrsphe 4.). La convergence eat uniforme dans 

tout domaine fini qui ne renferme aucun des points x = o , - - i , -  2 , . . . ,  mais la 

t Au suje~ do cos fonc t i ons  et  de la fonct ion  g a m m a  voir:  
N. Nielsen, I t a n d b u c h  der  Theor ie  der  Gammafunc t ion ,  Leipzig 19o6, od l 'on t rouve une  biblio- 
g m p h i e  ddtaillde. 
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s6rie n'est pas absolument convergente. En prenant  m=:z dang l'~quation (29) 

on aura P ( x ) ~ - . I  Par cons6quent 
x 

+ ~ ( -  i}' 
g(~)--  ~ ,_o(x + s)(~ + 8§  

et eette s6rie converge absolument pour toute valeur de x qui n'est pas un en- 

tier n~gatif ou nul. En prenant  m = 2, on aura P(x) ----- x ~ +  ~ - . e t  par consequent 

g(x) = ~ z ~ (-- z)" 
~ + ~ - -  2(x + s)'(x + s + i)~" 

Cette s6rie est plus rapidement convergente que eelle qui pr6c6de. 

m ~ 4  on trouvera la s6rie suivante 

| x- l -Sq -  
g ( ~ ) ~  ~ ~ +~(_~), 

x ~x ~ 4 z' ( ~ + 8 ) ' ( x + s + z ) '  

En prenant  

dent  la convergence est plus rapide encore. On peut ainsi ~ volont~ augmenter 

la rapidit6 de la convergence, mais en revanche le tcrme g~n~ral do la s~rie de- 

vient de plus en  plus compliqu~. 
De l'~quation (26) on d6duit, en posant m ~  o, 

En d~finissant la constante d'Euler C par la limite 

[ + i _  r I ] 
C = l i m  z + . . . .  + - - - l o g n  

n ~ , m _  2 3 n.  

on trouvera dono en particulier 

~(z)-- --C. 

En faisant m-~ o, l'6quation (28) se r6duira & la suivaute 

8m(~ 
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Posons x = I ,  il vient 

En ajoutant  membre ~ membre les deux derni6res 6quations, on obtient 

~F(x)=--C+5~[ ~ ~ ] 
. ,+~ ~u 
$ 0 

(42) 

Les valeurs asymptotiques des fonctions g e t  T se d6duisent des 4quations (23) 

et (24) qui se r4duisent aux suivantes 

lim g ( x )  = o ,  

!im [T(z ) - -  logx]---- o. 

Mais on peut obtenir u~e approximation plus grande. En effet les s6ries ( i9)e t  

(2o) prennent dans ]e cas actuel la forme suivante 

r  

m-- i  d z  g(x + h) = ~-o~ (_ .'~"E'(h)-~w + m j(E,,, _(, ~ --h) (~ + z)",+" 
0 

(43) 

c~  

~,-~ ~ x ~, + - -  + z ) , n + , '  (44) 
0 

oh l'on suppose que x >  o. Quand m augmente ind6finiment ees deux s4ries de 

puissances divergeront mais e]les repr6sentent asymptotiquement les fonctions aux 

premiers membres pour les valeurs positives et tr~s grandes de x. 

De l'6quation (39) On peut ais~ment d6duire une int6gra]e d4finie qui a ~t4 
trouv6e pa r  GAuss. ~ En effet, si t > o ,  on aura 

oo  

i - -  e - t  

En supposant x positif on peut intdgrer terme par terme par rapport h t entre 
et oo. On trouvera 

' Disquisitiones generales circa seriem infinitam i + aB  x + ~ +  ~)fl(fl-+ i)x~+., ", Werke 3, 
x.r ~7~.r(r+,) 

G6ttingon 1876, p. ~58-9. 
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On a en outre,  si ~ >  o, 

~ e-.-~(x+ s) ? 8 - t =  

,_ - ~ +  s =) I--~e - fd t"  

e ;  ~. -t dz . 

En subs t i tuan t  ces deux expressions dans  l '6quation (39) on t rouvera  

~ o  

�9 "' . e _  t 

i ~ e - t )  dr, 

~1 

c'est-g, dire que ~ ( z )  se repr6sente, si z >  o, par  l ' int6grale de Gauss: 

En  r emarquan t  que 

o 

o o  

(~ t e c t  
log z ---- ~ dr, 

o 

x > o  

(45) 

on en d6duit  encore l ' int6grale de BINET 

o o  

f ) T ( z ) = l o g z +  e -=t I + i - - I  dr. 

0 

(4 6 ) 

On d6montre  de la m6me mani6re que 

" ' 2  e - t z  g (x) = j V - ~  a t, 
o 

oh l 'on suppose encore que x est positif. 1 En  d6r ivant  pa r  rappor t  ~ x dans  

l '6quation (42), on t rouvera  

t lqotre  d 6 m o n s t r a t i o n  e s t  va lab le  p o u r  l e s  v a l e u r s  c o m p l e x e s  de  ~ d o n t  la pa r t i e  r6e l le  
e s t  pos i t ive .  
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2 
~ ' ( ~ ) -  (~ + s)' 

S i n 0  

Appliquons h cette fonction la formule (z8). En faisant suecessivement m = o, z 

ou a on obtiendra les trois s~ries convergentes suivantes 

oo 
I I 

~'{x) = ~  + ~ (z + s) ~ (x + s + i) 
8 t o o  

X 

= ~ + - ~ - + ~ o  x 2x ~ . 2 ( x + s ) , ( ~ + s + i )  ~ 

= x  -zx --7 6x  "~ 6(x + s) ' (x + s~+ i) "~' 

parmi lesquelles la seeonde a 6t6 trouv~e par HERmT~.. ~ 

Comme v6rifieation des formules g6n6rales consid6rons enfin la fonetion gamma. 

Cette fonetion satisfait h l'6quation 

F ( x  + x) = x  F(x) .  

Par consequent 

log I ' ( x  + r ) - - l o g  r(x)---- logx.  

Je  dd]inis ~ la ]onction log F(x) comme la solution prinvipale de eette dquation qui 

s'annule dans le point x = x. On a done 

x 

log/ ' (x)  = ~ log x ~  

0 

x + C ,  

c ~tant une constante qu ' i l  reste g d6terminer. En posant m----i, on trouvera 

�9 I Q(x)_-j.ogx._ .og 
0 

X - - X .  

E_n substituant, cette valeur dans l'~quation (a6), on obtient 

' Correspondance d 'Hermi te  et  de  Stielt jes 2~ Paris  I9O5, p. 399. 
Cette d6finition peut  aussi s '~noncer comme i! suit:  log F(x) est  la solution qui s 'annule 

dans le point  x ~ i ,  et  qui admot, pour x > o, uno d6riv6e cont inue du second ordre qui tend 
vers z6ro quand x augmente  ind6flniment.  

Aeta mathematica 44. Imprim~ le 8 mai 1922. 17 
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n - -  ~_j log (x -I- s) . 

Faisons  x = I dans  ce t te  6quat ion ,  il v ien t  

c~lim[~logs--(n+~)logn§ 
Ajoutons  m e m b r e  ~ m e m b r e  cos deux  relat ions,  nous  a u r o n s  

n - - I  

n --  log x + ~ (log s - -  log (x+ s))]. (47) 

On en t ire le p rodu i t  de GAuss  

I ' z ' 3 " - . ( n - -  i ) n  ~ 
F (x) ~ lira 

, _ |  

En  r emplagan t  x p a r  I - - x ,  on ob t i end ra  

F(x) F ( I  - -  x )= l i ra  
~ _ |  x ( i  + x ) . . . ( n - -  i + x )  ( I  - -  ~ ) ( 2 - - x ) . . . ( n -  z) 

lira (n!p 
. _ |  zCI- -z : lC2~--z~) . - -Cn~ x:) 

=lira [x(~--~i)(r---.~]-)...(r--X~/] -'. 
__ oo n~lJ 

P a r  cons6quent ,  la fonct ion g a m m a  sat is fa i t  ~ la re la t ion 

g~ 

F(z )  V ( i  - -  z) = sin ~ x '  

qu 'on  doit  h EULER. Dans  le bu t  de d(~terminer la cons tan te  1 c rappe lons  que 

nous avons  d6mont r6  dans  le p a r a g r a p h e  2 qu ' on  a 

x 1 

0 0 

1 On p e u t  auss i  d 6 t e r m i n e r  ce t t e  c o n s t a n t e  do la inani~re  su ivan te .  Pal'  d~f in i t ion  ]a fonc  ~ 
t ion log ['(x) s ' annu l e  d a n s  le p o i n t  x - -  1 on a done  

1 

c =  - - ~  I o g x z % x .  

0 
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E n  posan t  ep(z) ~ logr(x), on t rouve ra  

log F(x) = ~ logx ~ x +.;logF(x)dx. 
0 0 

11 est  facile d 'dvaluer  la derni6re  intdgrale.  On a en effet  

1 1 

;log F(x)dx ~ J'log (l'(x) F(i -- x))dx = ;log 
0 0 0 

7g 

s i n  f f  x 

Mais puisque 

1 

f log sin ~ x d x = - -  ~ log z 
2 

0 

on t rouve  la formulc de Raabe  

1 

log P(x)dx = log V z z .  

0 

En subs t i tuan t  c e t t e  valeur  dans la formule prdcddente,  on t rouve ra  

X 

log r ( x )  = ~  log x ~ x + log V2~.  

0 

(48) 

D e  l'6galitd (24) on d6dui t  ma in tenan t  la valeur  a sympto t ique  su ivante  de la 

fonct ion gamma  

lim [log F(x)--  (x--~) log x + x] -~ log V ~ .  ( 4 9 )  

Par consdquont 

c'est-~.dire que 

S ]_og F (x) ~ log x ~ x -- 

0 0 

I o g x A z ,  
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Si l 'on veut  aller plus loin, on pout  appl iquer  la relation (20) qui nous donnera  

le d6veloppement  su ivant  

log F (x + h) = log ~ + x log x ~ x + Bt (h) log x 

__~'B~+,(h) (-- x)" 

qui so r6duit ~ la s6rie de Stirl ing pour  h = o. 

pour  route valour posi t ive de x. ~ 

r 

( z -  h) (x + z)-+, 
0 

(50) 

Cotte 6quation est done valable 

On peut  aussi, si l 'on aime mieux, d6duire les propri6t6s de la fonct ion 

gamma  de celles de la fonct ion  ~(x)  qui est d ' une  na tu re  plus simple. E n  effet, 

on a par  d6finition 

x 

log r (x) = ~ log x / ~  x + cl. 

1 

En  d6r ivant  par  r appor t  ~ x on t rouvera  

D~logF(z) = x . 

1 

Int6grons entre  i et x, nous obtenons  

(5~) 

log F (x) ~ f ~(x) dx 
1 

e. q. f. d. 

En  in t6grant  terme par  terme dans la s6rie (42) on t rouve  

l o g I ' ( x + ' x )  = - - C x  + - - l o g  I + �9 
$ t 

On en tire le produi t  

00 e" $ 

/ - ( x  + :0 _ e _ c ~ l l  �9 
8=LI  + - -  

8 

(52) 

1 Pour ne pas sortir du cadre que nous nous sommes impos6, nous avons parl6 seulement 
des valeurs r~elles de x. Mais cette restriction n'est nullement ndcessaire dans le cas actuel. 
I1 r~sulte de l'analyse de la deuxi~me section do ce m6moire que l'4quation (5o) est valable, 
pourvu que u > argx > --r~, et que la s6rio divergente, qu'on obtient en faisant m = ao, reprd- 
sente |a fonction asymptotiquement dans le m&ne angle. 
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dfi s SCHLSr~LCrT et dont WEIC, RSTRASS s'est servi dans son m6moire sur ]es 

faeult6s analytiques. En int6grant sous ]e signe dans l'intdgrale (45) on trouve 
enfin la formule de PLA~, 

f I Ze_t~]e_ t 
logF(z  + z ) =  [x I - - e ,  t J T  db' 

o 

X ~  - - I .  

Les te rmes  compi6mentaires des s6ries asymptoliques.  

x6. Dans le paragraphe 6 nous avons mengionn6 plusieurs travaux impor- 

tants sur la valeur approehbe du reste de la formule sommatoire d'Euler. Quoi- 

que nous n'ayons pas de remarques essentiellement nouvelles /~ pr6senter sur 

ce suje$ nous allons pourtang indiquer diverses expressions du reste de nos deux 

s6ries asymptotiques en y appliquan$ un raisonnemeng voisin de eelui des auteurs 

eit6s. Supposons que la d6riv6e ef(~m)(x) soit continue pour x>b,  et que la s6rie 

oo 

8 ~ 0  

converge uniformfment dans l'intervalle b < x < b + to, et enfin que 

lira cp('~-')(x) ~ o. 

Consid6rons l'6quation (2o). Je parlerai soulement du eas oh l'on fait h ~  o ou 

I Ces deux cas sont ceux qui sont les plus remarquables et ils nous con- 
2 

duisent aux 6quations suivantes 

o~ 

a 

m 

+ R. .+, .  

R2,~+, (2~7)i.j B_,,,~(zl~f('-"O(x + ~oz)dz, (54) 

o 
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er 

off 

~g 

, - -  *=l  2" v - 2  P -  ! 
] 

a 

k~,,~+~= ( - ~ i . .  B~,,  z + rpom)(x + coz)dz. 

O 

(55) 

(56) 

Pour  juger de la grandeur  du reste on peut  avec avantage  le rapprocher  au der- 

nier terme de la s6rie. On aura 

~ "  B''*~t'~-~)cx~ (57) R~, , ,= R~m+, + (2m)! ~ ' " 

- to ~'' D2m wom-ofx~ fr  ~ " + '  + ~ - - ~  i -  " " 

Par  cons6quent 

~o 

__ O) 2 m + j  ~ " 
R~m (2m)!.  (B~"~(z) - -B~'~)eP~ 

0 

1 
( o 2 m + l ) o  

- -  (2 m) t (B~,,, (z) - -  B . . )  ~f(:m~(z + ~OZ + ~os)dz. (58) 
0 

oo 

I "~ m 

0 

1 

,o,.+,f( (:) (2m) i B2m Z + -- B2m l ~ [ (p '  ~ ( ~ + {0 Z + ~08 ) + rf ( '  ~ ~ ( X " {0 Z + {0 ( S ~ I ) ) ] " ( 5 9 )  
S e U )  

0 

Remarquons  que la fonction B~,,  ( z ) - -  B,,,, ne change pas de signe dans l ' inter- 

valle o < z <  I .  En appl iquant  le th~or6me de la moyenne de DaRBOUX ~ ~ l'ex- 

pression (58)on  t rouvera  

1 

R,m = )~ ~ ~rp~,,o (x + Oco + sco).j ( B,,,~ (z) - -  B~m)dz,  
tz m) ! i-o 

0 

o < O < z ,  

' 1. c. p. 29~.--5. 
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6tant une quantit6 imaginaire dent le module est au plus  6gal h l'unit& 

on sait que 
1 

/ B~,~ (z) dz = o. 
0 

Mais 

L'expression pr6c6dente se r6duit done ~ la suivante 

, , 2 m  + 1  i z~  0o 

- ~1~ 2 R , , ~ = - x  ~ - ~  r 

En tenant compte de la relation (34) on peut encore 6erire cette 6quation comme 

il s u i t  

co ~" B2., . . . .  
R . . = ~ - - - - - i  ~'~2'~J(x+e~l~ o < O < z .  

{2m). 

Si 9(x) est une fonction rdelle de la variable r6elle x on peut ioi, et darts ce qui 

suit, supprimer le facteur 4. 

En remarquant que la fonetion B~,~ z + 2  --B~,~ ne change pas de signe 

i 
dans l'intervalle o < z < - ,  on peut encore appliquer le th6or6me de la moyenne 

2 
~ l'expression (59) et, en tenant  compte de l'~quation 

on trouvera 

1 

0 

{s D~., F(~. 0 (x + Otol{o), 
-~2'n = )' 22m {2m)! 

o < 0 < i .  

17. Passons ~ la fonction G et supposons la d6riv6e ef(")(x) continue pour 

x >  b, et la s6rie 
at} 

dans l'intervalle b < x < b + t o .  Faisons h = o  dans uniform6ment convergente 

l'6quation (i9), on aura, pour x>b, si n est de la forme n = 2 m + i ,  

m co ~ - '  O~,,., ~f-',,-o (x) + 9Lm+,, 
G(xlw) =eY(x) + 2  2 . . . .  (2v--  I)! 

(6o) 
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oh  

00 

{~ j'E2m (2m)!  (z)rP(~m+'l(x+t~ 
0 

1 
{02m +i ~ 0o 
( 2 m ) ! .  E'~"~(z) 2 ( - -  I)"efl~m+O(x :t-t~ 

0 

(6I) 

Mais en fa i san t  h = I  on aura ,  si n est  de la forme n =  2 m ,  
2 

CO ) m--t {02 r E 2  
a x+ ;1{o = ~ 2~:,~ ;)!~o(2"(z) + ~ ,  (62) 

' l , '  ~ 0 

oh 

~m 
oo 

( 2 m - - I l l  ~m-, z - -  epo~)(x-~ coz)dz 
0 

1 

{o- 2m-, z - -  (--I)'~o")(X+o~z+tos)dz. (63) 
( 2 m - - I ) !  s - c  

0 

Le p o l y n o m e  E2~(z) ne change  pas  de signe darts l ' in te rva l le  o < z < I:  E n  appl i -  

q u a n t  le th6orbme de la m o yenne  ~ l ' express ion  (61) on t r ouve ra  done 

Mais on a 

1 

~ ' ~ + '  = - -  ~ ( - 2 ~ i  ,=0 ( - - I ) '  r#2"~+O(x +Oco +so,) .~ E2~,,(z)dz. 
0 

1 

.]'E2,~ (z) dz = 

0 

C2m+, 
2 ~''* (2m + I)" 

P a r  cons6quent  

{o :m+t C2m+t 
' % " + '  = ~" 22" (2 m + I) i ~ ( - -  I)~rP(~"+~)(x + 0~0 + sco). 

Cette  expression du  reste  peu t  encore  s '6crire comme il sui t  

{O 2m+t C 2 m + l  
~:,,+~=Z2,.,~+,(2m+I)lGr ), o < 0 < I .  
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De m6me, puisque la fonction ,m-,  z - - ~  ne change pas de signe dans l ' inter- 

valle o <  z <  i ,  on peut  appliquer le th6or6me de la moyenne ~ l 'expression (63). 

En t enan t  compte de l '6quation 

on t rouvera  

1 

2'~-m(2m) ' 
o 

o < O <  i .  
2 T M  (2 m)! 

r8. En resserrang les hypoth6ses re la t ivement  h {p (x) on peut  t rouver  d 'autres  

expressions du terme eompl6mentaire qui sent  plus commodes pour  ]es applications. 

Supposons que la ddriv6e 9(~) (x) soit cont inue et  positive, si x > b, et que 9(~-'} (x) 

tende vers zdro quand x augmente  ind6finiment. Soit d 'abord  n ~ 2 m .  En 

appl iquant  le th6or6me de [a moyenne h l 'expression (54), on t rouvera  

Mais on a 

0 o  

R2 m+, ~ 9(2m) {X + Z Z, 

o 

o < 0 < i .  

IB..(z)I<IB2,,,I, s i o < z < i .  

Par  cons6quent, en d6signant par 0 un nombre compris entre  - - i  et + I  on aura  

t c m  B z m  :m-O 

Le  resf~ de la s6rie (6o) peut  s'6erire sous la forme 

t~ J J~:,,,_~ (z) ep(,.m)(x + wz)dz. !~,,,+, (2 m - -  I) ! 
o 

En y appl iquant  le th6or~me de la moyenne e~ en remarquant  que 

I E~m-, (z) l < I E .~- ,  (o) l, si o < z < i ,  

on t rouvera  

c,P-"-' O~_, ) ! @(..,_,~ (x), 
~R.~+, = 0 2 ~ _  , (2 m ~ i 

Aeta mathematlea 44. Imprim6 le 8 mai 1922. 

--~ < 0 <  ~. (65) 
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De m~me, si n e s t  de la forme 2 m + I ,  Oil a 

- -  ~ ~n-)-!Jc~ ~+  ' ~' " ,tz 
I/ 

0 

mais puisque 

IE~,,~(z) l < l E ~ ( ~ ) l ,  si o < z < i  

on en conclut  que 

_ to  ~ - m E 2 m  O r e ) "  �9 
~2,~+, = 0 2~- ~ ~)) l ~p tx),  - -  I < 0 < I .  (66) 

Par  cons6quent,  le reste est en valeur absolue plus petit que le dernier Ierme de la 
s~rie. En subs t i tuan t  rexpression (64) darts l '6quation (57) on t rouvera  

R2m=O t~ 0 < 0 < 2  . (67) 

Des 6quations (65) et  (66) on d6duira de la m~me mani~re 

CO ? m - - 1  ~2 m - -  t 

~ m - ,  = 0 2 ~ _  , (2 m - -  I ) i el(2 m-O (x), (68) 

_ _  (02 m ~2 m 

9 i ~  = 0 2~ ~ (2 m)! rP("~) (x), (69) 

et l 'on d6montre encore que 

- -  ~mD~'~ ~po~-')(x). (7 o) R ~  = 0 2 ~  (2 m) ! 

Dans les trois derni~res 6quations 0 d6signe un nombre eompris entre o et 2. 

Le terme reae admet done le m~me signe que le terme suivant de la s~rie. 

I9. En supposant  quelque chose de plus on peut  pr6ciscr les derni~res in~- 

galit6s. Admct tons  que, pour x > b ,  les d6riv6es ~(~- ' ) (x)e t  ep('+')(x)soient conti- 

nues, n6gatives, croissantes et  t endan t  vers z6ro quand x augmente  ind6finiment.  

Alors si n = 2m,  il r6sulte de l 'expression (67) que R2m et R2~+~ sont de signes 

eontraires parce qu'ii  en est ainsi des hombres B~,~ et B~,n+2. Mais on a R2,,+2 = R~m+,. 

En rapprochant  l '6quation (64) de l '6quation (67) on voit  que dans l '~quation (54) 

0 satisfait  h l'in6galit6 - -  I < 0 < o. Mais cette in6galit6 ent ra ine  que dans l'6qua- 

tion (67) on a o < 0 < L  De la m6me mani6re on d 6 m o n t r e q u e - - I < 0 < o d a n s  
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ies 6quations (65) et (66), et que o < O < I dans les 6quations (68), (69) et  (7o). 

Pa r  eons4quent,  le reste est plus petit que le premier des termes qu'on a aupprimds 

et il admet  le m6me signe que ce terme+ De plus le reste et le dernier terme 

caleul6 sont  do signes eontraires. Mais aveo les bypoth6ses que  nous venons de 

faire on peut  t rouver  une expression beaucoup plus pr6eise du terme eompl6mentaire.  

En effet, s in  = 2 m, la d~riv4e cf(~")(x) est posit ive et  d4eroissante, et l ' int4grale 

~o 

, ; ( f ( 2  m) (,~) d z 

converge. Mais il  en rdsulte (el. paragraphe 7) que la s4rie 

oo 

8~0 

converge absolument  et  uniform4ment.  Reprenons l '4quation (58) que nous 
6crivons de la mani~re suivante  

off 

1 

C~2 . t  + t (+ 

R,.+ (~ m)  i j  (B~'n (z) - -  B+,n) P (z) dz,  (7 I)  

0 

oo 

P (z) ~ ~ [+p(+,,o (x + +oz + cos) + ~("-") (x --toz + t+ + c,,s)]. 

Je  dis que la fonegion P ( z )  est positive at dderoissante dans l'intervalleo<_z<_ -I. 
z 

Pour  le  volt, d6rivons par  rappor t  h z, on aura  

r162 

P'  (z) = to ~ [~(2,,+§ (x + to z + tos) --@'-" + ' ) ( x -  to,. + c~ (s + I))]. 
$~it 

(72 ) 

En  effet, la derni6re s6rie converge uniform6ment par  rappor t  h z, car en faisant  

z - -  o, on obt iendra  

co 

P' (o) -~ to ~ [Tt""+') (x + tos) - -  ep(:"+') (x § to (s t- I))] 
8~0 

= to ~f(+ ,n+,) (x)  - -  to l im rf(=' "++ ') (x  + ~os) = (o rf(: ,-+ ') ( x ) .  
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La s6rie (72) converge done absolument  pour z = o et  les valeurs absolues des 

termes d6croissent quand  z augmente  do o L '6quat ion (72) est  ainsi 6t.ablie, 
2 

el; de cette 6quation on conclut  que Pr(z) est n6gative dans l ' intervalle o<_z< -I, 
2 

car t o u s l e s  termes de la s6rio sent  n6gatifs. Par  eons6quent la fonct ion P(z)  
est positive et d6eroissante dans cet intervalle.  Cela pos6, rappelons un lemme 

dfi ~ TCHEBYCttm~ et den t  SOmE s 'est  servi darts le m6moire que nous avons eit6 

dans le paragraphe 6. Soient cp (x) et (p (ar deux fonotions den t  l 'une est croissante 

avee la variable et  l 'autre  d6croissante dans l ' intervalle a <  x <  b. On aura  t 

l 'in6galit6 suivante  
b b b 

(b--a) f ,t(z)r < f ,,,, (,)dz f.q., (z) dz. 
a ~l (Z 

La fonetion 
(--  I)m (B~,~ (z)--B~m) 

I 
est positive et  eroissante dans l ' intervalle o < z < - .  On peut  done appliquer  l ' in- 

2 

6galit~ de Tchebychef  ~ l ' int6grale (7 I) et  l 'on t rouvera  

i 1 

tO-' m + 1 J~ f (-- I)'~ R~,~ < (--  i)m (2-m~.~ 2 P ( z ) d z  (B:,,,, (z ) - -  B~,,,)dz. 
o o 

M a i s  o n  a 

et 

2 

. f  P (z) 
0 

Par  cons6quent 

1 

./'B~m (z) dz = o, 
0 

I oo 

f i  tj dz = ~,~o,,,,) (x + t,J z + to s) dz = ~p(~-"~) (z)dz. 
8 ~ 0  

0 X 

( - -  I) m R2m < (--  I )"  el'" B2mp(~,,._,)(x) 
(2m)! (73) 

t On t rouve  une  d 6 m o n s t r a t i o n  de  ce l e m m e ,  duo K M. PICXRD, d a n s  le Cours  au tog raph i6  
d ' l t e r m i t e  (2e 6d. i881--2). Urke au t r e  d 6 m o n s t r a t i o n  a 6t6 donn6e  p a r  M FR*,~KmN (Amer .  J. m a t h .  

7 (1885), P. 377--9). 
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C'est ]a m6me in6galit6 que nous avons trouv6e plus haut  par une autre voie. 

Mais de l '6quation (71) on p e u t  encore tirer une autre indgalit6. Puisque P(x) 
est d6croissante d a n s  l 'intervalle d'int6gration on aura 

1 

{-- I)"~R~m > ~ m ~  P (--I)'~(B~,,,(z)--B~,,~)dz 
0 

- -  ( - -  i) , , ,+, {o,,',+' B,, , ,  ~ 9o,,,  ) (* + ~ + , , o ) .  

(2 m)! 2 
Su0 

Mais, comme 9{~'~)(x) est positive el d6eroissante, on trouvera 

~J 

2 ! d 
$~0  X + ;  

Par  consdquent 

C02 ~ B$~t2 t210g._.l ~ (--l)mR2m > (-- 1) ". ,p, , ~x + -~] . 

En rapproehant eerie in~galit6 de l'in6galit~ (73) on voit qu'on a 

_ ~o2" B , , ~  
R2,~-- (2m)! ~~176 off ~  (74) 

On d6montre de m6me quo 

- -  t'~2" D ~  9( ~ ' ' ' ' }  (x + Oto), o < 0 <_I (75) 
R,,~ = 2,,~ (2 m) t 2" 

Soil maintenant n = 2 m + i el envisageons l'6quation (63) qui pout s'6crire eomme 
il suit 

1 

f , - -  [0 2 m  

0 

o~ 

P (z) = ~ ( - -  ,)* [9{ ~m} (z + ~.oz + r s) + 9( ~'} (x + ~o - -  ~o z + ~,~ a)]. 
$~0 

(76) 
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Le polynome d 'Eulcr  no change pas de signe dans l ' intervalle d ' int6gration. En 

appl iquant  le th6or6me d e  la moyenne on t rouvera  done 

1 

co'"* P (8 )  z 2 ~'* (2 m). 9~,,, ( 2 m - - I ) !  E:m-t + dz tP(O), 
o 

0 d6signant un nombre eompris entre o et f .  En d6rivant  la s6rie (7 6) par  rap- 
2 

port  ~ x et  et ra i sonnant  eomme plus haut ,  on d6montre  que la fonction P(z) 
< I .  

est n6gative et  eroissante dans l ' intervalle o < z Mais on a d 'une  par t  

P(o)=~hm)(x) 

et d ' au t re  par t  

o o  

La somme de la derni6re s6rie est 6videmment  un nombre n6gatif. Par  cons6quent 

On aura  done 

tp(2~n) (x) < P ( 0 ) <  tfom) (x + 2 ) .  

Mais il en r6sulte que le reste est de la forme 

_ _  to2  m E 2  m 

~R~,,~ 2.~,,,(2m)[~p'~(x§ (77) 

En supposant  n = 2 m on d6montre  enfin que 

Oh,,,_, = 2~,,_ , (2 m --  I)! ~pt'' '-'l (x + 0~o), (78) 

0 6tant ,  dans les deux cas, eompris entre o et -I-. 
2 
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S6ries tr igonom6triques.  

20. Supposons que la fonction cp(x) admette, pour x > b, une d~riv~e con- 

tinue d'ordre m teile que l'intdgral'e 

j 'l rf~) (x) ! d x 
b 

air un sens. La solution F ( x l t o )  peut se d~velopper en une s6rie de Fourier dent 

les coefficients s'expriment d'une mani~re tr6s simple ~ l'aide de la fonction ~ (x). 

En effet, soit x0 un nombre quelconque > b ,  et consid6rons l'int6grale suivante 

xo+o~ 

Xo 

n 6tant un entier positif. 

est 6gale 

Puisque F~ tend uniform6ment vers F cette intdgrale 

~o'{" ~ 

lira I t e- W ~ F ~ ( x [ c o ) d x .  
�9 / ~ o  COt] 

xo 

Mais en intdgrant terme par terme, on trouve, pour toute valeur positive de 

xo+eo 

- e ~ F ,  ( x l t o )  d 
to , . , /  

Par consdquent 

a'o+to 

x ~ - -  e - ~ -  ~ep (x  + sea) e - v l z + s ~ ) d x  
.,To S ~ O  

Xo+(S+ ~) r 

= - -  e '~ rp (x) e - ~ ' d x  

j '" 2 f l i r t  x 

xo 

xo+r 

- e ~ F ( x [ ~ o ) d x ~ l i m  ~ ( x ) e - n ' d x .  

xo we 

Notre hypoth~se rel~tivement ~ la fonction ep (x) entraine done l'existence de Ia 

limite au second membre. Cela posd rappelons que nous avons ddmontrd que la 
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fonetion F (x) admet  une d6riv6e continue.  Cette fonction se repr6sente done, 

dans l ' intervaile Xo < x < x0 + to, par  la s6rie de Fourier  

F (XlOJ)= a o + 2  ~ ( a'cOs2---~n-~x-Fb'*sin2~nx)to to (X) 
t t g ~ l  

dont  les coefficients a .  et bn se d6terminent  pa~ les expressions suivantes  

ao  

~o + ~o :~o 

- -  X (0  X ~ ~ ~ 
(0  

11" 0 a 

a,, = - -  lira t cos 2~nXrp  (x)e-.~dx, 
~ o  , J  (0 

xo 

(2) 

b ~ = - - l i m  ; s i n Z Z n x  .~ , , j  to ~(x)e-n~dx" 
xo  

(z') 

Soit en part iculier  r (x) = _x et  co = z. 
x 

le sinus-integral 

et  le eosinus-int6gral 

On a en effet  

Les coefficients a .  et b. s ' expr iment  par  

co  

j COS 2 r  d~g~ 
a n = ~ 

r  

b. =-- _ j "  sin 2~rnXdx'x 

-xo 

parce que ces int6grales convergent.  Si x0 est positif  la fonction T(x)  se repr6- 
sente done. dans r in terval le  x. < x < xo + z. par  la s6rie 
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r 

T ( x ) = l o g x o + z ~ [ c i ( 2 z n x o ) C O S ( Z Z n x ) + s i ( z c c n x o ) s i n ( 2 ~ r n x ) ] .  (3) 

La  fonction O (xlto) peu t  aussi, dans l ' intervalle ~. < x. < x, + to, se representer par 

' " ig 6triq une oerm t r  onom ue. 

de l '6quation 

eette aut re  s~rie 

De la s~rie (I) on ddduit  en effet, en tenant  compte 

a(~lto) = A F (~12,o), 
co 

a(xlto) = i (a""+' coo (zn +toI)~: 
n - . - o  

+ fl,~+, sin(2 n +__i)~x) , t o  x o < x < x  O+to, (4) 

oh les coefficients a,, et /~,, sent  6gaux h 

,~  

t~ 7 ~ n x  a,, --  lira I cos - - -  ~ (x) e-~l.~dx, 
~ o  j to 

fin = 4 lira l o i n  ~rnx-~f(x) e - , ~ d x .  
~O ~1~o j [0 

xo 

(5') 

II convient  de remarquer  que cette s6rie repr6sente la fonction G(xltq ) seulement 

dans la moiti(i de l ' intervalle de p6riodicit~. Dans l ' intervalle xo--  t,J < x < xo elle 

repr6sente la f o n c t i o n -  G(x  +to]co). Si l 'on pose en particulie r ~ f (x )~  ~ on voi t  
x 

que la fonc t ion  g(x),  den t  il a 6t6 question plus haut ,  se ddveloppe de la ma- 

n i t re  suivante  

ao 

g(x) = - -  4 ~-~ [e, (2 n + I) z x , .  cos (2 n + I) z x  + si (z n + I) ~Xo. sin (2 n + I) ~x] ,  (6) 
~ m o  

off l 'on suppose que o < x  o < x  <xo + I .  

zI.  En g6n6ral leo int6grales (2) et  (5) ne sent  pao convergentes pour ~2= o, 

mais on peut  en d6duire d 'aut res  qui convergent  et  repr6sentent  les coefficients 

an, b, etc. En effet, considdrons l 'int6grale suivante  

~ o  

q~, (x) ----- - - f e e s  2 znt_co 

Acta mathematica. 44. Imprimt! le I0 real 1922.. 

_ _  e-,ltdt" 
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EUe convergera, si ~l > o, et l'on a 6videmment 

done 

(s+1) c,~ 

x+s .~  
?t  

X ~ fO 

2 ,~.(o [ .n  
, , j o o . ,  = " " '  , �9 to e-'~ d r ,  

CA) 
o 

,o 

~p, (x) ,~_ J cos - - t o  (x + t) e - n t d t .  

e ~ - - I o  

La fonetion (P~(x) satisfait par eons6quent h la relation 

Posons ensuite 

- "  I q~, x = e " q~, ( x  . 

X 

Oette intdgrale convergera si ~ > o ,  et l'on trouve 

qJ2 (x) = - -  e -  "~-  q~ (t) d t  = 

e 

Par eons6quent 
O) OJ 

e - w  f _ ~ t_)dt2j 

~)2 (%) - -  (e" n- - - I ]  ~ 0 

O) 

n 

I J'~I(Z ~ ,  - + t ) d t ;  

3; - - I  o 

2 7 g n  
cos (x  + t, + L.) dt~.  

tO 

Posons en g6n6ral 

On voit ais6ment que 

~ (x) = - - f l  ~p~_, (t) dr. 

n 
, o  

~ ( p , , _ , ( x + t ) d t .  
:ii - - I 5  
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Par cons6quent  
o) (o 

f$ n 

e - , , ,  cos  --,o 

On peut  4crire la dernibre 6quat ion  c o m m e  il suit  

(D CO 

i*$ n 

~ d t ~ . . .  ~o cos - t, + t 2 . . - + t ~ ) d t ,  (7) 
. . . . .  [ 0  

0 I - - e  n 0 I - : - e  n 

La fonot ion  i - - e  - ~ t  est  pos i t ive  et  cro issante  dans  l ' interval le  d' int6gration.  Du  
~0co 

I~e a 

second  th6or4me de la m o y e n n e  on cone lu t  done  que 

co o) 

~r~ n 

~V~(x) ---- e - ,  dt~ cos + t ~ + t = . . . + t ~ ) d t , ,  
~0 

O~ 01 

les 0~ 6tant  des nombres  posi t i fs  et  plus  pet i ts  que t~. 
n 

nombre  posit i f  5' tel que  

On sait  done  trouver  un 

I G (~)1 < C e- , , :  (s) 

pour  route  va leur  pos i t ive  de 7 I. Fa i sons  m a i n t e n a n t  tendre ~ vers  z6ro dans  

l '6quat ion (7), il v i ent  

lira ~v~ (x) = 

09 CO 
l l  la 

(;)f / t~dt~.. ,  t~cos--(o ( x + l , + t 2 . - - + t ~ ) d t ~ ,  

0 0 

Par un calcul  facile on  en d6duit  

tq I ~v 27~nx 
l im 4P: ,, (x) = ( - -  I)" (2--z-n! cos - - - - ,  

tO t 2 * ' + t  2 J t : ~ b X  
l im q~,+, (x) = ( - -  i)" ~2 .zn! sin . . . . .  

,tl ~ 0 O l 
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En  posan t  
o o  

f . . 
Zt (x)  = - -  sin - - - -  e-"~' dt 

to 

oo  

Z~ (x) = - - / ' Z ~ , - ,  ( t ) d t  

on d6mon t r e  de m6me que Z~,(x) sa t i s fa i t . s  une in6gali t6 de la forme (8) et  qu 'on  a 

lira Z~,, (x) = ( - -  i)~ ~2~-n! sin - - - - - ,  

( ) , i , , + , /  to \~'+' 2 7 ~ n x  lira Z:.,,,+, (x) -~ I - - - I  COS 

Cela pos~, consid6rons les int~grales a u x  seconds membres  des 6quat ions  (2). E n  

in t6g ran t  m lois pa r  pa r t i e  on t rouve ,  en t e n a n t  compte  de  l ' in6gali t6 (8), 

r  
~ 

- - ]  C O S -  

f sin 

c~o 
m - - I  

2~rnxc~ '~= = 2 i v (x )e -  dx  (--~)"q~('>(xo)q~+,(Xo)+(--~) "~+' ,f"o(x)q~.,(x)dz, 

WO 

cz~ 

2 :'~ton x f (x)e- ' ,=ax = ~ (-- ~)~ ~(")(Xo) z.+,(x0) + ( -  ~)~+' ) ~(~ (z)z~ (~)dx. 
r  t l  

Xo 

En  fa i san t  t end re  ~1 vers  z6ro on t rouve ,  s i m  est  pair ,  

to . 2 J t ' n X  o i to t2 (0 " 2 7l :~Xa 
an - -  + (~-~-n} ,f (Xo) cos to 2 ~ n  'p (xo)  s i n  (o 

X2 ~ n !  ~ff') (xo) sin to z~nn ~p( ) (xo) cos - - - - t o  + " "  

" (  t~ ) m - i  2 z n x , ,  " 1  to ~ - , f  ( .  o 2 ~ r n X d x  ' 
- - ( - - i ) :  ~ eft= )(xo)eos ,o (--i)~-(~-~lcn) f lep (x)cos ,o (9) 

x o  

b,~ ('~ 2 ~ n x o  ( t2~_~n ~ , . 2 ~ n x , ,  
z ~tu ~p(xo)c~ to - + tp()(Xo) sm to 

1 t~ \3 () 2z~nx~ t to ~* (.~). . 2 ~ n x  o 
+ 1 2 - ~ )  cp- (xo) cos - - t , J  12~nnJ cp (Xo) sin . . . . . . .  ,o 

"' t t t,~ ]m , 2 ~ n X o  "~t to I ' /  . 2 . z n x  ( - -  ~)~ ~f("- ~(xo} sin ( - -  i )  ~ - -  cfO'O(x)sm - - - - d x .  (IO) 
~2 ~vnf to i2"~rn! . /  to 

xv 
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Mais s i m  est  impa i r  les deux  derniers  t e rmes  dans  l 'express ion de a,. s en t  

oo 

= - ' I  ,o 1 = 2~nx, ,  "'-' I to t"  f 2~~tXdx ' 
+ ( - - I )  ~ r f '~ - '~ (x . ) s in  - - - = - -  + ( - - i t  - 7 -  | - - - 1  |(f~'=~(xlsin 

I ~ l  to t2 ~: ~!  , /  to 
x o  

et les deux derniers  te rmes  dans  l ' express ion  de b,, s en t  

m - F t  [ 0  m i 
C O S  - -  

vo 

m+t I to im  I" 2 ~ n X d x .  
U) CO 

~0 

II suff i t  de r emplace r  to p a r  2 w dans  ces expressions p o u r  t r o u v e r  |es valeurs  des 

coefficients a,, e t  fl~ de la s6rie (4). 

Ces d6ve loppements  m e t t e n t  en 6vidence c o m m e n t  les a,,, bn etc.  se corn- 

p o r t e n t  p o u r  les va leurs  tr6s g randes  de n. L e  p remier  t e rme  est  du mSme ordre  

i 
de g r andeu r  que - .  La  convergence  des s6ries ( i )  et  (4) est  done en g6n6ral due 

n 

aux  var ia t ions  de signe que p r6sen ten t  leurs termes.  Pour que ces s6ries conver- 
gent absolument il ]aut et il su//it que ~f (xo)= o. 

22. Appl iquons  ces formules  ~ la fonct ion log 1" (x) e t  posons tf (x)---- log x 

e t  to = i .  Soit  xo un hombre  posit if  quelconque,  on t rouve,  en p r e n a n t  m---- 

sin 2~nxo  si (2 ~,nx,)  
an ~ log xo -, ( I I )  

2 i C ~  2 ~ n  

On a en o u t r e  

En  se r a p p e l a n t  que 

b.  = - -  log x0 e~ 2 ~r nx., + ci (2 z, nx.) .  {iif) 
2 ~r~n 2 7e n 

z' o 

j "rp (x) dx = xo log x0 - -  x0 a 0  ~ ~  

o 

log 1" (x) = log V2~ + ~ log x A x, 

0 

on t rouve ra ,  apr~s une r6duet ion facile 

log l"(x)-~ ]og V - ~  + ( x - - I )  log xo--xo 

__ ~ si (2 ~nxo) cos (2 "J~nx) - -  ei (2 ~nx.)  sin (2 ~tnx) 
7t" / I ,  

(I2) 
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Cet te  s6rie converge  abso lument ,  si xo eat posit if ,  e t  l ' 6qua t ion  eat v ra ie  dana  

l ' in tervaUe o < xo< x<_xo + I .  Elle a 6t6 t rouv6e  pa r  M. N~ELSE~ ~ dans  le eas 

par t icu l ie r  xo = I e t  pa r  KUMMER z dana  le eas xo ~ o. P o u r  vo i r  que  no t r e  s6rie 

s ' accorde  avee  eelle de K u m m e r  r emarquons  qu ' on  a 

( - -  I)SX ~s+' 
si (z) = --~'-r + (2 sTx-~2-s+ I) ! ' 

8 ~ 0  
(~3) 

c i (x )=  C + l o g  x + ~  (--l) 'Z*' 
z s (2 s)~ '  (I4) 

Nous avons 6tabli les 6quations (II) e n  supposant xo positif. 
x o vers  z~ro on t rouve  

! 

logF(x)  cos 2 ~ n x d x  = a .  = 4 n , 

0" 

En fa i san t  t endre  

t 

"logF(x) sin 2~rnxdx=b,, C + l o g  2~vn, 

o 

C & a n t  la eons tan te  d 'Eu le r .  La  fonet ion log I ' ( x )  sa t i s fa i t  dens  l ' in te rva l le  

o <  x < i aux cond i t i ons  de Dirichlet .  On' a done h l ' in t6r ieur  de cet  in terval le  

log r(x)=log + [cos   nx2. �9 sin 2 ~ r n x l  + ( C + l o g 2 J r n )  ~ J .  (I5) 

E n  r6duisant  le second m e m b r e  s l 'aide des ~quat ions (17') et  (20) du p a r a g r a p h e  

su ivan t  on t r ouve  

) l o g F ( x ) =  - - x  (C+logz)+(i--x)logzr--~logsin~:x+ ~ ~-nsm2~nx .  (16) 

C 'es t  la  s6rie de K u m m e r .  

Ment ionnons  deux  cas par t icu l ie rs  de l '6quat ion (12). En  fa i san t  x 6gal 

un ent ier  posit if ,  et  en r emp lagan t  x0 p a r  z, on voi t  qu 'on  a, p o u r  rou te  va leu r  

pos i t ive  de z, 

1 Theorie des Integrallogarithmus. Leipzig I9O6, p. 79- 
J. reine angew. Math. 35 0847), P. r--4. 
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~ Tin 

off [z] d6signe le plus grand hombre entier  inf6rieur ou ~ g a l h  z. En posant  

x = p + 2 ~' p 6rant  un en t i e r  non n6gatif on t rouve 

p l o g z +  l ~  l o g x . 3 . 5 . . . ( z p _ _ i ) = ~ ( _ i ) , , s i ( ~ n z ~  ) 
2 ~ ? t  

e~ cette ~quation est vrale clans l 'intervalle 2 p - -  ~ < z < z p + I.  En part icul ier  

la s~rie converge clans l ' interval le  w i <  z < i ,  et sa somme est 6gale h 

log z - -  z 

En  posant  x = p + I  dans l '6quation (3) on t rouve de m~me 

o o  

x +  L ~ - L , . . + I  G - - l o g z = z ~ c i ( 2 z c n z ) ,  
e 3 P 

p < z < p + z .  

Mais si z es~ 6gal h l 'entier posi$if p, on t rouve  

o0 

i +  z-+ I - . . . +  x - + ! - - O - - l o g p = 2 ~ c i ( z l r n p ) ,  
2 3 p ~ I  2p  

i t l ~ l  

et en particulier 

C = I  2 ~ c i ( 2 ~ n ) .  
2 

En posant  x ~  p + ~, on ~rouvera 
2 

n~ 

i + z _ + I . . . +  I C l o g z - - ~ l o g z - - ~ ( - - x ) " e i ( z T ~ n z ) ,  
3 5 z p - - x  z 

pourvu que z soi~ si~u6 dans  l ' interva|le o < p - -  i < z < p + i - - .  

2 2 

on d~duit  de m~me les valeurs des s6ries suivantes:  

De l 'dquation (6) 
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l o g 2 - -  i +  L - I •  + ( - I ) p  2 ~ c i (2n  + 1)n;z, p < Z < ~ 0 + I ,  
2 3 P 

~ - - - i + 1 - - I - . . .  + ( - - I )  p 2 (  i ) , + , s i ( 2 n +  I)n:z,  p - - I  < z < p + I  
4 3 5 2 p - - I  2 '  n ~ t ~  

et en part iculier  

4 = ~  (--  1) "+' si (2n + I) ~z ,  o < z < 
i .  

n ~ 0  2 

2 3. I! ne sera pas inuti le  de v6rifier les 6quations (9) et (lO) en les appl iquant  

aux polynomes de Bernoulli et d 'Euler .  Nous avons d6montr6 qu'.on a 

~g 

~ x v  ~ x  B~+l(X) et ~ x~'~]x = v + i  

0 

En prenant  x 0 ~ o  et  m = , ,  + i t o u s l e s  termes dans les seconds membres des 

6quations (9) et (io) s ' annulen t  saul  un  seul au plus. On t rouvera  ainsi les s6ries 

bien connues: 

B~,, (x)  ----- ( - -  i )  "+' 2 (2 v . ) ! ~  c o s  2 z n x  
( 2 ~ )  ~- ' '~ ,  .~ , '  , (i7) 

B,.,,+, (x) = (--  I) ~'+' 2(2 *' + I ) . ~  sin 27rnx 
- ( 2 ~ ) ~ + , - - ,  ~ , (I7' )  

E2,,(x) = (-- i1~4 (2 v) !~i~ sin (2n + I ) ~ x  
" 7r. ~'+' ~ ( 2 n +  I )  ~'+'  ' (I8) 

(E...~,_~x) = ( - - I ) "  4(2 'v- -  I ) l ~  cos (2n + I)~.x 
~-'~ ( 2 n  + ~)-' ~ ( iS')  

n ~ t )  

Si .J, > o, ces s6ries convergent  absolument  et  uniform6ment,  et elles repr6sentent,  

dans l ' intervalle o < x < I, la fonction au premier membre.  Les s6ries repr6sentent  

done, pour toutes  les valeurs r6elles de x, les fonctions que nous avons d6sign6es 

plus hau t  par  /~(x) et  F~(x). S i r  ~ o, la deuxi~me et la troisi~me 6quation sont  

encore vraies, p o u r v u  que o < x < x, mais la convergence des s6ries est non uni- 

forme au voisinage des points x ~ o, + x, + 2, . . . .  
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I1 n'est  peut-~tre pas sans intdr~$ de remarquer  que les derni6res s6ries se 

d6duisent  presque sans ~aueun ealcul des formules sommatoires d 'Euler  et de 

BooM. En effet, reprenons la sdrie (6) du  paragraphe 5 avee son terme eompl6- 

mentai re :  

{r)2* B ~ e o t  ~ j = ~ ( - _  ~)*--~,,  ~ , + R , .  
2 2 ~2s~. 

En mult ipl iant  les deux membres de eerie 6quation par sin ~:j- et en posant  ensuite 
2 

~o ---- 2 z n ,  on t r ouve  
l 

,,+, (2 v).' 
B2, (z) cos 2 ~ n z d z  = (--  I) (2~ n) 7~' v > o, 

o 

1 

, ,,,+ (2v + i )!  
B~,,+, (z) sin 2~nz  d z  ---- t - - I )  ~ i 2 V q :  �9 

0 

Mais puisque B ~ ( i - - x ) = ( - - i ) ~ B ~ ( x ) ,  on aura  les d6veloppements (i7). De la 

m6me mani~re on d6duira les d~vetoppements (I8) de la s6rie (7) paragraphe 3- 

Voiei encore deux au t res  s6ries remarquables  les valeurs desquelles on peut  ais6- 

meat  t irer des 6quations (i7): 

1 

( , ,2  ( 2 , ' ) ! ~  sin 2 ~ n x  
B 2 , ( z ) - - B 2 ~ ( x ) ) c o t g ( z - - x ) d z , =  (-- I) (2g)2~ ~ n~ ~ , (19) 

1 

' 2(2v + I ) ! ~  cos 27~nx  
( B . ~ + , ( z ) - - B 2 , + , ( x ) ) e o t ~ ( z - - x ) d z = ( - - i ) ' + '  (2~)~+-~..~ n~+,  -. (i9') 

0 n ~ ]  

En effet, supposons v > o e t  o <_ x ~_ i ; subst i tuons les s~ries (i7) dans les int6gra.Ies 

au premier membre et  int6grons terme par  terme ee qui est per mis, parce que 

ees s6ries convergent  uniform~ment.  En remarquan t  qu 'on a, n ~tant  un entier 
positif 

1 

j '(eos 2 z f n z  - -  cos 2~nx)  cot ~ (z - -  x)  d z  = - -  sin 2 ~ n x ,  

0 

1 

(sin 2 z c n z ~ s i n  2 z c n x )  cot z~ ( z - - x )  d z  = cos 2~r~nx, 

0 

Acts mathematica. 44. Imprim6 le 10 mai 1922. 20  
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on t rouvera  les 6quations (19). Cos deux 6quations sent  done vraies dans  l ' inter-  

valle o<x_<_i. Si v = o  on voit  ais6ment que la seeonde 6quation est encore 

vraie b~ l ' int6rieur de cet intervalle. Elle pout  s'6erire comme il suit  

~o 
c o 8  2 7 g n x  

, o < x < 1 .  ( 2 o )  - -  log (2 sin ~r x) ~ -  n 

Remarquons  enfin qu 'en in t fg ran t  par part ie  au premier membre des 6quations 

(19) on t rouvera  

1 

; B ~ - ~  (z)log sin ~ l z  - - x l d z  ~ ( - -  I) "+' ( 2 v - -  I) ! ~o . s,n 

. ( 2  z r  n=~ n ~  ' 
0 

1 j ~  ! oo 
 .COS2 rnX 

B._, ~ (z)log sin ~,lz --  x ldz ----- ( - -  1)~ 1~2~v~-~ " - ~ i  �9 (2t') 
. - ,  n 

0 

Des relations (18) on d6duit  de m~me ces deux autres  relations 

1 

) '(E~,, d z  4 (2v) ! ~  cos (2n + I) ~x  
(z) - -  E~ ~ (x) cosIr (z --  x)) sin 1r (z--  x) = ( -  I)~ ~r ~ ; u  (2n + I) ~r , (22) 

0 

1 

' (E~_,  (z) --  E~,_, (x) cos ~ (z --  x)) sin rc (z - -  x) 

0 

___ (__ i)~+, 4 (2 r - -  I) ! ~  sin~(2n + I) ~ x  

n~t) 

Si v > o, ces relations sent  vraies dans l ' intervalle o < x < i .  En effet, subst i tuons 

dans  !es deux int6grales au premier membre les s6ries (18). Ces s6ries 6 tan t  

uniform6ment  convergentes on peut  int6grer terme par  te rme et  on t rouve le 

r6sultat  indiqu6. 
Si ,.v = o la s6rie (2z) converge encore ~ l ' int6rieur de l ' intervalle et l 'on t rouve 

log cot ~L~x = ~ .  cos ( 2 ~ +  1) ~Tx 
2 2 2 n + I  

~ 0  

o < x < 1 (23) 

En int6grant  par part ie  au premier membre des 6quations (22) on aura,  pourvu 

que ,v > o, 
1 f �9 - -  | oo 

E~_,  (z) log tg 1rlz" z -- x [ d z  = (-- I) ~'-' 4 ( z ~  ~ I).~z.~.cos~_n_+~ ~ g - ~ ( z n  + 1) ~ x  (24) 

0 
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1 

f 717 
E ~ v " ( z ) l ~  �9 4(2v--2)!~'sin~.3:, did (2n(2n++ I) ~'vI)'zx (24,) 

0 l~t) 

2 4. On sait exprimer les sommeS des puissances n6gatives de nombres entiers 
par les hombres eL les polynomes de Bernoulli. En effet, en posant x o dans 
les 6quations (I7) , (i9') ot (2i'), on trouve 

oo 

n 2 (2v)l  B: , , ,  (z 5) 

1 

n--I ~ = ( - i  I i)v+ I 2 ~  ~ ~ - )  !. (2 ~)2*'+1 / 'B2v+l (Z )  e o ~ 7 ~ z d z j  

o 

1 
I (2 ~'~)2~ f B  

.,-, ~ = (-:~)" ]2 ;) i J 
0 

I d En posant x = -  ans les m~mes 6quations il vient 2 

(z) log sin gzdz. .  

- - ( . I )  "+'  - -  D2,,, 
, ,_,  2(2~,)! (26) 

1 
(--  I)n (2 ~r L [ 'B  

. - ,  n ~-~+' --  ( ' "  x )"§ 2-(-~v + ~ ! , }  ""+' (z) t.g ~tz d z ,  
0 

1 

. - ,  n , . + '  ~ ) !  . 
0 

En faisant x = o dans les 6quations ( I 8 ' ) ,  ( 2 2 )  et (24) on trouve 

I ~'l:'2 ,, 02 ,,-- i 
, , = . ( 2 n + I )  ~ ' =  (--  I)V(2~t-- I)!  2 2.'+' ' (27) 

1 
:7~2,,+t /r, 

sin ~,:z 
0 

~ ( - - i )  v - j  - -  

1 

n~" 1 '~ log ~g ~,2z dz 
4 ( 2 , , - -  iI !J  - ~  . . . .  (z) 

0 
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I 
Enfin en posant  x = -  dans les 6quations (I8) et (22'), on aura  

2 

( - -  x)"  , ~ " ' + ' / L ,  

1 

- -  B~,_., (z) dz 
. . o ( 2 n +  I)~" = ( - -  I)~,~ (2 v - -  i)  !. eos~z" 

0 

(28) 

2 5. De la s6rie de Fourier  (I) on peut  d6duire un autre  d6veloppement 

remarquable  de la fonotion F(x](o) .  En  subs t i tuan t  dans cet te  s6rie les expres- 

sions (2) e~ (2') des coefficients on t rouve 

D e  

(4) on t rouve  
0o 

4  ofo[ ] G(xl,o)=5~ li os co (z--x)  9(z)e-~*dz. 
x o  

Dans cos 6quations on suppose que xo < x <  z0 + (o. 

x = x0 + t~  remplagons ensuite Xo par  x ,  il v ient  
2 

F(z[to)-= rp(z)dz--2 2 lim OSL- t -~--(z--x ) rp(z)e-'l"dz. 
t t ~ l  "tl ~ 0 J 

a x o  

m6me, en subs t i tuan t  los expressions (5) et  (5') des ~.  et  ~, ,  dans l '6quation 

Posons en part ieulier  

QO 

~ + 2  to 9(z z--2 - - I )  n lim os .. . 
t /  */---* o . ]  tO 

t t l ~  ! 
a 0 

2 ~ b ~ Z  
9(x + z) e - "  dz, (29) 

ao  

4 ~ ~ 2 ( - - i )  ~ lim ~sin(2n§ 
*/ 

n i n e  
0 

(30) 

Mais en posant  x ~ xo on trouve 

X 

F (x[( , , )= r - - ~ , p ( x ) -  
t t  

at) 
/D oo  

0 

cos - -  rp(x 4- z)e-'~'dz, 
tO 

(3~) 

G(x]t~) =~pCx) + ( , j~  lim 

0 

COS 
(2 n + I) z z  ~o *p (x + z) e-~l*dz. (32) 
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Ces quatre dquations sent done vraies Tour route valeur de x qui est plus grande que b. 

Si l'on pose en particulier ~p (x) i = -  ces relations se r6duisent aux  suivan~es 
~g 

~/J' x + = l o g x  2 ~ ( - -  I)" c o s 2 ~ n z  :dz , 
x + z  

g + -----4 - - I )  n sin [(2n + ! ) ~ z  , 

0 

~ / J ( x ) = l ~  I ~ i' dz - - - - - 2  C O S 2 n ~ Z - - -  
2 a :  a : + Z '  

| ~ dz 
g(x) = - I  + 4 ~  J c o s [ ( 2 n + z ) 7 ~ Z ] x +  z. 

X n~q ,  �9 

0 

En introduisant le cosinus-int~gral et le sinus-integral on peut encore ~crire, par 
exemple les deux derni~res 6quations, comme il suit 

ao 

(x) = log x - -  ~ + 2 ~  [ci (2 n ~ x) cos (2 n 7~ x) + si (2 n ~c z) sin (2 n ~v x)], 
2 ~  

(33) 

g ( x ) = ~ - -  4 [ e i ( 2 n + i ) n : x e o s ( 2 n + i ) ~ x + s i ( 2 u + i ) T t x s i n  (2n+i)u'x] .  (34) 
n me 

On d6duit de m6me de l'6quation (I2), ou bien des 6quations (29) et (31) en 
posant tp (x)~  logz:  

+ ~ (__ i)" ci (2 ~nz )  sin (2 ~nz)  - -  si (2 ~nz)  cos (2 ~nx) ,  (35) 

log F ( x ) =  log V 2 ~ + (x - -~)  l ogx - -  z 

+ ~ e i ( z z n x ) s i n ( 2 7 e n x ) - - s i ( 2 : , v n z ) e o s ( 2 z n x ) .  (36) 
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On a ici b ~  o, Ces huit ~quations sent done 6tablies pour route valeur positive 

de ~. Nous d6montrerons plus loin qu'elles subsistent encore pour les valeurs 

complexes de x dent la pattie r6elle est positive. 

V a r i a b l e s  C o m p l e x e s .  

A p p l i c a t i o n  de  l ' i n t 6 g r a l e  d e  C a u c h y .  

26. Jusqu'ici x et (,~ ont 6t6 des nombres r6els. 7Nous voulons ma in tenan t  

donner s ces variables des valeurs complexes et nous 6tudierons les prolongements 

analytiques des fonetions que nous venons de eonsid6rer. Soit O un angle 

entourant l'axe d e s  nombres positifs et limit6 par deux rayons vecteurs formant 

aveo l'axe positif des angles plus petits q u e 2 ;  l 'ouverture de eet angle peut 

d'ailleurs ~tre aussi petit que l'on veut. Soit ~p(x) une fonetion ana|ytique, 

holomorphe dans l'angle 0 et admettons qu'on air uniform6ment dans eet angle 

lira x ~ ~d m) (x) ~ o ,  

s i m  est suffisamment grand. Dans ees conditions il r6sulte de I'analyse des 

paragraphes 5 et 9 que les limites 

(x) G 

3~ 

-- �9 F (x 

existent pour toute valeur de x et de c~ ~ l'int6rieur de l'angle 0 et qu'elles repr~sen- 

tent  deux fonetions analytiques, holomorphes dans cet angle. Les expressions ana- 

lytiques que nous aeons d6duites des formules sommatoires d'Euler et de Boole 

restent done valables pour ces valeurs des variables. Mats il y en a d'autres 
o , r  t t �9 qui s'appliquent dans des eas plus ~,eneraux et que nous allons mettre en evidence. 

Supposons d'abord que la fonetion analytique Cp(x) soit holomorphe dans 

l'angle O et que l'6galit6 

lim fp(x) e -~I~t = o (3) 
ix! - ,  ~o 

ait lieu uniform~ment darts cet angle, e 6tant un nombre positif aussi petit  que 

l'on veut. En ce eas les s6ries 
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o~ 

(-- I ) ~ rp (x + sty,) e-~ (~+'",~, (4) 
8 ~ 0  

tm 

~p (x + s,o) e-~,(~+.o,~ (5) 
8 ~ 0  

convergeront  pour  route  va leur  posi t ive de ~], pou rvu  que x et  eo res ten t  dans 

Pangle O. A l 'aide du ealoul des r6sidus ~ nous allons 6tudier  comment  se com. 

por ten t  ees deux  s6ries quand ~] t end  vers z6ro. En obse rvan t  que la fonetion 

cot  z z  admet  t o u t  nombre  en t ie r  r comme p61e simple de r6sidu un ,  et  que  le 

r6sidu de la fonotion ~nzcz '  relatif  au p61e z = v, est 6gal h ( ~)", on t rouve  

les deux  6quat ions suivantes  

c 

i ' ~ ~o~ d z  

U 

O 6tan t  un con tour  form6 de 

cleux demi-oercles e n t o u r a n t  

respec t ivement  les points  o e t  - / "  

p, r6unis par  deux  droi tes  

parall~les ~ l 'axe des nora- 

C ,< 

P ") "P§ 
> 

Fig. L 

bres positifs, Nous  supposerons que  los points  x e t  ~ sen t  ~, l ' int6rieur  de 

l 'angle O et  qu 'on  a choisi los rayons  des deux cercles assez pet i t s  pour  que le 

point  x+~o-~ r6s~e ~ l ' int6rieur  de 0 quand z pa rcour t  le con tour  C', Faisons 

tendre  p vers Pinfini, le nombre  positif  ~? res tan t  fixe. On t rouve ra  

~-,,~ ~f (x + s~o) e-,~(~.,o) = ~ / ~ f  (~ + ~z) e-,J(~+~.) ~ c o t  ~ z d z ,  t6) 

oo 

C~ 

(7) 

1 Voir sur co sujet  un excel lent  pe t i t  livre de M. E. I,I~)Er,6F: Le calcui des r6sidus et 
ses applications g la th6orie des fonctions, Paris  i9o 5. L 'analyse de ce paragraphe est  Voisin 
de celui de M. LI•DI,:LSF mais le problbme que nous nous  sommes pos6 est  bien diff6rent  de 
celui que M. Llm)gLOF a trait6 (I. c. p. 52--86). 
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< 

> 

C 1 ~" 

Fig.  2. 

C~ dtant un lacet form6 d*un petit 

demi-cercle entourant l e  point 

z = o e t  de deux droites parallMcs 

s l'axe des nombres positifs. Con- 

siddrons d'abord l'intdgrale (7)- 

La ligne d'intdgration coupe l'axe 

rdel dans un point a situ6 entre o et - -x .  Ddformons le contour Ct en un autre 

contour C2 qui sera formd de deux droites issues du point a et situdes l 'uneau-  

dessus l 'autre au-dessous de l'axe rdel. Nous choisissons les angles que ces deux 

Fig.  3. 

] r'p (x + coz) 

droites ferment avee raxe  des nom- 

bres positifs assez petits pour que le 

point x +fez reste b. l 'intdrieur de 9 

quand z parcourt le contour Co. Fai- 

sons ensuite tendre ~; vers z6ro. L'int6- 

grale au second membre tendra uni, 

form6ment vers une limite parce qu'on 

sait trouver un constante K tclle que 

K 

<1~1--~ 
sur le contour C~. On arrive ainsi g l'dquation suivante 

9(z) z = i  fp(x +WZ) sin~r z. 

Considdrons maintenant  l'intdgrale (6) et remarquons qu'on a 

(s) 

I I 
- I~co t  ~-~=' ~ iz  __ ' 

2$  2 I 

I I I 
-~ .  c o t  T~ z ~ - -  + e ~ i  z 
2 ,  2 - - I  

Je remplace cot ~rz par la premiere de ces expressions sur la pattie sup6rieure 

du contour C,' form6 de l'arc CtT'~. Je remplace cot ~rz par la seeonde expres- 

sion sur rare a T " ~ .  On aura done 

~ ~(x +so~)e-,(~§ = 
/ 

. I  _ q~(x + t,z) e-'~r dz  

§ + coz) e-'(x+~')e - 2 ~ ' z  - -  i dz + /rfl(z 
a~,t ao a~,tt ~ 

+ w Z )  e - ~ ( z + ~ ' )  d z .  
e ''~iz- I 
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La premiere int6grale est 6tendue le long de l 'axe r6el. Darts les deux autres 

int6grales je d4forme comme plus haut  la ligne d'int6gration en r e m p l a ~ n t  l'arc 
aT'OO par la droite afl'oo et Fare aT"OO par la droite ap?'co. J e  fais ensuite 

tendre fl vers z6ro. On a 6videmment 

fl f(p(x + ,,z) dz lira 

a IT oo a :T 

parce que l'int6grale au second membre converge. En remarquant que 

oo 

a x+ar 

on arrive h l '6quation suivante 

�9 , ^ [" , . .  . f ~ ( x + ~ , ~ z )  d z  fcf (x + (oz) dz 
+ ,o j  ~ .-e~;r; 

r 

(9) 

Cette relation peut  s'6crire sous une forme plus simple. Posons 

z 

1 (x) --j '~f (z)dz, 

et int4grons par partie dans les deux derniers termes au second membrc. On trouve 

Fq~ {x + ~o0 dz 1 (x + c~ co) I " ~ ~ - - - ~  + )-~-ij ! (x + ,ozl I ~ t ~" (~ i_e-~zii- 

fe(:~+,o.)d.  / (~+.,o)  f ( '~ )~d~ 

En subst i tuant  ces expressions dans l'6quation (9) on trouvera 

. G 

(io) 

On volt ainsi q u e  les seoonds membres des 6quations (i) et (2) tendent uni- 

form6ment vers des iimites pour routes les valeurs de x et de o qui sent ~ t'int6- 
rieur de l'angle O e~ qu'elles repr6sentcnt deux fonctions analytiques de x et de co, 

Acta  mathematiea.  44. ImpUre4 le 12 mai 1922, o |  
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holomorphes  dans l 'angle O, On peut  dire un peu de plus sur ces fonet ions si 

l 'on suppose que ~(x)  soit ho lomorphe  k l ' int6rieur d 'un  angle O eomprenan t  

l 'angle O et  qu' i l  existe une  eons tante  posi t ive k telle qu 'on  a un i form6ment  

lira ep(x)e-kl.~l = o 
I x l ~  

dans l 'angle O. Les ~quations (8) et  (xo) subsis tent  pour  tou te  va leur  de x k 

l ' int~rieur de O. Faisons var ier  to. Quand co sor t  de l 'angle O on volt  que les 

int6grales (8) e t  (io) res ten t  eonvergen tes  ran t  que (o reste  k l ' int6rieur de l 'angle 

O p o u r v u  que le module  de (,J soit  suff i samment  peti t .  Les fonct ions F(xlr ) 
et G (xl(o) a d m e t t e n t  en g~n~ral des points  singuliers pour  des va]eurs de co situ~es 

l ' int6r ieur  de O. Mais quand  x reste dans O elles sent  holomorphes  dans un 

cer ta in  voisinage de co-----o, situ6 tou t  ent ier  k l'int~,rieur de O. 

27. ]~tudions un au t re  cas. Admet tons  que:  

i ~ la fonet ion ff(x) soit  ho lomorphe  dans le demi-plan ~(x)>_b et  qu 'on  

saehe t rouver  deux  nombres  positifs C et k tels que, pour  t eu t e  valeur  

(le x dans  le demi-plan,  on air 

I(I) (~)i< O {(k+~)[x[, (II) 

quelque pe t i t  queen Be donne le nombre  posit if  ~; 

2 ~ dans une bande  quelconque,  situ~e dans le demi-plan et limit~e par  deux 

droites parall~les k l 'axe des nombres  positifs on air 

l'f < oe i-,. 

Soit co un hombre  positif  et x un point  b, l ' intSrieur du demi-plan.  Les s6ries (4) 

e t  (5) convergent  et  les 6quat ions  (6) e t  (7) sen t  encore vraies.  Posons z ~ re  i~'. 

On sait  t r ouve r  une cons tan te  M telle que 

I~P(x + ~oz)l : <~ l]-f e (*+(k~- '~)  s in lv l ) r ,  
S l n  ~~Z 

�9 7 [  ~ 1C 
sl - >  v >  - -  . Consid6rons d ' ab o rd  l ' int4grale (7). Si co < k on peu t  ra isonner  

2 -2 

eomme plus haut ,  d6former  le ehemin d ' in t6gra t ion  et  remplacer  la  ligne C~ par  

une droi te  perpendicula i re  h r a x e  des hombres  rgels et  coupan t  celui-ei dans le 

poin t  (e. On t rouve  ainsi 
a + i ~  

~p(x)~x~i + toz) sin ~ z .  
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2 ~ 
De l '6quat ion (6) on d6dui t  1 de m~me, si to <--k- 

~2+ a co 33 

a t l  

a + i w  a--io~ 
f <f(x+oJz) dz  j ' f p ( x + t o z ) d z  

- 4 - c o j  ) - ~ - e ~ i ;  + ( o  z - -e  " a i z  ' 

6~ a 

(z3) 

r a - - $ o o  

(~4) 

Dans ee.s t r o i s  6quat ions a est  un nombre  queleonque ent re  o et  - - i  et  [ 'on 

suppose que la par t ie  r~elIe de x est  plus grande  clue b - - a ~ o .  Posons en par t i -  

eulier a == ~ - I  et rempla~ons en m~me temps x par  x + co~. On t rouve  
2 2 

to = _  coZ)~os_~z = 2  ) ~ e'~i+e - ~ t  , 
- - i  ~. 0 

( I 2  t } 

x 

F x + ~ l t  = cp(z)dz+it ,J  
,. I + e 2~tt 

a o 

(z3') 

F x + 2 1 t o  = 2 ~  +toz) c o s ~ z  d z - ~ 2 ~  -- ( e .~ t+e_~q ,  t !d t .  (z4') 
, /  

- - j O e  O" 

D'au t r e  pa r t  en faisant  t endre  a v e r s  z6ro et  en a y a n t  soin d '6vi te r  le point  z ---- o 

en ddformant  la ligne d ' int6grat ion,  au voisinage d e e e  point ,  en un pet i t  demi- 

eercle, don t  on fair ensuite t endre  le r ayon  vers  z6ro, on t rouve ra  

oo 

f 9~ (x + i t,J t) - -  ~p (x - -  ~,J i t) d t ,  a (zl~o) = ,f (z) + 2i  i ~ i - - - ~ : ~ ,  
5 

~-2Ze.,~ dr, 

oo 

F (xl,o) = ! (z) - -  ~-/' (x) - -  " ,  f l (x + i,~O + l (x - -  i,oO - -  21 (x) _,. 

o 

(I2") 

(~3") 

(I4") 

J e  s u p p o s e ,  p o u r  f ixer  les  id6es ,  que  a > b. 
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Les six dernibres 6quat ions  sent  valables si la partie r6elle de x est plus grande 

que b, et elles met tent  en 6vidence  que G (xJto), respect ivement  F (x]coL sent  

des fonct ions  analyt iques  de z ,  holomorphes  pour routes les valeurs de x dans 

r 
le demi-plan ~ (x) > b, rant que to reste k l'int6rieur de l ' interval le  o < to < ~, 

Hnt6rieur de l ' intervalle o < to < 2- k . Mais il n'en est plus ainsi respect ivement  

quand to sort de ces intervalles.  En effet, soit  par exemple 

,p ( z )  = ei~.  

On a ici k = z, et l 'on trouve  imm6diatement  pour toute  valeur pos i t ive  de ~ 

• (__ z)Seii_,j)ix+sr e (i-'~)z 

~ eli-~llx+s(o) ~ e (i-~flx . 
I ~ e ( i -  q) o) 

8~Q 

En faisant tendre TI vers z6ro on aura donc 

~ 2 e i x  

I + e ~t~ 

f O e  i :c 
ei~ /'k X ~  i i__ei~o, 

o 

pourvu que los expressions aux seconds membres aient un sens. 

rdel de l' imaginaire on trouve 

COS ~ - -  

c o s ~ V x  . . . . . . . . . .  , 
co COS (o 

2 

En sdparant le 

~ s i n x V x - -  
fO (O 

COS 
2 

c o s  x �9 

z sin c? 
9 2 
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2) ' ~  
sin x A x = I . . . . . . . . . . . . . .  

2 sin t2 
0 2 

On vo i t  a insi  que  G (x]to), r e s p e e t i v e m e n t  F (xlto), dans  les d e u x  eas son t  des  fonc-  

t ions  m 6 r o m o r p h e s  de to a d m e t t a n t  p o u r  pSles s imples  les po in t s  to = + (2 s --  1) "~, 

r e s p e e t i v e m e n t  les p o i n t s  to = :L 2 s ~ ,  s 6 r an t  un  en t i e r  posi t i f .  

28. Cons id6rons  que lques  au t r e s  eas par t ieu l ie rs .  S u p p o s o n s  que  of(x) soit  

une  p u i s s a n c e  en t i~re  et  p o s i t i v e  de  x: N o u s  a v o n s  vu  q u ' o n  a 

~ "  'V x = Ei,(x), 

X 

~ v x~-' ~ x =-B~(x). 

0 

R e m p l a g o n s  darts  les 6 q u a t i o n s  (x2) e t  (x3) ef (x), r e s p e e t i v e m e n t  ] (x), p a r  x ~ e t  

posons  t o =  x .  On  t r o u v e r a  

a+ir 

f f  dz 
E~ (x) = i (x + z) ~ = - - - - ,  (I5) 

,. s i n  ~gZ 
a - - i o o  

a + i  :o 
�9 

B , ( x ) =  o-~c i j (x + z) ~' ,s in ~z !  dz. (16) 
r 1 6 2  

a est  un  n o m b r e  q u e l c o n q u e  en t r e  o e t - - i  e t  les 6 q u a t i o n s  s o n t  va lab les  p o u r  

rou te s  lea va leurs  de  x. E n  p o s a n t  x - ~  o on t r o u v e  

a+i  
�9 [ '  z ~ dz 

2-" C~, = ~,J sin ~r, z, - - I < a < o ,  
a - - i o o  

a+i~u 

B,, = : - - - .  z" dz ,  
2 ~ ' f $  

r - -  $ O'a 

E n  p o s a n t  x = i on  a u r a  
2 

= Z  j" z"dz 
E~ 2 i ~'~: ~, 

�9 c o s  - .,~ 
a - - i ~  2 

(I7) 

- -  i < tr < I ,  (I9) 

- -  I < ce < o .  ( I 8 )  
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t t + i ~  

D,,--- 4~~:,,,_, ~ \cos ~ ~I 
- -  I <  a < I .  ( 2 0 )  

En faisant  tendre ~ vers z6ro dans ces 6quations, ou bien en se repor tan t  

aux relations (I2"), (14"), (i2') et (I4'), on t rouve  

c:,,+, = (- ,),,+, i " ' " t !  ~-~, 
J shi~-x 

2 

o o  

"" 2 

0 

oo 

i'x"-~ dx, 

2 

e o  

s h x  6tant  le sinus hyperbolique et, chx 6rant le eosinus hyperbolique de x. 

Soit en second lieu , p ( x ) =  i .  Les 6quations (id ')  et (I2') se r6duisent aux 

suivantes 

~ + I "-s 2 t dr 
f f ( x ) ~ x  . . h~t x~+t ~' 

0 
c o  

= [ ;~~-t x7u 
d" 

La dernigre de ces formules a 4t6 d6montr6e par LEGENDRE. Des trois 6quations 

(I4) on d6duit  de m~me 
a + i ~  

~I; (x) =2 -n ' i  log (x + z) ~sin ~z! 
<t--leo 

~.! ---i;h-;h) ~. - , ,  
0 

~g (~) -- log x 2xZ :t:2 log I + ~ (s h ~ t) ~ 
d 
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i dans  l '6quat ion (i3") on t rouve  la re la t ion  su ivan te  qui En  posan t  (f(x) : x 

~t 6td dtabl ie  pa r  P o l s s o s  

2 / x  t d t  ~P(x) = log x -  _3_ + e;~_ t . 2 x  27Vt~ I- 
o 

Dans  routes  ces re la t ion ,  on suppose  que la par t i e  rdelle de x soit  posi t ive.  

Supposons  en dernier  lieu que ~f(x) soit  une fonct ion enti6re telle que 

I,p(~) I < c e~t .~  ( 2 , )  

pour  toflte va leur  de x, C d tan t  une cons tan te ,  , 6 tan t  un n o m b r e  posi t i f  aussi  

pe t i t  que l 'on veut .  En  d 6 m o n t r a n t  les  dquat ions  

a + i ~ c  
" dz  

a(xlo~)~ i r f  ( x  + ~oz )  -~ . . . . . . .  , 
Sin ~T Z 

--I<~<O, (22) 

I ~'r : 

a - i  ~ 

..... I < (* < O (2  3 )  

nous a v o n s  supposd eo positif ,  p e n d a n t  que x est  un n o m b r e  quelconque.  Mais 

les int6grales au second m e m b r e  conse rven t  un sens pour  routes  les valeurs  

rdelles ou complexes  de x e t  de r Les deux solut ions pr incipales  F(x[eo) e t  

G(x]r a d m e t t e n t  donc un p ro longement  ana ly t ique  dans  tou t  ]e p lan  des oJ e t  

l 'on  vol t  ~ ces int6grales qu'elles sen t  des fonct ions  enti~res des deux var iab les  

x et  oJ. Rempla~ons  ~q p a r  --~q et  en m~me t emps  z p a r  ~ I - - Z ;  on au ra  

a + i o o  

G ( x l - -  o,) = i  ]'~(x + ,,~ + ,,,z) -. d z  , 
s i n  7r  Z 

- - I < ~ < 0 ,  

a + i ~  

F(xI__~)  = I i" ~-~ l (x+o~ l cr l~dz  + ,,, z) ~ s ~ /  ' 

En c o m p a r a n t  ces deux int6grales  aux  int6grales (22) et  (23) on volt que lea/onc- 

t ions G e t  F satis/ont aux  dquations suivantes  

a ( x - -  ~ I - ,~) = G ( x  I ~,,), (24) 

F (x - ~ I - -  ,'~) - -  F (x I,o).  (25)  
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G (x + t~ to 2It~ et F(x + ~[oJ) sont par eon~quent  des fonctions paires de t,~. Dans 

le cas des polynomes d'Euler et de Bernoulli ces deux 6quations prennent la 

forme suivante 

E , ( I  - -  x) = (--  ~)" E ~ (x ) ,  

B,,  ( i  - -  x)  = ( - -  I)" B , , (x ) .  

Nous allons v6rifier ees r6sultats en consid6rant ]es s6ries ordonn6es suivant 

les puissances enti~res et eroissantes de to. Dans le cas actuel on peut d6duire ces 

s6ries do la mani~re suivante. D6veloppons la fonction ] par la formule de Taylor 

~7 

i ' c f ( x ) d x  + ~ ' 
~ , ,  (.0 "t' Z'~ 

/ (X + {~' Z) = ~ - :~-  ~f(" -- O (X) . 

a 

Substituons ce developpement dans l'6quation (23) et intdgrons terme par terme. 

On trouve en tenant  compte de l'6quation (18) 

x 

( 2 ~ ) !  ~ " - "  
a 

(26) 

+ tq 
En rempla~ant x par x dans l'6quation (23) et en tenant  eompte de l'6quation 

2 

(20) on obtiendra 
ag 

2 ! , . - ,  2~ ' (2  v) ! 
a 

(26') 

De l'dquation (22) on d6duit de m6me, en tenant  eompte des formules (17)et (x9), 

�9 (.--I 2 ~ , - - t  ! l " r  \ ] ~  ,,-, 2 (2~ - - I ) .  
(26") 

2~-(2 v)~ ~f(~,,)(x). (26'") 

Est-ce que ces quatre s6ries convergent? Pour en d6eider il faut d'abord savoir 

comment les nombres B , . , . . .  E,  se comportent pour les valeurs tr6s grandes de r. 

Mais des s6ries (25), (25), (27) et (28) paragraphe 24 il r6sulte que ees nombres 

sont de la forme 
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B2~ ~:),+, 2 
(z r)! ( -  (2-%) ~--~- (~ + **')' 

D,,. v 2 
(2 r)' ( -  ~) ;r) ~(~ + *') '  

(;)'-,i+ (2 v - -  i)'. = (--~)~2 ~,,), 

E. ,  (2) ~ + ,  (~-~)! = ( - ~ ) ' 2  ~ (~ +~,,), 

(27) 

(27') 

(27") 

(27"') 

e,, &ant  dans les quatre cas une quantit6 qui tend vers z6ro quand v augmente 

inddfiniment. D'autre part. de l'indgalit6 (2I) il rdsulte qu'on a 

l 

lim I rP(")(x) I ~ ----- o. 

Les quatre sdries (26) convergent done pour toute valeur finie de (,J, quel que 

soit x, et la convergence es t  uniforme dans tout domaine fini. Elles reprdsentent 

par eonsdquent des fonctions enti~res et l'on vdrifie immddiatement ~ l'aide de 

ces sdries que les dquations (24)e t  (25) sent satisfaites, 

Pro longement  analyt ique des solutions.  

29. Les r6sultats prdcddents restent vrais pour eertaines fonctions qui ne 

rentrent pas dans les conditions que nous avons imposdes ~ ]a fonction ,p(x). 

Remarquons d'abord qu'on pent, sans inconv6nient, remplacer les deux expres- 

sions qui ddterminent ]es solutions principales par les expressions suivantes 

~f(x) V x = 2 Jim ~ (-- i)" ef(x + ate) e - ,~x+'~ (27) 
e o  

~ f ( z , ~ z ~  l im[  t 'rf(z)e'- '~(" 
a a 

(~8) 

),(x) 6tant une fonction de la forme 

~(x) ~ xp(log x)q, p > ~, q > o. 

En prenant ces limites pour point de ddpart  il n'y a presque rien ~ changer 
dans ce qui prdc~de. Dans ]es cas que nous venons d '~tudier  on arrive parfaite- 

Aeta mathematical. 44. l m P r i m d  le  12 m a i  1922. '-)L ) 
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ment aux m~.mes solutions que nous avons trouv6es ~ l'aide de la d6finition un 

peu plus simple dont  nous avons fait usage jusqu'ici. Mais avee cette ddfinitinn 

plus large on peut faire un petit pas en avant .  

Supposons que la fonetion el(x) satisfasse h la condition o du paragraphe 

27 mais supprimons la condition 2 ~ II arrive que les s6ries (4) et (5) n 'ont  pas 

de sens pour aucune valeur de co, mais les s6ries et l'int6grale qui entrent dans 

les expressions (27) et (28) eonvergeront pour toute valeur positive de 7, s i p  > z, 
7 [  9~" 

ou si p = z  et q > o .  P o s o n s t o = q d ' J ' e t s u p p o s o n s q u e - - > q p > - - - - .  Consid& 
2p 2p 

rons l'6quation (28). Supposons que la parti e r6elle de x soit plus grande que b 

et reprenons le raisonnement du paragraphe 26. On trouve d'abord 

. . . .  ,f(Z / z. j cp (z) e o21,1 dz  - -  to rp(z + sco) e-~ z(~+s~ = ) e-~ ~.1") dz  
t $ ~ 0  qJ 
a a 

f q,(x + ~oz) e-,~.(~+ ,~.) f , f(x + (oz) e-,;.(~+,o~) 
+ oJ ] . . . . .  I ~~-~-.,_--~,i-,, . . . . . .  a z + c o d  = dz .  (29) 

I -- e ~ar*z 

D6formons eommc plus haut  le chemin d'intdgration et remplaqons les arcs a 7' z~ 

et a~,"~ par deux droitcs a f i ' ~  et a f l " ~  (fig. 3, pag. 16o). Supposons que les 

angles que ces deux droites forment avec l'axe des nombres positifs soient, en 

valeur absolue, plus petits que -!~---I~1. Faisons ensuite tendre ~ vers zdro. 
2p 

Le second membre tendra uniform6ment vers une limite pourvu que Q est suffi- 

samment petit. Cette limite ne d6pend pas de Z. On retrouve ainsi l '6quation (zo). 

On peut enfin de nouveau ddformer le ehemin d'intdgration en faisant tourner 

les deux droites aft' ~ e t r  co jusqu'~ ce qu'elles forment avec l'axe positif les 

(,, ) angles ~ 2 -- I q'l �9 Notre intdgrale restera eonvergente pourvu que to satisfasse 

~ la condition 

2 yr 
q < -k- cos r (30) 

En appliquant le m~me raisonnement ~ l'expression (27) on retrouve l'6quation (8) 
zc 

pourvu que (o satisfasse ~ la condition Q < ~cos ~g. Oft peut done a]]irmer que les 

l imites (27) et (28) ne ddpendent pas de la ]onetion ~(x); seulementAl faut avoir 

soin de choisir p e t  q suffisamment grands pour assurer l'existence des limites. 

Si l'on fair q-=o,  il faut dans le cas actuel prendre p > z .  Si l'on fait p = z  il 



171 

O 

faut prendre q > o .  11 r6sulte de notre analyse que, dans le dernier cas, la 

limite (28) existe p o u r  toutes les valeurs de to qui satisfont ~ la condition (30). 

On voit done que les deux solutions principales G(x]to) et  F@lto ) sen t  des fonc- 

tions analytiques de x et de ~o, holomorphes rant que x reste h l'int6rieur du 

demi-plan 0r b et rant que to satisfasse k l 'une ou l 'autre des deux conditions 

que nous venons d'indiquer. Par exemple darts 10 eas de la fonetion F(xlco).il 

faut  que to reste h l'int6rieur du eercle ayant  

10 point ~ pour centre et aveo 10 rayon 

k" e'est ~ dire le cerele qu e je eouvre de 

hachures sur la figure 4. Quand to sort de 

ee eerele il arrive que la fonetion F(xJto) 

eesse d'exister et il e n e s t  de m~me pour 

la fonction G(xlt~). 

En partieulier, si to est positif, on 

retrouve les 6quations 

:# 

M6moire sur le calcul aux diff6rences finies. 

F i g .  4. 

a+ioo 

i O(xJto)=i of(x+ c,,z)--d-z 
.) s in  ~r~' (3:) 

a + i ~  

F x Ire) = ~ (x + fez) dz, 
t ,  

(32) 

71; 2 ~l" 
pourvu que dans le premier c a s o  < to <]~ et dans ]e second e a s o  < ~o < k "  

De l'6quation (3I) on peut ~irer une in6galit6 importante.  En effet on a 
par hypoth~se 

I,f(x)J<Ce(k+~)l xl, si ~(x)>b.  

Par cons6quent 

J " e ( k +  ~) ,~ i z  I d Z  I (; (~l,o~ I < v e (k+ , ) l x  I I si~. ~,,;~: i" 

Puisque to est positif et plus petit que-~,  l ' int6graleauseeond membreeonverge; 

on peut done trouver une constante C, telle que 

I ~(~l,oi l  < c, ~ (~+ ,~  (33) 



172 N. E, l~Srlund. 

pour route valeur de x dans, le  demi-p!an 9~(x)>b. De m6me on conclut de 

i '6quation (32) qu'on sai t  trouver une eonstante C~ telle que 

I F (x I ,~) I < 0~ e~k + ~) I ~ I (34) 

pour toute valeur de x dans le demi-plan 9~(x)>b et pour route valeur fixe 

2 ~g 
de ~,J dans l'intervalle o < ~ < ~ - .  Les fonetions F et G satisfont done aux m6mes 

conditions que nous avons impos6es h la fonction ep(x)pour d6montrer l 'existenee 

des limites (z7) et (28). Par  cons(~quent, en appliquant s la fonction ep(x) nos 

deux op6rations de sommation un hombre quelconque de fois on arrive toujours 
h des expressions eonvergentes et k des fonctions qui satisfont h !'in6galit6 susdite 

et qui sont holomorphes dans le demi-plan ~ ( x ) >  b. 

Les in~galit~s (33) et (34) earact~risent les solutions prin~ipales. En effet, une 
fonction p6riodique z(x) a v e c l a  p6riode (r qui est holomorphe dans le demi-plan 

et par eons6quent pour route valeur de x ne peut  pas satisfaire s l'in6galit6 

[l~(x)[<C~e (k+~)l~l, o<~<~ 
sans se reduire ~ une constante. De m6me une fonetion p6riodique p(x) telle que 

p (x § ~)  = - -  p (x) ,  o < (~ < ~ ,  

qui est holomorphe pour route valeur finie de x, et qui satisfait ~ I'in6galit6 

I p(x) l < C, e(k+~)l~l 

On peut  done earact6riser la solution principale F(xl(~ ) de est 6gale ~ z6ro. 

l '6quation 

Z~ ~ (x) - ,f  (x) 
o) 

de la mani~re suivante. Cette solution est holomorphe darts la bande b <  ~ (x) < b + co 

et elle y satisfait ~ l'in~galit6 (34) pour toute valeur fixe de r dans l 'intervalle 

o <: ~@ < k quelque peti t  qu'on se donne le nombre positif e. Toute autre solution 

qui poss6de les m~mes propri6t6s en diff~re par une constante. 

De m~me la solution principale de l '6quation 

est holomorphe dans la bande b < :){ (x) < b + ~r et elle y satisfait h l'in6galit6 (33), 



Mdmoire sur le calcul aux differences finies, 173 

to d tant  un nombre fixe dans l ' interval le  o < ~o < k" I1 n ' y  a aucune autre  solution 

qui admet  les m6mes propridt6s. Parmi  toutes  les solutions holomorphes ]es 

solutions prineipales sent  done eelles qui sent  de la plus pet i te  eroissanee. 

30. Dans le paragraphe 20 nous avons 6tudi6 la s6rie de Fourier  qui repr6- 

sente l a  fonetion F ,  Nous allons main tenant ,  par  une nouvelle mdthode, ddduire 

eette s6rie avec son terme eompl6mentaire. Reprenons l 'dquation (29) et remar- 

quons qu 'on a~ 

�9 m 

I = - - Z ~ 2 ~ i n z +  e 2 ~ t i m *  

i ~ e  - ' ' ~ t i z  I - -  e - 2 a i z  ' 

m e _ 2 n i m  z 

2 I - -  e 2 a i a  = - -  e - - 2 z i " z  + I - -  &~iz" 

En subs t i tuant  ces expressions le second membre s'dcrit eomme il suit 

@ a 

F (P(x + toz)e ~ i m "  f t p ( x  + t~z) e - ~ i m * e _ , p . t ,  + ~o,)dz 
+ t o j  i -~_e_~ . ; i  ~ e - ' ~ ( ~ + ~  + co / i _  e ~ i  ~ 

a T t o O  a 7  tl "~o 

2 7 g  
Soit x un point  dans le demi-plan 9{ (x) > b --  ~co et soit o < ~ < k -"  Dans les deux 

derniers termes je d6forme la ligne d ' int6grat ion,  puis je fais tendre  ~ vers z6ro, 

puis je d6forme de nouveau la ]igne d ' intdgrat ion de ]a mani~re qui a 6td expliqude 

plus h a u t .  J ' a r r ive  ainsi g l 'dquation suivante  

off 

X + t't O) m r 

,~ n - -  1 rl ~ o { 0  
a x + a t o  

,'z + i c c ,  r t - - i  o'~ 

J r  + ,,~z) e '-~i'~'. l '  ~p(x + coz) e . . . .  . , ,z  
.R,,, - ,,, I - - -  e ::~'~Tz-* a z  + ,,J .] . . . .  i~Z-e~--zi- % . . . . .  d z .  

@ r 

(3 6 ) 

Iei a est un nombre quelconque entre  o et - - I .  Posons xo = x  + (~v et prenons 

par  exempIe 2 (z ) - - z  :. L'dquat.ion (35) peut  s'dcrire comme il suit  
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oh 

~ n  

�9 | a .  cos ......... + b.  sin + R,,, 

~ o  

a~ =j'~(z) dz, 

(37) 

' C O 8  2 ~ ' t ; / t  Z . 2 a,, ~ - -  l im . . . . . . .  rp(z)e-," dz, 
~0 

(38) 

c~ 

's in 2 ~r. n z .. b , ~ = - -  l im --,). ,f{z)e-'l"~'dz, 
i , / ~  i, t 

x o  

xo+i~ ~:_J_i____m ( . _ x )  xo-lr __~i~m ( z_x)  

R,,~=j'" q:(z) e (~ - ] '  {f(z)e ~ dz. 
z~ I -  e -  E-{z-~)" ~, I -  e '~ 

(s8') 

x 0 repr~sente  un point  que lconque  dans  le demi-p lan  97 (x , )>b  et l '~quat ion est  

X --X o 
valable  si o . . . . . .  < I .  Q u a n d  m augmen te  ind6f in iment  la s6rie (37) convergera .  

{O 

E n  effet  consid6rons l ' express ion  (36) du reste;  on sai t  t r ouve r  une cons t an te  

O telle que 

, , .+ i~ a--i~o 

I.,,,l< c f +c 

0 

0 --oo 

Lo reste  Rm t end  done vers  zdro quand  m tend  vers  l ' infini c. q. f. d. 

Les express ions  (38) des  coefficients  a ,  et  bn on t  toujours  un sens. Mais en 

g6ndral cos deux int~grales d ive rgen t  si ~ =  o. I1 se ra  quelquefois  a v a n t a g e u x  

de les t r ans fo rmer  de mani~re  ~. ob ten i r  des int6grales  eonvergentes .  L '~qua t ion  

(37) peu t  6 v i d e m m e n t  s '6crire eomme il sui t  

l i B~  I 
a 

o~ 
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t a~ = - - 2  lira cos2~nz~f(Xo+Z)e-'~t~o+*)~dz, 

0 

~ 

b' =--2 l im } sin?~nz~f(xo+z)e-r 

0 

E n  faisan~ tourner  deux lois le chemin d ' in t6gra t ion  de la mani6re  que nous avons  

expl iqude plus baut ,  on vo i t  q u e J e s  coefficients  a'., st  b'. se reprdsen ten t  p a r  les 

int6grales convergen tes  su ivan tes  

I [ '  2 . n z  
a' = ~ J e--u + iz) --  ~(xo-- iz)  ]dz, 

0 

oo 

2 ~ n g  

b' = - -  ' e -  -77-,, [~p(x. + iz) + cp(x, - -  iz) ] dz. 
~t 

b" 

3 I .  

x +  , on au ra  
2 

F x +  ~1, .  ~ f ( z )d z - - z  - - r ) ' l  sos 

off 

I 
Revenons  tt l ' 6qua t ion  (35) et  faisons t~ = - -  . E n  rempla~an t  x pa r  

2 

2 ~'rn (z  - -  x!  tf (z) e -'f'~ d z  + R.~,. 
~o 

R,~ = (--  I )"  i(,J ;'P (x + i t .z)  - -  ~p (x - i t .z)  e_~ . , . . d z .  
I + e T M  d 

0 

Mais en fa i san t  t endre  a v e r s  z6ro dans  l '6quat ion  (35) on ob t i endra  

x c~. 

l )-cos F ( x ] t o ) =  ef(z) d z - - 2 r f ( z ) - - 2  lim 2 z n ( z - - x )  
*~ n - - I  ;1 ~ u t 0  

o5 

R~ = i t . / ~ p ( x  + i~Jz)I ----e T M  (p (x --  it .z) e_~.,.~, dz" 

0 

En s o u s t r a y a n t  m e m b r e  ~ m e m b r e  ces deux re la t ions  on t r ouve  enfin 
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off 

G(x[to)=q,(x) + ~ ~_j lira j l cos  (2n + I) ~(z - -x )~  (z)e-'~"dz + R~. 
{0  

0 

Ces trois 6quations sent donc vraies pour toute valeur de x dans le demi-plan 

!}~(x)>b. Quand on fait tendre m vers l'infini on obtiendra trois s6ries qui 

convergent dans le m~me demi-plan paree que Rm tend vers z6ro. On en conclut 

en particulier que les s~ries (33), (37), (35) et (36) du paragraphe 25 convergent, 

si 9~ (x) > o. 

32. Si l'on veut pouvoir prolonge r les fonctions F et G en dehors des 

domaines que nous avons indiquds dans le paragraphe 29 il faut ajouter des 

hypoth6ses nouvelles relativement ~ la fonction q,(x). Nous consid6rons deux 

cas diff6rents qui sent assez int6ressants. Supposons d'abord que *piz) soit une 

for, orion enti6re de x qui satisfait ~ l'in6galit6 

C 6taut une constante, e 6tant un hombre positif aussi petit  que l'on veut, pendant  

que cette in6galit6 n'est pas satisfaite pour aucune valeur n6gative de e. En 

regardant les int6grales {3I) et (32) on voit que les fonetions G (xlto), respective- 

merit F ixlco) sent holomorphes pour toute valeur finie de x et pour les valeurs 

de to qui  sent ~ l'int6rieur du cercle I c'J I = ~;, respectivemen~ ~ l'int6rieur du eercle 

2 ~t; 
col= $ .  On v6rifie comme plus haut que ces deux fonetions satisfont aux 

6quations (24) et (25) quand to est k l'int6rieur du eercle dent  nous venous de 

parler. Je dis qu'il y a toujours un point singulier sur la circonf6rence de ce 

cercle. En effet, reprenons les quatres s6ries de puissances (26). La condition 

que nous venons d'imposer ~ la fonction tp(x) entraine que 

1 

hm [~f0,)(x) [~ = k. 
a, ~ a v  

La premi6re ct la deuxi6me s6rie admettent  done le rayon de convergence 2 z  
k 

et eels pour toute valeur finie de x; !a  troisi6me et la quatri~me s6rie admet tent  

~c II y a done un point singulier sur les cireonf6rences le rayon de convergence k" 
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des d e u x  eereles. ~ On peut  v6rifier ce fair h l'exemple suivant. Soit ef ( ~ ) =  e, '~, 

fl 6rant un nombre eomplexe queleonque, Lea 6quations (31) et (32) se r6duisent 
a u x  su ivan tes  

i    leo"g , 
~7-~X = J Sill  7cz 

e ~  &~ x 2 z, i ; t J  "- \sin ~rzl 
a--i~o 0 

Du th6or~me de C auehy  sur  les int6grales complexes  on eonclut  a i s6ment  que 

aq-J +ioo a + io~ 

,j  ( ) 2 ~ ~sin ~ z!  2 n: * d  s ~ - ~ z  ' 
a+l- - i co  a- - i~ ,  

co 6 tan t  un n o m b r e  don t  la va leur  absolue eat plus pe t i t e  que 2 ~r. En  r emplagan t  

dans  la p remiere  int~grale z pa r  I + z il v ien t  

a + i w  

I ) " e o j z (  l t ; 1 2  (0 
2 er i lsin ~ z l  d z  = e - ~  - 

a--  ioo 

On t r o u v e  de m~me,  si I c~l< zc 

a + i ~  
t ,z~ 

i [ e~ . . . . . . . . . .  2 
J sin Jez - -  I + e" 

a - -  t ~  

En s u b s t i t u a n t  ees express ions  dana les 6quat ions  que nous venons de t rouver ,  

on a u r a  

eo e ~ + I 

o 

I (of i l<  2: ' , .  

' I1 a r r i v e  m 6 m e  q u e  les  d e u x  ce rc l e s  s o n t  de s  l i g n e s  s i n g u l i ~ r e s .  

Actn mathematiea. 44. Imprim6 le 11 mai 192~, ~3 
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On voit  que G(xl(o) et F(xlto) sont  des fonetions m6romorphes de t~, avee un 

p61e simple sur les oereles de convergence. En  posant  f i = _ +  i e t  en a jou tan t  

ensemble on t rouve 

ch ( x-~'t2; 
~ chx x =  

" ch ty 
2 

m el/, (~ 
2 

chx /Z x= , 
to 2 ttJ 

0 8 h - -  
2 

~ shx A x= c~ 
o~ 2 CO 

0 8 h -  
2 

I .  

33. La  na ture  ana ly t ique  des fonctions F et G est bien diffdrente si ~(x) 

n'est pas une fonction enti~re. Nous ferons l '6tude compl6te de ces fonetions 

en supposant  que ep(x) s o i t  une fonction uniforme de x a d m e t t a n t  s distance 

finie un nombre fini de points  singuliers //~ (v---= x, 2 . . . .  n). Nous supposons en 

outre que r (x) satisfasse b~ l'in6galit6 

I~ (z) ] < et~*~)l~l (39) 

pour  tou te  valeur de x don t  le module est suff isamment  grand. Comme il y a 

seulement un nombre fini de points singuliers fir on sait  t rouver  deux nombres 

r6els b et /~ tels que la fonction ep(x) est holomorphe pour ~ ( x ) > b  et pour 

~}~ (x) </J. Les int6grales 

a+ioo 

j " dz 
O (z I,o) ~ i ~ (z + co z) = - - - - ,  (3~) 

s i n  ~ z  
f t . - -  ~ av 

a + i ~  
I ~ ' r 2 

a - - i ra  

(3~) 
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repr~sentent la fonction G (x I co) (respectivement F(xlea)) pour ~ (x) > b pourvu 

que ~o soit positif et plus petit  que k- respeetivement 2---- . Jed~forme laligne 

d'int6grat~ion et je la remplace par uu contour (fig. 5) formg d'un are B a C  d'un 

petit  eerele entourant  l'origine, de deux droites A B  et CD parall~les ~, l'axe 

des nombres positif et de deux droites D D  f et~ A A ~, perpendieulaires h D.t 

l'axe des nombres r~els e~ s '&endant  h l'infini. Cela pos6, donnons ~ x 

une valeur queleonque dans le demi-plan ~(x)  > b et faisons varier c~ 

dans le demi-cerele ~ (~ )>  o, I~ol <~  s ' i l  s'agi~ de l'int~grale (3i). 

Quand on donne ~ ~o une valeur queleonque, diff6rente de z~ro, dans ee 

demi-oerole on peut f ~ "  > /9 

toujours ehoisir les a. < A 
droites C D  et A B  
suffisamment gran- Fig. 5. 

des et suffisamment rapproeh~es de l 'axe des hombres posi~ifs pour 

que la fonetion sous le signe reste holomorphe le long de la ligne 

d'int~gration. Pour  abr~ger j 'appelle cj le demi-eerele d~fini par  les 
eg ~ I 

in~galit~s 9~ (e~)> o, et o < I ~ { < -k et j 'appelle c~ le demi-cerele obtenu 

en remplagant la derni~re in~galit~ par la suivante '  o < l e,~l < k "  On voit done 

que G(xl~o ) est une fonction analytique de x et de co, ho!omorphe quand x est 

dans le demi-plan ~ ( x ) >  b e t  e~ dans le demi-eerele ct. Il e n e s t  de m6me de 
la fonction F(zI(,~); seulement c~ est s remplaeer par c_.. 

Il s'agit maintenant de prolonger !es fonetions en dehors de ees deux domaines. 
Je  fais d'abord remarquer qu'il r~sul~e des ~quations aux differences finies 

V G(xl , . - , )=q, (z ) ,  .(k F ( x l , . ~ ) = , f ( x )  
o) (a 

qu'on a 

m - - i  

F(xI,~) F ( x +  m , ~ t , , ) - - , ~ f ( z + s , , , ) .  

Supposons que ~,~ soit ~ l'int4rieur de cl ou de cz. Quel que soit x on peut  tou- 

1 Si k = o les d e u x  demi -ce rc los  Sont  ~ r e m p l a c e r  par  le domi -p l an  ~ ((,) > o. 
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jours choisir l 'entier positif m suffisamment grand pour que le premier terme au 

second membre soit une fonction holomorphe de x et de co. On voit dono k ces 

deux 6quations que G (z I co) et F (x I ~o) sont des fonctions uniformes de x admet tant  
les points singuliers 

et elles sont d'ailleurs holomorphes. 

tions sont de la forme 

8 = 0 ,  I ~  2~  ~ ,  �9 �9 �9 

~ = I, 2, . . . n  

Art voisinage du point x = fl~--8co les fonc, 

g (x Ic ) = 2 , p ( x  + 8,o) + 

~f,(x[(o) 6tant une fonetion holomorphe duns le point en question. La partie 

prineipale de F(x](~) est donc la m~me dans t o u s l e s  points x = - # ~ s ( o ,  
s ~ o ,  i ,  2 , . . . .  I1 arrive que deux ou plusieurs points singuliers viennent coin- 

cider. On voit ais6ment comment le dernier 6nonc6 est ~ modifier en cecas .  

34. On peut encore r6aliser le prolongement analytique d'une autre mani~re 

qui va nous conduire k une expression plus commode. Revenons h l'6quation 

(31) que j'6eris sons la forme suivante 

x + a  o + i  co 

i ['c~ (z) dz 
- - i  <~  < o .  (4o) 

Supposons, pour fixer les id6es, que co soit positif et plus petit que ~ .  Oette 

relation est vraie, si ~ ( x ) >  b--a~o. Je fais maintenant varier x sur une droite 

parall61e h l 'axe des nombres r6els de mani6re que la partie r6elle de x diminue. 

Je suppose que cette droite ne passe par aucun des points fl~, Quand la 

ligne d'int6gration arrive s un des points fir je la d6forme e n y  ajoutant  un 

petit cercle entourant le point fir et parcouru duns ]e sens positif. L'int6grale 

6tendue le  long de ce cercle est 6gale au r6sidu dans le point fi~. Quand la 

partie r6elle de x est devenue plus petite que b l'6quation (40) a pris la forme ~ 

On sait que Gauchy d~signe par la notation 

la somme des r6sidus de l'expression ~(z)~(z) relatifs aux points singuliers de la fonction ~(z). 
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G ( x  I c . )  = - - -  

x + a o + i e o a ,  

i j "  sin -dz 
to ( - / s i n  ~ ( z - -  x) 8 z+a o)-io~ ~ (z X)  

r 

(4~) 

En posant pour abr6ger 

2 z v / D  [~# (z)] 

p (xl~o) = ~ d C / s i n  ~5 (x_z) ,  
(0  

(42) 

cette 6quation peut  encore s'6crire 

a + i  r 

] 'q~ (x d z 
G (x I~o) --. p (x [to) + i + ~oz) sin ~Tz 

c t  ~ i qo 

(43) 

lci on suppose que ~ ( x ) <  b. L'int6grale au second membre repr6sente une fonc- 

tion holomorphe pour ces valeurs de x quand co est situ6 dans le demi-cerele c~. 

Quand les variables Z et t~ restent dans ces deux domaines la fonction G(x lco )  

admet, par  cons6quent, les memes points singuliers que la fonction p(xlco). Or 

on volt ~ l'expression (4 2) que p e s t  une fonction uniforme et p6riodique de x, 

admettant  la periode 2r et satisfaisant aux relations Suivantes 

p(x+~l,o)=--p(zl,,), v(xl,o)=v(xl-,~). 

Cette fonction p6riodique admet les points singuliers 

x ~ fl. fl: ato, s = o, I, 2, �9 �9 . 

et l'on voit ais6ment comment elle se eomporte au voisinage de ees points. Si 

les fl~ sont des ~ pSles simples de ]a fonction r avec les r&idus B~ on trouve 

imm6diatemen$ 

,~, s in - (x- - f l~)  
{,) 

(44) 

Si les fl~ sont des p61es des ordres r~ la fonction p e s t  de la forme 

T~ 

8 < = m )  ~ c o t  ( x - -  2 , ~  �9 - .  2 ~ - ,  + A T  z_ 
% / 1  

, ' (45) 
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I 
oh les B(~ 8~ et les A(: ~ sont  des polynomes e n -  mais ils sont  ind6pendants  de x. 

CO 

En ce cas la fonction p(x[co) admet  pour  pSles d 'ordre  r~ les points  fir =k sco. 
Cela pos6, reprenons l '6quat ion (4o), donnons  ~ x une valeur fixe dans le 

7~ 
demi-plan ~R(x)> b et  soit  to un nombre  positif  et  plus pe t i t  q u e  ~ .  Faisons  

main tenan t  dderire b. ls variable co un eerele ayan t  l 'origine pour  centre et qui doit  

~tre pareouru  en sens direct.  Le chemin d ' int6gration tourne.  Quand il arr ive 

h u n  des points  [~,, j '6vi te  ce point  par  un pet i t  cercle, en touran t  le point  fir, e t  
pareouru  dans le sens positif. Quand to arr ive sur l 'axe des nombres  n6gatifs 

l '6quat ion (4 o) a pris la forme (4I) ou, ce qui revient  au  m6me, la forme (43). 
Quand to cont inue sa rotat ion autour  de l 'origine on rencontre  de nouveau  les 

retirees points  singulier~ mais les pet i ts  cercles par  lesquels on les 6viCe doivent  

cet te  fois ~tre parcourus  dans le sens ndgatif. Quand to revient  ~ son point  de 

d6par t  s u r  l 'axe des hombres  positifs l '6quation (4 I) reprend par  eons6quent  la 

forme (4o). II en rds~dte que G (x[co) est une /onction ~tni/or~Te de tp au voisinage 

du point to = o. 
D'au t re  pa r t  laissons, dans l '6quation (4I), to fixe et n6gatif et  raisons varier  

x de sorte que so par t ie  r6elle diminue. Quand la part ie  r6elle de x est  devenue 

plus pet i te  que b l '6quation (4I) a pris la forme 

a§ 

f dz (46) G (x [ to) = i ~p (x + to z) sin ~ z" 
L-- 

D6signons par  cl le demi-cercle sym6tr ique / t c l  par  rappor t  ~ l 'axe imaginaire et  

d6termin6 par  les in6galit6s ,~R (vJ) < o, o < ] to I < k" On voi t  comme plus hau t  que 

l ' int6grale au second membre  repr6sente une fonction qui est  holomorphe pour  

toutes  les valeurs de to et  de x qui appar t iennent  respec t ivement  au demi-cercle 

cl et  au  demi-plan ~ (x)</>.  

D e  l '6quation (43) on peu t  ddduire une relation remarquable .  Nous  venons 

de voir  que cet te  6quation est  vraie, si to est  n6gatif et  !R(x)> b. Rempla~ons 

to par  - - to  et  en mfime temps z par  - - i - - z ,  nous aurons: 

a+i  

8 Jr" Z" 

Dans cet te  6quat, ion ~o est positif et  ~R (x) > b. Mais l ' int6grale au second membre  



repr6sente, pour  

cons6quent 

c e s  
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valeurs des variables, la fonction G(x + role,J). On a par  

G (x - -  ,,~ I - -  ,~) = G (~ I,'~) - -  P (x I,~) �9 (47) 

Cette relation joue un r61e capital  dans l 'dtude de la fonction G. Nous l 'avons 

d6montr6e en supposant  to positif, mais il va sans dire qu'elle subsiste pour  toute  

valeur r6guli~re de co et de x. 

Il r~sulte en part iculier  de cette relation que la fonction G(x--~'Jl--~) est 

encore une solution de notre  ~quation aux differences finies, e 'est  h dire qu:on a 

V G (x - -  ,~ [ - - , ~ )  = ~ (x ) .  
~0 

Ce fait  est d 'ailleurs une eons6quenee immediate  d 'un  th~or~me elassique de |a 

th~orie des fonetions, pourvu  qu 'on saehe que la fonetion admet  le prolongement 

ana ly t ique  que n o u s  venons de r~a]iser. 

Il y a, pour cette fonction, un certain d~veloppement qui m~rite d 'e t re  

signal6 et qui  est voisin de celui qui nous a servi pour  point  de ddpart.  Pour  y 

arr iver  je d6finis d 'abord une fonction G par  ]a limite 

En posant ,  par  exemp]e, ~ ( x ) ~  x ~ on a done 

0 ( - - x l ~ , J ) = 2  lim ~(--i)'~(x--st~)e-'J(~-~"lL 

De ce  qui pr6e~de il rdsulte que cette limite existe et qu 'on a 

a+ioo 

i ~',p(x--,,,z) dz 
G(--xI~") = i sin ~z"  

cg 
On suppose ici que o < t,J < /c  et que 9r (x) < b. Mais en rapprochant  eette dquation 

de l 'dquation (46) on voit  que 

0 ( -  z I,,~) --  a ( z l -  ,,,). 

On a par  consequent,  r 6rant  positif: 

G (x --  t~ ] --  ~) = 2 l i m ~  (--  r)*+' c[(x - -  s~,J) e - ' ( * - '  ~):. (48) 
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On vdrifie immddiatement que eette limite reprdsente une solution de notre 
6quation aux diff6rences finies. En partieulier on trouve 

oo 

si cette sdrie converge. Ce rdsultat est d'ailleurs une eonsdquenee direete de 

notre ddfinition de ]a fonction G(x](#), si la sdrie converge uniformdment pour 

routes les valeurs de ~o dans un domaine connexe eomprenant des segments de 

l ' axe  positif et  de l'axe ndgatif; mais s'il n'en est plus ainsi la ddmonstration 

que nous venons de donner devient ndeessaire. 

Je  vais encore att irer l 'attention sur une expressionremsrquable de la fone- 

tion pdriodiquo p qui ddcoulo immddiatement de l 'expression (48). En substi tuant  

eette expression dans l 'dquation (47) on voit qu'on a toujours 

$ ~ + 0 0  

p(xlw) ----- 2 lim ~_~ (--  i ) ' 9 (x+sco)  e-~r ~+'~ (49) 

On a encore 

8 w +  oo 

p(xl ,o)= 2 lim ~ (-- i)**p(x + s(o)e-,I.'l, 

si eette limite existe. En particulier on aura 

si la sdrie converge. 

$~+ o0 

p(zl,,,) = 2 ~ ( -  ~)8,p(~ + 8~), (50) 
s m - - o o  

35. 

sente dans 

suivante 

Passons ~ la fonetion F(x[~o). Si o < co < --~ cette fonetion s e  reprd- 

le demi-plan 9t(x)> b, par rint6grale (32) que j'6eris sous la forme 

x-baco+io)ov 

- . . . . . . . . . . . . . .  ~ d z .  (5I) 

Pour  effectuer le prolongement analytique nous aliens raisonner sur cette 

intdgraie comme nous venons de le faire relativement h l'intdgrale (40). Pour tan t  

il y a une diffdrcnce it noter provenant  de ce que la fonction l(z) cst non uni- 

forme. Cette fonction est uniquement ddterminde dans le demi-plan ~ (z )>  b si 

I'on suppose, pour fixer les iddes, ClUe a >  b, ot que l'intdgrale 
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/(z)= t'cp(z)dz 
d 

soit 6tendue le long d'un chemin situ6 tout  entier dans le dcmi-plan. 

Mais la fonction ](z), 6tant l'int6grale d 'une fonction uniforme, admet 

en gdn6ral les points fir pour points singuliers logarithmiques. Je  trace 

de chaque point fl,. une eoupure r6unissant ce point au point h l'infini. 

Cette eoupure sera form6e d'une droite parall61e h l 'axe imaginaire et 

dirigde du c5t6 ndgatif de cet axe. Dans le plan ainsi d6eoup6 /(z) 
est une fonction uniforme. Le point 7 repr6sente, darts In figure 6, 
le point h l'infini sur In coupure par tant  du point fir. Soit F~ un 

lacet form6 du bord droit de In coupure de 7 ~ ct, d'un petit  cercle 

C~ autour  de /?~ et parcouru darts le sens positif et enfin du bord gauche 

de la coupure de a s y. Posons pour abr6ger 

C 

t" 

Fig. 6. 

Soit to fixe et positif. Dans l'6quation (51) je fais varier x sur une droite parall61e 

l 'axe r6e] de sorte que sa patt ie r6elle diminue. Je  suppose que cette droi te  

ne passe par aucun des points fly. La ligne d'int6gration se d6plaeera /t gauche. 

En franehissant In coupure par tant  du point fir j 'a joute  ~ la ligne d'int6grntion le 
lacet F~. Quand la partie r6elle de x est devenue plus petite que b, l '6quation 
(32) a pris la forme 

a + i ~  . 

(52) 

oh l'on a pos6 pour abr6ger 

2 ~ri,,~., l(z)  d z .  
r s i n  ~ ( z  - -  x 

, (0 

La derni6re int6grale dans le second membre de l'6quation (5 2) repr6sente une 

fonction qui est holomorphe pour 9~(x)<b quand ~ est situ6 dans ]e demi-cercle 

c2. Quand x e t  w restent dans:ees deux domnines les points singuliers de F(xlc~) 
son t  donc les m~mes que ceux de la fonction / / ( x l ~  ). Or il est facile d'6valuer 

cette fonction. En effet, w 6rant p, ositif, In fonetion cot ~-~-(z--x)--i tendra 

A c t a  m a t h e m a t i e a .  44. Imprim~ lb 11 mai 1922. 24  
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vers z6ro quand z tend vers l'infini le long d'une des coupures. En int6grant 
par partie ou trouve done 

j , [  ] - :-- ] )" ~ -'dz= --I. q~(z eo t~r ' ( z - - x ) - - i  dz. 
2 ~g '1 (r 2 1, {',) 

/::, s i n  z , r,, 

Mais la fonction sur laquelle porte l'int6grale au second membre est uniforme. 

Les deux int6grales le long des deux bords de la coupure se d6truisent done 
mutuellement de sorte qu'il reste seulement l'int6grale 6tendue le long du eerele 

9,, qui est 6gale au r6sidu dans le point fl~. On a par eons6quent 

~,~ tt C l I ( x l ~ , , ) = - - ~ i  ~ B, ,--  [(f(z)]Ic e o t ~ ( x - - z ) ,  
O9 

(53) 

zh IG d6signe le rdsidu de la fonetion ep(z) dans le point 1~,,. La fonction Fl(x[to) 
~era d6finie pour toutes les valeurs des variables par cette 6quation. On voit que 

0'est une fonetion p6riodique de x a v e c l a  p6riode to. Elle admet les points 

singuliers 

X = - / ~ , ,  -.L 8 ( , ~ ,  8 ~  0 ,  I ,  2 ,  . . . 

En rapprochant l'expression (53) de l'expression (42) on trouve entre les fonetions 

p e t  H la relation suivante 

/~ l I (xl  2 ,,J) = p(zl ,'h. (54) 
co 

Si les fit. sent des pSles simples de la fonction ~p(x) on aura 

11(~1,o) = - , ~ i ~  1~,,- y, B,~oot~(x-- ~,,). (55) 

Si les /~,, sent des pSles des ordres r~, la fonction H (x[ to) est de la forme 

- ~' ~?) + A(: ' cot  ~ C x -  fir) s ~ =  - 

,.-, ,,-, ~-, sin ( z - -  fl~) 
, (56) 

oh les .41, s) et les BIT ) sent des polynomes en i .  Si les fl~ sent des points singuliers 
~0 

essentiels, la fonetion l l (x  IoJ) admet une infinit6 de points singuliers essentiels. 
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Cela pos6, reprenons l '6quation (51) et  donnons h x une valour fixe quel- 

eonque dans le demi-plan 9 t (x )>b .  Soit ~,, un noml~re positif  et plus peti t  que  

2 ~  Je  fais ma in tenan t  dderire ~ (,J un cerele a y a n t  l 'origine pour centre et  
k "  

pareouru en sens inverse. Quand ~,~ arr ive h l 'axe des hombres n6gatifs l '6qua: 

t ion (5I) a pris la forme (52) off / /@[to) a la valeur donn6e par  l '6quation (53)- 

Mais si l 'on fair varier t~ sur le m~me cero|e en sens direct, pa r t an t  d 'une  valour 

positive eb con t inuan t  sa marche jusqu'h ce qu'il  arrive h l 'axe des nombres 

n6gatifs on t rouve l 'dquation suivante  

a + i ~  

:,f (:; ,) ] . + ,~z) ~ d~. (57) 
1' in , ( Z - -  X a-- ' i~ 

t,~ est iei n6gatif. On peut  6valuer la premi6re int6grale comme plus hau t  en 

r emarquan t  que la fonetion cot ~f ( z - - x ) +  i t endra  vers z6r(, quand z tend vers 

l ' infini le long d 'une  des eoupures. On' a par  cons6quent  

i/i f / ( Z ) ( s i n ~ z _ x )  ) d z = ! "  ' , f ( z ) e o t : ; ( z - - x ) + i  dz. 2 v ) . ,  2 $ . I  �9 ' 
I" v l '  v 

L'dquat ion  (57) peut  done s'dcrire comme il suit  

a+i~o  

~ l(x+,,~z)  s ~ J i : z  dz.  F(xl,, ,)  = 2~,-i B,, + ll(xl,~,) + o~;i (sS) 

Les valeurs de la fonction F(xl(,J), pou r ~,J n6gatif, sent  done diff6rentes dans 

los deux eas. F(xloJ ) eat par consdquent une ]onction non uni]orme de ~,~. La 

diff6rence entre los deux syst~mes de valeurs est eons tante  et  6gale s 2 ~r 
Soit B le r6sidu de el(X) ~, l 'infini. O n a  

B ~ -  - -  ~ B~,. 

La  fonetion F(xlt,J ) est donc de la forme 

F ( z I , , , )  = - - B  log ,,~ + F,(xloJ),  

F~(xl(,J ) 6rant  une fonetion uniforme de oJ au voisinage de o J = o .  

(59) 

I)ans le plan 
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de s  co je prend eomme coupure la partie n~gative de l'axe imaginaire. Dans le 

plan ainsi d6coup6 F ( z l c o  ) est une fonetion uniforme. 

Dans l '6quation (58) r est n6gatif et  9~(z)> b. Laissons co fixe et raisons 
varier x de sorte que sa partie r6elle diminue. Quand ia pattie r6elle de x 

devient plus petite que b 1'6quation prend la forme 

a+ioD 
2 

a - - i . ' ~  

(60) 

J 'ai  ainsi r6alis6 eompl6tement le prolongement  analytique que j 'avais en rue.  

Soit ~2 le demi-oercle sym6trique b, c2 par rappor t  ~ l'axe imaginaire et d6- 

�9 , . , 2 ~ ' g  

terrain6 par les luegahtes ~R (co) < o, o < I co ]<  -k--" On voit ~ la dernigre int6grale 

que la fonetion F ix]co) est holomorphe pour routes les valeurs de co et de x qui 

appartiennent respeetivement au demi-cerele c2 et au demi-plau ~R @)<b.  

En regardant l'expression (53) on voit que la fonction p6riodique / / (xl to)  

satisfait ~ la relation 

H (x l - - co )  = - I t  (~lco) + z . ~ B .  (6~) 

Gela pos6, on trouve imm6diatement, en rapproehant les 6quations (58) et (32), 

la formule suivante 

F (z - co I -- c,~) = F (xl  co) -- H (z l  co) (6z) 

qui exprime une des prineipales propri6t6s de la fonction F.  Cette relation est 

d6montr6e en supposant co positif. II va sans dire qu'elle subsiste pour les 

valeurs complexes de co, ies branches de la fonctiou 6Cant eonvenablement choisies. 

36. Je  vais maintenant d6duire, pour  la fonetion F ,  une expression nouvelle 

qui est fort remarquable. 

la limite suivante 

Pour  y arriver je d6finis d ' abord  une fonction F par 

- - / 1  

En posant s ( x ) =  x ~ on a done 

($  

d z  ~ co op ( x  - -  sco} e - ~ (  '~-~~ . 

8 ~ 0  

(63) 
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L'int6gralo au second membre n'est pas c0mpl6tement d6termin~e, a dtant par 

hypoth6se plus grand que b. Convenons de ehoisir le ehemin d'int6gration de 

sorte qu ' i l  ne rencontre a u c u n e  des eoupures par tant  des  points fl,. On peut  

done int6grer le long de l'axe r6el, si tous les points fl~ sont au dessous de cet axe. 

Mats s'il n'en est pas  ainsi, il faut int6grer de --r jusqu'au point b le long. de 

l'axe r6el, et puts de /~ jusqu'h b le long d 'une  courbe situ6e au-dessus de l'axe 

r6el et laissant t o u s l e s  points fl~ du e6t6 droit de la courbe; enfin on chemine 

de b jusqu'~ a l e  long d'une courbe situde dans le demi-plan ~t (z) > b. 

Supposons que o < to < - - .  De ee qui pr6c6de il r~sulte imm6diatement 

que l a  limite (63) existe et qu'on a 

a + i c o  

? ( - - x l t o ) =  ~, . f  - -  tOZ) ~'~ ~" ] (x (s-~,,,~) dz  
a - - l a a  

pourvu que ~ ( x ) < b .  Mais en rapproehant  eette ~quation de l'~quation (6o), 
on trouve 

- -  F ( - -  xlto ) = F(~, I -  to). 

On a done, to 6rant positif: 

[ :  ; ] F ( x ] - - t ~ , ) = l i m  to rp(x--sto)e-~(=-,~or " -  ~(z) e -n" ' d z  . 
- - ~  0 

I1 s 'agit ioi de la branche de la fonction F obtenue en faisant varier to sans 

franchir la coupure. En subst i tuant  cette expression dans l'6quation 

I I  ( ~ l t o )  = F (x  I ,o)  - -  F (x  - -  , .  I ,o) 

on trouve enfin 

H (x lto) = l i r a  rp(z )e - ' l "dz - -o~  ep(x+sto)e-~(~+,~o~ , 
o $ ~  - - c o  

- - r  

(64) 

Cotte 6galit6 est valable dans l'interva]le o < to k pourvu que x ne soit pas 

sigu6 sur une droite parallgle ~ l'axe r~el et passant par un des points fl~. 
On a done en partieulier 

n ( z [ t o )  ~(z)dz--,o ~ ~p(x+s,o), (65)  
8 m  - - r  

~ c o  
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si la s6rie et  l ' int6grale convergent .  Dans ces deux expressions on suppose que 
les lignes d ' intdgrat ion ont  6t6 ehoisies eomme nous venons de le dire. On 
v6rifie imm6dia tement  b~ l 'aide de ces expressions que H (x I co) est une fonction 
p6riodique de x avee la p6riode t'3. 

Cette fonction admet  un  d6veloppement  en s6rie de Fourier  den t  les coef- 
ficients s 'expr iment  d 'une  mani6re tr6s simple; h l 'a ide  de la fonction tf (x). Ad- 
met tons  que les ~,, soient rang6s de sorte que 

(~)  (~') (~:) (~')  ,)~ >,)~ 2 > ~ ) ~  ...>~)~ . 

Soient x et xo deux points queleonques dans la bande  

On aura  

oh 

~ (  2 ~/;nx ~ n  ) 
l l ( x l t ' 3 ) = a o + 2  a , ~ e o s - - - + b ~ s i n  2- X , (67) 

I O  ~O 
t l - -  I 

x04- ~o 
. 

I [ 2 7/; n X d z ~  a,, = 1I (x  1''3) cos 
I , I  ('3 ~J  

;r o 

~O~F O) * 

b , , =  ~ ] l l ( x l ( , , ) s i n 2 7 / ; n X d x .  
( ' 3  , ( ' 3  

x o  

Subst i tuons dans ces int6grales l 'expression (64) e t  remarquons  que eet te  expression 
converge uni form6ment  par rappor t  h x. On t rouvera ,  si n > o 

r l  

a . ~ - -  lira I cos . . . .  
i I ~ , , j '  

2 ",'/; • X 

1 9  
,p (x) e-'-'~ dx, (68) 

xo+~ 
j 2 7/; ?t X 

b,, ~ - -  lira sin . . . .  ~p (x)  e - , x "  d x ,  

~ o - - o o  

(68') 

oh l ' int6gration est 6tendue le long d 'une droi te  parall61e ~ l 'axe r6el et passant  
par  le point  x0. Enfin  on aura 

a~ ~,iim_.. ~p (x) e-,~':d:c - -  ~p (x) e - ' ~ " d x  . 
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Dans la premibre" intdgrale le chemin a dt6 choisi de la m~me mani6re que dans 
l'expression (64). Soit, comme plus haut, B, le r~ idu  de la fonetion ~(x) darts 
le point fi~. On aura done 

a o = - - 2 ~ l : i 2 B , .  

Des int6grales (68) on peut ddduire une autre expression remarquable des coeffi- 
cients a,, et b,. Je  ddforme deux lois le  chemin d'intdgration de ]a mani6re que 
j'ai d6jg expliqu4e. Les nouvelles int6grales se ddtruisent mutuellement g l'excep- 
tion de cel}es qui sont dtendues ]e long de n petit cercles entourant  les points 
singuliers. Par  un caleul facile on trouvera ainsi 

C 
off d6signe la somme des rdsidus dans les points /It,/~,- . . . .  ?/,, et ddsigne 

la somme des r6sidus dans les points fl,,+,, ~,,+: . . . .  fin. 
Avec cette d6termination des coefficients a,, et b,, la s6rie (67) convergera 

absolument et uniform~ment dans la bande (66) et elle repr6sente la fonction 

(zion). En partioulier on aura ao = o, s'il s'agit du demi-plan ~ ( ~ ) >  9r (~-'), H 

et a , =  z e r i B ,  s'.il s'agit, du demi-plan !)~ (x)<.'3t (~?)." 

En tenant, compte de la relation 

p (~ I,o) = ~ u (z I z ,,,) 
r e  

on volt enfin que la fonetion p6riodique .p se repr6sente dans la bande (66) par 
la sfrie convergente * 

On peut ddduire plusieurs autres expressions remarquables des deux fonctions p6riodiques. 
Admettons pour un moment que l e p o i n t  ~ l'infini est ur~ pSle d'ordre quelconque pour la 
fonction ~(x). On ddmontre que 

" m m  PJ~,n- t (z )~m'  p ( x l @ = ( - - U  o, t . . . . . . . .  ~ ~ x + , , z ) c Z z  
J ( m - -  L)! ' 

- -  r 

"1 -~  ~ m  ]t 

f {:l =, 2"." 
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oh 

x + pr s in  (2 n +~)~o z x ) ,  

Xo+ r 

e,~ = 4  h m  ,~ cos  ,o - ~ p ( x ) e - ,  dx, 
xo-~O 

f l ~ = 4 0  l im  i sin~nX,p(x)e-,~dx, 

x 0 6 r a n t  u n  p o i n t  q u e l e o n q u e  d a n s  la  b a n d e  (66). 

Les s6ries asymptotiques. 

37" NOUS a v e r t s  vu  q u e  les f o n e t i o n a  F(x]to) et G(x]to) a d m e t t e n t  u n e  

i n f in i t 6  d e  p o i n t s  s i ngu l i e r s  a u  v o i s i n a g e  d u  p o i n t  co = o. Ce p o i n t  e s t  d o n e  u n  

p o i n t  s i n g u l i e r  e s sen t i e l  d e s  d e u x  f o n e t i o n s .  V o y o n s  m a i n t e n a n t  c o m m e n t  ces  

f o n c t i o n s  se c o m p o r t e n t  q u a n d  (~ t e n d  v e r s  z6ro l e l o n g  d ' u n  r a y o n  v e c t e u r .  

D a n s  ee b u t  r e p r e n o n s  les q u a t r e  s6r ies  q u e  nous  a v o n s  e n v i s a g 6 e s  d a n s  le p a r a -  

g r a p h e  16. N o u s  p o u v o n s  p r 6 s e n t e r  le t e r m e  c o m p i 4 m e n t a i r e  d e  ces  s6ries sous  

u n e  f o r m e  nouve l l e .  D 6 v e l o p p o n s  ]a f o n c t i o n  / p a r  la  f o r m u l e  d e  T a y l o r  e t  p r e n o n s  

le r e s t e  sous  la  f o r m e  d o n n 6 e  p a r  D A a B o u x ;  on  a u r a  

Ces deux int~grales ne d6pendent pas de [ 'entier m. Seulement il faut avoir soin de choisir 
m suffisamment grand pour assurer la convergence, ce qui est toujours possible. Les intdgralea 
admet ten t  n coupures form6ea de n droites parall~les it I'axe r6el et paasant par les n points ~v. 
Elles convergent pour toute valeur positive de ~,~ et pour toute valeur de x qui n'est pas situ6e 
sur une des coupurea. La premiere 6quation eat vraie dans tout le plan d6coup6. Ira premiere 
int6grale repr6sente donc la m6me fonction des deux c~3t6s d'une coupure. La seconde 6quation 
est vraie dans la bando (66). Quand x franchit la coupnre passant par le point ~v la seconde 
int6grale fait un sant brusque qui est 6gal it 2 ~ i B~.~ Cette int6grale repr6sente donc diff6rentes 
fonctions dana les diff6rentes bandes. 

On d6montre de m6me que la fonction p se repr6sente par la s6rie suivante 

$~ 4-SO 

p (X [ O}) = 2~ ~ ( - -  1) g [',.9 (X "Jr 8 0)) - -  ~ .~(X + 8(O)] 
o) 

qui converge pour toute valeur de (,~ qui est diffdrente de z6ro et pour toute valeur de x qui 
n'eat pan de la forme ~.~,, ~, :t:~,~, ~,:i: 2(,~ . . . .  Ici P(x) a la m6me signification que dana le para- 
graphe z I. 
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m ~0 v ZV 

l ( x + ~ o z ) =  q ~ ( z ) d z + ~ , , .  ~(,-')(x) + Z  

a 

r  
~ ( m ) ( Z + O ~ O Z )  

( m +  i)! 

ddsignant une quantit6 dont le module est au plus 6gal h l'unit6. Substituons 
cette expression darts les int6grales suivantes, on trouve, en tenant eompte des 
formules (18) et (2o) 

a + i ~  x 

.... 2~-  (x + ,oz) -zz cp(z)dz + -r!-- rp, - '(x) 
C t ~ O o  a 

+ 
a+ioo 

(m + I)! 2 ~i.~ ~(~) (~e + O~oz) s = ~  z m§ dz, - - I < a < O ,  

a+ioo x 
I " ~T, 2 

a - i m  a 

m 

+ z , - ~  ~'~-" (z) 

+ 
a + i 

~ )' j'(f(.O (x 
(m + 1)! 2~ i  

a--io~ 

+Otoz) ~ss~-z zm+'dz' - - 2  a < :2 '  

O d6signant une quantit6 comprise entre o ot z .  De m~me, en tenant compte 

des formules (19) et (i 7) on trouvera 

a + i ~  
r. m-- 1 ,p 

o o s ~ z  Z~ ~UT.v ~' ' tx) 
a - i~ ,  

et enfin 

off 

a + i ~  

co ~ Z ; + mi7 ~(m)(x+ Ocoz) 
V 

a +ioo 

ijq~ (x 
a-- i  oo 

2 m I 
- d z ,  - - -  < cr <~,, 

COS ]C Z 2 2 

a+ir 
. ~ CO m [ Zm 

Aela malhemaliaa. 44. Imprim6 le 15 mai 1922. 

- - i < c r  

(69) 

25 
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Quand m augmente ind6finiment les quatre sdries divergeront toujours ear 

autrement  les fonetions F (x leo) et G (x I to) auraient dt6 holomorphes au Voisinage 

du point co = o. Considdrous la derni6re sdrie. Je  vais d~montrer qu'elle reprd- 

sente asymptot iquement  la fonetion G quand co tend vers z6ro d'une eertaine 

mani~re. Donnons b, x une valeur fixe dans le demi-plan 9~ (x)> b. L'int6grale 

R,, converge, si co est positif et plus petit  que $. Elle eonvergera eneorequand 

co est situ6 dans le demi-eercle c~ pourvu qu'on d6forme la ligne d'int6gration 

d 'une mani~re eonvenable. Je  prends eomme ehemin d'int6gration le contour 

C~ (fig. 3, page I6o) dans lequel les deux droites aft' et ~fl'! doivent former avee 
l'axe des hombres positifs les angles + ~. Supposons que 

[ co [ < z~ sin r~--  e 
k ' 

e dtant un hombre positif. On a alors 

R ~  . co~ + O c o z ) ~ n _ _ z d z .  

Quand co est situd dans le demi-cerele cl on peut  toujours choisir le nombre positif 

assez peti t  pour que la fonct ion sur laquelle porte l!intdgrale R,~ reste holo- 

morphe quand z parcourt  la ligne (7~. On sait done trouver une eonstante K 

telle que l'on ait eonstamment 

On a done 

c2 

La fonetion Ito-mR,~l reste par eons6quent plus petite qu'une eonstante quand 
to tend vers z6ro et l'on a uniformdment 

R 
lim -- o, 

I~1 ~ ~ , ~ ~  

w tendant vers zdro par des valeurs appartenant au demi-cercle c~. En d6formant 

le chemin d'int6gration d'une autre mani~re on voit que cette dquation subsiste 

quand co tend vers zdro par des valeurs appartenant  au demi-cercle cl. On volt 

enfin que ees deux r6sultats restent vrais encore si 9~(x) < b. La s6rie divergence 
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.,~ 2 ~ ~ rp(,') (x) (7o) 
1, '~0 

repr6sente done asymptotiquement la fonction G(xlt~ ) d'une par t  dans l'angle 

> a r t  ~o > ~ pourvu que 9~ (x) > b, et d'autre par t  darts l'angle 3 ~ >  a r t  to> ~ 
2 2 2 2 

pourvu que ~ ( x ) <  b. Mais elm repr6sente asymptotiquement Ia fonetion 

d 'une part  dans l'angle z > arg co > - - ~ ,  si i~(x) < b, et d 'autre part  dans l'angle 
2 - -  - -  " 2  

3 ~ >  arg ~>zc  - ,  si 9~ (x) > b. 
2 2 

On peut 6videmment d6eomposer la fonetion p(x]t~) en n fonctions p6rio- 
diques 

p(~l~') =,~, v~(xl~,). 

p~(xlt~) 6tant la fonction qui a,ppartient au point singulier fl~. Supposons que 

les fly soient rang6s de sorte que 

Alors, si 

~fls)  > ~(x)  > ~(~+,) ,  

il r6sulte de notre analyse que la s6rie repr6sente asymptot iquement  la fonetion 

et la fonction 

G (x [ to) - -  ~ p~ (x Ire) dans l'angle ~f > arg to > - -  ~5 
2 - -  2 '  

G(z l~o)  - -  p~(xlco)  dans l'angle 3~ > argto > - .  
2 2 

On voit-de m6me que la s~rie divergente 

x ao 

f ~ ( ~ ) d z + ~  '~v B~, .-~.~- ~p(~- ) (z), (7~) 
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dans le plan d6eoup6, repr6sente asymptotiquement,  darts l'angle z >_ arg co >_ -- ~, 
2 2 

la fonetion F (x I co), pourvu que 9~ (x)> b, mais ells repr6sente la fonetion 

F ( x  Ice) - -  n Ice) = F co I - -  ,o) ,  

3zr> . zr si 9~(x) < b. La s6rie repr6sente asymptotiquement,  dans l'angle - - _ a r g z  co;_~, 

la fonetion F (z I co), si ~ (z)< b et la fonetion 

F (x leo) + H (~ I -- co), 

si ~ (x)> b. On d6montre enfin que les deux autres s6ries se eomportent d 'une 
mani~re semblable. 

Quelles sent  maintenant  les valeurs asymptotiques des fonetions p e t  H~ 
Darts le plan des  co les points singuliers de ces foncti0ns sent tous situ6s sur 
certains rayons vecteurs. Supposons pour simplifier que t ous l e s  fl~ soient des 

pSles. En regardant l'expression (45) on voi~ alors imm6diatement que la fone- 
tion p(x]co) tend vers z6ro, quand to tend vers z6ro le long d 'un rayon veeteur 
sur lequel il n 'y a pas de point, singulier et plus g6n6ralement qu'on a 

lira c o - "  p (x  [ co) = o 

quel que soit l 'entier positif m. Sur un tel rayon vecteur tous les termes du 
d6veloppement asymptotique de p(xl t  @ sent donc nuls. De l'expression (56) il 
r6sulte de m6me qu'on sait t rouver une constante c telle que 

H (x I co) --  c 
lira ~---O 

le long des m~mes rayons vecteurs. Mais cette constante d6pend de l 'argument 
de to. Elle passe d'une valeur s une autre quand co franchit un  des vecteurs sur 
lesquels la l imite cesse d'exister. 

R6sumons les r6sultats que nous venons de trouver. Les fonctions G(x]to) 
et F (x I co) admet tent  des prolongements analytiques dans tout  le plan des x et, 

dans le plan des w, elles existent s l'int6rieur du eercle ]co I < ~, respectivement 

l'int6rieur du cercle I co I - 2~r < -k-" G (x ] co) est une fonction uniforme de x et de c0. 

F (x!co) est une fonetion uniforme de x, mais une fonction non uniforme de co 
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au voisinage du point t o =  o. Pour toute valeur de c~ diffdrente de z~ro ]es deux 

fonetions admettent  dans le plan des x les points singuliers 

X ~ ~v~8to, 8-~- O, I, 2, �9 .. 

Pour route valeur de z, diff6rentc des fir, el]es admettent,  dans le plan des t~, 
les points singuliers 

t0 . . . . . .  , 8 = I, 2, 3, �9 �9 �9 ~/= I, 2, . �9 �9 n .  
8 

Ces points singuliers sent situ~s sur n rayons veeteurs que j'appel]e les vecteurs 
singuliers. La s4rie (7o) repr4sente asymptotiquement ]a fonction G (x [ ~i) sur tout 

rayon vee teu r  diff4rent des vecteurs singuliers. On a done en partieulier 

lim G (x Ire) = ef (x), (72) 
r  ~ o 

to tendant vers zdro le long d'un rayon veeteur non singulier. Mais eette limite 

e e s s e  d'exister quand t,, tend vers zdro le long d 'une eourbe tangente h l'origine 
~t un veeteur  singulier. De m~me la sdrie 

(,o) 
repr~sente asymptot iquement  la fonetion G x + ) [ t , J  sur les m~mes veeteurs. 

Supposons, pour fixer les iddes, que 9~ (x)>  b e t  que les /~, soient rangds 
de sorte que 

arg (fl,+~ - -  x) > arg (fir - -  x) ~ = I,  2 . . . .  n - -  i .  

AIors la s4rie (7 I) repr~sente asymptotiquernent la fonetion F (x[v~) dans ]'angle 

arg ( f l , -  x ) >  arg ~ > - - ~ .  Et  elle repr4sente asymtotiquement la fonction 
2 

F ( x [ t o ) - - z ' ~ i ~ B ~  dans ]'angle arg (Gp+, - - x )  > arg (,~ > arg (~p--- x). 

La valeur  asymptotique de la fonetion F (x] to) fait done un saut brusque quand 

to franehit un des veeteurs singuliers. Ce saut est ~gal h une des p6riodes de 

l'int6grale - j'~p (x) dx .  On a done en partioulier 
/ 

a 
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lim F (x ] to) = J ep (x) dx, 
( O ~ O  

a 

(73) 

to t endan t  vers z6ro le long d ' un  rayon vecteur quelconque diff6rent des vecteurs 

singuliers. Mais la d6terminat ion qu'i l  faut  choisir de l ' int6grale au second membre 

change avec l ' a rgument  de co. 

Les 6galit6s (72) et (73) ont  lieu uniform6ment  dans tou t  angle qui ne com- 

prend aucun vceteur  singulier et  qui n 'est  pas limit6 par  un  tel rayon vecteur.  

Mais quand co f ranchi t  le vecteur  qui passe par  le point  fir - -  x la valeur asymp- 
tot ique de  F (x I co) augmente  de 2 ~ i B , .  

Quand on fair varier x les vecteurs singuliers tournent .  Quand x d~crit un 

cercle a u t o u r  d 'un  des points  singuliers le veeteur  singulier correspondant  h ce 

point fair une ro ta t ion  complete. 

I n t6g ra l e s  d~flnies. 

38. Je  vais encore signaler quelques autres expressions des solutions princi- 

pales qui pou r t an t  ne sent  que d 'une  m6diocre importance.  Supposons pour 

abr6ger que b < o et  que o < co < ~ -  Soit x un point  d a n s  la bande 

o < ~ (x) < co 

x 
et posons c~ = - -  dans la formule (I4). On aura 

Co 

+i~o 

- , o  , 

En changeant  la variable d ' int6grat ion on trouve,  apr~s quelques r6duetions faciles 

| i _ e o s  2z_ Zch~j 
~Y, z ,  Co CO 

F(xlc~ b] (ch 2~t oos2~rxl2[](it)+](--it)]dt 

~ci ~" sin2~Xsh2~tc,J co 
+ ~o]  (ch2/ct 2~Xi  2| [](it)--](--it)Jdt. (74) 

~) ~ co cos co i 
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De l '6quat ion (I3) on d6duit  de m~me, en supposan t  a = o, 

F ( x l ( o )  = x 2 z t  2 z x  
ch  - -  cos 

[~p ( i t )  - -  ~ ( - -  i t)] d t  

2 ~r~ ~g 
s i n  - -  

I C0 

2 c h  2 ~ t  2 ~ x  
- - ~  C O S  - -  

0 IO (0 

[q~ ( i t )  + cf (-- it)] dr .  

1 9 9  

(75) 

7 g  X 
Si o < c0 < k- on ~ t rouve  enfin, en posan t  a = - -  - d a n s  l '6quat ion (I2), 

(O 

~. s in~XXch~t  
a (~ I,o) = 2 f ~o ~o 

to 2 ~vt 2 ~r x 
, z  C ~  - -  C O S  - - -  
0 f 0  ( 0  

ff ~ Xsh ~t 2--_~$ c O S  - -  - -  
l 0  (0  + 

co c h 2 J ~ t  2 J r x  
. . . . .  C O S  . . . .  
0 (,)  ( o  

[~p (i t)  + ~p ( - -  it)] d t  

[~f ( i t ) - - ~ f ( - -  i t ) ] d t .  (76) 

Ces trois relations sont  valables pour  toute  valeur  de x dans la bande o < ~ (x) < to. 

Les seconds membres  repr~sentent  d'ailleurs des fonct ions p6riodiques de x, 

Si q (x) est une puissance enti6re de x Ies fonct ions F et G se r6duisent  

aux polynomes de Bernoulli et aux polynomes d 'Euler .  E n  posant  co = i dans  

les trois formules pr6cddentes on t rouve ainsi pour  ces po lynomes  les expres- 

sions suivantes  

0 

B~,,+, (x) ----- ( - -  i) ~+' 2 ~ r j  l ~+ '  

0 

sin 2~,rxsh 2 z t  

(ch  2 z t - -  cos z z x )  ~ 
dr ,  

B 2 , ( x ) = ( - - I )  ~ 2 v  F~ ' I ~ c h 2 ~ t _ c o s 2 z v  x 
0 
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~ o  

B:~+. (x) = ( - -  I) ~+' (2 '; + I) ['t ~ 

0 

sin 2 z x  
eh 2 z t - -  cos 2 ~r x 

dr,  

4J't sin. oh t 
E"" (x) = ( - -  I)~ " " ~ h e z r t - - o o s z ~ r x  

0 

dr, 

E~,,+, (x) = ( - - i ) " + ' 4 f i  t : ' + '  cos u x s h z r t  
ch 2 er.t ~ cos 2 z x  

0 

dr. 

On suppose ici q u e  o < 9 t ( x ) <  I .  Les seconds membres  sen t  des fonet ions 

p6riodiques de x. Les int6grales se confonden t  done,  pour  les valeurs  r6elles de  

z ,  avee  les fonct ions que nous avons  d6sign6es plus h au t  pa r  /~ (x )  et  E~ (x). 

CAtlCI~:r ~ a d6montr6  pour  la premi6re  fois ces formules et  elles ont  6t6 re t rouv6es  

par  RAABE 2 et  HERMITE a. 

Nous ment ionnerons  encore  quelques au t res  cas part iculiers.  E n  posan t  

q)(x) = ~ dans l '6quat ion (76) on t rouve  
X 

q~ ,, x 4. / ' cos ;.r x s h ,r t d t ,lr 
g ( x )  = Z = . c h 2 ~ f - - e o s - 2 ~ r x  ( + sm=----',rx (77) 

0 

oh o < ~ ( x ) <  I .  Le  dernier  te rme au second membre  p rov ien t  de ce qu ' i l  y a, 

dans l ' int6grale (i2), sur le chemin d ' in t6gra t ion un p61e qu'i l  fau t  6vi ter  par  un 

pe t i t  demi-cercle den t  on fair  ensui te  t endre  le r ay o n  vers z6ro. 

i 
En  posan t  rf (x) x + n . . . . .  , n 6rant  positif,  on t rouve  d i rec tement  de l '6qua- 

t ion (7 6) 

~' sin ~ x c h ~ t  n d t  f "  cos ~ r x s h z t  t d t  
g ( x + n )  = 4 . :  c f f - ~ - t - ~ - e ~ s 2 ~ [ -  x n~5(_-~,j + 4 d  ch 2 z t - -  cos 2~rx n~+ t ~" (78) 

0 o 

En rempla~ant  x pa r  I - -  x dana ce t te  ~quation on vol t  que  la premi6re  int4grale 

au second membre  est 6gale 

M6moire sur les int6grales d6finies, (-Guvres (i) I, Paris  1882, p, 458--60. 
�9 2 Zurfickfiihrung einiger Summen und bes t immten  In tegra le  "mr die Jakob-Bernoull i ' sche 

Funktion,  J. reine angew. Math. 42 085I), p, 348--67. 
3 Sur la fonct ion de Jacob-Bernoulli,  id. 79 0875), p. 339--44; (Euvres 3, Paris  1912, p. zI5--21. 

voir aussi: LindolSf, Le calcul des r6sidus p. 7t--2. 
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g ( n  + x )  + g ( n +  I - - X )  

et  la seeonde int6grale es t  6gale 

g (n + z) - -  .q(n + ~ - -  , )  

dans  la  bande  o < 9r (x) < x. Si n est  un  en t ie r  pos i t i f  l ' 6qua t ion  (78) pet i t  done 

aussi  s '6er i re  c o m m e  il sui t  

f cos ~7~ 8h 7g'~ tdt ~ 8 ~  ( _  i) $ 
g ( x ) = ( - - 1 ) " 4  c h 2 z t - - e o s 2 z x n ~ + t  ~ + s i n ~ r x  -xL--,~ ' 

oh l 'on suppose  que n < 9t (x) < n + I .  Si l 'on fa i t  ] (x) = log x dans  l '6quat ion  

(74) on t rouve ,  en supposan~ o < ~ (x) < i ,  

~o 
I - - C O S  2 y g . T c h 2 ~ t  

~P (x) = 2 ~  ( c h 2 ~ v t  eos,2 ~rx)~ l o g t d l  - - -  cot  ~ x .  
0 

S i x  ---- I ee t te  re la t ion se r6dui t  s 
2 

00 
f log t d t  

o 

C - -  log 4, 

I dans  l ' 6qua t ion  C & a n t  la eons tan te  d 'Eu le r .  De m6me  en p o s a n t  ep (x) = x :~  n 

(75), n 6rant  un en t ie r  posit if ,  on t rouve  apr~s queiques  rdduct ions  

oo 
T (x) = I - -  s h  2 z t  t d t  ~v I I 

v h . q - z t ~ c o s  2 z x  n ~ + - ~  + l o g n  . . . .  c o t z x +  - 2 2 x - - s  
0 8 - -  1 

Cette  re la t ion  est  vra ie  dans  la bande  n < 9~(x) < n + i .  On t rouvo  enfin, en 

posan t  fp (x) ---- log x clans l ' 6qua t ion  (75): 

log I" (x) - - - - /  sin 2 ~r x log t d t  + L log - ~,r x '  
e o s 2 1 r x - - c h 2 , z t  2 s i n ~  

0 

oh o < g t ( x ) < i .  

Aela ma2hematlca. 4~. Imprim6 le 15 mai 1922. 2~ 
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D6veloppements en s6ries pror suivant les diff6renees 
suceessives d'une fonction. 

39. P o u r  a r r ive r  ~ ees d 6 v e l o p p e m e n t s  nous  d6du i rons  d ' a b o r d  d e u x  lemmes .  

M. B~.I~DlXSOl~ ~ a d 6 m o n t r 6  que  le d o m a i n e  de  c o n v e r g e n c e  de  la s6rie 

~wc (y - ~) (y - 2 ) . . .  ( y - -  s) 
I 2 . . . 8  

(I) 

es t  u n  d e m i - p l a n ,  l imit6  ~, g a u c h e  pa r  une  d ro i t e  pe rpend i cu l a i r e  & l ' axe  r6el. 

C 'es t  & d i re  qu ' i l  ex is te  un  n o m b r e  r6el ~ tel que  la s6rie c o n v e r g e  si ~ ( y ) > / L ,  

a t  d i ve rge  si ~ ( y ) <  4. L a  s6rie c o n v e r g e  u n i f o r m 6 m e n t  dans  t o u t  d o m a i n e  fini 

s i tu6 & l ' i n t6 r i eu r  dt t  d o m a i n e  de  conve rgence .  E n  t e n a n t  e o m p t e  d ' u n  r6su l t a t  

de  M. CAitV.l% MM. LAI~I)A(I ~ e t  Ptl~OHEI~Im 3 o n t  d 6 m o n t r 6  que  l ' abse isse  de  

c o n v e r g e n c e  ~ se d 6 t e r m i n e  pa r  l ' une  ou l ' a u t r e  des d e u x  l imi tes  s u i v a n t e s  

S u  n lo i , 1,8  I 
~. = l i m  

,~__ ~ log n 
s i i L >  o ,  

i = l ] i n  I.~(--~) cs 
. _ . ~  log n 

si ~ < o .  

M. PINCHERLE a d o n n 6  la c o n d i t i o n  n6cessai re  e t  su f f i san te  p o u r  q u ' u n e  fonc t ion  

a d m e t t e  un  d 6 v e l o p p e m e n t  de  la fo rme  (I).  Des  r6su l t a t s  de M. P~i~CI~)~'RLE ~ 

on p e u t  sans  pe ine  eonc lure  que :  

L e m m e  I .  So i t  l'~(x) une  fone t ion  h o l o m o r p h e  p o u r  9 r  b, et  s u p p o s o n s  

q u ' o n  sache  t r o u v e r  d e u x  e o n s t a n t e s  pos i t ives  C et  k telles q u ' o n  air, que lque  

pe t i t  que  soi t  le n o m b r e  posi t i f  e, 

1 Sur une extension h l'infini de la formuie d'interp01ation de Gauss, Acta math. 9 (I886), 
P. [--34. 

=' ?Jber die Gruudlagen der Theorie der Fakultittonreihen, <ditzgsb. Akad. Miinchen 36 
(19.o6), p. I51--218. 

s Alcune spigolature nel campo delle funzioni determinanti, Atti del 4. congresso interna- 
tionale dei Matematici 2, p. 45 Roma i9o 9. Voir aussi une Note de M. MITTAG-LEFFLER: Sur un 
nouveau th6or~me dans la th6orie des s6ries de Dirichlet, G. R. Acad. sc. Paris 16o (1915) p. 27x-- 3. 

4 Sur les fonctions d6terminantes, Ann. ~c. Norm. (3) 22 (i9o5) , p. 1--68. Sopra un pro- 
blema d'interpolazione, Rend. Circ. mat. Palermo 14 (19oo), p. 142--4. Voir aussi un m6moire 
de M. CAaLSO,~: Sur los s6ries de coefficients binomiaux, lqowa Acta Soc. sc. Upsal. (4) 4.0915) n~ 3. 
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pour  tou te  valeur  de x dans le demi-plan ~ ( x ) >  b. Cette  fonet ion admet  un 

d6ve loppement  de ]a forme 

.(-2 (x + y) - -  (y--~o)  (y - -  2~)" . . ( y - -  seo) A . Q ( x  + ~o) 
8/ ro 

(2) 

qui converge,  si 9r + y) > b. Iei e~ d~signe un hombre  positif  e t  plus pe t i t  que 

log 2 
Si la par t ie  r4elle de x est plus pe t i te  que b on suppose, pour  f ixer  les 

k 

id6es, que la fonet ion Y2(y) est holomorphe dans les points y ~ x, x + co, x + z ~o . . . .  

Si l 'une ou  l ' au t re  des deux condit ions que nous venons d ' imposer  k la 

fonet ion .q(x) cesse d ' e t r e  satisfaite quand on remplace le nombre  b pa r u n  hom- 

b r e  plus pe t i t  que b, on peu t  en out re  aff i rmer  que la s6rie ( 2 )d iv e rg e ,  si 

9 ~ ( x + y ) < b .  En d iminuan t  le nombre  posit if  ~ on augmente  en g$n6ral le 

domaine  de eonvergerme de la s6rie (2). 

Comment  se eompor te  la diff6renee n ~ de 52(x) pour  les valeurs tr~s gran- 

des d e  n? De ce que nous venons de dire re la t ivement  h la s6rie (r) il r6sulte 

que l 'abscisse de c o n v e r g e n c e  de la s6rie (2) est dgale s 

log I~" , ~  -'-' (~) I 
= l i r a  . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . . .  

n ~ | l o g  n 

s ,io oonvo,go don~ 8i o.o  i o,go si 
~ /  ~ /  

oh ~ d6signe la par t ie  r~elle d e  x.  On a done pour  des valeurs  suf f i samment  

grandes  de n 

b - - a  
n - -  + e  

I~- ,5.o.(~) I < n " (3) 
6O 

Cet'te in6galit6 nous sera utile dans un moment .  

Lemme 2. J ' a i  besoin encore d 'un  au t r e  lemme qui a 6t6 donn6 par  EULER. ~ 

Soit une s6rie de puissances 

oo 

1(~)-- ~ a , ~  

eonvergente pour I~1<~- eosons 

1 ~l peut  a r r i v o r  que b = -  | 
r Iastitutiones calculi amerentialis, Opera mathematica ( , )  ~o, p. ~7, 
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z 
X - - - - - -  - -  

I + Z '  

et d6veloppons chaque terme suivant les puissances de z. II vient 

�9 os:2 

Cette s6rie converge en particulier si I zl < ~. D'un th6or6me connu, dfi k WEIER- 
2 

STRASS, il r6sulte qu'on peut 6changer l 'ordre des sommations et ranger la s6rie 

suivant les puissances de z, si I z[ < I .  On trouve ainsi 
2 

�9 " ( ( ; )  (;) ] ( X ) = 2 ( i _ _ x ) S +  , as-- as- ,+  a._. . . . . .  + (-- i)Sa,,), 
8 ~ 0  

] ~ x ]  x La relation est done en particulier valable si < x < pourvu que < ~. I o .  

Cette transformation d'Euler a 6t6 rigoureusement 6tablie pour la premibre lois 

par POI~C~L~.T. MM. PRINGSHmML FABRY et LISDEL6F en ont fait r6cemment 

des applications int6ressantes. 

4 o. Ces pr61iminaires pos6s je vais signaler un d6veloppement de la fonction 

G(xlw) qui est fort remarquable et qui nous fournira une nouvelle occasion de 

d6montrer l 'existence de la limite 

~r -~,~ x= lira e 2 (--I)SCp(x + s,o)Q". (4) 
(~ ~ 1 S ~  0 

Supposons que la s6rie au second membre converge, si le nombre positif q est 

plus petit  que I. Appliquons la transformation d'Euler h cette s6rie. On trouve 

2(_~) s e , , p ( x + , , , ~ ) = 2 ( _ ~ ) "  es~,~, Z , , (5)  

H r6sulte du lemme 2 que cette relation est toujours valable si q est positif et 

plus peti t  que I. Faisons tendre ~ vers i. Le  premier membre tend par hypo- 

th6se vers la fonction I-G(xlco). On a done 
2 

t Uber  einige funkt ionen theore t i sche  Anwendungen  der  Eulerschon Reihen-Transforma- 
tion. Sitzgsb. Akad. Mfinchen Jahrg.  t91z, p. l l - -gz .  



hIfimoire sur le calcul aux difffirences finies. 205 

/2  / ,,~ 
t r e e  

pourvu que ]a s6rie au second membre converge. Za limite (4) existe donc tou- 

jo~trs si cette s~rie converge. On peut indiquer une expression simple du terme 

eompl6mentaire de la s6rie. En effet, multiplions et divisons la s~rie au premier 

membre de l'6quation (5 )pa r  z + r  O n  trouve 

$ ~ 0  8 = I }  

En r6p6tant cette op6ration n fois on trouvera 

c o  

$ = 0  

.... ' r @~(x) +(--~). o"~,," V(- 

Dans cette identit6 on suppose que (~ < z. Faisons tendre r vers z. I] vient 

03 8 ~ 0  0~, ~0 CO 

On en conclut en particulier que la limite (4) existe toujours si la sdrie 

( - -  I )  s A f}0(% -[-'8 (O) 
O) 

converge pour une valeur convenablement ehoisie de n c'est ~ dire en prenant n 

suffisamment grand. Soit par exemple ~ ( x ) ~ x %  .1:, 6rant un entier plus peti t  

que n. T o u s ] e s  termes de la s~rie sent nu]s. La limite existe done et l'~qua- 

tion (6) se r~duit 
$ 

. , / \ ~ ;  
E,(z)--- (--z; ~'~-Y 

Consid6rons un autre exemple. Supposons que ~f(x) soit une fonction analytique 

qui satisfait aux conditions ~num~r~es au commencement du paragraphe z 7. Soit 

log 2 
~,J un hombre posit if  et p|us pet i t  que - - ~ .  Soit x nn point quelconque tel que 

la fonction ~p',z) soit holomorphe dans les points z = x , x + ~ , x + 2 c o , . . .  De 

l'in~galit6 (3) il r~sulte qu'on a 
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b - - ( l  

o 

pour des valeurs suffisamment grandes de n. La s&ie (6) converge done absolu- 
ment pour toute valeur de x qui n'est pas un point singulier de la ]onction G(x]w). 

4I. Considdrons maintenant la fonction 

f(x leo) = ~ ~f (x)?_~z.,~ 

Admettons que, dans le demi-plan ~ ( x ) >  b + e, la fonction (p(x) soit holomorphe 
et satisfasse ~ l'in~galitd 

loP(x) I < C e(k§ t ~ I 

quelque petit  qu'on se donne le hombre positif e. Soit o < c o < -  . 

(7) 

Dans le 

paragraphe 2 9 nous avons ddmontrd que ces conditions entralnent qu'on sa i t  
t rouver une constante C~ telle que 

I F ( x  I co) I < Cl e (k§ ~l 

pour route valeur de x dans le demi-plan 9 t ( x ) > b + ~ .  On sait en outre que 

F(xlco) est holomorphe dans ce demi-plan. Si l'on suppose que co soit positif et 
log 2 

plus peti t  que k on peut  donc ddvelopper la fonction F(x]c~) ~ l'aide de la 

formule d'interpolation de Newton: 

En posant 

D.(x + y) = ~2(x) + ~ y (y --co) .... ( y - -  ( s - -  I)co) ~ P-(x). (8) 

et en remarquant qu'on a 

et par consdquent 

~.)(x) = F ( x l  co) 

~ F(xlc@).-~- ~ fp(x), 
o,) o~ 
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on t rouve  

F(x + ylto) = F(x]o,) + 2 Y(Y-- to){y--2 to)-. (s + I ) '  .(y--sco) ~ef(x)." 
8 ~ 0  �9 . ( 0  

(9) 

I1 rdsulte du lemme i que cet te  s6rie converge  pourvu  que 9~(x+ y ) >  b. Suppo- 

sons que, dans une pe t i t e  bande  e n t o u r a n t  la dro i te  9r ]a fonct ion of(x) 
ou bien adme t t e  un point  singu]ier ou b i e n  cesse de satisfaire ~ une in6galit6 de 

l a  forme (7) quelque grand que soit  k. Alors la s6rie diverge si 9{(x + y ) <  b. 

Soit en par t icul ier  e l ( x ) =  ~ et t o -  I on t rouve  la s6rie bien connue~: ;g 

~F(x+y)__~p(x)+ ~ ( - - i ) "  y(y--I)...(y--s) 

On a ici b----o. La  condi t ion  de convergence est done 9~(x + y ) >  o. 

to dans l '6quat ion (9), et  en se r appe lan t  qu 'on  a En  posan~ y = 6 

A F(x[  2 co) = a(x[,~),  
CO 

on t rouve  la s~rie: 

( s+  x)t ~ (f(x) (io) 
8 ~ 0  

qai  converge  dans le demi-plan 9r (x) > b - -  t-~. En posant  y ---- - -  ~ on t r o u v e d e m S m e  
2 2 

/ ~ (2; a Z - ~ l ~ / =  .-o ( s+~) !  ,o 

Cette  s6rie converge  dans le demi-plan 9~ (x )>  b +to.  Au sujet  de la s~rie ( I o ) o n  
2 

peu t  no~er qu'i l  arr ive qu' i l  y a, ~ l ' int6rieur  du domaine  de convergence,  des 

points  singuliers (essentiels ou non) de la fonet ion eor respondan te  ear en g6n6ral 

la fonc~ion O(x) n 'es t  pas ho lomorphe  dans  la bande b >  ~ (x) > b ~ o .  Co fair n e s e  
2 

pr6sente  pas pour  la s6rie ( i i ) .  Si en par t ieul ier  ~(x)  = I et  to = 2, ees deux  
x 

s6ries se reduisent  aux  suivantes  

1 Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 83. 
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~ V x  
oo 

~,~ I 1 . 3 . 5 . . . ( 2 s + ! )  

~-u (x+~) (x+s) . . . (x+  2, +~) 

La premi6re s6rie converge dans le demi-plan 9~ ( x ) > -  i et la seeonde converge 

dans ]e demi-plan 9~ (x) > o. 

42. Nous avons d6jh dit que la s6rie (8)converge uniform6ment par rapport 

y s l'int6rieur du domaine de convergence. En d6rivant par rapport ~ y on 
trouve donc 

Cette s6rie va nous donner un nouveau d6veloppement de la fonction F. 
effet, posons 

X 

P. (x) = j ' F  (xl(o)dx. 
a 

En 

On a en vertu de l'6qua~ion (21) paragraphe 2 

et par cons6quent 

x+o  x 

07 t q 

s + l  .~ 

/'~ .~ (x) -- ?:_\ l(x). 
( o  OO 

En substi tuant ees valeurs dans l'6quation (I2) on obtiendra 

$ 

| • t ( x )  
F ( z + y l , o ) = ~  o_ �9 - .  ( s  + I)!  y ( y -  ~o ) . .  

�9 ( y  - -  s~o) rl I_ + 
LY Y ~  t~ 

+. . .  + i ) . j  (~s) 
y - - s t  

Du iemme x on conclut que cette sdrie converge, pourvu que 9~ ( x + y ) >  b, et 

qu'elle repr6sente la solution principale .F. Soit en particulier y = o on aura 

- -  ~ ~ / ( x ) .  ( I 4 )  8 + I  
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Le domaine de convergence de eette s~rie est done ledemi-plan  ~ (x )>  b, et  elle 

converge absolument  pour  ces valeurs de x. On suppose tou]ours que o < w < log 2 

Si k = o la s~rie converge pour toute  valeur  positive de (o. 

On peut  v~rifier ~, l 'aide de cette s~rie que la difference de ~ (x[(o) est ~gale 

A rp (x) car en appl iquant  l 'op(iration ~ h ]a s~rie on t rouve 
o) 

- -  (o'-' A / (x)- 
8 

Mais cette s6rie repr~sente la d6riv6e de ](x) c 'est  h dire of(x). C'est ce qu'on 

voit  en posant  y = o dans l '6quation (iq.). 

En  faisant  y = - - t o  dans l '6quation (I3) on t rouve cet aut re  d6veloppement 

qui: converge, si 9r (x) > b + (o. 

Si l a  fonetion r sat isfai t  aux  �9 du paragraphe 3.~ ces series 

convergent  encore pour des valeurs complexes de eo pourvu  que la valeur  absolu~ 

de (q soit suff isamment  petite. Par  exemple, si co est n~gatif, la s~rie (I4) con- 

vergera dans  le demi 'p lan  tic (x) </~. 

43. Je  fais remarquer  qu'il  y a une difference notable  entre les eondi$ions 

de convergenee des s~ries que nous venons de considSrer et celles de ]a s~rie (6) 

co 

\2/ o) 
s u e  

La derni6re s6rie converge dans des cas beaucoup plus 6tendus que ne le font  

les autres  s6ries. Nous l 'avons d6js eonstat6 en pat t ie .  Nous avons 6tabli 

l '6quation (5) par  une m6thode directe et  tr~s simple, mais nous avons dfi 

supposer que ]a s6rie au premier membre de l '~quation (5) converge, si [ o [ < i .  

D 'aut re  par t  nous avons 6tabli l '6quation (~4), par  exemple, sans faire cette hypo- 

th6se. I1 y a done lieu de se demander  si l '6quation (6) reste vraie dans les 

m~mes c a s q u e  l '6quation (I4). Il e n e s t  bien ainsi mais la d6monstrat ion que 

j 'en peux donner  est indirecte et un peu d6tourn6e. 

Supposons que ~f(x) satisfasse a u x  conditions du paragraphe 4I. Nous 

avons d6montr6 qu 'on a 
Acta mathematica. 44. Imprim4 lo 25 octobro 1922, 27  
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a+io~ 

f G(x[(o)=i ~f(x +~OZ)sin~z. 
a-- i~  

(,5) 

Soit o < (,J < log~ 
k .  " 

ment  de la forme 

La fonetion (p (x) admet ,  en ver tu  du- lemme I,  un d6veloppe- 

oo 

~ f ( x + ~ o z ) = ~ f ( x ) +  ,.., s! - - ( , ~ i _ \ ~ f ( x ) .  

Subst i tuons  ee d6veloppement dans l ' int~grale (~5) et  supposons pour un moment  

que ~p (x) soit un polynome quelconque. La  s6rie s 'arr~te apr~s un nombre fini 

de termes; on peut  done int6grer terme par terme. Mais ] '6quation (6) est ddjs 

6tablie dans le eas actuel. En comparan t  lcs deux expressions de la fonetion G 

on constate  que 

a + i ~  
d z  (_I),L!. 

i z(z-- I ) . . . ( z - - s + I ) s i n ~ , ~  z 2" 
J 

a ~ i 0 o  

Cela pos6 revenons au  eas g6n4ral et int6grons de nouveau terme par terme. 

On re t rouve l '6quation (6). Pour justifier l ' in t6grat ion- terme par  terme il suffit  

de d6montrer  que l 'int6grale 

a + i ~  

a--~JD 

dz I (~6) 

I 
converge. Posons x = a + i v ,  z = - - - + i t .  

2 
On a, en vertu de l'in6galit6 (3), 

l(~" A~f (~) l < n ,~ 
(o 

D'aut re  par t  en r emarquan t  que 

z ( z - - i ) . . . ( z - -n+i )  ( - - - i )  "+' I ' (n--z)  r(i+z')  
n!  sin z z ~ /" (n + z) 

et en t enan t  compte de la valeur  asymptot ique  de la fonet ion gamma on voit  

qu 'on  peut  t rouver  une eonstante  C telle que 
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. . . .  -7~-. t ; fnT~ ~ . . . . . .  I < C V  n 

poIIr rb > I e t  pour  tout.e valour r6elle de t. De ces deux in6ga!it6s il r6sulte que 

l ' int$grale (i6) converge si r > b.§ 3 (,. L '6quat ion  (6) est  ainsi 6tablie si ]a pa t t ie  
2 

r6elle de x est suff isamment  grande.  Mais de l ' in6galit6 (i7.) r6sulte que ]a s6rie 

converge uni form6ment  dans tou t  domaine  fini qui ne renferme pas de point  

singu]ier de la fonct ion G (x Ire). L'6quat ion  (6) est par  cons6quenb vraie  pour  

route  valeur  non singuli~re de x. 
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