MEMOIRE SUR LE CALCUL AUX DIFFERENCES FINIES.

Par
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Introduction.

1. Posons pour abréger

F (x + w)— F (x)

% F(x) == w »
 F(x) :F(x+(u2) + F(x)_
Je me propose d’étudier les solutions des deux équations suivantes
A F (x) = p(z), (1)
VG (x)=ep(a), (2)

¢p(x) étant une fonction donnée. Au sujet de ces solutions il y a une observa-
tion curieuse & faire. Les développements en séries qui se présentent tout d’abord
a Desprit divergeront en général. On peut, il est vrai, en former d’autres qui
convergent, mais néanmoins ce sont les développements divergents qui sont les
mieux faits pour mettre en évidence les propriétés des solutions. Je veux dire
qu’on peut rattacher & ces séries certaines expressions limites dont on peut avec
avantage se servir. Sur ce point je me suis inspiré des belles recherches de
M. MirTag-LEFFLER sur le prolongement analytique d’une fonction donnée par
sa série de Taylor.

Dans ces derniéres années on a publié de nombreux travaux sur les séries
divergentes parmi lesquels nous citerons ceux de MM. Borer, Harpy, M. Rigsz
et H. Borr. Le calcul aux différences finies vient ajouter un nouveau chapitre
4 la théorie de ces séries. Dans ce premier Mémoire je n’ai nullement tiré tout
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le parti possible des séries divergentes dont je m’occupe, mais les communica-
tions ultérieures que je vais donner sur le méme sujet montreront que ’'accomplisse-
ment de la théorie des équations aux différences finies dépend essentiellement des
extensions qu’on peut donner aux recherches susdites. Ces extensions'reposent
sur les recherches de M. VoLrERRA sur les fonctions permutables mais elles de-
mandent des explications assez longues. Pour cette raison je les réserve pour un
autre mémoire:

Les équations (1) et (z) admettent une infinité de solutions. Soient IT (z)
et p(z) deux fonctions périodiques qui satisfont aux équa‘tions suivantes

(x4 w)=1II(x),
P+ w)=—p(@)

mais qui sont d’ailleurs arbitraires. ‘On obtient la solution la plus générale de ’équa-
tion (1), respectivement de I’équation (2), en ajoutant a une solution particuliére la
fonction II (x), respectivement la fonction p (). Parmi les solutions en nombre
infini j’en distiﬁgue une que jappelle Ia solution principale et qui est celle qui
présente un réel intérét. Je ferai successivement diverses hypothéses relativement
4 la fonction ¢@(x). Supposons d’abord w positif et z réel, et soit ¢ () une fone-
tion qui admet, pour x> b, une dérivée continue d’un certain ordre, soit d’ordre
m, telle que

lim z'tegp™(x) = o

T—r o

pour toute valeur positive de ¢ Considérons la série

2 2(— 1 ple+s0). (3)
=0
Cette série satisfait formellement & ’équation (2) mais elle diverge en général
D’autre part, la série

Gy (x| w) =2 D (— 1) (x + sw) e—nla+s0), (4)

s=u

converge pour toute valeur positive de 3. Je démontre dans le paragraphe 5 que
G, (z|w) tend uniformément vers une limite quand 7 tend vers zéro. Cette limite
sera, par définition, la solution principale de I'équation (2). Je la désigne par
G (z]w). Cette solution est égale & la somme de la série {3) dans le cas particulier
ol cette série converge.
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De méme, la série

—wZ(p(x-{—sw) (5)

=0

b

satisfait formellement a 1’équation (1). Malheureusement cette série diverge en
général, mais considérons l’expression suivante

o
o

Fq,(xlm)=J p(x)e~ 7 dx — E(p(x + sw) e— izt o), 6)

8§=n
a

I’intégrale et la série convergent.pour toute valeur positive de 7. Je démontre
dans le paragraphe g que F,(z|w) tend uniformément vers une limite quand %
tend vers zéro. Cette limite sera, par définition, la solution principale de I’équation
(1). Je la désigne par F(z|w). Dans le cas particulier ou la série (5) converge
notre solution ne différe de la somme de cette série que par une constante. La
solution principale de 'équation (2) est ainsi uniquement déterminée et la solution
principale de I’équation (1) est déterminée & une constante additive prés car elle
dépend de la constante arbitraire a. Je désigne quelquefois ces deux solutions
par les symboles suivants

G(xlw)=gw<x)gz,

x

Fx]m) =§(p(z)Az.

On a donc dans le cas actuel

9 XN
CS(p(:c) Va=1lim 2 2(—— 1) (x4 Sw) e nEtsal, (7)
. w N =0 Semit
E i@ ’,:‘
Srp {z) /\z==lim [/ ¢p(z)e?dz— w Z(p(x + sw) e—""”*‘“)]. (8)
@ 17——)0» . S=)

Les opérations que définissent ces deux limites sont inverses aux opérations \/
@

et /\ car on a
@

Acta mathemalica. 44. -Imprimé le 28 avril 1922 10
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Ygrp(m)y:v=(p(x),

%
%bw(z)wAz=¢(x)-

Le but de ce Mémoire est d’étudier les propriétés des deux solutions princi-
pales et de faire voir comment elles s’expriment explicitement & Paide de la
fonction ¢ (z). Les fonctions F (r{w) et G(x|w) sont continues pour toute valeur
positive de w et pour toute valeur de x qui est plus grande que 5. Dans le
paragraphe 13 je démontre qu’elles admettent des dérivées continues d’ordre m par
rapport & z et que ces dérivées tendent vers des limites finies quand x augmente
indéfiniment. Cefle propriété est caractéristique pour les solutions principales. Tl
n’y a aucune autre solution qui posséde la méme propriété.

Comment se comportent nos fonctions pour les valeurs positives et trés
grandes de x ? Soit r le plus petit entier tel que

lim ¢ (z) = o.
T —r o

Posons

=1

Pa =2 (Y %o @),

P

vl

Q (x) — J}p Ddz+ Do %g,,w_.) (),

les B, étant les nombres de Bernoulli, les C, étant certains entiers qui s’y ratta-
chent.? Danps le paragraphe 11 on démontre que

h~m [G(z|w) — P(x)]=o0, (9)
lim (F(x]w)— Q(x)]=o. (9')

Il en résulte que les deux solutions se représentent par les séries suivantes

* Dans ce qui suit nous parlerons souvent de ces nombres et des polynomes de Bernoulli et
d’Euler. Nous supposerons connues les propriétés essentielles de ces polynomes. Pour ce qui
concerne ce sujet je prie le lecteur de vouloir bien se reporter & mon Mémoire sur les poly-
nomes de Bernoulli, Acta math. 43 (1920), p. 121—1496.
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G’(w|w)=P(x)+22(—1)3[(p @+ sw)— P (x + sw)], (10)

§=0

F(zlm)=Q(x)‘—wi[(p(x-l—sw)——%Q(x+8w)], (r0')

Sumi)

qui convergent uniformément dans I'intervalle = >b.
Quand le nombre positif w tend vers zéro les solutions principales tendent
vers des limites finies. On a en effet

lim Sfﬁ(w) V z=opl(x),

@~ 0

T

lim S(p(x)Ax= [rp(x) dzx.

o — 0 o/
a a

On peut aller plus loin et développer les deux solutions suivant les puis-
sances entiéres et positives de w de la maniére suivante

LI v C,,,
€ © Bv (
F(x|w)= [(p(z)dz+ Zw” o PP (x). {xx")

Nous ferons I’étude approfondie de ces deux séries qui, dans la plupart des
cas, divergent. Nous démontrerons en particulier qu’elles représentent les fonctions
au premier membre asymptotiquement pour les valeurs positives et trés petites de w.

Dans le paragraphe 26 nous supposerons que ¢(z) est une fonction analyti-
que, holomorphe dans un petit angle 9 entourant ’axe des nombres positifs, et
que I'égalité

lim ¢@x)e—slel=g

lz] — =
ait lieu uniformément dans langle ¥ pour toute valeur positive de &. Nous
démontrerons que les limites (7) et (8) existent et que G(z|w) et F(x]w) sont des

fonctions analytiques de z et de w holomorphes pour toute valeur de ces vari-
ables qui est & D'intérieur de langle 9.
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Il y a intérét a réaliser le prolongement analytique de ces fonctions. Parmi
les cas que nous étudierons le plus simple est le suivant. Soit ¢(x) une fonction
analytique et uniforme admettant & distance finie n points singuliers 8, 8., ... fn.
Supposons qu’il existe un nombre non négatif k tel que I'inégalité

lp(2)| < eli+a

ait lien pour toute valeur positive de ¢, si |z| est suffisamment grand. Dans
les paragraphes 33-—36 nous démontrerons que les deux solutions principales sont
des fonctions analytiques des deux variables z et w qui sont uniformes dans le
plan des z et qui y admettent les poiuts singuliers x=8,, fy — 0, fy — 20, ...

(v=1,2,..n). Donnons & x une valeur différente des 8,. Comme fonction de w

(x| w) est encore uniforme & Pintérieur du cercle |w|=% et elle y admet une

infinité de points singuliers, tous situés sur »n rayons vecteurs et admettant le
point @ =0 comme point limite.

La fonction F(xz|w) existe & l'intérieur du cercle |w]= = mais elle est non

&
uniforme au voisinage du point w=o. Soit B le résidu de ¢(x) dans le point
x = «, la fonction F est de la forme

F(x]w)=— B log & + fonc. uniforme de w.
N . , . . , 27 . s ey . .
F(x|w) admet, & 'intérieur du cercle jw|= =y une infinité de points singu-

liers tous situés sur » rayons vecteurs que j’appelle les vecteurs singuliers. Quand
x décrit un petit cercle autour d’un des points 8, un des vecteurs singuliers fait
une rotation compléte dans le plan des w.

Nos deux solutions satisfont aux relations remarquables suivantes

Gx|w)— Gz — v |—0) = p(z),
Fzlo)—F{z—o|—ow)=I(z),
p et IT étant des fonctions périodiques telles que

pl@ + o) = —p(x),
H(x + w) = II{z).

A la fonection g{x} il appartient ainsi deux fonections périodiques. Nous indigue-
rons plusieurs expressions fort remarquables de ces fonctions. Elles s’expriment
explicitement & l'aide de la fonction ¢(x) par exemple de la maniere suivante
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8= 40

p) =z lim 2 (—1)*p(x + sw) e=niw+sor,
N—0g=—c0
+.c|o §=+m
I(z) = lim[ ]f/’(w) e’ dy—w z @(x+ 8w) e‘""‘““””].
17——)0 Sm—m

—00

Nous étudierons comment se comportent les fonctions G et F au voisinage du
point singulier essentiel w=o0. Si la partie réelle de x est plus grande que les
parties réelles des nombres 8, nous démontrerons que la série au second membre
de I'équation (11') représente asymptotiquement la fonction F(x|w) dans Iangle

1:»2 argw> — % et la fonction F(z|w) — I1(z) + 27 ¢ B dans I’angleig >argw> 1: .
De méme la série au second membre de I’équation (11) représente asymptotique-

ment la fonction G{z| w) dans Pangle ~27E_>_ arg o Z—Zﬁ et la fonction G (x| w) — p(x)

dans I'angle —3,; > arg w> —725 . Au contraire si la partie réelle de x est plus petite
que les parties réelles des nombres 8, la derniére série représente asymptotiquement

la fonction G(x|w) dans angle 3—2” >arg w> % et la fonction G (x| w)— p(z) dans

w 7 N
P’angle ?37 arg w> — —. En particulier on a
2

lim G(x|w) = @),

o —s0

w tendant vers zéro le long d’un rayon vecteur quelconque différent des vecteurs
singuliers. De méme

®—>0

lim F (] o) =](p(z)dz.

Cette égalité asymptotique a lieu & I'intérieur d’un certain angle. Mais quand
o franchit un des vecteurs singuliers la valeur asymptotique de F(x|w) fait un
saut brusque. Ce saut est égal & une des périodes de I'intégrale

R

@)= [pla)dz.

v
a
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Nous étudierons dans le cours de ce Mémoire les diverses expressions analytiques

qui sont les plus propres & représenter nos fonctions. Parmi les développements
en séries je signale particuliérement les deux suivants

o) = S(—1) (‘zi’)’%sw(x),

S=0

L Y
Pelo) = B3 o o),
La premiére de ces séries converge pour toute valeur de z qui n’est pas un point
singulier de G{z]w); la seconde série converge pourvu que la partie réelle de =
soit plus grande que les parties réelles des nombres 3,,w étant supposé positif
et plus petit qu’un certain nombre.

Le probléme qui nous occupe dans ce mémoire a été effleuré par EULER et
ABpr. L’établissement de la formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin fut un
premier pas vers le but. La remarquable série divergente qu’avait indiquée EUvLER
a été transformée en une intégrale définie par Pranal et ABEL?. Le résultat de
ces auteurs fut rigoureusement établi pour la premiére fois par CaucrY?® En fai-
sant certaines hypothéses relativement & 1a fonction f (), CAucHY démontre qu’on a

[“‘H_it)_f(w(—;f)—f(itprf(-it)dt:‘—:[/(w)+f(o)]—~[i(t)dt,
H 1\e® I) 6

ce qui est sensiblement le méme résultat qu’avaient trouvé Plana et Abel. Parmi
les travaux récents sur la formule sommatoire d’Euler je dois surtout citer un
ouvrage important di & M. LINDELOF.

M. GUICHARD® a consacré un beau mémoire 3 ’étude des solutions de Péquation

' Note sur une nouvelle expression analytique des nombres bernoulliens, propre & exprimer
en termes finis la formule générale pour la sommation des suites, Mém. Acad. Turin 25 (1820),
p. 403—18.

* Solution de quelques problémes & ’aide d’intégrales définies, Magazin for Naturviden-
skaberne 1,2 (1823); (Buvres compleétes 1 (2¢ édition), Christiania 1881, p. 21—7.

8 Mémoire sur les développements des fonctions en séries périodiques; Mém. Acad. sc.
Paris 6 (1827), p. 603—12 [1826]; (Euvres (1) 2, Paris 1908, p. 12—9.

* Quelques applications d'une formule sommatoire générale, Acta Soc. scient. Fennicae 31
(1902); Sur une formule sommatoire générale, Acta math, 27 (1903), p. 305—11. Le calcul des
résidus et ses applications & la théorie des fonctions, Paris 1905. Dans le dernier ouvrage on
trouve aussi des renseignements bibliographiques détaillés. )

* Sur la résclution de I'équation aux différences finies G (x+ 1) — G () = H(x), Ann. Ec.
Norm. (3) 4 (1887), p. 361—8o.



Mémoire sur le caleul aux- différences finies. 79
Flza+1)—F(x) =9 (z). (12)
M. GuicHARD envisage une intégrale de la forme

B
* q 2T
F () =]gﬁg}_€gma dz (x3)
A

prise le long d’un segment de I’axe imaginaire. Cette intégrale a des lignes de
discontinuité ou coupures du genre de celles qui ont été considérées pour la pre-
miére fois par HermiTe. L’intégrale représente, dans un certain rectangle, une
solution analytique de Péquation (12). Mais, méme si ¢(x) est une fonction en-
tidre, cette solution est non uniforme et admet une infinité de points critiques
logarithmiques. Pour remédier & cet inconvénient M. GuicHARD fait tendre 4 et
B vers Vinfini. Il démontre ainsi que I'équation (12) admet toujours une solution
entiére, si ¢(x) est une fonction entiére. Cette solution se représente dans la
bande o <R (x) < 1 par lintégrale

p(z) E (x)dz
F(z) “—jE I___e2:u(:v-z))

—i

E (x) étant une fonction entiére cogvenablement choisie. Si E(z) =1 cette inté-
grale ne différe pas au fond de celle qu’avait considérée Cauchy et Abel.

M. AppELL! a abordé P’équation (12) d’une autre maniére. Si ¢(x) est un
polynome

p@)=a,+a, 2+ - +aza"

on sait trouver un polynome- qui satisfait & 1'équation (12). On a en effet

F(2)=2B,@)+%B,(2) +--+ "~ Bun (@),

les B;(x) étant les polynomes de Bernoulli. Mais si ¢ (x) est une fonction entiére
' (.’Z) = Zaﬂ 2",

=)

la série

h “';;’ Bo()

n=1

! Sur les fonctions périodiques de deux variables, J. math, pures appl. (4) 7 (1891), p. 157—76.
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n’est pas toujours convergente. M. APPELL retranche du polynome B, (x) les n
premiers termes de son développement en série trigonométrique. En désignant
par ¥, (x) la fonction entiére ainsi obtenue il démontre que la série

F ()= 2=, (2)

n=i

converge uniformément et représente une fonction entiére qui satisfait & 1’équa-
tion (12).

Cette démonstration a été retrouvée par Hurwirz!. Ce géométre fait en
outre remarquer qu’il y a toujours une solution méromorphe quand ¢ () est une
fonction méromorphe.

M. AppELL a encore considéré des fonctions de deux variables et démontré
ce qui suit: Etant données deux fonctions entiéres g, (x,y) et @, (x,y) de deux
variables indépendantes, vérifiant I'identité

P e,y +1)—@ (2, 9) =@, (x+1,9)— @, (2,9),

il existe une troisiéme fonction entiére F (x,y) vérifiant les deux équations

Fz+1,9)—F(z,y) = (2,9),

F(x’y + I)_ F(x’y)’= ‘I’z(fv:y)-
Un autre cas remarquable a été envisagé par M. E. Picarp® Supposons que
¢ (x) soit une fonction uniforme dans tout le plan, admettant la période 277 et
étant holomorphe dans une bande de largeur trés petite comprenant ’axe imagi-

naire. Soit © un nombre positif. M. Picarp démontre ’existence d’une solu-
tion uniforme de 1’équation

F(z+o)—uF (@) =g
ayant la période 27 ¢ et étant holomorphe dans la bande
0<R(x) <w.

En général il n’y a qu’une seule solution F () qui satisfait & ces conditions. Mais
si p est égal & ev©, v étant un entier positif, nul ou négatif, il y a une infinité
de solutions qui sont de la forme

! Sur l'intégrale finie d’'une fonction entiére, Acta math. 20 (1897), p. 285—312.
? Sur une classe de transcendantes nouvelles, Acta math. 18 (:894), p. 135—6.
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Fiz) + ce,

¢ étant une constante.

M. CARMICHAEL! a indiqué une nouvelle démonstration du théoréme de M.
Guichard. Cette démonstration repose sur la résolution d'un systéme doublement
infini d’équations linéaires.

L’intégrale (13) a aussi été étudiée par H. WEBER? qui a retrouvé une partie
des résultats de. M. Guichard. Parmi les travaux se rapportant & notre sujet nous
citerons encore deux mémoires de MM. Bropin?® et BarnNEst

Un extrait de ce Mémoire a été publié dans le Bulletin des Sciences mathé-
matiques (aolit et septembre 1920). On y trouve aussi quelques indications sur
les applications qu’on peut faire des résultats susdits & la théorie générale des
équations aux différences finies.

Variables réelles.

Propriétés générales des solutions principales.

2. Soit @ un nombre positif et x une variable réelle. Soit ¢ (x) une fone-
tion5 réelle ou complexe qui est continue pour toute valeur de x> b et supposons
que I'égalité

lim p(x)e 1% =0

Z—— ®

ait lieu pour toute valeur positive de . Nous commencerons par déduire quelques
propriétés des fonctions F et G qui découlent presque immédiatement de la dé-
finition. Considérons les fonctions F, et G, définies par les expressions (6) et (4).
L’intégrale et les séries qui entrent dans ces expressions convergent pour toute
valeur positive de 7 et les séries convergent uniformément par rapport a x. Klles
représentent done des fonetions continues de =z, si z>5b. Soit B un nombre
positif quelconque qui est plus grand que b. Nous supposerons que les fonctions
F,(x|w) et G, (x|w) tendent vers les limites F (x|w) et G (z|w) quand 5 tend vers

' On the theory of linear difference equations, Amer. J. math. 35 (1913), p. 163—71.

* Uber Abel’s Summation endlicher Differenzenreihen, Acta math. 27 (1903), p. 225—33.

3 Bemerkungen iiber sogenannte finite Integration, Arkiv for Matematik, Astronomi och
Fysik 7 (1g11), n° 6. Einige Anwendungen diskontinuierlicher Integrale auf Fragen der Diffe-
renzenrechnung, Acta Universitatis Lundensis, nova series t. 8 (1912) n°® 7.

* The linear difference equation of the first order, Proc. London math. Soc. (2) 2 (1904),
P- 438—69.

5 On suppose que la fonction ¢ {z) ne dépend pas du parametre w.

Acta mathematica. 44. Imprimé le 29 avril 1922, 11
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zéro et cela uniformément dans I'intervalle? b<x < B. Tl en résulte que F (x|w)
et G (z|w) sont des fonctions continues de x pour toute valeur de z>5. On
voit immédiatement que ces fonctions satisfont aux équations (1) et (2). On a
en effet

Fox+olo)—Fyzlo)=wex)e "2,
G, (2 + 0|w)+ Gy (z]o) =20 (x) e 2,

En faisant tendre » vers zéro il vient

%\F(:clw)=q’.(x), (1)
V0 lo) =), @

Soit n un entier positif quelcongue. Remplacons dans Péquation (6) x succes-

. w 20 n—1
sivement par x+ﬁ, x+~n—,...x+

w; en ajoutant ensemble les n équations
ainsi obtenues on trouve
S sw w
1
X F, (x+ —1?,(0) =nF, (x]~)

n

8 @
Si Pon fait tendre 7 vers zéro on voit que la fonction F (x| w) satisfait & la relation

nilF(er %Iw)=nF(x|g)‘ (x4)

g -t

On démontre de la méme maniére que

n,{‘l . 31{"( . i9’(() ) — ‘U ;, (
‘( 1) x4+ " {w

=0

xl“»,)’ (15)

r étant un entier positif pair, et que

n

n=—1i .
2(-1)’G(m+ %’m):c;(ﬂi‘f), (16)
g =0
n étant un entier positif impair. En posant n =2 dans les équations (14) et (15)
on trouve en particulier

! Nous démontrerons plus loin que cette hypothése est satisfaite dans tous les cas que
nous considérons dans ce mémoire. Seulement dans le paragraphe 29 nous avons modifié un
peu Ia définition des fonctions Fy et Gy.
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F(elo) =V F@l20), (17)
G(xlw)r—%F(xlzw). (18)

En soustrayant membre 4 membre ces deux équations on trouve
G(@lo) = = [F (z]) = F (@] 2w)]. (x9)

La fonction G s’exprime done par la fonction F. J’aurais par conséquent pu me

)

borner & considérer 1’équation (1). Mais puisque I’équation (z) est plus simple
que l’équation (1) il m’a paru intéressant de traiter séparément les deux cas.?
Cherchons maintenant d’évaluer 'intégrale suivante

zt+w

i;fF(xlw)dx. (20)

p
Soit ¢ un nombre positif. On sait trouver un nombre 7, tel que

| Fy(x]w)— F(x|low)|<e, si 0 <9<,
quel que soit  dans lintervalle B>a >b. Par conséquent

zt+o x4+ @

lfF,,(zlw)dz—ifF(zlw)dz

wl
X

<&,

En faisant tendre 7 vers zéro on trouve

z+ w E X0}
~

lim L | =X | F
G F,(z]lw)dz wfﬁ(zlw)dz.

D’autre part, puisque la série qui entre dans I'expression F, converge uniformé-
ment par rapport & %, on peut intégrer terme par terme et I’on trouve

z+o @® z+ @

| g SR
w J Fﬂ (z]w)dz =j (p(z) e—-nzdz___] Z(P(z‘*‘ sw)e—nlztsa)dy

§==1u

! On peut aussi remarquer qu’il parait peu satisfaisant de déduire les propriétés de la
fonction uniforme G de celles d'une fonction non uniforme F.
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a

= / P (2) 6“"2d2*—/¢(z) e~ dz =f¢(z) e"7dz.

a
En faisant tendre le nombre positif 7 vers zéro dans cette égalité il vient

rt+w
o

%JF(z]cu)def(p(z)dz. (21)

T

Cette intégrale s’annule donc en particulier si z = q,
En intégrant par rapport & = dans les deux membres de I’équation (19) on
trouve

Tto. xz x/+m
§fa(z|w)dz= f(p(z)dz———(% /F(zlzw)dz (22)
Y ! P

et I'on démontre aisément que la derniére intégrale est égale &

T+ @
.

(IT)JF(zlzw)dz-: S(‘J.(p(x)dx) Zx

Cette égalité est vraie pourvu que lexpression au second membre tende uni-
formément vers une limite. On peut encore d’une autre maniére évaluer l'inté-
grale (20). Divisons les deux membres de I’équation (14) par n et faisons tendre
n vers I'infini. Le premier membre tend vers intégrale (20). Le second membre
tend donc aussi vers une limite et 'on trouve

x

lim F(xl%) =f(p(z)dz.

a

De D’équation (16) on déduit de méme en faisant tendre 'entier n vers 1'infini

z+w
1 (dG(z|le) , . w©
Glzlo) + 2 } SEED g — lim G(mlh—).

n-—wx
r

Mais le premier membre est égal & ¢(x) en vertu de I'équation (z). On a donec

lim G(xl%:) = p(x).

n -— o



Mémoire sur le calenl aux differences finies. 85

Je dis que les opérations définies par les limites (7) et (8) sont les inverses
aux opérations ¥/ et A. En effet, on a d’une part
w [n]

%Sfp(x)/%xw(x),

Ygfp(r)izx=rp(x),

comme nous venons de le démontrer. Quelle est maintenant la valeur de la somme

S(A(p(x))Ax? On a évidemment

a

Sarenpe=2Sswrapa—1 Sowas

a a

r+w &z
I 1
~(;S¢(x)lo}x~c—ugw(x)%x
a4+ ® «
® aj‘-m
= pE) N> —~ }fp(x)dx
Par conséquent
& a4+ w
S (L) fx =g [ptde. (23)
On voit de méme que
S(V 9(@) Vo= ga). (24)
[ (0]
Les équations (17) et (18) peuvent s’écrire sous la forme suivante
S‘P(z)/.\z=vgfp(2)A2, (25)
@ @ 2¢

a a
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N gfp(Z)/\z- (26)

On peut en tirer deux autres relations remarquables. On a en effet

2w

S (Vrp(Z))Az:z—S(p(z +-w)é_>)z +§§¢(2>Az

1
~1\r@pets Jrmpe
at+ o
z at+o
- w(z)L\z~—5f¢(z>dz.
© 20 2
Par conséquent
z -’lil at+ o
N7oe = r@p:—L [swz,

En remplacant ¢(x) par G (¢|w) dans cette équation, on trouve, en tenant compte
de P'équation (22)

z ¢+ o
SG(zI(U)Az“——F(le‘U)-('I;fF(ZIZCU)dZ,
ou encore
@ il a—l:w
S(S(p(z)Vz)Az= Srp(z)é‘\z”;u /F(z|z(u)dz.

Considérons enfin la somme S Ae(z) Az. On a évidemment
[} 20

T4 x

S e pr=t o =% Joe

(i) o
a+w a
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& a+ o
= L{} S ¢(z) éoz-*iu[%p(z)dz‘.

Pas conséquent, en vertu de 1’équation (6)

a+t o
»

SAw(z)Az=Srp<x>\7x~§ /w(z)dz-
103 20 ®

Si 'on remplace ¢ (x) par la fonction F(z|w), cette équation prend la forme
suivante

SF(%](U)V@'=F($I2(U),

£

S(S(p(z)%z) \Zx= S(p(z)%z.

a a

ou encore

Toutes ces propriétés des solutions principales se déduisent presque sans aucun
calcul et ce n’est pas la un des moindres avantages de la définition que nous
avons adoptée pour ces fonctions. Mais il y a d’autres propriétés qui sont plus
cachées. Pour les découvrir nous allons nous servir de certaines formules som-
matoires.

La formule sommatoire de Boole,

3. Soit E,(x) le polynome d’Euler, c'est & dire le polynome qui satisfait a
Péquation
B (x+1)+ B (2) =22 (1)
Soit B, (x) une fonction périodique qui satisfait a ’équation
E,(z+1) = — E, ()

et qui est égale au polynome d’Euler E,(x) dans Tintervalle 0 <x< 1. La fonc-
tion F, (z) est uniquément déterminée par ces deux conditions. Des propriétés des
polynomes d'Euler il résulte que

d E’v r
—‘*d‘xg—xl =y Ev_l (x).
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En posant =0 dans I'équation (1) on obtiendra
E, (1) =—E. (o), s v>o.

E, () est donc une fonction continue de x qui admet des dérivées continues des
ordres 1,2,...,#—1. Mais la dérivée d’ordre v est discontinue dans les points
t=0,+1,+2,..., car B, (x) est égale & + 1 dans lesintervalles2n<z<zn-1
et égale & —1 dans les intervalles 2n—1<2x <27, n étant un entier.

Soit A un nombre quelconque dans lintervalle 0 <A <1. Soit ¢(z) une fone-
tion qui admet une dérivée continue d’ordre m dans I'intervalle # <2<z + w. Con-

sidérons I'intégrale suivante

1
o Bnei (h—2)
Rm=(!) : —(m_——l_)?—q)( )(x-l- wz)dz. (2)

En intégrant par partie on trouve, si m > 1,
lm—l .
Bom L B ([0 5 ) 4 90 (@] + B
On a done
Rp——, ~L B ) [9) (z 4 0) + 9 (2)] + R,.
V=1
11 est facile d’évaluer l'intégrale R,. On a en effet

1 h 1
R,=cufE'o(h—z)q>'(x+wz)dz=m] il (x+wz)dz~—w} ¢ (x+ w2)dz
0 0 h

=2¢(@+ho)—¢x)—9(z 1 w).
En substituant cette valeur dans l'équation précédente on trouve
m-—1 9
29(@ +ho) = X5 E,HB)[9Y (2 +0) + ¢ (@)] + Bm. (3)

Cette formule a été indiquée, sans terme reste, par Boole! dans le cas particulier
h=o0. Quand m augmente indéfiniment:la série convergera seulement dans des
cas trés particuliers. Le terme reste de la formule de Boole a été trouvé par

! A Treatise on Differential Equations (22 éd.). IL.ondon 1865, p. 107—9.
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DarBoux!, ScHENDEL?, HERMITE® et STierTsEst. On peut remarquer que sil'on
remplace A par%et fait ensuite tendre w vers zéro, I'équation (3) se réduit & la

formule de Taylor avec son terme complémentaire.
Indiquons rapidement quelques applications simples de cette formule. Soit
¢ (%) = Enin(x) et posons w =1, h =0 dans I'équation (3); il vient

1
M1 !
S %W,,...w(_x)mg(gﬂ:% B (2) Bn (x + ) d.
' 0

y=0

. I
Mais en posant b — ,on trouve

v z2(m—1)!n!

1
) _"§MmANEy ny I (mEn) (L (__5)
Em+,,(x+2)—2( )Z”x"h“ +(—1) -—————-]E’m_lz 2E,,(x+z)dz.
0

y=0
En faisant tendre 2 vers.zéro dans ces deux équations on trouve en particulier

1

min!  Cuint
— (—1ym+t ik,
fEm(z)E,.(z)dz (0™ e T D) gmbn

0

m et n étant des entiers non négatifs quelconques, et

1

2

Byl (gm0l Emins
] B (o4} By dem (- om B T
0

Dans la derniére équation on suppose que m + n est impair.
Supposons en second lieu que ¢(z) =e*. Nous aurons

1.
y X3 m o m+1 —2z)
2e %Eq,(k) + 2 ]Fm(h 2) e?*dz.

e®+ 1 e? + 1 m! (4)
0

Pua)

! Bur les développements en série des fonctions d'une seule variable, J. math. pures appl.
(3) 2 (1876), p. 291—312.

? Die Bernoulli’'schen Functionen und das Taylor'sche Theorem. Jena 876,

® J. reine angew. Math. 116 (1896), p. 144~5; (Buvres 4, Paris 1917, p. 443—4.

¢ Correspondance d'Hermite et de Stieltjes 2, Paris. 1905, p. 311—2.

Acta mathematica. 44. Imprimé le 28 avril 1922. 12
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by

Cette série a servi & Hermite! comme définition des polynomes E,(h). Si nous

. . w
prenons ¢(z) =sin # nous aurons, en posant x=——,
2

inln b &
sin —'; [£0 T - Py

— = 2 (—1) (—Z—T-IT;)_' Eypii{h) + Ry, (5)
OOS; y=0
ou
L,
Rm=(—1)mw2m+ Ezm(h‘—z) cos (z_z)wdz
(2m)! 2

w
2 COS—Z‘ 5

1.
— (‘_ I)m w*™ .Ezm—l (h—z)

sin (z — E)w dz.
2

2 0082 (2m—1)!
2
En prenant ¢(z)=cosz nous trouverons de méme
cos (h——g @ m W
= 2 Bav () + B, (6)
CcOos — ]
ol
|
Rm::(__l)m+1wzm+l Ezm(h'—'Z) sin (Z——I)wdz
(2m)! 2

[
2 CO8 —
2

1.,
(___ I)'”‘"" (rm+? E2m+1(h“— Z)
J (z2m+1)!
[J

1
cos (z — ~)cu dz.
w 2
2 GOS8 —
2

Si l'on fait tendre m vers linfini les trois derniéres séries convergeront pourvu
que jo]<=. En posant en particulier h=1 dans I'équation (5) et en remplagant
w par 2w, on trouvera

m—1

tgw=2(—— 1)+t

Y0

wz'u-i-l
(zv+1)!

02 yp1 T -Rms (7)

'L oe p. 144,
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ol

1
(__ 4)m im+t Ezm(Z)
COS {(2m)!
0

Bpn—= cos(2z2—1)wdz

1
. (_' 4)m—1 2»(02'” Eov z)
B cos w ) m—1)!
0

sin (22 — 1)wdz.

En posant h=§ dans ’équation (6), on trouvera de méme

, < w*?
sée w=2(-—1)” Gl E,,+ Ry,
V()
ou
1

2 2
— gymprmtt TR z) ., — gt rmtr R z
~ (472w i B) in 5 wadz= (A0 2m1(2)
COS (v (2m)! cOS w J (zm+1)!
o o

-

B

cos 2 wzdz.

De ces expressions du terme reste on déduit aisément les séries trigonométriques
qui représentent les polynomes K, (x) dans l'intervalle o <z<1. Pour trouver
les coefficients de ces séries il suffit de multiplier les deux membres de I'équation

(7) par cosw et de poser w=mw s+ g, s étant un entier positif.

4. On sait que LeiBNiz a démontré que la série alternée

a

D=1y p(s)

§=0
est convergente, si @(z) est une fonction non croissant avec x, ayant pour x
infini, la limite zéro. A laide de la formule de Boole on peut décider de la
convergence de cette série en des cas plus généraux. Supposons que la fonction
¢(z) tende vers zéro, quand z augmente indéfiniment, et qu’elle admette, pour
x> b, une dérivée continue d’ordre m telle que Iintégrale

flfp"”’(w)ldx
b

converge. Dans ces conditions la série

a®

D(—1)rp@+s) (8)

==l

sera unitformément convergente dans l'intervalle = >b.
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En effet posons h— o et w=1 dans I'équation (3) et remplagons z succes-
sivement par z+1,2+2,...2+n—1. En combinant les n équations ainsi
obtenues on obtiendra, pour x> b5,

n—lt

2 2 (—1)0p(+s)

§==0

m—1 - ,:E'm_l
:E' Z?M[tpm (#) — (— 1)* @™ (% + )]+ (— I)m‘f (Tn.:i%(p(m) (@+2)dz. (g)

Rappelons le théoréme suivant dii & MM. Harpy et Lirrnewoobn!: Si une fonc-
tion tend vers une limite, quand z augmente indéfiniment, et admet une dérivée
d’un certain ordre qui est continue et bornée, alors les dérivées d’ordres infé-
rieurs tendent nécessairement vers zéro quand z tend vers linfini. De nos
bypothéses relativement a la fonction ¢{z) il résulte donc que

lim ¢p¥(z) =o, Y=0,1,2,...M—1I.

T —>
Cela posé, faisons tendre n vers Pinfini dans I’équation (g). Le premier terme
au second membre tend uniformément vers une limite et 'intégrale

@
*

j Em_i(2) " (2 + 2)dz

0

est absolument convergente parce que la fonction E,,_,(z) est bornée. La série
(8) est' donc uniformément counvergente et sa somme est égale & Pexpression
suivante

N\ N O (—=1)m™ {Emﬂ(z)
: —1) = - *) (m)
Eﬂ( 1)p(x +s) Ez”'“(p @)+ | e 9 e A de.

0

Si m =1 le théordme ne différe guére du théoréme de Leibniz. Mais en choisis-
sant m convenablement on peut décider de la convergence de plusieurs séries
intéressantes qui ne rentrent pas dans le cas de Leibniz. On voit par exemple
que la série

2 (— I):;si.n (s2)

log, s

! Proc. London math. Soc. (2) 9 (1911), p. 437—8; (2) 11 (1913), p. 422—3.
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sera convergente, si o <o <1. Il en est de méme de Ja série

,sin (log, s)
20 log, s

b

r et p étant des entiers positifs quelconques. Ici on a posé pour abréger

log, s = log (logp—: 8).

Démonstration de existence de la fonetion G(z|w).

5. On peut aussi, & I'aide de la transformation de Boole, en des cas assez
étendus, décider de la sommabilité d’une série divergente. Soit ¢ () une fonction
qui admet, pour x> b, une dérivée continue d’ordre m telle que la série

Dl—1)¢™ (2 + sw) (10)
§=0
converge uniformément dans Pintervalle 5 <z <b + w. Soit B un nombre positif
quelconque qui est plus grand que b. Je veux démonirer que Iexpression

G(x|w) =2 lim X(— 1)*9(z + sw)en+sa) (x1)

7)—¥Os=0

tend wuniformément vers ume limite, x wvariant dans un intervalle fini quelconque
b<x<B. Cette limite est donc la solution principale de I’¢quation

YG(x)=fp(x)-

Notre hypothése relativement & la série (10) entraine que
lim gtm (x) = 0.

T —> o
On en conclut aisément que

. @m)(x
lim _p___;_v_;'_(_).—zo, Y=1I,2,...M. (12)

X —> 0
En particulier on a

lim ﬂ%)r-o.

& —w
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La série au second membre de I’équation (11) convergera donc pour toute valeur
positive de 7 et pour‘ toute valeur de >b. Cela posé, reprenons 1'équation (3)
et remplacons x successivement par  +w,% + 20,...2+ (n—1)w. En combi-
nant les n équations ainsi obtenues on trouve

2"2‘(_ 12@(x + ho + sw) =m2_ll(—:i! E,(3) ¢ (x) — (— 1)" " (x + nw)]

8§=0 =0

P (x + wz)dz.

[ Bmes (h—2)
+ w j m—1)!

0

Dans cette relation substituons ¢(x)e=7* au lieu de ¢(x), nous aurons

n—1
2 Z(—— 1)°p(x + ho + sw)e~1Ethotsa)

$m=0

m—1 m=—1_ )
= 203 B(k) Dlp(a) e71¥] — (—1)m 2 75 By(h) Dy [p(w + now) emnietno]
Qr==() V== i}
—_— i —_ m E (z+w?2) 2
(m—z)!,} B (h—2) D2 [ (@ + wz) e—nroa]d 2.
0

™

+

Laissons 1 fixe et positif et faisons tendre n vers Yinfini. Le second terme au
second membre tendra vers zéro en vertu de 'équation (12). On a par conséquent
@® m'—]a)v
2 2 (= 10p(x + ho + sw) erethotso — ¥ B, (h) Di[g () e17]
=0 y=t '
s

+ e j B (h—2) D lp(a + wz) en@+oa)dz,  (13)

Faisons maintenant tendre 7 vers zéro. Le premier terme au second membre

convergera uniformément vers une limite. Le second terme s’exprime par un
nombre fini d’intégrales de la forme

P,=1 jE"'—' (h— z) =) (x + wz) e—1@tod) g Y=0,1,2,...M.
¢

Je dis que P, tend vers zéro avec 7, si ¥ > 0. Pour le voir considérons 'intégrale
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W(z) =J By (h—2)e107dz.
E-4

Cette intégrale divergera si n=o0. Mais elle converge pour toute valeur positive
de 7 et elle tend vers une limite finie quand » tend vers zéro. En effet, on a,
si > o,

841

Y(z) = e-‘ﬂwa\z E’m__, (h—2z—1t)e—notdt

=)
8

FES

1
== g*ﬂﬂ’zZ(—-—I)“ e‘”‘”’fE.m_.l (h —z~—1) e—nwidg
K 0

1
= ﬂuf——]E’,,,..‘(h——z——t)e—"“"dt.

T itene
5
Quel que soit 7 la derniére -intégrale est une fonction périodique de z avee la
période 2. Quand 7 tend vers zéro elle tend vers une limite finie
} 7
tim (e =2 [ B, h—z—t)dt = Lmh=2)

n0 m
¥

On sait done trouver un nombre positif ¢ tel que pour toute valeur positive de
lv(z)}< Cenes

et cela quel que soit z. En particulier, quand z augmente indéfiniment pendant
que 7 reste positif et fixe, la fonction 2#y(z) tend vers zéro quel que soit p.
Cela posé, soit » un des nombres 1,2, ...m et considérons P,. En intégrant par
partie on trouve

Py = e 12 h{o) gt 2) + wip e“"’jgo"’”‘”’)(x +wz)YPlz)dz.

0

Le premier terme an second membre tend vers zéro avec 7 parce que Y(o) tend
vers une limite finie. La valeur absolue du second terme est plus petite que

7 C J fpom—r+i (z)} e d. (14)
&
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Mais de P’égalité (12) il résulte qu’on sait trouver un nombre positif N tel que
jptm—r+0 (2)| < e2v—, siz>N

quel que soit le nombre positif e. En désignant I’intégrale (14) par P; on a done

N @
P;<7]'u Of‘(p(m—v+l) (IE)'dZ-}- n”C’efz""“_e—"’dz
T N

et par conséquent

N @
Pi<y C J | gm—>+1 ()| dz + £C j 2 e .
z 0

Le premier terme au second membre de cette inégalité tend vers zéro avec 7.
Comme ¢ est aussi petit que I'on veut, nous avons donc démontré que P, tend
uniformément vers zéro, si » > o, quel que soit x dans lintervalle b<z < B.

I1 nous reste d’envisager le cas » =o0. Posons

fe) = f By (b —2) 9 &+ ) d. (x5)

Je dis que cette intégrale converge uniformément. En effet on a

n+p‘+1 nip s«l:l
{E’m_. (h—2)p"™(z + w2)dz = 2 j By (h—2) P (2 + wz)dz
n+p 1

== 2(— I)sjE'm_l (h—2) pm™ (£ + wz + sw) dz
s=n °

n+p

1
=]E,,.__, (h—2) 2(‘— 1) ¢ (z + wz + sw)dz.
o

8=n

Mais puisque la série (10) converge uniformément dans Pintervalle b<x < B on
conclut aisément qu’il en est de méme de I’intégrale (15). Cela posé, considérons
P, et intégrons par partie; on trouve

Po=emm= flo) —10 | fz)eretonds,
0
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Soit ¢ un nombre positif. On sait trouver un nombre N, qui ne dépend pas
de z, tel que

lf2))<e, si 2> N.

On a done
N ®

1-qwff(z)e""‘$+“’“dz|<1)w N flf(z)ldz +enw [e‘"("”""dz
b 1 bog
N

= ’7‘"3*’“” I If(z)ldz + ge—nle+oN),

0

Quand 75 tend vers zéro le dernier membre tend vers e&. Comme & est aussi petit
que Pon veut on en conclut que P, tend uniformément vers f(o) quand % tend
vers zéro. Nous avons ainsi démontré que le second membre de I’équation (1)
tend uniformément vers une limite et qu'on a

o2
wm

m[ﬁ’m—a (h —2z)p" (x + wz)dz (16)
o

Glxtho|lw) = 2% E, (b) p® (x) +

P=0

pourva que 0 <A<1. On en conclut en particulier que G (z|w) est une fonction
continue de x pour toute valeur de z>b.
Soit par exemple @ (xr)=1log . On trouve! en prenant m =1 et h =0

Slongm=logw~—i (— 1) log (1 + —i—) .

x+s
s=0

Il résulte du théoréme du paragraphe 4 que la série au second membre converge
pour toute valeur de # qui n’est pas un entier négatif ou nul.

Soit en second lieu @ (x) =a*, » étant un entier non négatif. En prenant
m = v+ 1 Péquation (16) se réduit & la relation suivante

\e=1FE, (z).
Le polynome d’Euler E, (z} est donc la somme de la série divergente

2 i (—1)p(x+s)y.

S0

! Quand w =1 jécris V/ et A au lieu de VV et A.
@ oW

Acta mathematica 44. Tmprimé le 5 mai 1922, 13
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On peut vérifier ce fait un peu plus directement de la maniére suivante. Si
n>o0 on a

L]

N ()8 o) — e~n® .
En dérivant » fois par rapport & n on trouve
had . e
D=1y (@ +ep et — (—1p D) Tren (17)

§=0

D’autre part en développant suivant les puissances de 7 on aura

2e771% Q=7
Mx+e—n“§n o1 E, (x).

En faisant tendre n vers zéro dans 'équation (17) on trouve donec

lim 2 2 (—1)(x + sy enlets) = F, (x).?
90 oo

- I . . ,
En posant en particulier x =0 ou = 2 on voit que les entiers C, et B, se repré-
sentent par les limites suivantes
a0
C, = lim 2 X(— 1)*(28) e~us.

n 0 §== 1

B, =lim 2z X(— 1) (28 + 1) 5.

-— )
Ki sa20

La formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin,

6. La formule de Boole est voisine d’une autre formule sommatoire que
nous allons maintenant étudier. .Soit B, (%) le polynome de Bernoulli, c’est & dire
le polynome qui satisfait a I'’équation

B, {x+1)— B, () =var,

1 Cette équation peut aussi s'écrire sous la forme- suivante

Ev(@)= lim z (o Dpy -£=_.

0 -1 o+
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et qui est égal au-nombre de Bernoulli B, dans le point z=o0. Soit B, (x) une
fonction périodique avec la période 1 qui est déterminée par la condition suivante:

B, (x)= B, (z), si o<z<I.
On a évidemiment
B, (1) = B, (0), si vE=1.
La fonction B, (z) est donc continue dans le point x =1 et par conséquent pour

toutes les valeurs de z, si ¥=S1. Des propriétés des polynomes de Bernoulli il
résulte que

e =7 1 (), Y>TI.

B, (x) admet par conséquent des dérivées continues des ordres 1, 2,...7v—2.
Mais la dérivée d’ordre » — 1 est discontinue dans les points =0, + 1, +2,...

car B, (x) est égal & x———z dans lintervalle 0o <z <1. Cette fonction périodique

fait donc un saut brusque égal & 1 quand x passe par un entier.

Soit comme plus haut 0 <% <1, et supposons que la fonction ¢(z) admette
une dérivée continue d’ordre m dans Pintervalle x <z < + . Envisageons I'inté-
grale suivante

1.
Ryp= —om /—lz"l%—!tz—)q)(m’(x+wz)dz. (1)
b

En intégrant par partie on trouve, si m > 1,
Bu(h
Bp=—wm! —:;(T) [p=2@ + w) — =N @)] + B
En répétant cette opération m — 2 fois on obtiént

Ro=—Y3 %Bv(k)/a)\q)‘”»-"(w)+kl- (2)

p=2
Intégrons encore une fois par partie, nous aurons, en tenant compte de ce que
B, (kh—z) est discontinue dans le point z =4,

2+
Rl=(p(x+hw)-'wB,(h)L\(p(x)—(I—uj(p(z)dz.

&
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En substituant cette expression dans 'équation (2) on obtient

Ttw

¢ @+ hw) = ;;frp (z)dz+ 2 %Bv(h) Z(}(p“’“‘)(x) + R,.. (3)

Y]
E

Cest la célébre formule sommatoire d’Euler. Le terme complémentaire a été
étudié par un grand nombre d’auteurs et notamment par Poisson!, Jacos1?,
MarLmsTENS, DARBOUXS®, SCHENDELS, SONIN® et LINDELGFS.

Nous allons nous servir de cette formule pour démontrer I'existence de

la limite
Sfp () z% z.

Mais indiquons d’abord quelques applications élémentaires de la formule d’Euler.
Prenons ¢ (x) = Bmin(x), et posons w =1, h=o dans P’équation (3), nous aurons

1
Brin(@)= 3 (" 1) Bamens—(om LB (g ) Bu(o 4 2)de

v m!n!
Mais en posant h == —2, on obtient
m
1 m+n\D, . m (M +n)!
Bm+n(x+“2“)=2. » )?xmin v*(—" m|n‘ JBm Z——“ ($+Z)d2
Y=

Faisons tendre z vers zéro. La premiére équation se réduit &

m!in!

1
JBate) Bata)de = (- xy LT Biv,

m et n étant des entiers positifs quelconques. De la seconde équation on déduit
de méme que:

! Mém. Acad. Sc. Paris 6 (1823), p. 571.

* J. reine angew. Math. 12 (1834), p. 263—72; Werke 6, Berlin 1891, p. 64~75.

¢ J. reine angew. Math. 35 (1847), . 55-—82; réimprimé Acta wmath. 5 (1884), p. 1—=46.
* Ann. Ec. Norm. (3) 6 (188g), p- 257—62; C. R. Acad. Sc. Paris 108 (1889), p. 725—7.
51 e
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1

I (—gymar MY Dmen
me(z+2)Bn(z)dz-( e B D

0

pourvu que m -+ n soit pair.
Posons en second lieu ¢ (z) == ¢, nous aurons

wero < W’

e® —1

e dz. (4)

1.
wm+ "By (b —2)
ew — IJ m!

0

V)

La fonction au premier membre est donc la fonction génératrice des polynomes
de Bernoulli. Cette fonction génératrice a servi de base & plusieurs auteurs dans
Pétude des polynomes de Bernoulli. L’expression du terme complémentaire de

la série n’a pas, je crois, été donnée auparavant.

. . w
Si nous prenons ¢ (x) = sin # nous aurons, en posant x = -

w sin (k—— £) @ e

2 2yl
e = 2 (— 1) ig%_!_*—l)! B.vii (k) + R,
2 8Sin ;— Pumi)

1,
—_—rYm+ omr .
R, == (mmtwm? (Bim(h—2) sin (z — ;—) wdz
. W (zm) 2
2 s E

_(—umen f’Bz.,._, (h—2)

(zm—1)!

I
cos (z —_— ~~)_ wdz.
. W 2
2s8in —
2

En posant ¢(x) = cos # on obtient de méme

I
w oS (h—— —) W om .

,___—_»_(_Uz___d = 2 (-—— 1) (U;};!Bzv(h) + R, (5)

2 sin — »=0 (2
2
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ol

1.,
e YA 241 —_
Rm=( 1) : [Z) B2a(z)!z)cos(z—~-;—)wdz
Zsln; (',’ )

1.
_ (— 1) *m e }r‘Bgm.}.] (h—2

) . 1
Zm+1)l sin <z—-;)w dz.

)
2 81n —
2

Quand m augmente indéfiniment ces trois séries convergeront pourvu quejwj<zm.
Posons en particulier A =1 dans la derniére série, nous aurons le développement
bien connu

t-—2(-'1)” B2y+Rm, (6)
ol
_ 1y2m+1

R, I k.Y B"" (2) cos (z—i) wdz

. W (2m)! 2

2 sin —
2
1
—p)m+ +
_=nrten 2[3""'“ (zz sin (z——i)wdz.
zsin & (2m+1)! 2
2
Mais en prenant h=— dans I’équation (5) on-obtient
w COSEC v = 2 {(—1y (2 )'Dzv‘l‘Rm’
ou
1
+ v 2
. T\m+1 2m k1

) : (=D - (2 ©) Bim (2) cos 2zwdz

sin w (2 m)!

sm 2z20dz.

1

2
(____ I)m+1 2(())“’m+2 { Bzm+1
sin w (zm+1x

7. A Vaide de la formule d’Euler on peut décider de la convergence de
certaines séries qu’il parait difficile d’aborder par d’autres voies, On connait le
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théoréme suivant, dii & MacLAURIN! et & CavonY?: Soit ¢ () une fonction, posi-
tive & partir d’'une certaine valeur de z, continuellement décroissante et tendant
vers zéro quand z augmente indéfiniment. Alors la série

i ?(s) (7)

s

sera convergente ou divergente suivant que l’intégrale

@x

flw (z)dx )

1

aura ou non un sens. MM. BromwicH® et HarDY*? ont démontré que ce théoréme
reste vrai dans certains cas ou la fonction n’est pas décroissante. Soit ¢ (z) une
fonction tendant vers zéro quand =z augmeﬁte indéfiniment et admettant, pour
x> 1, une dérivée continue d’ordre m telle que I'intégrale®

J“Bm (— ) ™) (x) d
1

sera convergente. Supposons-en outre que

lim gm—1(g) = o.
fr o0
Dans ces conditions la série (7) sera convergente ou divergente suivant que U'intégrale
(8) aura ou non un sens.®
En effet posons w=1 et k= o dans I’équation (3) et remplagons z succes-
sivement par 1, 2,...2—1. Kb ajoutant ensemble les équations ainsi obtenues
on trouve

1 A treatise of fluxions 1, Edinbargh 1742, p. 289—g0.

? Sur la convergence des séries, (Buvres (z) 7, Paris 1889, p. 267—79.

3 Proc. London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 327—38.

* id. (2) 9 {1911), p. 126—44.

¢ Cette intégrale sera convergente par exemple si «{) (x) tend vers zéro en variant toujours
dans le méme sens quand x augmente indéfiniment, ou encore si 1'intégrale

Jlem@)az
a un sens.

% Oe théoréme est essentiellement le méme que celui de M. Hardy (1. ¢.). Je l'ai énoncé
sous une forme un peu plus générale mais la différence des deux énoncés n'a guére d’'importance.



104 N. E. Norlund.

[r@az—Zpe =3 T — gy + [P gm @iz, o)

i f=al P Y
n étant un entier positif quelconque. Faisons tendre » vers 'infini. Nos hypo-
theses relativement & la fonction ¢ (x) entrainent que

lim ¢ (z)= o, Y=0,1,2,...Mm—1I;

rm—"

c’est ce qu'on voit en tenant compte du théoréme de MM. LiTTtLEWOOD et HARDY
mentionné dans le paragraphe 4. Le second membre de I'équation (g) tend par
conséquent vers une limite quand n augmente indéfiniment. Il en est donc de
méme du premier membre et 'on aura

@®

Jim [ [ (x)dx—”z—rp(s)]= 32+ J Bonl—=2) o (2) da.
;

s m!

% gwst vem1
1

Soit par exemple

M Q&
(p(x)=§9;—(:), o<a<1.

Cette fonetion satisfait aux conditions du théoréme, si 3 > 0. Considérons P’intégrale

wsin (x*)d x. )
__,,;c,p‘),, - (10)

changeons la variable et posons 2% =2z, nous aurons

ne

n
“sin (x%)dx __ 1 [ sinzdz

 xB Ta | werB—
1

L’intégrale (10) sera donc convergente, si > 1 —c, et divergente, sig<1—a. llen
est par conséquent de méme de la série

(2

in (8°)
281!)838 .

So= 1)
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8. Remarquons en passant que le lemme précédent permet d’étendre un autre
théoréme de Cavony! que M. BoreL? a étendu un peu en lui donnant la forme
snivante: Les séries

20, Zage) (@>1)
§== | s=1
sont en méme temps convergentes ou divergentes si ¢ () est une fonction positive,
continuellement décroissante et tendant vers zéro qhand x augmente indéfiniment.
Soit ¥ (x) une fonction qui tend vers infini avec z et qui, pour z > p, admet
une dérivée continue et positive qui satisfait & Pinégalité

Px+0)< K¢ (z),

K étant une constante et 0<@<7.
Je dis que les séries

26, 2 (s)

Ow | §=)

sont en méme temps convergentes, st @ (x) esl une fonction positive non croissant avec x.
En effet la série

«

Do)

s= |

et 'intégrale

/ plz)dx

1

sont en méme temps convergentes ou divergentes. D’autre part on a
pt1

j‘/’(lﬂ(x)) Y (x)dz <@ (p) ¢ (p+0)< Kop (¢ (p)¢'(p),

y 4

ol

[owEw @iz owe w0t ve+
»

par conséquent

! Cours d’Analyse, Paris 1821; (Buvres (2; 3, Paris 1897, p. 123—5.
? Legons sur les séries a4 termes positifs, Paris 1902, p. 2—3.

Aeta mathematica 44. Imprimé 5 mai 1922, 14
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K pWE)ve)> Joa v @aa> ¢ S owew .
3=p » s= p4-1

De ces inégalités il résulte que la série

@0

Do (w(s)W(s)

s=1
et Pintégrale

o

[ P (V@) W (2) do

1

convergent ou divergent toutes les deux. C. q. f. d.
On voit ainsi par exemple que les séries suivantes

ifp(e‘)e‘, i@r(s“)sa—‘, x>0

§=1 §w=1

Sew, 3edes, wgle,s,

slogs

g1

Z ¢(log,s)

slogslog,s...log,—,s

sont en méme temps convergentes ou divergentes si ¢ (x) est une fonction
positive non croissant avec z.
Voici un autre théoréme qui est d’une plus grande portée. Les séries

o0

Se@, Sewe) v

g=1 $=1

sont en méme temps convergentes ou divergentes dans les conditions suivanies:
La fonction ¢(x) tend vers zéro quand z augmente indéfiniment et elle admet,
pour x> 1x, une dérivée continue d’ordre m telle que l'intégrale

f lpm() | dz
1

a un sens. La fonction ¥ (x) tend vers l'infini avec « et elle admet, pour x> 1,
une dérivée continue d’ordre m + 1 qui, & partir d’une certaine valeur de z, ne
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change pas de signe quand z augmente. On suppose en outre que la dérivée
Y/ () tende vers une limite quand z augmente indéfiniment.
En effet la série

d

Qo(s)

S}

sera convergente ou divergente suivant que I'intégrale

@

f{p (z)dx

1

aura ou non un sens. Posons

fl@y =g @) ¥ (=)

On a
lim f(x) =o.
Si Pintégrale
/ ()| dz
i

a un sens le théoréme résulte du lemme du paragraphe précédent. Mais
on s’assure aisément qu’il en est ainsi car des hypothéses que nous venons de
faire il résulte que, quand x augmente indéfiniment, les dérivées

Y (x) r=2,3,...m

tendent vers zéro en variant toujours dans le méme sens & partir d’une certaine
valeur de z. La dérivée [ (x) est de la forme

[ (@) = o™ (@ (@) [ ()] + Dogted (W@) [¢ @)Fr . .. [+ ) () e

L’intégrale
J |9 (¢ (2)) ¢/ () | d=
est par hypothése convergente; il en est donc de méme de Pintégrale

Jv.l @ ( (2)) [¢' (@) ]+ |de.
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D’autre part on sait trouver une constante C telle que

j‘l Pl (@ (@) [W() o [y (@)]= .. [Ye+) (@) e+ | de < 0/.| Yo () |d=, y>1.

Mais I'intégrale au second membre converge parce que Y (x) ne change pas de
signe & partir d’une certaine valeur de x et Y"—"(x) tend vers une limite quand
x augmente indéfiniment. Le théoréme est ainsi démontré.

Nous venons de voir que la série

< sin (8¢
z S_,,(f_.) s o<a<l1

converge ou diverge suivant que «+ 3 —1 sera positif ou non. En posant
Y (z) =logx ou ¢ (x)=log, z on en conclut que les deux séries suivantes

3 sin ((log 5)¢)
s(logs)? ~
> sin ((logr s)¢)

slogslog:s. .. log,_. s (logrs)”

convergent, si #>1—c, et divergent, si #<1—a. Mais ceci est une parenthése
que je me hate de fermer pour revenir au probléme qui forme I'objet principal
de ce Mémoire.

Démonstration de ’existence de la fonetion F(z]w).

g. Considérons la solution principale de I'équation
AT (@) = o (x),

définie par la limite

F(z]|w) = lim [[{p (2)e2dz— (uE(p(:c—i-sw) e "‘”5"’)]. {(11)

-y
. §=0
a

Soit w un nombre positif. Supposons que
1° la fouction ¢(x) admette, pour x> b, une dérivée countinue d’ordre m qui tend
vers zéro, quand x augmente indéfiniment,
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2° Vintégrale

[3";(—— 2) (x4 wz)dz (12)
LA

.converge! et cela uniformément dans I'intervalle b<z <b+w.

Soit B un nombre positif quelconque plus grand que b. Je veux démonirer
que: Pexpression (11) tend uniformément vers une limile dans Uintervalle b <x < B.
Nous avons supposé que

lim ¢ (z)=o0.

T — o

1l en résulte que

»

s e —1) T
lim (G 0
L — ® x

et en général

. pfm—) (¢
Iim L;;,(_.}xo’ Y=0,1,2,...M. (13)

& —s

En particulier on a

lim 2 _

;pl—Enoo x” °
La série et l'intégrale? qui entrent dans Pexpression (11) convergeront done pour
toute valeur positive de 7, et pour toute valeur de z > b. Cela posé, remplagons
la fonction ¢(x) par ¢ (2)e="¢ dans la formule d’Euler (3) et puis remplagons x
successivement. par 4w, 2 +2w,...2+(n—1)w. En ajoutant ensemble les »

équations ainsi obtenues on trouve l'identité suivante

@©
! La condition 2° est en particulier satisfaite si la sériezq(m)(a‘+sm) converge uui-

S ()
formément dans l'intervaile b < x < b+ wv. KElle est satisfaite encore si l'intégrale

f | ot ()| dae
[

a un sens. lnfin Ia condition 2° est remplie si la fonction «lm)(x) est monotone & partir d'une
certaine valeur de x; c¢'est ce qui résulte d'un théoréme classique de Dirichlet parce que I'intégrale
pti
me {(—2)dz
»

est nulle quel que soit p.
? On suppose, pour fixer les idées, que a > b.
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z4+nw
. n—1

j(p (e~ dz—w 2 @ (x+ ho + sw) e thotsa)

3§ =0

T

=J 7 (@) ¢ da + 37 B, () D i () e

pem |

— 2B, () DS [ (x4 m ) e-rternod)

Y=}

(A B
T | Bulh—2) DZ [p(a+ wz)e=1@+ed)dz,
&

qui est valable quel que soit x>b. Faisons tendre n vers l'infini, pendant que 7
reste positif et fixe. De ’égalité (13) il résulte que le troisiéme terme au second
membre tend vers zéro. On aura donc

0 ®
j(p ()em=dz — erp (% + ko + sw) e iz thatso

=20
a

z

v m (u"
= | p@ e+ dz+ 2B 0 DI [gia) 7]

pm

@K

m+r [ .
+ % | Bn(h—2) D7 [p (x4 w3) enieton]dz (1)
0

Je fais maintenant tendre 1 vers zéro. Le premier et le second terme au second
membre tendent uniformément vers des limites finies. Le dernier terme au second
membre s’exprime par m+ 1 intégrales de la forme

o
-

Py=v ‘ B (h—2) pim= (& + wz) =10 g, ¥=0,1,2,...M.
¥
Soit d’abord v =o0. En intégrant par partie on trouve

P,=f{o)e"1®— nwj f (2) emnlwtos gz,
0

ol Von a posé pour abréger
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e sl

f(z)= [Bm (h—2) " (2 + wz)dz.

t-4

Soit ¢ un nombre positif. De I'’hypothése 2° il résulte qu'on sait trouver un
nombre N, indépendant de x, tel que

/(@) <e, si z>N,

quel que soit # dans l’intervalle b <z < B. On aura donc

o

N ®
Inw | f{z) e-n1tetas) dz]<|17w]f(z) e~1@roA dz] 4 enw fe"l‘“'“")dz
0 ] b4

<70 f 11 @) dz + cenievom,

Quand % tend vers zéro le dernier membre de cette inégalité tend vers ¢. Comme
¢ est aussi petit que 'on veut, on a donc uniformément

lim P, = f (o).

N -0

Soit maintenant ¥ >o. Je veux démontrer que P, tend vers zéro avec 7. Dans
ce but considérons V'intégrale

Y()= —fl?m (h—z)emezdz,

Quand 7 tend vers zéro cette intégrale tend vers une limite, En effet, on a
évidemment

w(z)_-—f:fimfzf h—z —t)e-rotdt.

Mais puisque
z+1

x

on peut écrire cette expression comme il suit



112 N. E. Norlund.

1

—nNwe 8 > — — I - e-‘”a’t
Y(z) =e } Bm(h—2z t)——al_._e__m

0

dt.

La derniére intégrale est une fonction périodique de z avec la période 1. Quand
n tend vers zéro on voit aisément que cette intégrale tend vers une limite finie
qui est d’ailleurs égale a

A

}IBm(h —z—Htdl= Bm-tl (h :ﬁ%)
[ m+1
0

On sait donc trouver une constante C telle que, pour toute valeur positive de 9
W (z)| < Cenes

et cela quel que soit z. En particulier, quand z augmente indéfiniment pendant
que 7 reste positif et fixe, la fonetion 22y (z) tend vers zéro quel que soit p.
Cela posé, considérons P,; ou I'on suppose que 1 <» <m. En intégrant par partie
on trouve

-3

P, = —pyY(o)gpm=(x)e1% — 1 we—’lx‘ Pim—rE) (2 + w2) Y (2) dz.
o

Le premier terme au second membre tend vers zéro avec 7. La. valeur absolue
du second terme est plus petite que

1,"0]](/7"”""*’"(z)le—"’dz. (15)
z

Mais de I’égalité (13) il résulte qu’on sait trouver un nombre positif N tel que
[ptm—r+9(2)] < e2v—, siz>N,

quel que soit le nombre positif ¢. L’expression (15) est donc plus petite que

o«

N
0 Cfl (I)(in—1-+l)(z)le—112dz + C”/sz—l 2y,
z

Le premier terme tend vers zéro avec 7. Le second terme est égal &
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eC |2 e*dz,
2N
et cette intégrale tend vers ¢C(v—1)! quand 7 tend vers zéro. Comme & est

aussi petit que 'on veut on en conclut qu’on a uniformément

limP, = o, Y=1,2,...M.
7n—>0

Par conséquent, le second membre de I’équation (14) tend uniformément vers une
limite quand 7 tend vers zéro, et nous aurons

+

"7
m!
Pl

F(z+ho|lo)= J .«p(z)dz + 5} %’—, B, (B)g=i(zx) + © 'fB,,.(h—z)rp(m) (@ + wz)dz (16)
a 0

quel que soit le nombre 4 dans l'intervalle 0 <A <1. Il en résulte en particulier
que F (x)|w) est une fonction continue de x dans Uintervalle x > b.

10. Le théoréme que nous venons de démontrer est vrai encore si I'on
suppose que la dérivée ¢ (x) soit continue, pour z >b, et que I'intégrale

f lgt™ (x) ) dx
b

ait un sens. Pourtant notre démonstration doit étre modifiée un petit peu parce
que dans le cas actuel il peut arriver que

lim ¢ () = .

x - OO
Mais la dérivée d’ordre m — 1 tend: nécessairement vers une limite finie ¢ quand

x augmente indéfiniment. En considérant P, on n’a pas besoin d’intégrer par
partie, mais on peut écrire cette intégrale comme il suit

@ -]

P = ncj By (h —2) e~1letes) g +J ?;B,,. (h—2) (@™ (z + wz) — c) e~ niztas) gz,

0 0

La premiére intégrale tend vers une limite finie, comme nous ’avons vu, et 'on
démontre comme plus haut que la seconde intégrale tend vers zéro avec 5. On
a donc

Acta mathematica. 44. Imprimé le 5 mai 1922, 15



114 N. E. Norlund.

lim P, =o.
n =0
La démonstration précédente s’applique d’ailleurs sans modifications. On peut

faire la méme remarque relativement & la démonstration de l'existence de la
limite

Gx|w) = Sm(x) V-

que nous avons donnée dans le paragraphe s.

En faisant varier w sur un segment quelconque de I'axe des nombres positifs
on voit en outre que les limites

g¢(x)Yw, Sfp(w) %w

@’

convergent uniformément par rapport & . Les deux solutions principales G (x]w)
et F(x|w) sont done, pour w> o, des fonctions continues de w.

Considérons un cas particulier. Posons ¢(x) = va*—, v étant un entier posi-
tif. Cette fonction satisfait & nos conditions. En prenant & =.0 et m = », 'équation
(16) se réduit & la relation suivante

&

'VS(IJ”—' N\ x=B,(x).

0

C’est & dire que les polynomes de Bernoulli se représentent par la limite:

n—0 g0

B, () = lim [jx”—’ e—%dx — Z(x + sy 'e“"/(”s)]. (x7)

On peut vérifier cette égalité de la maniére suivante. Si y est positif on a

o
—n
2 e—nz+s) — _Gi
1 — e—’?’

S==i}

w

ey

J e dy =1,
Y

0

En dérivant » — 1 fois par rapport & %, on trouvera
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v—1 g {24 8) o (— \v—1 P! __C:l_z_
gn(x +s) e (— 1)~ D, I— e
—_r!
fx”—' e dy = (-’—/——l
7
0

Quand 7 tend vers zéro la série et Pintégrale tendent vers I'infini. Mais sous-

trayons membre & membre les deux dernidres équations et rappelons qu’on a,
au voisinage du point 5= o (cf. (4) paragraphe 6.)!

e—ne

1— e =717—~ 2 (:_"_:L')‘":_‘ Be(2). (18)

Substituons ce développement, nous aurons

Lo}

/ @t e=nedr — N (& + 8)r— eilerd) = 2 (=) Ba(x),

(s—w)! s
Se=0
9

sS=p

En faisant tendre n vers zéro on retrouve ’équation: (17).

Valeurs asymptotiques des solutions prineipales,
II.

En démontrant I'existence des fonctions G (z|w) et F(x]w) nous avons
obtenu en méme temps les deux développements suivants

G+ hwlw)=m2"§—zE (B) ’(x)+(-— / Brs(h— 2)g™(z + 02)dz,  (19)

F(z+holo)= [ p@)dz+ X2 By (k) go-

Ppa=]
a

B (h — 2) ™ (z + wz)dz. (20)

<

! Des équations (18) et (17) on peut tirer ces deux autres relations

By (x) = lim (p Dy 2% pz log p
o1 — 1
et

By(x)=v lim (pDpy— (”’ H
et Tlogp
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Quand m augmente indéfiniment nos développements seront rarement convergents,
comme nous le verrons dans la suite. Néanmoins ces deux séries jouent un
role capital dans I'étude des propriétés des solutions principales; on peut opérer
en toute sfireté avec elles en tenant compte du reste. D’abord elles mettent
immédiatement en évidence comment se comportent nos solutions pour les valeurs
positives et trés grandes de x. En effet, soit A=o0 et posons pour abréger

m—-lva

P(z) =257 0" (@),

Y=

Q(x) =j.(P(Z)dZ + ﬁ@l ¢(v-1)(x)‘

v!
On aura
G(x|w)=P(x) +(—n—;~0_f—1)—!fE'm_.(~—z) '™ (x + wz)dz, (21)
[
Pla)=Q(@) + 2 f Bu(~2) 9(z +wz)dz. (22)
]

Par hypothése les intégrales aux seconds membres convergent uniformément par
rapport & . Ces deux intégrales tendent donc vers zéro quand 2 augmente in-
définiment. On a par conséquent

lim [G(z}w) — P(x)]=o0, (23)
lim [F(z]w)— @(z)]=o0. (24

Les deux limites que nous avons prises comme définition des solutions princi-
pales ont l'avantage de pouvoir servir dans ces cas assez étendus. Mais, dans
le cas actuel, on peut en trouver d’autres qui sont quelquefois d’une application
plus facile. En effet, des équations aux différences finies

\7, G(‘.‘C) =‘I’(x):
1 F@ =p()

il résulte qu’on a, pour toute valeur entiére et positive de =,
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G(zw)=2 B (— 1V pla +s0) + (— D G2 + nw|w), (25)

§=0

F(x!w)=—-wnz—lrp(x+sw) + F(z + nolo).

Sw 0
On peut écrire la derniére équation comme il suit

F(z|lo)=Q(z+ nw)— wnz_lrp(x +sw) +H[F{z+nw|w) —@Q(x + nw).

8 =0

Faisons tendre Ventier n vers l'infini.- Le dernier terme au second membre tendra
vers zéro, en vertu de I'équation (z4), et 'on aura

n—1

F(@lo)=lim[Q(z + nw) — w Q¢ + sw)]. (26)

7 —>.x =0

De I'équation (25) on déduit de méme

n=—1

Gx|w)=2 2(—-1)‘(})(9{: +8w) + (—1)*Plx + nw) + (—1)*[G(z + nw|w) — Pz + nw)).

S

En faisant tendre n vers ’infini on trouvera

Ne—~1

G (z)w)=lim[z D (— 1)'@(z + sw) + (— 1)* P(x + nw)]. (27)

Ces deux égalités ont lieu uniformément dans Pintervalle >b. Si nous posons
par exemple ¢(x)=2*, nous obtenons

n—1

Ey(w)=lim [2 X (—1)(z + 8)* + (—1)* (@ + m) (@ + n—1)],

By(w)=lim [__3"Z~l(x+s)2+ (@ + n)(x+n-—1)(x+n——§—)].

On peut aisément transformer les expressions (26) et (27) de maniére & en former
des séries convergentes. On a en effet

Q(x+ nw)— wngl(p(x_ + cw) =Q{x)— wni[(p(x + sw)— % Q(x + sw)l,

§=0 8==0

2 "2—‘(“ 1P p(x+ sw)+ (— 1) P(z + nw)=P(z) + an—t(_ 1p[p(z +sw)—V Pz +sw)].

§e=i) §=0
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Quand » augmente indéfiniment les premiers membres tendent uniformément vers
les fonctions F et G, on a par conséquent

Folo)=@(@)— o Qe + sw)— AQ(w+sv)], (28)

s=0

G(x|w)=P (@) + 2 X (— 1)[plx+ sw) — \Z Pz + sw)]. (29)

Ces deux séries convergent donc uniformément dans l'intervalle z > 5. En faisant

h=£ dans les équations (19) et (20), et en posant pour abréger

] m—1 ,,Ev »
Pule)= 5 [==2)
23 m
W D, {1
Q)= | ¢z + gfw—!;q)w-n(z—‘-z),
on trouve de méme

F(ziw)=Q,(x) —w Qo+ sw)— A Q= +sw)], (30)
G(z|w)=P,(x) + 2 f}(— 1) [p(x + sw) — V P, (z + sw)], (31)

s=0

W . ;. appn .
olt 'on suppose que &> b+ . Mais ces séries ne différent pas essentiellement des
2

séries (28) et (29).
Dans toutes ces formules on peut évidemment choisir m comme le plus petit

entier tel que

lim ") () = o.

2o
En déterminant m ainsi on donne aux séries la forme la plus simple. Mais il
convient de remarquer que rien ne permet d’affirmer la convergence absolue des
séries dont nous venons de démontrer la convergence uniforme. En augmentant
la valeur .de m on augmente souvent la rapidité de la convergence et il arrive
que les séries convergent absolument pour toutes les valeurs de m qui surpassent
un certain nombre. 1l est d’ailleurs facile d’en préciser les conditions mais je ne
m'y arréte pas.



Mémoire sur le calcul aux différences finies. 119

Soit par exemple ¢(x)=Vz. En prenant m =1, on trouvera P(z)= Vzetpar
conséquent

SVEan—-VE-!- i(*l)s[l/x+s——l/x+s+1].

Seai)

Il résulte de notre analyse que cette série converge uniformément dans tout do-
maine fini. Mais la convergence n'est absolue pour aucune valeur de 2. D’autre
part, en prenant m=2, on trouvera

Pz sl/ﬁ——?—:,
(=) 4V

et la série correspondante convergera absolument pour toute valeur positive de z.

12. Resserrons un peu les hypothéses et supposons que @(r) satisfasse aux
conditions du paragraphe 10. Nous avons vu que G(z)w) et F(z]w) sont, pour v > o,
des fonctions continues de «. Qu'est-ce qui se passe quand « tend vers zéro,
pendant que z reste fixe? Pour le voir reprenons I’équation (20) qui est valable
pour toute valeur positive de w. Posons pour abréger

W

7+ 1 7 .
Ry = me(h——z)rp("‘)(x+ we)dz.
1}

On sait trouver une constante C telle que

| Bouts | <'C’w"‘+"j [ (2 + w2)|dz = Cw™ | g™ (2)]|dz < C"w’"/ |t ()| d=.
.0 :

z

La fonetion o™ R,...| reste donec plus petite qu’une constante, quand w tend
vers zéro. Mais comme on a

Ry = = Bu(R) 9™ (@) + Rusr,
on en conclut que

tim Fm .

m—1
m——-»ow

De méme, en considérant la série (1g) et en posant
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Ry~ j B (h—2) ™ (2 + w2) d2

(m—I)'
on démontre que-la fonction

reste au-dessous d’une limite finie quand « tend vers zéro. On o donc en
particulier
lim G (z]|w)=p(x),

lim F(z|o) = | p(z)dz,

®— 0
a

w tendant vers zéro par des valeurs positives. Ces deux égalités s’accordent avec
un résultat que nous avons obtenu dans le paragraphe 2. Mais on peut affirmer

quelque chose de plus. Supposons que la fonction ¢(x) soit indéfiniment déri-
vable, pour £ >b, et que l'intégrale

ﬁwmm
b

converge si v>m. Dans ces conditions il résulte de ce que nous venons de dire
que les séries de puissances

G (x + holw) oo z E (B) ™ (),

’ll—f)

F(x+ holw) < wj p(x)dz + 2 —-B (B) = ()
Yyl
représentent les fonctions aux premiers membres asymptotiqguement pour les valeurs

positives et trés pelites de w. Ces égalités asymptotiques sont surtout remarquables
dans le cas h=o.

Les dérivées des solutions prineipales.

13. Des deux derniéres séries on peut encore tirer un autre résultat important.
Supposons que la dérivée ¢'™ (x) soit continue, pour x >b, et que la série

ki

Z P (x + sw)

Sami)
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converge uniformément dans Pintervalle <2 <b+w. On aura

Ed
»

Flz+holo)= | px)dz +§ ‘if; B, (k) g (2)

i

+——— [ Bulh—2) S g™ (@ t oz +ws)dz.  (32)

¥ =)

Soit m > 1. En dérivant par rapport & % on trouvera

1

z B (R) ™) () + (m— 1)! 1)')‘3,,,_, (h—z)z Pz + wz + ws)dz,

y=0 o FL 1}

dF(x+hm)

En faisant A =o cette équation peut s’écrire comme il suit

%Sw(x)%x=gqo’(w)%x+¢(a)- (33)

a

Dérivons m — 1 fois par rapport & k, nous trouverons

d=' F (z + ho)

T = gptm=2)(x) + @ B, (k) p™—") () + j B, (h—2) 2@‘"‘) (7 + wz + ws)dz.

gm0

Dans la derniére intégrale la fonction sous le signe est discontinue dans le point
z =h. Décomposons l'intégrale en deux

et dérivons encore une fois par rapport & h, nous obtiendrons

‘,l:"_%;”‘f_’“") == @im—1) (g} + tuf Z(p""’ (x+wz+ws)dz— (02 o (z + heo + sw)

§ni) Jm0)

@«
0

— gl () -+ { P (2)dz—w D¢ 2+ ho + s0).

$=0
z

Acta mathematica. 44. Tmprimé le 5 mai 1922. 16
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En faisant 2 =0, on aura

dm F(z . N
0 diml.“ﬂ _ ,_I.l?wq)(mal) () — w er(m) (x + sw) (34)

=0

De notre hypothése relativement & ¢(x) résulte qu’on peut rendre la valeur de
la derniére série aussi petite que 'on veut en choisissant » suffisamment grand
et que @™ (z) tend vers une limite. Par conséguent, la fonction F(xlw)vadmet,
pour x> b, une dérivée continue d’ordre m par rapport a x, qui tend vers une limite
finie, -quand x augmente indéfiniment. Cette propriété est caractéristique pour la
solution principale. Car toute autre solution est égale & la solution principale
augmentée d’une fonction péricdique de x. Et une fonction périodique qui pos-
séde la propriété que nous venons d’énoncer est égale 4 une constante. La solution
principale de ’équation

N F (z) = p(z)

L]

est donc la solution ayant une dérivée continue d’un certain ordre (> o) qui tend
vers une limite quand x augmente indéfiniment.

14. De méme considérons I’équation

Y 6(2)=p(a),

et supposons ¢.(z) continue, pour x > b, et la série

o

2 (=19 (2 + s0)

§a )

uniformément convergente dans I'intervalle 5<x <b+ w. On aura

Gz + holjw)= 2 ‘;‘/):; E, (k) p™ (z)

P}

1

Al -4

j Epm- (h—2) 2 (— 1) 9™ (& + wz + ws)dz.  (35)

Sa=

o™
(m—1)!
0

+
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En dérivant par rapport a 2 on trouve

dG(z+h K
~%_E__‘_‘2)= Z%Ev(h)q,(wl)(x)

Yl

1

(Um—l . o«

— — 1) plm) ]

+ (m——z)ifE'”" (h z)Z( 12 (2 + wz + ws)dz.
i

Z=0
En faisant & =o cette équation s’écrit

=R Ta= No' @ Ve (36)

En dérivant m — 1 fois par rapport & 4 et en posant ensuite 2= o on trouvera

dm— @ (zil_.w_)

dxm-t
8$=()

'3 ©
= pm=1) () + @ [Eo (——z)z (— 1) (x + wz + ws)dz
by .

4o
= ptm—1) (z) — 2(——1)‘(p("" (z+ sw)dz.

=0
&

Dérivons de nouveau relativement-a z, nous trouverons

BEED) o P 1y (o 4 00). (37)

S0

Par conségquent, la fonction G (x|w) admet, pour x> b, une dérivée continue d’ordre
m qui tend vers zéro quand x augmente indéfiniment. On peut ici faire la méme
remarque que dans le cas précédent. Cette propriété distingue la solution principale
de toute autre solution.

Si Pon suppose qu’on ait

lim z? gl (z) = o,

Xr —r TG
ou p>1I, il résulte immédiatement des équations (37) et (34) que

lim a7~ G (x]w) =0

& —r W0
et que

lim 2?1 (F (x}w) —¢) = o,

£ = ®
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¢ étant une constante. En particulier, si ¢(z) est indéfiniment dérivable, et si
I'on suppose que, quel que soit p, on sache trouver un entier m tel que

lim xz? " (x) = o,

& — ®©

si »>m, il résulte de notre analyse que les fonctions G (x|w) et F (z]w) sont
indéfiniment dérivables par rapport & x et qu'on a, quel que soit p,

lim 2P G® (2|0) = o,

T —> =

lim zp F®) (2|w) = o,

& —r ®©

pourvu que ¥ ait été choisi suffisamment grand. En appliquant, un nombre
quelconque de fois, aux fonctions G (zjw) et F(x|w) nos deux opérations de
sommation on arrive donc toujours & des expressions convergentes. Ces opéra-
tions donnent ainsi naissance & deux suites infinies de transcendantes nouvelles,
Je vais consacrer un second mémoire & 'étude de ces sommes itérées. En parti-
culier les limites

SG(x]cu) vz,

SF(IL‘I(U) %x

a

existent. Cette propriété caractérise, elle aussi, les solutions principales, car ces
deux limites cessent d'exister, si 'on remplace G' on F par une solution différente

de la solution principale. En effet, si p(x + w)=— p(z), on a
2(=1)p( +sw)e s =p(x) F e,
s=0) =0

et cette expression augmente indéfiniment quand 7 tend vers zéro. De méme,

8i (x4 w)=7m(x}, la limite
S 7 (x) ka x

existe seulement dans le cas ou = (x) est une constante.
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La fonction gamma et quelques autres fonctions qui s’y rattachent.

15. Examinons quelques cas particuliers. Soit ¢ (z) = %, et posons pour
abréger

gl@)= \—, (38)

mm:S%?. (39)

Les fonctions g(z) et ¥ (x) sont done, par définition, les solutions principales des
équations suivantes

V)=,

Awm=§

Dans ce qui suit nous considérons souvent, & titre d’exemple, ces deux transcen-
dantes. STIRLING a envisagé pour la premiére fois, je crois, la fonction g(z), et
la fonction ¥ (x) a été étudiée par LEGENDRE, Poissow et Gauss.! De ’équation

(18) paragraphe 2 .l résulte que les deux fonctions sont liées entre elles par la
relation

g(zx)='l’(a:+;—) — ¥ (z).

De I'équation (38) on conclut immédiatement que

g(x)——-zi%%, (40)

§=0

car cette série converge (cf. paragraphe 4.). La convergence est uniforme dans
tout domaine fini qui ne renferme aucun des points x=o0,—1,—2,..., mais la

! Au sujet de ces fonctions et de la fonction gamma voir:
N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunction, Leipzig 1906, ot l'on trouve une biblio-
graphie détaillée.
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série n’est pas absolument convergente. En prenant m= 1 dans P'équation (2q)

I ,
on aura P(x)=;. Par conséquent

(—1)
g(z)= +2($+8) (x+s+1)

et cette série converge absolument pour toute valeur de z qui n'est pas un en-

tier négatif ou nul. En prenant m = 2, on aura P(x) = :—6:+ ;%.et par conséquent

9(9:)-—+——» i ( (1)

2%* 2(x+ s)*(x+ s+ 1)*

Cette série est plus rapidement convergente que celle qui précéde. En prenant
m = 4 on trouvera la série suivante

(x+s +£)_
2
(x4 s} {x+s+1)

g =+ — +2(——

dont la convergence est plus rapide encore. On peut ainsi & volonté augmenter
la rapidité de la convergence, mais en revanche le terme général de la série de-
vient de plus en plus compliqué.

De I'équation (26) on déduit, en posant m =o,

¥ (2) =lim [Iog n-- 2 x—%—é] (41)

En définissant la constante d’'Euler C par la limite

C =lim [1 +£+£--~+£-—logn]
2 3 n

N — @

on trouvera donc en particulier

Y(r)=—C.

fn faisant m = o, I'équation (28) se réduira & la suivante

’:f‘(x)a—logx——i[—ﬂ—log(l*“mﬂ

Eusl)
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Posons x =1, il vient
ol 1
C= El[g—log (1 + ;)].

En ajoutant membre & membre les deux derniéres équations, on obtient
‘lf‘(x)——0+2[--————1—]. (42)

Les valeurs asymptotiques des fonctions g et ¥ se déduisent des équations (23)
et (24) qui se réduisent aux suivantes

lim g(&:) =0,

& —s ©

lim [¥(2)— logx]=o.

L oy OO

Mais on peut obtenir une approximation plus grande. En effet les séries (19) et
(20) prennent dans le cas actuel la forme suivante

m—1 ) (h) ~ . d
oot W= B0t m [ i) e (49
Yex() 9
—1) By(h d
W (2 +h)=log z — E( 1) _y_;-br] B,,.(z——h)t?ﬁm, (44)

ou Yon suppose que z>o0. Quand m augmente indéfiniment ces deux séries de
puissances divergeront mais elles représentent asymptotiquement les fonctions aux
premiers membres pour les valeurs positives et trés grandes de z.

De l’equatlon (39) on peut aisément déduire une intégrale définie qui a été
trouvée par Gauss.! En effet, si >0, on aura

bl —tz
Z e—tlatrs) . _ &

I—et
S=0

En supposant z positif on peut intégrer terme par terme par rapport 3 t entre
net o, On trouvera

o8 gy KL BB,

! Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1 +
EERLE)

-, Werke 3,
Gottingen 1876, p. 158—09.
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e—'r)(.z-b-s) etz
x+s j 11— e—‘
s—o

On a en outre, si 7> o0,

s
f dz— } —dt

En substituant ces deux expressions dans I'équation (39) on trouvera

'P(x)—limj( et )dt

9 — 0 T1—et
c'est-a-dire que ¥ (x) se représente, si x>0, par l'intégrale de Gauss:
‘I’(x)=j (—t__ I‘:;:,)dt- (45)

En remarquant que

log x = —dt, x>0

on en déduit encore I'intégrale de BINET

w©

_ 1 I
'P(x)=logx+fe zt (T——_J +i~1)dt. (46)
§
On démontre de la méme maniére que
g(x)= ’7e"dt

0

o l'on suppose encore que x est positif.! En dérivant par rapport & x dans
I'équation (42), on trouvera

! Notre démonstration est valable pour les valeurs complexes de 2 dont la partie réelle
est positive.
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) L
#(2) 82_0(::: + 8)?

Appliquons & cette fonction la formule (28). En faisant successivement m = o, x
ou 2 on obtiendra les trois séries convergentes suivantes

wi L § I
Flz) x+sz_0(x+s)2(x+8+x)

!

1 x I
z +_2x7+ 2z(:t:-i~.5')’(91;+s-i—1)2

Smmf)

1 1,1 ~ by
z o T Eﬁ“goe(m @t s 1)

parmi lesquelles la seconde a été trouvée par HERMITE.!
Comme vérification des formules générales considérons enfin la fonction gamma.
Cette fonction satisfait & I'équation

rx+1)=xTI(z).
Par conséquent
log I'(x +1)—log I' () =log x.

Je définis® la fonction log I'(x) comme la solution principale de cette équation qui
s’annule dans le point £=1. On. a donc

4

log [‘(a;)=§logx&x+c,

0

¢ étant une constante qu'il reste & déterminer. En posant m =1, on trouvera

| . =z —
Q(x)——jlogxdx zlogx (x 2)logz z.

En substituant cette valeur dans 1’équation (26), on obtient

! Correspondance d’Hermite et de Stieltjes 2, Paris 1905, p. 399.

%z Cette définition peut aussi s’énoncer comme il suit: log I'(z) est la solution qui s'annule
dans le point z = 1, et qui admet, pour x > o, une dérivée continue du second ordre qui tend
vers zéro quand x augmente indéfiniment.

Acta mathematica 44. Imprimé le 8 mai 1922, 17
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log I'(x)=c + lim {(x +n——§) log n—n— z—log(x +3)].,

Faisons x =1 dans cette équation, il vient

c=lim [ZIOg 8 — (n+§)logn + n]

n — o
ge=1

Y

Ajoutons membre & membre ces deux relations, nous aurons

log I (x)=lim [xlog n—logx + 2 (log s —log (x+ s))}. (47

swai

On en tire le produit de Gauss

RT 123 (n—1)n® )
F(x)—_n.llﬂm(x+1)(x+2)~--(:c+n—1)

En remplagant  par 1 —, on obtiendra

. n!nc! nin—2®

. (nl)z
=nili..1m x(I'—xz)(zz—x")...(nz_x_)

- e e =51

Par conséquent, la fonction gamma satisfait & la relation

T

(@) I (x—x)= sin 7Tt

qu’on doit & EuLEr. Dans le but de déterminer la constante! ¢ rappelons que
nous avons démontré dans le paragraphe 2 qu'on a

z 1
SAw(x)Ax=fp(x) —jfp(x)dx-

! On peut aussi déterminer cette constante de la maniére suivante. Par définition la fonc-
tion log I'(x) s'annule dans le point x =1 on a donc
1

¢c= ——S logz A x.

0
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En posant ¢(z)=log I'(z), on trouvera

x 1
log I'(z) = Slogw[kx+ [logl‘(x)r.lx.
0

0
Il est facile d’évaluer la derniére intégrale. On a en effet

1 1

1 2 2
v . _ T
[logl"(x)dx'&jlog(l () (1 —a))dz = [10 s_in_y?idx
5 6 d
Mais puisque

1
2

flog sin nmda:=—§log 2

0

on trouve la formule de Raabe
1
flog r)dxz=logVzrm.
)

En substituant cette valeur dans la formule précédente, on trouvera

z

log I' (x) =g log s/« +logVam. (48)

0
De légalité (24) on déduit maintenant la valeur asymptotique suivante de la

fonction gamma

lim [log I'(%)— (x——i) logz + ] =logVzx. (49)

T —> o

& 1
)_ogI‘(x)=g log .rA:v——S logxr Az,
0 0

log I'(x + 1) = lim log ve—1v— ), log(x + v)e—nlz+n |,
g

— 0
n Pee= i Y=t

Par conséquent

¢est-d-dire que
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Si I'on veut aller plus loin, on peut appliquer la relation (20) qui nous donnera
le développement suivant

logI(z + h) =logVzn + zlogx —x+ B, (k)logx

-_m—lB,,.H(h) (_ I) [B (z

(1) @ (x+ ),,..H (s0)

qui se réduit & la série de Stirling pour A=o0. Cette équation est donc valable
pour toute valeur positive de z.

On peut aussi, si 'on aime mieux, déduire les propriétés de la fonction
gamma de celles de la fonction ¥(x) qui est d’une nature plus simple. En effet,
on a par définition

log I' (x) =Slongx +e¢,.
1

En dérivant par rapport & x on trouvera

D,logI'(z)~ A DI gy). (51)
1
Intégrons entre 1 et x, nous obtenons

x

log I’ () =f’f’(x)da: c. q. f. d.

1

En intégrant terme par terme dans la série (42) on trouve

logI'(z41)=—Czx + i[ﬁ——log (1 +-xg)]. (52)

§=1
On en tire le produit

z
e

e o= C
Fz+1)=e zl-l po
s=t I 4 —
s

* Pour ne pas sortir du cadre que nous nous sommes imposé, nous avons parlé seulement
des valeurs réelles de x. Mais cette restriction n’est nullement nécessaire dans le cas actuel.
11 résulte de T'analyse de la deuxi®me section de ce mémoire que I'équation (50) est valable,
pourvu que = >argx > —x, et que la série divergente, qu'on obtient en faisantm = «, repré-
sente la fonction asymptotiquement dans le méme angle.
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di & ScHLOMILcH ef dont WEIERSTRASS s’est servi dans son mémoire sur les
facultés analytiques. En intégrant sous le signe dans l'intégrale (45) on trouve
enfin la formule de Prana

1—et]t

n e p~—L&Y p—¢
log 'z + 1) =f[x—5~5—]e——dt, r>—1.
0

Les termes complémentaires des séries asymptotiques.

16. Dans le paragraphe 6 nous avons mentionné plusieurs travavx impor-
tants sur la valeur approchée du reste de la formule sommatoire d’Euler. Quoi-
que nous n’ayons pas de remarques essentiellement nouvelles 4 présenter sur
ce sujet nous allons pourtant indiquer diverses expressions du reste de nos deux
séries asymptotiques en y appliquant un raisonnement voisin de celui des auteurs
cités. Supposons que la dérivée gi™(z) soit continue pour x>b, et que la série

xR

g™z + sw)

8e=0

converge uniformément dans 'intervalle 6 <2 <b + w, et enfin que

lim gtm—1)(z)=oq.

& —>

Considérons I'équation (z0). Je parlerai seulement du cas ol Yon fait h=o0 ou
1 . . .
h=—z~. Ces deux cas sont ceux qui sont les plus remarquables et ils nous con-
duisent aux équations suivantes
2 ¥ B“)
)

x m
: W ) st
F(z|w) -Mfrp(z)dz——gfp(x) +El e = Nx) + R g1 (53)

@rmt! ”O‘o. (2m)
(‘2;”7'] B, (2) ™ (z + w2)dz, (54)

0

R2m+l =
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et
g "D,
w (J 29 3=
Flo+2) = /(p dz+§_‘, TR P + B, (55)
ol
= ™! m' I 2m ; =
Roppyi = ﬁ)_'[B“n (2 +—2) ™ (x + w2)dz, {56)

0

Pour juger de la grandeur du reste on peut avec avantage le rapprocher au der-
nier terme de la série. On aura

@ Bym

.Rzm = Rz";+x + (2 m)! (p(2m—1)(x)’ (57)
5 B 0™ Dy (2 —1)
R-)m—Rzm-i-J +22m(2m)!(p (x).

Par conséquent

2m+
2m (Zm)' f(Bzm z)'—Bz,’")@(!m)(x_*_(uz)dz
2m 41
=%m)' [(Bz,,.(z Bm)z ™ x + wz + ws)dz. (38)

8=0

€0

B wrm+t [(B“,,(z+ ) BZm( ))p (x + wz)dz

T (zm)!
0

1

?::J:f(Bzm(z+ ) Bm(%’))i[(l”'"(x+wz+ws)+(l"""’(x—wz*"’(‘?“m’ (59)

5 - g=p

Remarquons que la fonction Bim (2} — B.. ne change pas de signe dans l'inter-
valle 0 <2< 1, En appliquant le théoréme de la moyenne de DarBoux! & I'ex-
pression (58) on trouvera

1
B!
Rip= (2 m)' E'P(”’” (z+ 0w +sw) [(Bm(z) — B.m)dz, 0<f<1,

'], e p. 294—5.
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4 étant une quantité imaginaire dont le module est au plus égal 4 l'unité. Mais
on sait que
1

me(z)er—o.

0

L’expression précédente se réduit donc & la suivante

wm+t B,

(zm)!

Bipp=—12 Z(p(“")(x—}-()w +sw).

En tenant compte de la relation (34) on peut encore écrire cette équation comme
il -suit

w*™ B,

Bam == 0T

Fem(x + fw|w), 0<#<1.

Si @(x) est une fonction réelle de la variable réelle  on peut ici, et dans ce qui
suit, supprimer le facteur A.

En remarquant que la fonction Bgm(z-{—é)——Bm(-E) ne change pas de signe

dans Pintervalle o<z<§, on peut encore appliquer le théoréme de la moyenne

a l'expression (59) et, en tenant compte de I’équation

1
2
f_Bzm(z +§)dz=o?
0
on trouvera
Ezm=l£ﬁ—m—D—“—”)F(2m)(x+0(u|w), 0<0<1.
22™ (2 m)!

17. Passons & la fonction G et supposons la dérivée ¢®)(x) continue pour
z>b, et la série

2(-— 1)2M (z + sw)
Sm=0
uniformément convergente dans Dintervalle b <z <b+ w. Faisons h=o0 dans
Péquation (19), on aura, pour z>b, si n est de la forme n=2m +1,
m 2p—1 - (60)
G(xl‘u)":(p(x)'{'z z_w———gil'—l—'(p(”_l)(x)"‘mzmﬁ:
Py

=1y — 1)!
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ol
R - e (2)ptm+) (x + wz) dz
2m 4} (Zm)! 2m
0
wrmti : t‘%
= — ; — 1Y p2m )
(2 m)!szm(z)s%O( 1)} g (x+ wztws)dz. (61)
0

. . I .
Mais en faisant A = > on aura, si n est de la forme n=2m,
2

w S 0t E,, —
— = . (2 9)
@+ S1o)= 2 00000 + R, (62)
ou
— _ wim * .. —_.} (2m)
Hom (z‘m_I)!]Ezm-l (Z 2)(P (.’I)'{' (UZ)dZ
)
1 @
- E, (z — E) 2(—— 1™ (X + wz + ws)dz (63)
(Zm— )! 2m—1 2 .

0 o=

Le polynome E,,(2) ne change pas de signe dans ’intervalle o <z < 1: En appli-

3

quant le théoréme de la moyenne & l'expression (61) on trouvera done

1
Ram o1 = — 22 3 (a)s gom+ )z + 00+ 80) | Bum (2) dz
" (zm)! m :
8=%0 ht
Mais on a
: C
__ . rrmtr
/Ez,,,(z)dz-— 2:™ (2m + 1)’
0
Par conséquent
. (Uzm+‘02m+1 O \s 217 4
S)t,m+1=l;;;m£(—l) ™+ (2 + 0w + s ).

Cette expression du reste peut encore s’écrire comme il suit

N w'zm+| C2 .
91-17'1-{-—1:1’2.?"“;‘1@/—'_:1;—)! G(-m+‘)(x+0w|cu), o<1,
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De méme, puisque la fonction Em_,(z——g) ne change pas de signe dans l'inter-

valle 0<2z< 1, on peut appliquer le théoréme de la moyenne & Uexpression (63).
En tenant compte de I’équation

1
2
(Z . Ezm
29 —1 = “m(zm)

'™ Egm

2™ (2 m)!

on trouvera

R = 4 G (z+0w|w), 0<f<1.

18. En resserrant les hypothéses relativement & ¢ (z) on peut trouver d’autres
expressions du terme complémentaire qui sont plus commodes pour les applications.
Supposons que la dérivée ¢} () soit continue et positive, siz > b, et que g1 ()
tende vers zéro quand z augmente indéfiniment. Soit d’abord n=2m. En
appliquant le théoréme de la moyenne & 'expression (54), on trouvera

w™ B,,, (0 - _
Rzm+1=——(—2~;;—’;—!g—)/¢“"')(x+z)dz, o<1,
0
Mais on . a
| Bem (2)| < | B2}, sio<z<1.

Par conséquent, en désignant par ¢ un nombré compris entre —1 et +1 on aura

™ B, ., .
Rimsr = 0“’( ) ™ plm—1) () . (64)

Le reste de la série (60) pent s’écrire sous la forme

Romtr = 7 jEzm_l {z)ptm (x + wz)dz.

(2

En y appliquant le théoréme de la moyenne et en remarquant gue

| Bomes (2) | < | By (0) ], si o<2<1,
on trouvera

! sz__.l

Romts =0 e om — 1)1

Fptm=1 (2), —1<0<T. (65}

Acta mathematica 4. Tmprimé le 8 mai 1922, IR
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De méme, si n est de la forme 2m + 1, on a

§§ _wzm+| "E I (2m1) d
zm+l*—(-2_7ﬁ'ﬁj 2m 2+5 7 (r +wz)dz
0
mais puisque
|Eom ()| <1 Bom (2)], sio<z<1
2

on en conclut que

— w'™E .

Romtr =02m(2—:n—")i!—q>‘”"’ {x), —1<0<1. (66)

Par conséquent, le reste est en valeur absolue plus petit que le dernier terme de. la
série. En substituant I'expression (64) dans ’équation (37) on trouvera

QmB2
Rin=0%"Bmgemn (), o<o<. (67)

Des équations (65) et (66) on déduira de la méme maniére

wrm—! sz‘l

Rum s = 0 iy o g (2), (68)
— wmF, .
S.Rzm = ;’—"—(2_1’)12)_' (I’('m) (x) ) (69)
et 'on démontre encore que
- 2mD2m ) .
Rzm == 05(‘:";(2—"“)i (p(zm— ’(x). (70)

Dans les trois derniéres &quations ¢ désigne un nombre compris entre o et 2.
Le terme reste admet donc le méme signe que le terme suivant de la série.

19. En supposant quelque chose de plus on peut préciser les derniéres iné-
galités. Admettons que, pour x> b, les dérivées =1 (x) et ¢\»+1 (x) soient conti-
nues, négatives, croissantes et tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment.
Alors si n==2m, il résulte de Yexpression (67) que R, et R,n.. sont de signes
contraires parce qu’il en est ainsi des nombres B, et Bimy.. Mais on a Rypyr= Bomyr.
En rapprochant P’équation (64) de I’équation (67) on voit que dans I'équation (64)
f satisfait & Pinégalité —1 <60 <o. Mais cette inégalité entraine que dans I’équa-
tion (67) on a 0<@#<1. De la méme manieére on démontre que — 1 <6 <o dans
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les équations (65) et (66), et que 0 <@ <1 dans les équations (68), (69) et (70).
Par conséquent, le reste est plus petit que le premier des termes qu'on a supprimés
et il admet le méme signe que ce terme. De plus le reste et le dernier terme
calculé sont de signes contraires. Mais avec les bypothéses que nous venons de
faire on peut trouver une expression beaucoup plus précise du terme complémentaire.
En effet, sin =2m, la dérivée @™ (x) est positive et décroissante, et I'intégrale

@

f g (2)d

r

converge. Mais il en résulte (cf. paragraphe 7) que la série

2(/}"””’ (z + sw)

8=}

converge absolument et uniformément. Reprenons 1’équation (58) que nous
écrivons de la maniére suivante

1
im
Rzm =(;mT; [(Bzm (z) - Bz m) P (Z) dz» (71)

0
ou

Pz)= 2 [pt™ (@ + wz + ws) + P (& —wz + w + vs)].

§=0

Je dis que la fonction P(z) est positive et décroissante dans 'intervalleo < zf_g.

Pour le voir, dérivons par rapport & z, on aura

w

Pz} = wZ[(p‘”’”") (xt+twz+ows) —pt"+t) (x—wz+ow(s+1))]. (72)

==

En effet, la derniére série converge uniformément par rapport 2 z, car en faisant
2z == 0, on obtiendra

Po)=uw Z [plem+) (x4 ws) — @ptmH) (x4 w (¢ + 1))]

§=0

= w@tmt) (g) — @ lim @™+ (x4 ws) == wplmt) (x),

8 o B
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La série (72) converge donc absolument pour z==o0 et les valeurs absolues des

termes décroissent quand z augmente de o & L’équation (72) est ainsi établie,

et de cette équation on conclut que P'(z) est négative dans I'intervalle 0 <z <§,

car tous les termes de la série sont négatifs. Par conséquent la fonction P(z)
est positive et décroissante dans cet intervalle. Cela posé, rappelons un lemme
di & TcHEBYCHEF et dont SONIN s’est servi dans le mémoire que nous avons cité
dans le paragraphe 6. Soient ¢ (x) et ¥ (z) deux fonctions dont I'une est croissante
avec la variable et l'autre décroissante dans Pintervalle a<x<b. On aura!
I'inégalité suivante
3 y b
(b—a)f{p(z)w(z)dz<J(p(z)dz[.l/}(z)dz.
a s a
La fonction

(—1)™(B:m (2) — B:m)

est positive et croissante dans Pintervalle 0 <z < i On peut donc appliquer I'in-
égalité de Tchebychef & l'intégrale (71) et I'on trouvera

1 1

1m

2 2
(—1)"R,,,. < (—1)™ ({;m)% 2 j P(z) dzf(Bzm (z) — B.w)dz.
g ¢

Mais on a
1
2

]Bzm(z)dz=o,

.
et
1,
: 1

[P(z) dz =f2(p('”") (x+twz+ws)dz = g;] @™ (z)dz.

(') 0 §=0
Par conséquent

(= 1) R < (— 1) B gfem =0 ). (73)

t On troave une démonstration de ce lemme, due & M. Picarp, dans le Cours autographié
d’Hermite (2¢ éd. 1881—2). Unge autre démonstration a été donnée par M FraNkLIN (Amer. J, math.

7 (188s), p. 377—9).
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Cest la méme inégalité que nous avons trouvée plus haut par une autre voie.

Mais de I’équation (71) on peut encore tirer une autre inégalité. Puisque P ()
est décroissante dans l'intervalle d’intégration on aura

1
2
2mt! .
(— I)mRzm>((i2;bﬁP(%)f(“‘l)m(Bzm(z)"—Bzm)dz
0

(1 @7 Bip § (2m) hd
(— 1) am)l E(p (x+2+scu).

8=0
Mais, comme @7 (z) est positive et décroissante, on trouvera

0

© It
wz(p(zm) (:;_*_ fzg + sw) >f(p(:m) (z)dz=._fp(zm-\)(x +(J) )

2
§=0 (0]
x4 5

Par conséquent

W™ By : rn—l)( f‘_')
(‘_I)mRZm>(_I)m (zm)! (Pz x+ 2 .

En rapprochant cette inégalité de I'inégalité (73) on voit qu’on a

2m Bzm I

.Rgm = %;ﬁz‘yr(phm*‘) (x+0w), ol 0<0< ;- (74)
On démontre de méme que

B "D oy z

R""—z"”(zm) §PEm) (2 4 Ow), 0<O<. (75)

Soit maintenant n = 2m + 1 et envisageons I’équation (63) qui peut s’écrire comme
il suit

S ‘ _ (76)
P(z)= 2 (— 1Pt (x +wz+ ws)+ g™ (2 +w—wz+ ws)].

Fa=()
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Le polynome d’Euler ne change pas de signe dans l'intervalle d’intégration. En
appliquant le théoréme de la moyenne on trouvera donc

1

2
W o " I . (Uszzm

R = — P(f))fEm_. (z + z)dz—~2-—~—m(2 2 P(0),
0

0 désignant un nombre compris entre o etg. En dérivant la série (76) par rap-
port & z et et raisonnant comme plus haut, on démontre que la fonction P(z)

L . . I .
est négative et croissante dans Vintervalle 0 <z < e Mais on a d’une part

P (0) = g™ (x)

et d’autre part

P (-;) =2 2(—1)”{[1‘”") (x +%’ + sw)

8==0

= gtm (x +%’) + “’2( — 1)+t %(p('-’m) (x +% +sw) .

§=0

La somme de la derniére série est évidemment un nombre négatif. Par conséquent
P (%) <qim ).
2 2
On aura donc

) (g) < P (0) < glt™ (m + (—;) .

Mais il en résulte que le reste est de la forme

I~ (Uszzm 2m .
R = oy 1 00). 77

En supposant #» =2m on démontre enfin que

Remor = oo P (@ + fo), (78)

. . I
0 étant, dans les deux cas, compris entre o et—é.
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Séries trigonométrignes.

20. Supposons que la fonction ¢ (z) admette, pour = > b, une dérivée con-
tinue d’ordre m telle que l'intégrale

flrp""’(x)ldx
b

ait un sens. La solution ¥ (z|w) peut se développer en une série de Fourier dont
les coefficients s'expriment d’une maniére trés simple & I’aide de la fonction ¢ (x).
En effet, soit 2, un nombre quelconque > b, et considérons Vintégrale suivante

Zotw |
‘amin

L j e » F(z|lo)dz,

€,
&o

n étant un entier positif. Puisque F, tend uniformément vers F cette intégrale
est égale &

Tokw
(" 2min

N I B
lim= e @ “F,(zxlw)ds.
0 0, "

To

Mais en intégrant terme par terme, on trouve, pour toute valeur positive de g

Toto | Yot R
1 2:runz - 2n1nz
" o F,,(xlw)dx=——] Ze o “@lx+ sw)enetsagy
T zy =0
o+ (s+1)w .
Q% * Qﬂiﬂx
=—-Z e @ px)e%dx
=0 gotsm

w
& 2ninz
-———Je © “plxye"7dz.
Zy

Par conséquent

to | » .
1 2win * znnnz
=~ le o "Fxlo)de=—Ilim [e © “g(z)e"°dz.
w, 7 =0

Lo Ty

Notre hypothése relativement & la fonction ¢ (x) entraine done I'existence de la
limite au second membre. Cela posé rappelons que nous avons démontré que la
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fonction F (x) admet une dérivée continue. Cette fonction se représente donc,
dans Pintervalle z, < z <2, + w, par la série de Fourier

L
2ZANT . 27TNX .
F(xlw)=ao+22 (a,. cos =+ b, sin ) (z)
et w
dont les coefficients a, et b, se déterminent par les expressions suivantes
Zot© Lo
I
a, — a]F(xIw)dxr—frp(x)dx,
xq a
@«
. 2TNE
a, = — lim | cos ¢ (x)e12dg, (2)
—t 0}
K Zo
©
. . 2ENT . ,
b,= — lim | sin @(x)e~17dx. (2°)
n——n

Zo

Soit en particulier (p(x)———i- et w=1. Les coefficients a, et b, s’expriment par

le sinus-intégral

si (x)=—-j su:;a:dx’

et le cosinus-intégral

€
. oS
cx(x)=——f ~—dz.
x

On a en effet

o

‘cos 2N
p— — | SBEENT 4y

x
Zo

a0
“sin 2 Tnx
b,,=—j - dz,
To

x

parce que ces intégrales convergent. Si x, est positif la fonction ¥ (x) se repré-
sente donc, dans l'intervalle z, <z <x,+ 1, par la série
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P(r)=logx, +2 i [ci (2 7z na,) cos (2 wnx) + si (2 7w nx,) sin (2 wnz)]. (3)

ot

La fonction @ (z|w) peut aussi, dans Pintervalle z, < x <z, + w, se représenter par
une série trigonométrique. De la série (1) on déduit en effet, en tenant compte
de I'équation

G (z|w)=A\F (x]2wv),

cette autre série
O

G (z]w) = 2 (az,H.. cos (_@_i’w_llﬂ + Banti sinv(ﬂ"——l—_—l-)—”—x) R 2, <x<zy+w, (4)

{0
R0

ou les coefficients «, et 3, sont égaux a

o

— 4 kim | cos TNE —n:
= 3,120 cos — ¢ (x)e—"17dx, (5)
X
B = 4 lim | sin ZE’—ticrp(:v) e—12dax. (5")
(7] =0 (7

Zo

Il convient de remarquer que cette série représente la fonction G (x|w) seulement
dans la moitié de l'intervalle de périodicité. Dans l'intervalle x,— w <z <z, elle

représente la fonction — G (x + w}w). Si 'on pose en particulier ¢ () =£ on voit

que la fonction g(z), dont il a été question plus haut, se développe de la ma-
niére suivante

g(x) =—42[ci (zn+ 1)z, .cos(znt+1)yma +si(zn+1)na,.sin(z2n+1)wzx], (6)
7n==0
ot Fon suppose que o<z, <z <x+ 1.
21. En général les intégrales (2) et (5) ne sont pas couvergentes pour y=o,

mais on peut en déduire d’autres qui convergent et représentent les coefficients
@n, by etc. En effet, considérons I'intégrale suivante

27Tnt
w

e—ndt.

Y, () = — j?cos

Acta mathematico. 44. Imprimé le 10 mai 1922, 19
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Elle convergera, si >0, et 'on a évidemment

z.,_(i:H_)Q $+“’
< " s amt & _use "
Y, (x)=—2 cos —e—’l‘dt=—Ze " j cos ——— e~ di,
[() W
S} =0
24+
n
donc
w
R )
n
e—ne (* 27N
_— i —né
Y, (x)= e } cos ~—- (x +1t) e mtdt.
e "® —1g

La fonction ¢, (x) satisfait par conséquent & la relation

ne

Y, (x + ;:) =e "y, (x).

Posons ensuite

wz<x)=—fwl<t)dt.

Cette intégrale convergera si #>0, et I’on trouve

o ® ®

° _nso A" g
P@)=— e [lpl(t)dt= _é—ﬁjwl(x-i-t)dt.

gm0 4 e " —1§

Par conséquent

TS
2

e
Y, (x)——————f]a)——-—z] e—'"tzdtzje—’ltn cos 220 (x + ¢, +1,) dt,.
(0_7‘_—1) 0 b ©

Posons en général
V(@) == [ Y () d.

On voit aisément que

()

n

Y, (x) = _&; } Yy (z +t)dt.

e " —14%
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Par conséquent

(4]

N

e

tpv(x)=————-7L)—fe—"‘vdn fe nh cos ——-(x+t +i, -+ b)de,.
0

e n

On peut écrire la derniére équation comme il suit

@
_e—uz/'_w 1 d f ‘ cos 2% @kt by )AL (7)

e
¥ —_ n

. 1—ent ‘s . . . .
La fonction ——— est positive et croissante dans Pintervalle d’intégration. Du

I—e ©
second théoréme de la moyenne on conclut donc que

@ [

',U,,(x)=e"”fdt,y--~ fcos %ﬁz(x+t,+tz--~+t,,)dt“

les 6, étant des nombres positifs et plus petits que %" On sait donc trouver un

nombre positif C tel que

[ (@)| < Cemn® (8)

pour toute valeur positive de 7. Faisons maintenant tendre 7 vers zéro dans
Péquation (7), il vient

@ @
7

lim ¢, (%) —‘ ) ]tvdt,,mft,coszz#l(x-l-t, +t,-- 4 t,)dt,,

BP0

0 0

Par un calcul facile on en déduit

lim ., () = (— 0" ;2

N0

lm Wy (2) = (— 1) (zf,jn

0
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En posant

o

(@) = — fsin 2R dt
. w
x

W

Ly () = — / sv—1 () dt

&
on démontre de méme que y,{x) satisfait-a une inégalité de la forme (8) et qu’on a

. w \* . 2un2
lim z..(x)=(—1) (l—) sin Jiw—-—,

-0

I SIE b

im g4 (2 —1 — ——=.

o Levir () = (— 1) Py n) cos

Cela posé, considérons les intégrales aux seconds membres des équations (2).
intégrant m fois par partie on trouve, en tenant compte de I'inégalité (8)

’

— ’ coszV';:Lx(;J(x) e dy = 2 (— 1) ™ (2,) Yoy () +(— 1) ! / @ (x) Ym(x)d 2,
j sin 2502 (@) emnedr = 3 (— 1" 90 (35) s (80) + (— 1)+ J P (2) 1 (2)d
By = A

En faisant tendre y vers zéro on trouve, si m est pair,

27 n
“n=;~—fp(xo)sm °+( Py )(p‘”(xo)coszn Zo
: 27N w 276N,
*(zﬁn) ) () sin =25 — (;",,7,) P () CO8 ==t o
&€
—( I)':‘( w )’"( (m—l)(x)cOsgfﬁ_(_ I)m (_(i_, m ‘( (m)(x)cosz,”:nxd (9)
zun) ¥ ’ w zun] )7 o 4w (9
Zo
w 2WTNT W 27NL
bp = — x,) cos ——-2 ————) o (2 sin 0
" zn? P (%) @ + zanl ¥ () 0
2N
) ¢ (x,) cos — =2 — (;;_z-) ¢ (2,) sin 27050
w
( fl')%l 4 )m( (M—-l)(x ) sin 27TNT, ( I)?( v \m /'( - in Zﬂﬂxd
zun) 7 o w 2unl P () si o ae. (x0)

o
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Mais ¢i m est impair les deux derniers termes dans 'expression de a, sont

o

m—1 >

m—l m - ! 1 y \m .
4 (1) 7 (_‘L) @ (g sim 2705 g () (~L’—) f ¢ (@) sin 22" gz,

27TN 27N

o

Zo
et les deux derniers termes dans 'expression de &, sont

o

)mj @™ (x) cos g%?ﬁdx.

Zo

m+1
( w

- 27TTNT, mt] w
+ (‘— I) — 27TN a (

m
)-rp‘”“"(xo) cos +(—1)°* Tn

w

Il suffit de remplacer w par 2w dans ces expressions pour trouver les valeurs des
coefficients «, et 8, de la série (4).

Ces développements mettent en évidence comment les a,, b, ete. se com-
portent pour les valeurs trés grandes de n. Le premier terme est du méme ordre

I - [
de grandeur que o La convergence des séries (1) et (4) est done en général due
aux variations de signe que présentent leurs termes. Pour que ces séries conver-

gent absolument il faut et il suffit que ¢ {z,) = o.

22. Appliquons ces formules & la fonction log 1"(x) et posons ¢ (x) = log x
et w=1. Soit z, un nombre positif quelconque, on trouve, en prenant m — 1

sin 2zenx, si(27u2nz,)

4 —log 2N 2N (11)
. cos 2z nx, cl(znny) ;
by = —log z, 2un 2un ()
On a en outre
Zo
ay =} @ (x)dx = x,logx, — x, .
¢
En se rappelant que
log I' (x) =log Vam + S logz Az,
0
on trouvera, aprés une réduction facile
log I' () = log Vau + (x~.- 2) log #, —x,
. i 8i {(zwnx,) cos (2nwnx)— ci (2enx,) sin (2wnz) . (12)

wn
7=
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Cette série converge absolument, si z, est positif, et I'équation est vraie dans
Iintervalle o<z, <2<z, +1. Elle a été trouvée par M. NieLsEN' dans le cas
particulier z, =1 et par KuMMER? dans le cas &, = 0. Pour voir que notre série
s’accorde avec celle de Kummer remarquons qu’on a

. i, g (—1)parst
S“(m)=__—2-+$2__0(2$+1)(zs—'r1)!’ (13)
ci(x)=C+log x+2 (—2_828:;2!85 (14)

Nous avons établi les équations (11) en supposant z, positif. En faisant tendre
z, vers zéro on trouve

L
I
flogl‘(x)cosznnxdx*a"_ﬁ,

e

1

J log I' (x) sin 2 xnxdx=b, = Ctlog2mn ,
27N

0

C étant la constante d’Euler. La fonction log I’ (x) satisfait dans lintervalle
o<z <1 aux conditions de Dirichlet. On a donc 3 lintérieur de cet intervalle

cCoS 2N
——= 4

(x5)

(C-+logamn) sin 2'/znx].

TN

log I' (x) =log V2 +ﬁ [

o=

En réduisant le second membre & I'aide des équations (15') et (20) du paragraphe
suivant on trouve

. < logn .
log I =(E~_) (1 —z)logm — 1 log .
og I" () SF (C+log2)+ (1 —x)lognw 2log smnx—l-ﬂzﬂ o Sinz7 e (16)
Cest la série de Kummer.
Mentionnons deux cas particuliers de I'équation (12). En faisant x égal &
un entier positif, et en remplagant z, par z, on voit qu’on a, pour toute valeur
positive de z,

! Theorie des Integrallogarithmus. Leipzig 1906, p. 79.
* J. reine angew. Math. 35 (1847), p. t—4.
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—————— : — Q si(27nz)
([ZJ + 2) logz=7z+ log Van —log[z]! =7§1 ﬂ_(;r_,

ol [z] désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal 4 z. En posant
Z = p+§, p étant un entier non négatif on trouve

[

—logr.3.5...(2p—1)= 2 (—1)

N )

281 (mnz)

logz —2z
plogz + — o

et cette équation est vraie dans l'intervalle 2p—1 <2<2p+ 1. En particulier
la série converge dans l'intervalle — 1 <2<1, et sa somme est égale &

logz—z
2

En posant x = p+1 dans ’équation (3) on trouve de méme

1+§+§“...+%—O~logz=220i(2nn2), plzlptI.

ne=1

Mais si z est égal & Pentier positif p, on trouve

S & b I ¥
I+E+§...+p__I+E~13—-0-—Iog77-—22‘01(27mp),

n=t

et en particulier

O=§——220i(2nn).

n=1
1
En posant z=1p + S on trouvera
o

1+=4= ...+-———~———g——logz—;—loaz=2(——r)"ci(27ﬂn2),

pourvu que z soit situé dans Pintervalle o<'p——§—< z<p+ : De P’équation (6)

on déduit de méme les valeurs des séries suivantes:
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. — 1) °°
logz——1+;§—;§~--+(——Eyﬂ~=220i(2n+1)nz, p<Llazl<p+t1,

nuo

w_ L Gr_1 ,=ap

I A n+1 __._E }_
. 375 p—1 2( Ttisi(en+ 1) P 2<z<10+2,

ney

et en particulier

7—:=2(——1)”+'si(2n+1)nz, o<z<§.

n=0

23. Il ne sera pas inutile de vérifier les équations (g) et (10) en les appliquant
aux polynomes de Bernoulli et d’Euler. Nous avons démontré qu’on a

&

-Bv+|(x)

e Ne="""—7— et 2/ x =8, (x).

D= Ve =By ()
0

En prenant z,=o0 et m =1+ 1 tous les termes dans les seconds membres des

équations (g) et (ro) s’annulent sauf un seul au plus. On trouvera ainsi les séries

bien connues:

2(2 w)!i €os 27T NE

B,, (x)"': ('_I)H-l (Zn)g,,nsl v ’ (17)

2{zv + ) sinzune .
(27c)2v+! 2 pivr ? (17)
nm=l

Biyi (@) = (— 1)

o .4 sin (2n + 1) 7
B (x)=(—1) ”.WZ Gn i (x8)
o walzr—1)Igecos(zn + 1) 7T ,
(Bzpr@) = (—1) 0" 2 (2n+1)2” (x8)

me i)

Si 7> 0, ces séries convergent absolument et uniformément, et elles représentent,
dans Pintervalle o <z < 1, la fonction au premier membre. Les séries représentent
donc, pour toutes les valeurs réelles de x, les fonctions que nous avons désignées
plus haut par B(z) et E(x). 8i »=o0, la deuxiéme et la troisiéme équation sont
encore vraies, pourvu que o<z <1, mais la convergence des séries est non uni-
forme au voisinage des points x=o0, + 1, +2,....
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Il n’est peut-&tre pas sans intérét de remarquer que les derniéres séries se
déduisent presque sans aucun calcul des formules sommatoires d’Euler et de

Boole. En effet, reprenons la série (6) du paragraphe 6 avec son terme complé-
mentaire:

W Ny O
2cot,2 2( 1) (28)!B23+R,,.

Laadt]

En multipliant les deux membres de cette équation par sin - et en posant ensuite
2

w = 2mwn, on trouve
1

fB”(z)eosZnnzdz=(_I),+, (27)! o,

(zan)”’
0

1

fBz,,+, (2) sin 2zxmzdz = (— 1)"+' —, (2’/ +1)!

(27[n)2v+1

0

Mais puisque B,(1-—z)=(—1)"B,(z), on aura les développements (x7). De la
méme maniére on déduira les développements (18) de la série (7) paragraphe 3.
Voici encore deux auttes séries remarquables les valeurs desquelles on peut aisé-
ment tirer des équations (17):

1
[ =B @eotne—naz= (- LERZEELT, (19

N
1.

J (Barss (&) = Buvss )y c0t (s — ) dz = (— 2+ (jj;);if?z""fjfé.’fx (19)

]

En effet, supposons » > 0 et 0 <z < 1; substituons les séries (17) dans les intégrales
au premier membre et intégrons terme par terme ce qui est permis, parce que
ces séries convergent uniformément. En remarquant qu’on a, n étant un entier
positif
lv
J (eos 2rnz — cos 2w nx) cot & (2 — x) 42 — — sin 2wnw,
0

f(sin 2znz—sin 2nnz)cot w (z—2x)dz = cos znnz,

Acta mathematica. 44. Imprimé le 10 mai 1922. 20
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on trouvera les équations (1g). Ces deux équations sont donc vraies dans I'inter-
valle 0<z<1. Si »=o0 on voit aisément que la seconde équation est encore
vraie & intérieur de cet intervalle. Elle peut s’écrire comme il suit

@
. COS 27TNX
— log (2sin w x) ——-2~————, o<x<1. (z0)
n
n=t
Remarquons enfin qu’en intégrant par partie au premier membre des équations
(xg) on trouvera

1

— 1 3 sl
[Bw-x (z)log sin 7r|z — x|d2z = (— 1)*+! ((zza;v)wi)l.z‘smzzznx’ (21)
1 ne!
g (2)!
. 2
jB._.,,(z)logsm7v|z-x[dz=(—I)”( 7:220023,7:,”‘”. (21')
9 7n=1

Des relations (18) on déduit de méme ces deux autres relations
)

[(m () — B (2) 087 (2 — ) o (— 1) £22) '2. yooslant 1wz )

sin 7 (z — x) v+ (zn+ )+

1
}l (Ezv——l (2) -—_ E'z'u-l (x) CO8s 77 (z - .'13))

Y

sin 7w (2 — z)

—(— ),,+l4(2¢ 2—; 1)|2sinh(2n+ I)nx (22)

T (zm +1)*"

8i »> o, ces relations sont. vraies dans U'intervalle o <z < 1. En effet, substituons

dans les deux intégrales au premier membre les séries (18). Ces séries étant

uniformément convergentes on peut intégrer terme par terme st on trouve le
résultat indigué.

Si » = o la série (22) converge encore & 'intérieur de I'intervalle et I’on trouve

% log cot 7%:“ =2 0os (2mt 1) o<z<1 (23)

2n+1

En intégrant par partie au premier membre des équations (22) on aura, pourvu
que v > o,
1

fE'“’—‘ (2) log tgglz_ x|dz = (_I)@»_l4(21/—‘ I)!z cos{zn+1)wa (24)

2 2y 41
VA = (zn+1)

]



Mémoire sur le calcul aux différences. finies. 155

1

fE ()log tg”]e —aldzs = (—xp 422 — 2y Enln ) EL

! (zn +1)*”

n=0
0

24. On sait exprimer les sommes des puissances négatives de nombres entiers
par les nombres et les polynomes de Bernoulli. En effet, en posant x = o dans
les équations (17), (19) et (21'), on trouve

3 L= 2p, (25)

2(zv)!

1
2 IV =(_1)V+'»—(—2ﬂ/'Bmu.(z)cotmdz;

st 2(2’V+I)!
' o

2 _t = (—1) & (zc) B (z)log sin wzdz.
n2vt+i (2,,,) 2 g

T} h

En posant & = gdans les mémes équations il vient

(—I) vt | 7Y

2 P T — 1) 20! y D2, (26)

n=1

1
@ \n 2941 :
2 (no?i—):'—("‘l)1+l (2”)— /B-’vﬁ(z) tgrnzdz,

- 2(21’-]-1)'0

prv+! (2 ,,)'

2(_1 =(—1) 2y /Bw(z)logicomczldz

n=1

En faisant z = o dans les équations (18'), (22) et (24) on trouve

I » et 02 G|
2 et~ G 7

1

SR S A Vs R,
n_0(2n+ b It 4(zv)! sin 72

0

1

A ER
1zr—1) !] E.,- (z) log tg—dz.
0

P
it

—(— 1
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Enfin en posant x=~;— dans les éguations (18) et (22'), on aura

(zn+ 1)+ (2v)t 22742’
1

4(21/ I)Ef ”"’()cosnz'

0

(=1" _ ., w
2(2n+1)“’ (=),

25. De la série de Fourier (1) on peut déduire un autre développement
remarquable de la fonction F(z|w). En substitaant dans cette série les expres-
sions (2) et (2') des coefficients on trouve

To ® «®
F(xl(u)_—-frp(z)dz——zz lim fcos[z%y—t(z——x)]qo(z)e-nzdz.
ey 170
a

De méme, en substituant les expressions (s5) et (5) des «, et 8, dans I’équation
(4) on trouve

G(x|w)= i 2 lim fcos [(—EET—UI)—E (2 — x)]‘rp(z)e‘wdz.

” 01)-—00

Dans ces équations on suppose que x, <x <z, + . Posons en particulier

w . . . .
= x,,+;et remplacons ensuite x, par z, il vient

F(m+gicu)"=f(p(z)dz——22(— 1)* lim cos 2 (p(x+z)e—"'dz, (29)

net 7N —0,

€6

wi _im — 1) b 5 M —nz 3
G(x+;!.w)—w,,2_0( 2 nl-l-rf‘o Sin w (p(:l:-l-Z)e "dz. (30)

Mais en posant x =, on trouve

T €O

F(a:lw)=f (z)dz——— - (p(.’c _ZZ lim } cos z—%?—ffp(x +z)e-17dz, (31)

N0,
=1
a » 0

Gx)ow)=g(z)+ 42 lim [ cos (-Zﬂ—t)—l—)ﬂw(xﬁ-z)e—'lzdz. (32)

H—n
n=0 !
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Ces quatre égquations sont donc vraies pour toute valeur de x qui est plus grande que b.

Si ’on pose en particulier ¢ (x) =, ces relations se réduisent aux suivantes

T N R dz
P(x+;)=logx—z’2l(—-1)” f cos27rnzx+z,
2= by

@
/.

(++3) =4i(_1)n} sin [(z -+ 1) w2 o

2 =2i)

0
. 1 v [ dz
I’(x)=logx—;é-z 2 cosznnzzc—:;,

kLI

0

@
>

S dz
g@)==+43 /cos[(2n+1)nz]x—+—z,
ﬂ-:n-o

En introduisant le cosinus-intégral et le sinus-intégral on peut encore écrire, par
exemple les deux derniéres équations, comme il suit

P (x) = logx——;%+ 2'2[ci(2n7rx) cos(znux) +si(2nxz)sin(2nrr)], (33)

Nt

gi{x) =i-—4 i[ci(zn—!— 1)z cos (zn+1)wx+si(zn+1)nwxsin (2n+1)wx]. (34)

7 =)
<

On déduit de méme de l'équation (12), ou bien des équations (2g) et (31) en
posant @ (xz)==logz:

logI’ (x +§) =logVz2m+zlogz—=

n 2 (— I)n'ci (2 wnz) sin (2 wnx) —si(2wnx)cos (2wnx)

— ,  (35)

nw=i

logI'(x) =logV 2w + (x—i) loge — z

< Ci (2 ene)sin (2 anx) —si(2wnz)cos(zanx
+ 2 ( T ) ( 7C )7'7,4 ( ) ( s )' (36)

n=1
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On a ici b=o0. Ces huit équations sont donc établies pour toute valeur positive
de z. Nous démontrerons plus loin qu’elles subsistent encore pour les valeurs
complexes de & dont la partie réelle est positive.

Variables Complexes.

Application de Vintégrale de Cauchy.

26. Jusqu’ici x et w ont été des nombres réels. Nous voulons maintenant
donner & ces variables des valeurs complexes-et nous étudierons les prolongements
analytiques des fonctions que nous venons de considérer. Soit J un angle

entourant Paxe des nombres positifs et limité par deux rayons vecteurs formant
avec l'axe positif des angles plus petits queg; Pouverture de cet angle peut

d’ailleurs étre aussi petit que l'on veut. Soit ¢(z) une fonction analytique,
holomorphe dans I'angle ¥ et admettons qu’on ait uniformément dans cet angle

lm 2% ¢t (x) = o,

lz} — w

si m est suffisamment grand. Dans ces conditions il résulte de I'analyse des
paragraphes 5 et g que les limites

G(xlw)=g«p(w>7x, (1)
F<x|w>=5rp(w)%x (2)

a

existent pour toute valeur de 2 et de w & V'intérieur de l'angle J et qu’elles représen-
tent deux fonctions analytiques, holomorphes dans cet angle. Les expressions ana-
lytiques que nous avons déduites des formules sommatoires d’Euler et de Boole
restent donc valables pour ces valeurs des variables. Mais il y en a d’autres
qui s’appliquent dans des cas plus généraux et que nous allons mettre en évidence.
Supposons d’abord que la fonction analytique ¢(x) soit holomorphe dans
Pangle 9 et que D’égalité
Nim p(x)e—ei=l =0 (3)
izi— ®
ait lieu uniformément dans cet angle, ¢ étant un nombre positif aussi petit que
I'on veat. En ce cas les séries
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@

2 (— I)s UL (Cl? + S(u) e (z+s o) (4)

8=0

o

2 P(x + sw) erilztso) (5)

S

convergeront pour toute valeur positive de 7, pourvu que = et « restent dans
Pangle J. A Yaide du caleul des résidus! nous allons étudier comment se com-
portent ces deux séries quand v tend vers zéro. En observant que la fonction
m eot rz admet tout nombre entier » comme pdle simple de résidu un, et quele

oS . T . A 7 Y ,
résidu de la fonction prg— relatif au pdle z =, est égal & (—1)’, on trouve

les deux équations suivantes

s=p
2w(x+3m) e~ T tsa) =E$r7[¢ (x +wz)e~n1e+odpeotwrzde,
8==0 b
s=p .
z (—1Ppxtsw)enotsa) = I Plx+wz)e—niztos) '_dz_’
Pt 2t sinzz
¢
C étant un contour formé de C
deux demi-cercles entourant
respectivement les pointso et - (o P ) P

p, réunis par deux droites
paralléles & l'axe des nom-
bres positifs. Nous supposerons que les points z et w sont & Vintérieur de
Pangle J et qu'on a choisi les rayons des deux cercles assez petits pour que le

point 2+ wz reste & lintérieur de Y quand z parcourt le contour C. Faisons
tendre p vers I'infini, le nombre positif 5 restant fixe. On trouvera

Fig. 1.

T .
Z(p (% + sw) e—niwtsa) = ;EJ¢ (x+ wz)e~1Etod g oot wadz, (6)
Sm==()
1
i(_ I)" Q()(Q? + 8ew) e—nlztso) — ,I “q} (x + (02) e—nlztaz) .dZ , (7)
pt 2t sin 7z
C,

! Voir sur ce sujet un excellent petit livre de M. E. Lixpernér: Le calcul des résidns et
ses applications 3 la théorie des fonctions, Paris 1905. L'analyse de ce paragraphe est voisin
de celai de M. LiyprLor mais le probléme que nous nous sommes posé est bien différent de
celui que M. Lixneror a traité (l. c. p. 52—86).
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C, ¥ C, étant un lacet formé d’un petit

demi-cercle entourant le point
o G =0 et de deux droites paralléles
a I'axe des nombres positifs. Con-
sidérons d’abord Dintégrale (7).
La ligne d’intégration coupe 'axe

2/11

Fig. 2.

réel dans un point « situé entre o et — 1. Déformons le contour C, en un autre
contour C, qui sera formé de deux droites issues du point o et situées I'une au-
dessus 'autre au-dessous de I’axe réel. Nous choisissons les angles que ces deux
droites forment avec 1’axe des nom-

c, s’ bres positifs assez petits pour que le

pbint % +wz reste & lintérieur de 9

o <& quand z parcourt le contour C,. Fai-
sons ensuite tendre % vers zéro. Linté-

grale au second membre tendra uni-

4 7 . S T
V' formément vers une limite parce qu’on
Fig. 3. sait trouver un constante K telle que
P(z+ w2) K
sin 77 2 Ak

sur le contour C,. On arrive ainsi & 'équation suivante

gf[f'(x)\?!x=ijq)(w+wz)—s—i%%;- (8)

2

Considérons maintenant Pintégrale (6) et remarquons qu’on a

L cot 2 I I
- Vin RS e e ey
2t 2 &TimiE__ ¢
I I I
*2—1;00t ”~=—z‘+~"“e2n‘.z~‘_— I~

Je remplace cotwz par la premiére de ces expressions sur la partie supérieure
du contour C,, formé de 'arc ay' . Je remplace cot =z par la seconde expres-
sion sur l'arc ¢y'o. On aura donc

«©
w0

};rp(x+sw)e—’7(z+“’) = frp (x + wz) e ls+od gz
S= 0 Y

@ (X + wz) e 1E+02) (p (2 + wz) e=1{z+o2)
P ) az+ (2 )

e—-.':riz__I eraiz . I z.

ay' o ay'tw
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La premiére intégrale est étendue le long de I'axe réel. Dans les deux autres
intégrales je déforme comme plus haut la ligne d’intégration en remplacant P’arc
ay  par la droite ap' o et larc ay" o par la droite ag"
tendre # vers zéro. On a évidemment

Je fais ensuite

¢ (x + we) e~ 1T +o2)
e~2niz__I 2=

@z + wz)dz

e—l’liz___ I

lim

N0,/

afw

parce que lintégrale au second membre converge.

o0

af o

En remarquant que

o«

j plx+wz)enwtoddz = —~jfp(z) e dz

a

rtaw

on arrive & Péquation suivante

Z+am

S (z)Az—]rp(z)dm

a @

—zaiz <II:E~;””#‘ (9)

P x+uz)dz+wf(/i(x +w2)dz

af o agte

Cette relation peut s’écrire sous une forme plus simple. Posons

f(2) =j'rp<z>dz,

a

et intégrons par pattie dans les deux derniers termes au second membre. On trouve

f"’(”""”")dz_ ﬂx+aw)+~~—]f(x+wz) m_)2dz,

I g—tniz I —e—tmia ' 5 g smmz
af w wfo
o (x + wz)dz z+aw 2
Pz . ) ___f_(____._) I flx+ wz) (—~- dz.
1 — e27iz I — er’in 2 T STz

afglioo apl e

En substituant ces expressions dans P’équation {g) on trouvera

x

S(p(z)&z~~—»—]f (z + w2) (giﬁ-;—r—g)ilz

a

(10)

On voit ainsi que les seconds membres des équations (1) et (2) tendent uni-
formément vers des limites pour toutes les valeurs de z et de w qui sont & I'inté-
rieur de Pangle & et qu’elles représentent deux fonctions analytiques de z et de w,

Acta mathemntica. 44. Imprimé le 12 maij 1922, 21
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holomorphes dans P’angle 9. On peut dire un peu de plus sur ces fonctions si
Pon suppose que ¢(x) soit holomorphe & Pintérieur d’un angle ©® comprenant
I'angle 9 et qu’il existe une constante positive k telle qu’on a uniformément
lim @(z)e*lel=0o
lef—
dans Plangle ©. Les équations (8) et (10) subsistent pour toute valeur de = &
P'intérieur de ©. Faisons varier w. Quand w sort de I'angle 9 on voit que les
intégrales (8) et (10) restent convergentes tant que w reste a 'intérieur de 'angle
O pourvu que le module de v soit suffisamment petit. Les fonctions F (z}|w)
et G(z|w) admettent en général des points singuliers pour des valeurs de w situées
3 lintérieur de ®. Mais quand z reste dans © elles sont holomorphes dans un
certain voisinage de o ==o0, situé tout entier & l'intérieur de ©.

27. Etudions un autre cas. Admettons que:

1° la fonction ¢ (z) soit holomorphe dans le demi-plan R(x)>b et qu'on
sache trouver deux nombres positifs C et k tels que, pour toute valeur
de z dans le demi-plan, on ait

[p ()| < Cetalel, (11)

quelque petit qu’on se donne le nombre positif ¢;
2° dans une bande quelconque, située dans le demi-plan et limitée par deux

by

droites paralléles & I'axe des nombres positifs on ait
[p(z){< Ceslat,

Soit w un nombre positif et # un point & 'intérieur du demi-plan. Les séries (4)
et (3) convergent et les équations (6) et (7) sont encore vraies. Posons z =ret",
On sait trouver une constante M telle que

Pz +wz)

: < M elettko—~a sinlrhr
sin st 2

7
E .
comme plus haut, déformer le chemin d’intégration et remplacer la ligne C, par
une droite perpendiculaire & 'axe des nombres réels et coupant celui-ci dans le
point «. On trouve ainsi

8i §> v > -—;r Considérons d’abord l'intégrale (7). Siw <7 on peut raisonner

a+in
s

qu(x)?xr:ijrp(x—rwz%—df—w (12)

sin 7 2
a—fw®
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De I’équation (6) on déduit! de méme, si w < 27

k
z 2+aw a+io a( d
S(p(z)Az—/(p(z)dz+( fi’il(—x:ie‘_if,,—)gfmuj plztonds, (13)
z atiew
g \2 .
SFP(Z)AZ*'—*;;ff(x—I—(UZ) (sﬂ?} dz. (14)
p a—~iow

Dans ces trois équations o est un nombre quelconque entre o et — 1 et Uon
suppose que la partie réelle de z est plus grande que b — aw. Posons en parti-

. I N w
culier ¢ = - et remplagons en méme temps z par z + i On trouve

+ioo o
© . dz (et iet)+p(z—int) .
G(x—i—zlm)— /rp(z—i»cuz)cos 7—2} oA L=t dt, (x2')
—-‘iﬁn 0
a §
+iw e
_ " o A (@t iet) + [(r—10t) ,
F(x+ o )_MJ/( &+ w2) (coq . dz—z/c"’ S )
—i® 0

D’autre part en faisant tendre « vers zéro et en ayant soin d’éviter le point z =
en déformant la ligne d’intégration, au voisinage de ce point, en un petit demi-
cercle, dont on fait ensuite tendre le rayon vers zéro, on trouvera

G(x|w) =p(x)+2¢ / AChy Z;i):e(f Sﬁﬁ wit) dt, (x2")
0
Falo)= [p@)dz—p(@)+io | ¢z "‘i"__';ﬁf‘ =g (13

@ 0

f(w +itwt) + [ (x — {wl) —
(e'zt_e—- 1t)2

Fzlo) = () —f (2) - 2@ gs (14

! Je suppose, pour fixer les idées, que a > b.
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Les six derniéres équations sont valables si la partie réelle de x est plus grande
que b, et elles mettent en évidence que G (x]w), respectivement F (x]w), sont
des fonctions analytiques de z, holomorphes pour toutes les valeurs de z dans

le demi-plan % (z) > b, tant qué w reste a lintérieur de Vintervalle o < w < %,
respectivement & P'intérieur de Pintervalle o < w < 2775 Mais il n’en est plus ainsi

quand w sort de ces intervalles. En effet, soit par exemple
P (x) ==,
On a ici k=1, et 'on trouve immédiatement pour toute valeur positive de y

bud e('i—'l)-"
2 (—1)seti—netso) — _ — |
I+ e(’r—’f]) [0}

S0

© (i—n)
3 entarsa — 40

I~ e(I— no
§==0

En faisant tendre 7 vers zéro on aura donc

3 2 eiz
ere X == "y
S Y 1+ er®

x

: , w et
eTNx=1— —r>

0

pourvu que les expressions aux seconds membres aient un sens. En séparantle
réel de I'imaginaire on trouve

w
cos (x——— —)
2
S cos @ L= ey

0 (&)
@ cos —
2
. w
sin (x— 2’
Ssin sV ax=— “
© w
cos
2

. '
= sin (a;~ ,
w R
cosx [\ X = — - 2]
@ 2

sin ¥
0 2
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€&

w
3 cos (x - ;
. (]
sin x A =3y —— ——————
[ 2 . W
i s —
2

On voit ainsi que G (z}w), respectivement F (z|w), dans les deux cas sont des fonc-
tions méromorphes de w admettant pour pdles simples les points w = + (28 — 1),
respectivement les points w = 4 2 s, s étant un entier positif.

28. Considérons quelques autres cas particuliers. Supposons que ¢ (x) soit
une puissance entiére et positive de . Nous avons vu qu’on a

g 2\ x=E.(z),

SV 2~ N\ x= B,(x).

0

Remplagons dans les équations (12) et (13) ¢ (), respectivement f(x), par z* et
posons w=1.  On frouvera

a+iw
e , dz
By ) =i [ vy 22 (13)
B I o N 7w \?
,,(x)=27”.j @+2) (Simz) dz. (16)
uLiw

« est un nombre quelconque entre o et — 1 et les équations sont valables pour
toutes les valeurs de 2. En posant z=:0 on trouve

ati d
L (2rdz
2="C, =1 | = s —1<a<o 1
" sinwz ’ (17)
a—iw
utio
I » @ \%
B, = =i 2\ py dz, —1<a<o. (18)
27 7t
u;iw

I
En posant z = - on aura
2

E, =~I—_ / z"'clz —1<a<T, {19)
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at+io

I . ‘ A 2
D, — i ] <~\~ e ) dz, —1<a<1. (20)
. z

a—ix cos ;

En faisant tendre « vers zéro dans ces équations, ou bien en se reportant
aux relations (12"), (14"), (12') et (14'), on trouve

'3

O:v-{-l-‘:(* I)M'l }‘aﬂiﬂ:
Joosh e
0 2
gy == e v41, "_x:.!fvdx N
B.,=(—1) /c'/ T
0
.E ¥ :———(——I)l’ /xjv’,f-x,
o ¢hx
2
7 g v
ooy [ £,
/jozd
2

sha étant le sinus hyperboligne et chx étant le cosinus byperbolique de z.

. . T , . -
Soit en second lieu ¢ (x) = Les équations (12") et (12) se réduisent aux
suivantes

1 i 2 tdt
9@ =+ | i e
/!
R “3@2 xdt
g(.’L+ 2) _—”, chmt ¥+ ¢

0

La derniére de ces formules a été démontrée par LEGENDRE. Des trois équations
{14) on déduit de méme

a+iw0

) =L | BN

P () = 27 J log (z +2) (sinnz) dz,
wos T =" log (2 + 1)
P(x+2 2) {chit) at,

0
. 1 | 2 dt
F () = logx — e 2 ' log (I + 5) Ghwip

¥
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En posant ¢(x) =§ dans I’équation (13") on trouve la relation suivante qui
a ¢té établie par Polssow
P (z) — S S (A S 2
P(x) ].ng 2x+2fx2+t21_e:nt
v

Dans toutes ces relations on suppose que la partie réelle de x soit positive.
Supposons en dernier lieu que ¢(z) soit une fonction enticre telle que

[p(x)| < C el (21)

pour toute valeur de x, C' étant une constante, ¢ étant un nombre positif aussi
petit que 'on veut. En démontrant les équations

at+i®
o dz
G:U Y) == wp{xr i — —_— B 22
(] w) z]p(r+wz)sm o 1<a<o (22)
a~t»
atio .
r , :_...;I,‘.,_ : (,_ i'_r__)" . ¢ < 3
(x]s) 27”//‘('v+wz) sin 72 dz, 1<a<o (23)
a—1im

nous avons supposé o positif, pendant que z est un nombre quelconque. Mais
les intégrales au second membre conservent un sens pour toutes les valeurs
réelles ou complexes de x et de w. Les deux solutions principales F(x|w) et
G(z|w) admettent donc un prolongement analytique dans tout le plan des w et

Pon voit & ces intégrales qu’elles sont des fonctions entiéres des deux variables
x et w. Remplagons v par — w et en méme temps z par —1I-—z; on aura

(L+'1:cx> d
z
Gzl—w =i | p@+o+0z) ——"— - <
(] — ) pE+o+o )sm e 1<a<o,
a~i»
a-hico
I . 7€ ?
F(x|~cu)=~——.,f(x—rm+wz)‘~. ) dz, —1<a<o.
2’/[7/‘/ sm iz
a~—1i

En comparant ces deux intégrales aux intégrales (22) et (23) on voit que les fonc-
tions G et F satisfont aux équations suivantes

Gz —w|— w)=Gx|w), (24)

Fz—o|—w)=F(z|w). (25)
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G+ |(u) et F(x +° |u) sont par conséquent des fonctions paires de ». Dans

le cas des polynomes d’Euler et de Bernoulli ces deux équations prennent la
forme suivante

E.(1—2)=(—1"E, (),
Bv(I - x) = ('_ I)” B,,,(SC).

Nous allons vérifier ces résultats en considérant les séries ordonuées suivant
les puissances entiéres et croissantes de w. Dans le cas actuel on peut déduire ces
séries de la maniere suivante. Développons la fonction f par la formule de Taylor

T

[+ wz)= /(p(x)dx.;. 2 f, P =1 ().

Pe=t
a

Substituons ce développement dans I’équation (23} et intégrons terme par terme.
On trouve en tenant compte de I’équation (18)

.‘B

F|w) = ) P(@)dz—" pla) +2 e B’" Per=(z). (26)

a

Eun remplacant x par x + ’ dans Péquation (23) et en tenant compte de ’équation
(20) on obtiendra

w \] -Dz'v ap— I

F(:c+ ;Iw) j(p(x)dx+ )_i P (x). (26"

2“’(2 27 (2 v)!
a

De I'équation (22) on déduit de méme, en tenant compte des formules (17) et (xg),

1Oy
) = 2yt (21 —1) 1"
G(zlw) =) + g e @), (26")
G x+.‘3lm) =2M (p(”’)(x) (26"
2 ¥ (2 v)!

Prmml)

Est-ce que ces quatre séries convergent? Pour en décider il faut d’abord savoir
comment les nombres B,, ... JE, se comportent pour les valeurs trés grandes de. 7.
Mais des séries (z5), (26), (27) et (28) paragraphé 24 il résulte que ces nombres
sont de la forme
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B (o 2 e, (27)
28 == 2 e, (27"
(?%—v—:;—)"! =(—1)2 (5)%(1 + &), (27")

& 6tant dans les quatre cas une quantité qui tend vers zéro quand » augmente
indéfiniment. D’autre part de I'inégalité (21) il résulte qu’on a
L

lim [ @) =o.

Y —-> @©
Les quatre séries (26) convergent donc pour toute valeur finie de w, guel que
soit z, et la convergence est uniforme dans tout domaine fini. Elles représentent
par conséquent des fonctions entiéres et 'on vérifie immédiatement & l'aide de
ces séries que les équations (24) et (25) sont satisfaites.

Prolongement analytique des solutions.

2g. Les résultats précédents restent vrais pour certaines fonctions qui ne
rentrent pas dans les conditions que nous avons imposées a la fonction ¢(x).
Remarquons d’abord qu’on peut, sans inconvénient, remplacer les deux expres-
sions qui déterminent les solutions principales par les expressions suivantes

Sfp(x) Vez=2zlim 2(—1)’(/?(x+8w) e—ntztsal (27)
@ N0 5m9
S(p(z) Nz= lim{ l PpR)e 1 dz — 2 P& + sw)e i+ s“')], (28)
[ 7 -0l o=

A(z) étant une fonction de la forme
A(x) = zP(log x)7, pP>1,9>o.

En prenant ces limites pour point de départ il n'y a presque rien & changer
dans ce qui précéde. Dans les cas que nous venons d’étudier on arrive parfaite-
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ment aux mémes solutions que nous avons trouvées 4 'aide de la définition un
peu plus simple dont nous avons fait usage jusqu’ici. Mais avec cette définition
plus large on peut faire un petit pas en avant.

Supposons que la fonction ¢(x) satisfasse & la condition 1° du paragraphe
27 mais supprimons la condition 2°. Il arrive que les séries (4) et (5) n’ont pas
de sens pour aucune valeur de w, mais les séries et l'intégrale qui entrent dans
les expressions (27) et (28) convergeront pour toute valeur positivede n,sip>1,

ou si p=1 et ¢ >o0. Posons w=ge'* et supposons que ;%) >Y>— % . Considé-

rons 'équation (28). Supposons que la partie réelle de z soit plus grande que b
et reprenons le raisonnement du paragraphe 26. On trcuve d’abord

™ z+am
ol

} PRy E dz—© Elp(x + sw)enietso) — } PRy e 1A dz

[ 8=
a

—nL(z+ wz) —n A (@4 wz)
to f Pzt w)entored f @ +w2)e i

I — g—20iz I — griz z. (29)

ap o ay' ;e
Déformons comme plus haut le chemin d’intégration et remplacons les arcs ay' =

et ay”  par deux droites «f « et a 8" o (fig. 3, pag. 160). Supposons que les
angles que ces deux droites forment avec I’axe des nombres positifs soient, en

valeur absolue, plus petits que 2%—“})] Faisons ensuite tendre 7 vers. zéro.

Le second membre tendra uniformément vers une limite pourvu que ¢ est suffi-
samment petit. Cette limite ne dépend pas de 1. On retrouve ainsi ’équation (10).
On peut enfin de nouveau déformer le chemin d’intégration en faisant tourner
les deux droites a3’ o et «p" » jusqu’a ce qu’elles forment avec 'axe positif les

angles &+ (/; o L4 l) Notre intégrale restera convergente pourvu que w satisfasse
& la condition

27

@< cos Y. (30)
En appliquant le méme raisonnement & 'expression (27) on retrouve I’équation (8)
pourvu que « satisfasse a la condition g<77tccos Y. On peut donc affirmer que les
limites (27) et (28) ne dépendent pas de la fonction i(x); seulement.il faut avoir
soin de choisir p et ¢ suffisamment grands pour assurer I’existence des limites.
Si on fait ¢=o, il faut dans le cas actuel prendre p>1. Si l'on fait p=r1 il



Mémoire sur le caleul aux différences finies. 171

faut prendre ¢>o. Il résulte de notre analyse que, dans le dernier cas, la
limite (28) existe pour toutes les valeurs de w qui satisfont & la condition (30).
On voit donc que les denx solutions principales G(z]w) et F(z]|w) sont des fone-
tions analytiques de x et de «, holomorphes tant que z reste a l'intérieur du
demi-plan R(z) >b et tant que w satisfasse & 'une ou autre des deux conditions
que nous venons d’indiquér. Par exemple dans le cas de la fonction F(z}w)- il
faut que w reste a I'intérieur du cercle ayant

le point % pour centre et avec le rayon

%, c'est & dire le cercle que je couvre de _Z/%f_
hachures sur la figure 4. Quand w sort de o
ce cercle il arrive que la fonction F(x|w)
cesse d’exister et il en est de méme pour
la fonction G(z]w).

En particulier, si « est positif, on

i . Fig. 4.
retrouve les équations
atiw d
(@|w)=% | p(x+ w2) pr— (31)
i
@ +‘iw X
. 1 i L
Falw)=—— : : )d~ ,
v|w) Zyci‘f(xn-wz)(&n — )z, (32)
a=%m

. it 2
pourvu que dans le premier cas o<w< f];et; dans le second cas o <w < e

De P'équation (31) on peut tirer une inégalité importante. En effet on a
par hypothése

lplz)] < Celtaisl si R{x)>0.
Par conséquent
: dz

|G (x| < Cehtalal f ghtaywlal T2
Jsin wz

Puisque w est positif et plus petit que Ir, I'intégrale au second membre converge;

on peut donc trouver une constante C, telle que

|G (x|w)] <O, ektalzl (33)
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pour toute valeur de z dans'le demi-plan R (x)>b. De méme on conclut de
I’équation (32) gqu’on sait trouver une constante C. telle que

pour toute valeur de z dans le demi-plan R(x)>d et pour toute valeur fixe

de «© dans Pintervalle o <w< g;l - Les fonctions F et @ satisfont donc aux mémes

conditions que nous avons imposées & la fonction ¢(x) pour démontrer Pexistence
des limites (27) et (28). Par conséquent, en appliquant & la fonetion ¢{z) nos
deux opérations de sommation un nombre quelconque de fois on arrive toujours
3 des expressious convergentes et & des fonctions qui satisfont & 'inégalité susdite
et qui sont holomorphes dans le demi-plan R (x) >b.

Les inégalités (33) et (34) caractérisent les solutions principales. En effet, une
fonction périodique = (x) avec la période « qui est holomorphe dans le demi-plan
et par conséquent pour toute valeur de x ne peut pas satisfaire & I'inégalité

|7 (x)] < Cretktalal, 0<w<3kf

sans se reduire 4 une constante. De mé&me une fonction périodique p (x) telle que

k14

p@t)=—p@, o<w<f

qui est holomorphe pour toute valeur finie de x, et qui satisfait & V'inégalité

Ip@)| < C, ek +olel

est égale & zéro. On peut donc caractériser la solution principale F (z|w) de
P’équation

A F(x) =o(2)
et elle y satisfait & P'inégalité (34) pour toute valeur fixe de w dans 'intervalle

o<w< 2];[ quelque petit qu'on se donne le nombre positif ¢. Toute autre solution

qui posséde les m&mes propriétés en différe par une constante.
De méme la solution principale de P’équation

'\‘ofG(w)-——ﬁp(x)

est holomorphe dans la bande b <\ (zx) <b+w et elle y satisfait & 'inégalité (33),
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w étant un nombre fixe dans Pintervalle o < w < Z
qui admet les mémes propriétés. Parmi toutes les solutions holomorphes les
solutions principales sont donc celles qui sont de la plus petite croissance.

Il n’y a aucune autre solution

30. Dans le paragraphe 20 nous avons étudié la série de Fourier qui repré-
sente la fonction F. Nous allons maintenant, par une nouvelle méthode, déduire
cette série avec son terme complémentaire. Reprenons I’équation (zg) et remar-
quons qu’on a

euumz
wm__;,_)“ﬁ,z__z e“”"‘+ 50
I—e e — iz
n=1
I n —2pimz
= e e—ainz + - _
I__eznu I__ezniz'

Piv=]

En substituant ces expressions le second membre s’écrit comme il suit

z+aw

p)e="1*dz— 20 cos (zwnz) (i + wz) e~ 11e+ody
P P

Tw=]
a

+ wfwymz e—nkzto2ds 1 [‘P(“’ todel -e—nilEt sy,

I__e‘-)"[fz b St e),ﬂiz

aylo ayl” g
Soit 2 un point dans le demi-plan R (z) >0 — cw et soit 0 < w < EI_ZE_ Dans les deux

derniers termes je déforme la ligne d’intégration, puis je fais tendre # vers zéro,
puis je déforme de nouveau la ligne d’intégration de la maniére qui a été expliquée
plus haut. J’arrive ainsi & I’équation suivante

z+an w0

7 (o o
F(zlw)—-frp(z dz——zz lim fCOSz—/LTE%—’E)([)<Z)€-”“")dZ+Rm, (35)

n—lﬂ__’ﬂ

a z+ o
olt
a4io u—zo— )
P + wz)e2rimz (p(x + wz) g2 ime
R, = mf fSpeerrr dz+w e —dz. (36)

(13 «

Ici ¢ est un nombre quelconque entre o et — 1. Posons x, =« + «w et prenons
par exemple A(z) = 2. L’équation (35) peut s’écrire comme il suit
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m
s 2NE . 2ITNE
F‘;\-’E ! wy=qa, + 22 (a,. cos — {;)""‘ + bn Sln*—u;”“‘) + Rm (37)
7=t
ou
1:0
a; = j () dz,
(2
. T zunz
a, = — lm / cos ~— - pz)e—1%dz, (38)
(7]
7N — 0 «
xo
p4
. . 27NZE .
bo=— lim | sin==—"¢(z) e 19 dz, (38")
t
g e,
Xo
xotix e.f',_ill(z_.z) To—i® ___9"“:”'(2__.:)
T (R)e © op(z)e o
R,,— ’ l_(_)___ﬁ_m_mdz + / E”Q_‘;’&T—‘ dz.
; — (g —u), y ——(z—2z)
" I — @ 4 I—e®

x, représente un point quelconque dans le demi-plan R (z,) >b et I’équation est
valable si o< 1?—-:5" <1. Quand m augmente indéfiniment la série (37) convergera.
U

En effet considérons l'expression (36) du reste; on sait trouver une constante
C telle que

atio a—iw
lRm|<Oer2nimzdz| _l,_O} |e-—2nimzdzl
a @
g 0
7 e O
=0 | eramedy 1 O |eramagy o 2v
. 2 m
0 —

Le reste R, tend donc vers zéro quand m tend vers linfini c. q. f. d.
Les expressions (38) des coefficients a, et b, ont toujours un sens. Mais en
général ces deux intégrales divergent si =o0. Il sera quelquefois avantageux

de les transformer de maniére a4 obtenir des intégrales convergentes. L’équation
(37) peut évidemment s’écrire comme il suit

Zo

</, 27N Y
F(z]w) =j w)dz + 2 (a” cos o (x —,)+b, sin

o =) + B,
n==1 !
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»

@, =—2 lim j cos 2 rp(xo +z)e gy,

Wy -—0,

m

27

b,=—2 lim ) sin
-0,

0

(/>(:xco + 2) ettt gy,

En faisant tourner deux fois le chemin d’intégration de la maniére que nous avons
expliquée plus baut, on voit queJdes coefficients a, et b, se représentent par les
intégrales convergentes suivantes

o

6=} [ i — gl inds,
b, = — [ e gl + i) + plo,— iD)]dz.

31. Revenons & Péquation (35) et faisons « =— ,I) En remplagant z par

()
x+ , on aura
2

F (x+ glw) =j(p(z)dz—-'2 2 (—1)*lim / cos M(—z-——)¢(z) e~ 12 dz 4 Ry,
=1 9§ =0,

my; f‘l’(x%—uuz)-—-(p(x——uuz) s
m"‘:("‘l)nzmj i e 12 o

Mais en faisant tendre « vers zéro dans I'équation (35) on obtiendra

Z

F(z]w)= /(p(z)dz—— )~—zz lim ]cos Znn(z )w(z)e“""dz—i-Rm,

o ”_l" —
/3
Y

ou

w

R = ilvf(p"(ﬁlm) =P 80) e g,

1 — ez

0

En soustrayant membre 4 membre ces deux relations on trouve enfin
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) — ém| .
Gxlo)=g¢)+ (uz' lim

N — 0

J.cos (2n+ I):(Z _x)(p (e~ "9 dz + Ry,

Rw==0
ou

Rm= 2'.].(1) (x -{:_uuz) -9 (x — iwz)e—-(zm—i—l)nzdz_
1 I

___e:!ﬂt

0

Ces trois équations sont donc vraies pour toute valeur de x dans le demi-plan
R(x) >b. Quand on fait tendre m vers Uinfini on obtiendra trois séries qui
convergent dans le méme demi-plan parce que R,, tend vers zéro. On en conclut
en particulier que les séries (33), (34), (35) et (36) du paragraphe 25 convergent,
si Rix) > o.

32. Si on veut pouvoir prolonger les fonctions F et G en dehors des
domaines que nous avons indiqués dans le paragraphe 29 il faut ajouter des
hypothéses nouvelles relativement & la fonction ¢(x). Nous considérons deux
cas différents qui sont assez intéressants. Supposons d’abord que ¢(x) soit une

forction entiére de x qui satisfait & I'inégalité
Jp (x)] < C etetolel

C étant une constante, ¢ étant un nombre positif aussi petit que on veut, pendant
que cette inégalité n'est pas satisfaife pour aucune valeur négative de s. En
regardant les intégrales (31) et (32) on voit que les fonctions @ (x| w), respective-
ment F (z|w) sont holomorphes pour toute valeur finie de x et pour les valeurs

de w .qui sont & lintérieur du cercle ju|= %,respectivementa T'intérieur du cercle
21
PR
équations (24) et (25) quand w est & Pintérieur du cercle dont nous venons de
parler. Je dis qu’il y a toujours un point singulier sur la circonférence de ce
cercle. En effet, reprenons les quatres séries' de puissances (26). La condition
que nous venons d’imposer a la fonction ¢ (z) entraine que

wl= On vérifie comme plus haut que ces deux fonctions satisfont aux

1
lim jop® (2)pF = k.

b

. oy - 2w
La premiére et la deuxiéme série admettent donc le rayon de convergence -

et cela pour toute valeur finie de x; la troisiéme et la quatriéme série admettent
7w
e

le rayon de convergence Il y a donc un point singulier sur les circonférences
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des deux cercles.! On peut vérifier ce fait & I’exemple suivant. Soit ¢ (z) = e?=,
@ étant un nombre complexe quelconque, Les équations (31) et (32) se réduisent
aux suivantes

a+iw
s . 5 dz
efr\Jx =1 e8% | e®Pr ", —1<a<o,
o sinmwz
a—io
F4 at+iw
1 ' i |2
el Npg= ——— | (flten) —y){ ] d2.
P 2z 8inrz
0 a—iw

Du théoréme de Cauchy sur les intégrales complexes on conclut aisément que

ad)+iwo a4t a
' 2
I 7T 1 T
—, e?* || dz— -~ | en? —.——'—-) dz=w y
27C% SN2 27T SinmTz
at1~iw a—i®

w étant un nombre dont la valeur absolue est plus petite que 2. En remplagant
dans la premiére intégrale z par 1+ z il vient

at+io
M e 2
I 7 )
I feor |- ) da=
27T sinmxz

a—im
On frouve de méme, si |w|<»

a+io
s

s
3 | e®® wdzw = .

sinzrz  1+e®
a—fw
En substituant ces expressions dans les équations que nous venons de trouver,
on aura

. 268
B - - - P
é L=y wf| <,
S \Z e®? + 1 |l

@&

efw
Seﬁ@iﬁxz e I '(U/J)|<2:‘l'.
(0]

ewi b

t 11 arrive méme que les deax cercles sont des lignes singuliéres.

o
3

Acta mathemalica. 44. Imprimé le 11 mai 1922,
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On voit que G (x|w) et F (x|w) sont des fonctions méromorphes de o avec un
pole simple sur les cercles de convergence. En posant = -1 et en ajoutant

ensemble on trouve

[
N ch (x— }
— 2/
cha Jx= et
é ® ch?

2
z sh (w———w)
Yehape=t -tz
s @ - Shg

w

L4 w
Ssthx—QCh (x'—'z’)
.z _w
8h~2’

(1]

33. La nature analytique des fonctious F et G est bien différente si ¢ (x)
nest pas une fonction entiére. Nous ferons I'étude compiéte de ces fonctions
en supposant que ¢(x) soit une fonction uniforme de x admettant & distance
finie un nombre fini de points singuliers ¢, (¥ =1,2,...n). Nous supposons en
outre que ¢ (x) satisfasse a l'inégalité

lp ()] < ethroi=l (39)

pour toute valeur de x dont le module est suffisamment grand. Comme il y a
seulement un nombre fini de points singuliers 3, on sait trouver deux nombres

réels b et b tels que la fonction ¢(x) est holomorphe pour R(z)>b et pour

N (x) <b. Les intégrales

at+io
e dz
G(xl'm):‘tj (/’(x—l'(uZ)S—i;';r—z’ (31)
atin , 2
I T
Fafo) =2 J f (@ + w2) (g;”—z)dz (32)

a—=f0
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représentent la fonction G (z|w) (respectivement F (z|w)) pour % (z)>b pourvu

7T

que w soit positif et plus petit que A (respectivement 27

k
d’intégration et je la remplace par un contour (fig. 5) formé d'un arc Be C d’un
petit cercle entourant lorigine, de deux droites 4B et CD paralléles & Paxe
des nombres positif et de deux droites DD' et A A', perpendiculaires & D’

I'axe des nombres réels et s’étendant & linfini. Cela posé, dounons & =
une valeur quelconque dans le demi-plan X (x) > b et faisons varier w

. Je déforme laligne

dans le demi-cercle %t (w) > o, |cu|<% g’il_s’agit de lintégrale (31). A

Y

Quand on donne & w une valeur quelconque, différente de zéro, dans ce

demi-cercle on peut r\c D
toujours choisir les a@ < 4
droites CD et A B B
suffisamment gran- Fig. 5.
des et suffisamment rapprochées de 'axe des nombres positifs pour
que la fonction sous le signe reste holomorphe le long de la ligne
d'intégration. Pour abréger jappelle ¢, le demi-cercle défini par les

A7

inégalités R{w) >0, et 0< |'w|<% et j’appelle ¢, le demi-cercle obtenu
en remplacant la derniére inégalité par la suivante! o <|w]|< 27;_5 On voit done
que G (r|w) est une fonction analytique de z et de w, holomorphe quand z est
dans le demi-plan 3 () >b et w dans le demi-cercle ¢,. Il en est de méme de
la fonction F (z]w); seulement ¢, est & remplacer par c,.

Il s’agit maintenant de prolonger les fonctions en dehors de ces deux domaines.
Je fais d’abord remarquer qu’il résulte des équations aux différences finies

YG(xlw)r——rp(x), A{(%F(x]w):::p(x)

qu'on a

Qlo)=(—D"Gx+mo|w) +2 }‘: (— D)@+ sw),

S}

Flrlw)y=F{z+ mmlw)——wmg @z + sw).

Sam0)

Supposons que o soit a l'intérieur de ¢, ou de ¢,. Quel que soit  on peut ton-

¥ 8i k= o les deax demi-cercles sont & remplacer par le demi-plan R (») > o.
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jours choisir V'entier positif m suffisamment grand pour que le premier terme au
second membre soit une fonction holomorphe de x et de w. On voit dong & ces
deux équations que G (x|w) et F (2| w) sont des fonctions uniformes de x admettant
les points singuliers

$§=0,1,2,3,---

x = fy— SW

vV=1,2,...10
et elles sont d’ailleurs holomorphes. Au voisinage du point =z = 8, — sw les fonc-
tions sont de la forme

Glo)=(—1)20x+s0) + ¢ (@|w),
F(z|ow)=—opx+sw)+ ¢ (x|w),

¢ {z|w) étant une fonction holomorphe dans le point en question. La partie
principale de F (z|w) est donc la méme dans tous les points z=g,—sw,
8$=0,1,2,.... Il arrive que deux ou plusieurs points singuliers viennent coin-
cider. On voit aisément comment le dernier énoncé est 4 modifier en ce cas.

34. On peut encore réaliser le prolongement analytique d’une autre maniére
qui va nous conduire & une expression plus commode. Revenons i Péquation
(31) que j’écris sous la forme suivante

.'c-!»_am:i—iww

¢ @lw) = j @)% _ica<o. (40)

stav—iow S w (z—2)

Supposons, pour fixer les idées, que « soit positif et plus peiit que 172 Cette

relation est vraie, si R(x) > b—aw. Je fais maintenant varier x sur une droite
paralléle & 'axe des nombres réels de maniére que la partie réelle de x diminue.
Je suppose que cette droite ne passe par aucun des points £,. Quand la
ligne d’intégration arrive & un des points 3, je la déforme en y ajoutant un
petit cercle entourant le point 3, et parcouru dans le sens positif. L’intégrale
étendue le long de ce cercle est égale au résidu dans le point 8,. Quand la
partie réelle de x est devenue plus petite que & I'équation (40) a pris la forme!

! On sait que Cauchy désigne par la notation

6 o] )

Il somme des résidus de I'expression ¢(2) ¢(2) relatifs aux points singuliers de la fonction ¢ (2).
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x-l:am;l-imw d
G(xl(u)=_§_”(c__[fp_(_zl]__ +2 (/,(z)_.___f__, N (41)
w . T w . 7T
sin (;(z — %) iedioe SiD - (z—2x)

En posant pour abréger

p@h@=%§CC/LW@QL~, (42)

. T
sin” (x—2)
w

cette équation peut encore s’écrire

a+io
' dz
G@|w)=p|w) ‘H} P @+ w2) (43)

Ici on suppose que R(z)<b. L'intégrale au second membre représente une fonc-
tion holomorpbe pour ces valeurs de x* quand o est situé dans le demi-cercle c,.
Quand les variables # et w restent dans ces deux domaines la fonction G(z|w)
admet, par conséquent, les mémes points singuliers que la fonction p(z|w). Or
on voit & I’expression (42) que p est une fonction uniforme et périodique de z,
admettant la periode 2w, et satisfaisant aux relations svivantes

P+ w|o)=—7p|w), plw) =p|— w).
Cette fonction périodique admet les points singuliers
T =3y + 8w, =0,1,2, .

et 'on voit aisément comment elle se comporte au voisinage de ces points. Si
les @, sont des: pdles simples de la fonction ¢(z) avec les résidus B, on trouve
immédiatement

y=mn

27 B,
palo)="022 (44)
v=18In ;J(x——ﬁv)
Si les @, sont des poles des ordres r, la fonction p est de la forme
yan® <7 B+ A9 0ot " (z — )
\ «
pelo=3 2 (45)

T 2541 0
p=i gm0 [sm ("‘ (.’E - /?1')]
v
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o les BY et les A_f," sont des polynomes en(I——u mais ils sont indépendants de x.

En ce cas la fonction p(xr]|w) admet pour pdles d’ordre r, les points g, + sw.
Cela posé, reprenons Péquation (40), donnons & 2 une valeur fixe dans le
7
X
maintenant décrire a la variable w un cercle ayant 'origine pour centre et qui doit

demi-plan R(z)>b et soit @ un nombre positif et plus 'pefit ‘que Faisons

dtre parcouru en sens direct. Le chemin d’intégration tourne. Quand il arrive
a un des points 3, j'évite ce point par un petit cercle, entourant le point 8,, et
parcouru dans le sens positif. Quand © arrive sur l'axe des nombi‘es_négatifs
Iéquation (40) a pris la forme (41) ou, ce qui revient au méme, la forme (43).
Quand o continue sa rotation autour de lorigine on rencontre de nouveau les
mémes points singuliers mais les petits cercles par lesquels on les évite doivent
cette fois étre parcourus dans le sens négatif. Quand o revient 4 son point de
départ sur ’axe des nombres positifs 'équation (41) reprend par conséquent la
forme (40). Il en résulie que G (x|w) est une fonction uniforme de w au voisinage
du point v =o. ,

D’autre part laissons, dans I’équation (41), o fixe et négatif et faisons varier
x de sorte que sa partie réelle diminue. Quand la partie réelle de x est devenue
plus petite que b 'équation (41) a pris la forme

a‘-i-ico
e dz
{ )) = PR Phada i
@ (] o) z] ploton) S0, (46)
a—1w%

Désignons par ¢, le demi-cercle symétrique a ¢, par rapport & 'axe imaginaire et
7
%
Pintégrale au second membre représente une fonction qui est holomorphe pour
toutes les valeurs de w et de x qui appartiennent respectivement au demi-cercle

déterminé par les inégalités N (w) <o, o<|uw|< On voit comme plus haut que

¢, et au demi-plan R (z) <b.

‘De I’équation (43) on peut déduire une relation remarquable. Nous venons
de voir que cette équation est vraie, si w est négatif et N (x) >b. Remplagons
© par — w et en méme temps z par —1I1 —z, NOUS auUrons:

a+io

G|l —w)=p|w + i/;p(x + vt w?) .dz

sinwz’

a~1tm

Dans cette équation o est positif et R (x)>b. Mais I'intégrale au second membre
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représente, pour ces valeurs des variables, la fonction G (x+ w]jw). On a par
conséquent

G(x—w|l—w)=0(z|u)—pE|w). (47)

Cette relation joue un role capital dans I’étude de la fonction ¢. Nous I'avons
démontrée en supposant o positif, mais il va sans dire qu'elle subsiste pour toute
valeur réguliére de w et de z.

H résulte en particulier de cette relation que la fonction G(z— w|— w) est
encore une solution de notre équation aux différences finies, c’est & dire qu'on a

YG(x—wl—tu)é ().

Ce fait est d’ailleurs une conséquence immédiate d’un théoréme classique de la
théorie des fonctions, pourvu qu’on sache que la fonction admet le prolongement
analytique que nous venons de réaliser.

I y a, pour cette fonction, un certain développement qui mérite d’étre
signalé et qui est voisin de celui qui nous a servi pour point de départ. Pour y

arriver je définis d’abord une fonction G par la limite

G (x|w)= S(p(——x) \0)7 z.

En posant, par exemple, i(x)=2% on a donc

=4
G (—z|w)=2Ilim 2(— 12 p(x — sw) e~ E—s0)?,

Ui n g==

De ‘ce qui précéde il résulte que cette limite existe et qu’on a

a+tiw
ETY . ,“ ) dz
i =17 | P{X — W)= —
( lw) / /)( ? sin 7t 2
i

On suppose ici que o< w< I/j et que R (x) < b. Mais en rapprochant cette équation

de I'équation (46) on voit que
G (—z|ow) =G| —w).

On a par conséquent, w étant positif:

Glx —w|—w) =2 limz (— 1)t p(x— sw) e—nlE—so)?, (48)

’7]“-*0’_’
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On vérifie immédiatement que cette limite représente une solution de notre
équation aux différences finies. En particulier on trouve

®
Gz — o]—0) =2 J(—1)"*p(r ~s0),
s=1

si cette série converge. Ce résultat est d'ailleurs une conséquence directe de
notre définition de la fonction G(x|w), si la série converge uniformément pour
toutes les valeurs de w dans un domaine connexe comprenant des segments de
Paxe positif et de Paxe négatif; mais s’il n’en est plus ainsi la démonstration
que nous venons de donner devient nécessaire.

Je vais encore attirer ’attention sur une expression remarquable de la fonc-
tion périodique p qui découle immédiatement de I'expression (48). En substituant
cette expression dans P’équation (47) on voit qu’on a toujours

gmmo-0
p(xlw)=2nlini D (— 1 plx+sw) enlersor, (49)
0 »
On a encore
g=4
plz|lw)=2 lim 2 (— 1) pix + sw)e—nlsl
N>

si cette limite existe. En particulier on aura

go=d 0

p(@lo) =2 D(—1)*p(z+sw), (50)

S=—0n
si la série converge.

27

35. Passons i la fonction F(z|w). Sio<w< % cette fonction se repré-

sente dans le demi-plan R(x)>b, par lintégrale (32) que j'écris sous la forme
suivante

z+aw+ino
I 7T 2
Fla|o)= L ="\ da.
( llJ) 270.% (v f f( ) . 7T \ d (SI)
z+aw—-iwn Slnz (z — %

Pour effectuer le prolongement analytique nous allons raisonner sur cette
intégrale corame nous venons de le faire relativement & U'intégrale (40). Pourtant
il y a une différence & noter provenant de ce que la fonction f(z) est non uni-
forme. Cette fonction est uniguement déterminée dans le demi-plan R(z)> b si
’on suppose, pour fixer les idées, que a > b, et que l'intégrale
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f(z) = j p()dz

Cy

soit étendue le long d’un chemin situé tout entier dans le demi-plan.
Mais la fonction f(z), étant V'intégrale d’une fonction uniforme, admet
en général les points g, pour points singuliers logarithmiques. Je trace 172
de chaque point @, une coupure réunissant ce point au point a I'infini.
Cette coupure sera formée d’une droite paralléle & 1’axe imaginaire et l T
dirigée du cdté négatif de cet axe. Dans le plan ainsi découpé f(z)

est une fonction uniforme. Le point y représente, dans la figure 6,
le point & Pinfini sur la coupure partant du point 8,. Soit I", un
lacet formé du bord droit de la coupure de y & &, d’un petit cercle
C, autour de @, et parcouru dans le sens positif et enfin du bord gauche ¥
de la coupure de « & y. Posons pour abréger

Fig. 6.

v=n

r=3r,.

=y

Soit w fixe et positif. Dans I’équation (51) je fais varier x sur une droite paralléle
a4 Paxe réel de sorte que sa partie réelle diminue. Je suppose que cette droite
ne passe par aucun des points 8,. La ligne d’intégration se déplacera a gauche.
En franchissant la coupure partant du point 3, j’ajoute & la ligne d’intégfation le
lacet I',. Quand la partie réelle de « est devenue plus petite que b, ’6quation
{32} a pris la forme

atim .

F(z|o)=M(z]o) + "zfr“,if”x +wz) (sﬁﬁz)zd’“

21
B >w>o, (52)

a—im

ou I'on a ‘posé pour abréger

I " T 2
(z)w) =2m.w“/ f(2) ( — -;—) dz.
7 sma(z~x)

\

La derniére intégrale dans le second membre de I’équation (52) représente une
fonction qui est holomorphe pour %(z) <b quand o est situé dans le demi-cercle
¢;- Quand z et o restent dans-ces deux domaines les points singuliers de F(z|w)
sont donc les mémes que ceux de la fonction IT(x]|w). Or il est facile d’évaluer

cette fonction. En effet, w étant positif, la fonction cot z (z—2z)—1 tendra
W
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186 N. E. Norlund.

vers zéro quand z tend vers linfini le long d’une des coupures. En intégrant
par partie ou trouve donc

T 7T 2 I 7 .
i J 1 (z) — dz—-—z-—if(p(z)[cot ‘;(z-——x)——z]dz.
i sin (z—2x, 5

2”

Mais la fonction sur laquelle porte I'intégrale au second membre est uniforme.
Les deux intégrales le long des deux bords de la coupure se détruisent done
mutuellement de sorte qu’il reste seulement l'intégrale étendue le long du cercle
C» qui est égale au résidu dans le point 8,. On a par conséquent

V=

H(z|w)=—mx1t 2 B, — é[rp(z)] st cob ig (xr —2), (53)

LA 3]

ou B3, désigne le résidu de la fonction ¢(z) dans le point $,. La fonction I1(x|w)
sera définie pour toutes les valeurs des variables par cette équation. On voit que
¢’est une fonction périodigue de x avec la période w. Elle admet les points
singuliers

x=f, 1+ sw, 8§=0,1,2,...

En rapprochant Pexpression (53) de 'expression (42) on trouve entre les fonctions
p et I la relation suivante

A (z]2 0) = plx|w). (54)

Si les 3, sont des pdles simples de la fonction ¢(z) on aura
) .’l'=n ) r=1 75
1[(x|m)=——7rtzB,,—ZB,.ncot{—u(x—p’,,). (55)

r=t Pl

8i les g, sont des pdles des ordres r,, la fonction IT(x|w) est de la forme

s=7 BY 4+ 42 cot T (z— B,

" N T 1.V w .
H(x|w)=—a 2 B,[cot o (x— ) + z] + 2 2 e (56)
pml Yemt S i [Sln (va (x —_— p)v)]

on les 4% et les B sont des polynomes en tIU Si les 8, sont des points singuliers

essentiels, la fonction II(x]w) admet une infinité de points singuliers essentiels.
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Cela posé, reprenons Péquation (51) et donnons & x une valeur fixe quel-
conque dans le demi-plan %(z) >&. Soit »» un nombre positif et plus petit que
27 . . L s
T Je fais maintenant décrire 4 « un cercle ayant Porigine pour centre et
parcouru en sens inverse. Quand o arrive & 'axe des nombres négatifs 1’équa-
tion (51) a pris la forme (52) ol II{r|w) a la valeur donnée par 1’équation (53).
Mais si I'on fait varier w sur le méme cerple en sens direct, partant d’une valeur
positive et continuant sa marche jusqu’a ce qu’il arrive a I'axe des nombres
négatifs on trouve I'équation suivante

w+io

T T 1 7w\ \
Falo _—Z_/r_i'&:ff(z)(_hn ) dz + _75./f(x +wz) (sm nz) dz. (s7)

¥ sin = (z— x)

a—imn

« est ici négatif. On peut évaluer la premiére intégrale comme plus haut en
“ T . I
remarquant que la fonction cot —(z—xz)++¢ tendra vers zérc quand z tend vers
(]

Uinfini le long d’une des coupures. On a par conséquent

3

T

2\ ] w : T [ L .
P f f(z)(;;;—— w~) dz=‘2i ‘ ({)(z)[cot w(z———z) + z]dz
5 1 .
(

I, . (z—2) i,

L’équation (57) peut done s’écrire comme il suit

u+1'1:
-

.I’(SUI())“Z”LZZ B, + 1 (x| o) + o l/(x+uz)

p=

) . (58)

(sm wz!

(15 zm

Les valeurs de la fonction F(x|w), pour » négatif, sont donc différentes dans
les deux cas. F(z|w) est par conséquent une fonction mon unmiforme de . La
différence entre les deux systémes de valeurs est constante et égale & 2712 B,.
Soit B le résidu de ¢(z) & l'infini. On a
B=—B,.
9= |
La fonction F(x|w) est donc de la forme

Fxlow)=—Blog v+ F,(x|w), {(59)

F (z)w) étant une fonction uniforme de « au voisinage de w —=o0. Dans le plan
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des. w je prend comme coupure la partie négative de 'axe imaginaire. Dans le
plan ainsi découpé F(x|w) est une fonction uniforme.

Dans Péquation (58) « est négatif et R(x)>b. Laissons o fixe et faisons
varier x de sorte que sa partie réelle diminue. Quand la partie réelle de z

devient plus petite que b P’équation prend la forme

a-i‘-.ioo )
F(xlw)———z—;t—ij f(x+wz)(sin7”:) dz. (60)

J'ai ainsi réalisé complétement le prolongement analytique que j’avais en vue.
Soit ¢, le demi-cercle symétrique & ¢, par rapport & I'axe imaginaire et dé-

terminé par les inégalités R (w) <o, 0 <jw]|< % On voit & la derniére intégrale

que la fonction F (x]w) est holomorphe pour toutes les valeurs de « et de z qui
appartiennent respectivement au demi-cercle ¢, et au demi-plan % (x)<b.

En regardant l'expression (53) on voit que la fonction périodique IT (z|w)
satisfait 4 la relation

H(z]—w)=—1Il(x|]w)+27iB. (61)

Cela posé, on trouve immédiatement, en rapprochant les équations (58) et (32),
la formule suivante

Flx—ow|—w)=F (x]ow)— 1 (x| w) (62)

qui exprime une des principales propriétés de la fonction F. Cette relation est
démontrée en supposant « positif. Il va sans dire qu’elle subsiste pour les
valeurs complexes de w, les branches de la fonction étant convenablement choisies.

36. Je vais maintenant déduire, pour la fonection F, une expression nouvelle
qui est fort remarquable. Pour y arriver je définis d’abord une fonction F par
la limite suivante

Flalo)=Nr(=90=

En posant A(x) = 2* on a donc

a

F(—2z|w)=lim [ ](p(z) e dy—q er (x — sw) e"l(x—“’V]. (63)

n— 0
1 © §=0
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L’intégrale au second membre n'est pas complétement déterminée, a étant par
hypothése plus grand que b. Convenons de choisir le chemin d’intégration de
sorte qu’il ne rencontre aucune  des coupures partant des- points 8,. On peut
donc intégrer le long de I'axe réel, si tous les points 3, sont au dessous de cet axe.
Mais &'il n’en est pas ainsi, il faut intégrer de — o jusquau point b le long de
'axe réel, et puis de b jusqu'a b le long d’une courbe située au-dessus de l'axe
réel et laissant tous les points 8, du cdté droit de la courbe; enfin on chemine
de b jusqu'd a le long d’une courbe située dans le demi-plan % (z) > b.

Supposons que 0 < w < 2_k£ De ce qui précéde il résulte immédiatement

que la limite (63) existe et qu'on a

a+ion
- — I 7 2
F(—z2low)= 8 — (_M
( lw) 27 zf/ (&~ wz) sin 7 z/
a—1w

pourvu que R (x) <b. Mais en rapprochant cette équation de I'équation (60),
on trouve

—F(—z|o)= F(z]|—w).

On a done, w étant positif:

F(z]— w) = lim [m Z(p(x —Sw)enlz—salf _ /(p(z) e—"z’d_z].

70 s=0 K

Il s’agit ici de la branche de la fonction F obtenue en faisant varier w sans
franchir la coupure. En substituant cette expression dans I'équation

IIz|lw)=F(z]w)—F(x—0|— w)
on trouve enfin
A s=4+®
I (x|w) = lim [ frp (zYe 1" dz— 2 @ X+ sw) e—"(’ﬂ“‘”’z], (64)

n—>0
—_0

s=—w

Cette égalité est valable dans l'intervalle o < w < pourvu que x ne soit pas

27

ko

situé sur une droite paralléle & I’axe réel et passant par un des points g,.
On a donc en particulier

s=+4cw

+®
H(xlw)=f(p(z)dz-—-w 2 @ (x + sw), (65)

s= 0
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si la série et l'intégrale convergent. IDans ces deux expressions on suppose que
les lignes d’intégration ont été choisies comme nous venons de le dire. On
vérifie immédiatement 4 l’aide de ces expressions que II {x|w) est une fonction
périodique de z avec la période w.

Cette fonction admet un développement en série de Fourier dont les coef-
ficients s’expriment d’une maniére trés simplé i T'aide de la fonction ¢ (). Ad-
mettons que les g, soient rangés de sorte que

ﬂ%ﬁ%ﬂ%@ﬁﬂ%@y~>m@7
1 1 1 1
Soient x et z, deux points quelconques dans la bande

m@%w%ﬂ>m@$y (66)

Opn aura

o
N 21N . 21NX
11 (xlm):ao+22(a,,cos—~~~+bnsm d ~~),
{0

Hemi

(67)

{

Ip.+(0
1 ; 2HNE
p = ’ Il (x| w) cos —— duz,
(47

.
¥y

Io‘+ 2]
I g . 2N
m=/’ummmm’ :

(U]

dz

Te

Substituons dans ces intégrales I'expression (64) et remarquons que cette expression
converge uniformément par rapport & x. On trouvera, si n > o0

xo+w

an=— lim | cos ?l{;ﬁf ¢ (x) e~ du, (68)
"ot
zot
b, = — lim | sin Efuﬁf ¢ (®) e dx, (68")
T e

ou Pintégration est étendue le long d'une droite paralléle & 'axe réel et passant
par le point xz,. Enfin on aura

+‘00 .tq:l»ao
a, = lim[ ]m(x) e 1P dy — / o (x) e*”""dx].

3 —rn
— ZTo— &
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Dans la premiére intégrale le chemin a été choisi de la méme maniére que dans
I'expression (64). Soit, comme plus haut, B, le résidu de la fonction ¢ (x) dans
le point ;. On aura donc

Des intégrales (68) on peut déduire une autre expression remarquable des coeffi-
cients a, et b,. Je déforme deux fois le chemin d’intégration de Ja maniére que
j’ai déja expliquée. Les nouvelles intégrales se détruisent mutuellement & 'excep-
tion de celles qui sont étendues le long de n petit cercles entourant les points
singuliers. Par un calcul facile on trouvera ainsi

= — i CC (’/’ (@) e”:;"”) +ore 8 ’( (/)(;n)e—’2 ﬂj,nw)’

!
Ol‘l‘é désigne la somme des résidus dans Jes points 8,, 8, ...5: et 5 désigne

la somme des résidus dans les points Byy1, Fvazs -« - On-

Avec cette détermination des coefficients a, et b, la série (67) convergera
absolument et uniformément dans la bande (66) et elle représente la fonction
I (z]w). En particulier on aura g, = o, s’il s’agit du demi-plan it (%) >R (‘6;-‘),
et a,—zmiB, il vagit du demi-plan 9 (f) <% (/’:)

En tenant compte de la relation

plxlo)= A1 (z]|20)

on voit enfin que la fonction périodique p se représente dans la bande (66) par
la série convergente!

1 On peut déduire plusieurs autres expressions remarquables des deux fonctions périodiques.
Admettons pour un moment que le point & Pinfini est um pole d'ordre quelconque pour la
fonction »({z). On démontre que

+o
plrlo)=(—1mum En—1 () (x+wm2)de,
(m—0)"’

—0

+‘7~7_ Sexy
Hix]w)={- I)mwm""‘/’f—g‘wfz} om) (x+wz)dz—274 2 B,.
m!
—®

sme ]
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plafo)= X {wns cos zntnaz, o in LZM) ,

w (&)
M=)
ol
Tot ®
_ . TN,
in =2 lim /cos_—q)(x) enedy,
0y —n w
Io — @
Sl‘o-i.—m
. . NE
Bn = 4 lim |sin ¢(z) e 1% dx,
L w

v n—n
To—o

x, étant un point quelconque dans la bande (66).

Les séries asymptotiques.

37. Nous avons vu que les fonctions F(z|w) et G(z|w) admettent une
infinité de points singuliers au voisinage du point w=o0. Ce point est donc un
point singulier essentiel des deux fonctions. Voyons maintenant comment ces
fonctions se comportent quand « tend vers zéro le long d’un rayon vecteur.
Dans ce but reprenons les quatre séries que nous avons envisagées dans le para-
graphe 16. Nous pouvons présenter le terme complémentaire de ces séries sous
une forme nouvelle. Développons la fonction f par la formule de Taylor et prenons
le reste sous la forme donnée par DarrOUX; on aura

Ces deux intégrales ne dépendent pas de l'entier m. Seulement il faut avoir soin de choisir
m suffisamment grand pour assurer la convergence, ce qui est toujours possible. Les intégrales
admettent. n coupures formées de n droites paralleles & I'axe réel et passant par les » points f».
Elles convergent pour toute valeur positive de o et pour toute valeur de x qui n'est pas située
sur une des coupures. La premiére équation est vraie dans tout le plan découpé. La premiére
intégrale représente donc la méme fonction des deux cotés d'une coupure. La seconde équation
est vraie dans la bande (66). Quand x franchit la coupure passant par le point B» la seconde
intégrale fait un saut brusque qui est égal & 274 By." Cette intégrale représente donc différentes
fonctions dans les différentes bandes.
On démontre de méme que la fonction p se représente par la série suivante

st
plrlo)=-2 2 (—1y [s(@+sw)—V P+sn)

qui -converge pour toute valeur de w qui est différente de zéro et pour toute valeur de x qui
n'est pas de la forme Bv,Br £, Bvk2m,... Ici P(x) a la méme signification que dans le para-
graphe 11.
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m+1 pm-1
f@+o )——f(p (z)dz +§fi~z- =D (z) + 4 (—z;n—-—i—fmq)m (2 +Ouwz),
A désignant une quantité dont le module est au plus égal a I'unité. Substituons
cette expression dans les intégrales suivantes, on trouve, en tenant compte des
formules (18) et (2o0)

a+io z

I a \* ' wwB, .

i A — TV pli—1)
27ti}i(x+wz) (sinnz) dz /(p(z)dz+z v ¢ ()

a—ioo a ve=t

a+zoo
wmtt
(m-l-—:[‘FZ”L"l: (x+@wz) (H—Z) m+‘d2, —1<ua<o,
a—i»
atio z
i r—1)

27”]]‘(37 twz) (cosnz) J ¢lz)dz +;l (p @)

a—to a

a)-zao
gMm+L i
NIRRT AR ™ (z + O wz) (*—r—) 2m+idz, —Lca<t,
(m+ 1) 2mwe S7L2 2 2
a—iw

O désignant une quantité comprise entre o et 1. De méme, en tenant compte
des formules (1¢9) et (17) on trouvera

a+u: F
w”
o(x _— Y o)
‘} plEto )OOS T2 2 2" »! Pt (@)
'l—la)
A'(H-iao
w™ 1 I
- oplm) G —dz, —_= =,
+m' fp (x+ wz)cosnzd 2<cc<2
a—iw
et enfin
atio
dz m?’m"O,,
z [ S ——
f(p(x+(0 "sin sz 2”4"( " (6o)
a:—iw
ol
(z+"im
Bm—id " [ om (x + Bz dz, —1<«<o.
" m! sinmz
a—iw

o
=

Acta mathematica. 44. Twprimé le 15 mai 1922
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Quand m augmente indéfiniment les quatre séries divergeront toujours car
autrement les fonctions F(x|w) et G(z|w) auraient été holomorphes au voisinage
du point w=o0. Considérons la derniére série. Je vais démontrer qu’elle repré-
gsente asymptotiquement la fonction G quand w tend vers zéro d’une certaine
maniére. Donnons & z une valeur fixe dans le demi-plan R (z) >5. L’intégrale
R,, converge, si w est positif et plus petit que ;—; Elle convergera encore quand
@ est situé dans le demi-cercle ¢, pourvu quon déforme la ligne d’intégration
d’'une maniére convenable. Je prends comme chemin d’intégration le contour
C, (fig. 3, page 160) dans lequel les deux droites a8’ et «f" doivent former avec
I’axe des nombres positifs les angles 4. Supposons que

7 8in 1 — ¢
|(u|<—~—‘-—w,

k

¢ étant un nombre positif. On a alors

Bm= it [ ¢t (2 +00z) - —dz.
m! sin 7wz
1

Quand w est situé dans le demi-cercle ¢, on peut toujours choisir le nombre positif
n assez petit pour que la fonction sur laquelle porte 'intégrale R, reste holo-
morphe quand z parcourt la ligne C,. On sait donc trouver une constante K
telle que 'on ait constamment

"™ (2 + O wz)

P < K sy,

On a done

,le<bKlwlmj elmsinyg —¢)| 2z} ;
. sinzrz

C2

La fonction |w=™ R;| reste par conséquent plus petite qu’une constante quand
w tend vers zéro et 'on a uniformément

fol — o™
w tendant vers zéro par des valeurs appartenant au demi-cercle ¢,. En déformant
le chemin d’intégration d’une autre maniére on voit que cette équation subsiste
quand o tend vers zéro par des valeurs appartenant au demi-cercle ¢,. On voit

enfin que ces deux résultats restent vrais encore si % (x) <b. La série divergente
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o y 01'
X9 (@) (70)

Y=

représente donc asymptotiquement la fonction G(z]w) d’une part dans Iangle
;—tz arg wz—g, pourvu que R (z) > b, et d’autre part dans ’angle ‘12752 arg “'Zg’

pourvu que R(z)<b. Mais elle représente asymptotiquement la fonction
Gzlw)—pla|w)=GC&— v]|—w)
d’une part dans 1’angle g?_a.rg (u_Z-——.;f, si R (x) < b, et d’autre part dans I’angle

3—2753 arg wz;_r’ si R(x)>0b.

On peut évidemment décomposer la fonction p(z|w) en n fonctions pério-
diques

y=n

p(x]w)=2p,,(x|w),

ye=1

py (x| w) étant la fonction qui appartient au point singulier g,. Supposons que
les @, soient rangés de sorte que

RBIZR(B)> ... >R(Ba).
Alors, si

R(Bs) > R(x) > R(Bs+1),
il résulte de notre analyse que la série représente asymptotiquement la fonction

£ 7T 7
— 4 — >
G (x|w) 21101; (z]w) dans 'angle 2 >argw> ——,
et la fonction
N angle 37 it
G(z|w) 2 vy (x| w) dans Pangle S argw> .

vmg41

On voit de méme que la série divergente

z

fcp(z) dz + 2%& @t {x), {71}

Yy=1
«
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dans le plan découpé, représente asymptotiquement, dans I'angle g«Zarg w>— ;—v,
la fonction F(x|w), pourvu que R () >b, mais elle représente la fonction
F@lo)—(z|w)=F@#—o|—o),

si R(x)<b. La série représente asymptotiquement, dans P'angle 3?” >arg w>

N ]

la fonction F(z]w), si R(x) <b et la fonction
F(z|ow) + 11 (x| — ),

si R(x) >b. On démontre enfin que les deux autres séries se comportent d’une
maniére semblable.

Quelles sont maintenant les valeurs asymptotiques des fonctions p et II%
Dans le plan des © les points singuliers de ces fonctions sont tous situés sur
certains rayons vecteurs. Supposons pour simplifier que tous les 3, soient des
poles. En regardant 'expression (45) on voit alors immédiatement que la fonc-
tion p(r]w) tend vers zéro, quand o tend vers zéro le long d’un rayon vecteur
sur lequel il n’y a pas de point. singulier et plus généralement qu’'on a

lim o™ p(x|w) =0
W—0

quel que soit Pentier positif m. Sur un tel rayon vecteur tous les termes du
développement asymptotique de p(x|w) sont donc nuls. De 'expression (56) il
résulte de méme qu’on sait trouver une constante ¢ telle que
. I {(x|w)—c
o e e

le long des mémes rayons vecteurs. Mais cette constante dépend de I'argument
de w. Elle passe d’une valeur & une autre quand o franchit un des vecteurs sur
lesquels la limite cesse d’exister.

Résumons les résultats que nous venons de trouver. Les fonctions G (x]w)
et F (z|w) admettent des prolongements analytiques dans tout le plan des z et,

. \ V) T .
dans le plan des w, elles existent & I'intérieur du cercle |w| <5, respectivement

< Trepdos 29T . .
a Pintérieur du cercle |w|<—k’~. G (x| w) est une fonction uniforme de z et de ©.

F(z|w) est une fonetion uniforme de z, mais une fonction non uniforme de w
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au voisinage du point w=o. Pour toute valeur de « différente de zéro les deux
fonctions admettent dans le plan des x les points singuliers

z=f,— 50, §=0,1,2,...

Pour toute valeur de z, différente des g,, elles admettent, dans le plan des w,
les points singuliers

tu=——é~:~, §=1,2,3,... Y=1,2,...%.

Ces points singuliers sont situés sur » rayons vecteurs que j’appelle les vecteurs
singuliers. La série (70) représente asymptotiquement la fonction G (z | ») sur tout
rayon vecteur différent des vecteurs singuliers.. On a donc en particulier

lim G (z|w) =g (), (72)
=0
w tendant vers zéro le long d’un rayon vecteur non singulier. Mais cette limite
cesse d’exister quand w tend vers zéro le long d’une courbe tangente a I'origine
a4 un vecteur singulier. De méme la série

0

\ (OZVE-‘J
LR (2 w)
Zzw(z ji#e (=)

Vaai)

¢ - . w A
représente asymptotiquement la fonction & (x—i- Elw) sur les mémes vecteurs.

Supposons, pour fizer les idées, que N (x) > b et que les B, soient rangés
de sorte que

arg (By4: — ) > arg (f» — ) y=1,2,...0—1I.
Alors la série (71) représente asymptotiquement la fonction F (x|w) dans Fangle

arg (6, —x) > arg v > —Z. Et elle représente asymtotiquement la fonction

vep
Flo)—z2ni 3B, dans 'angle arg (Bp+. — %) > arg w > arg (3, — ).
g

VY==1

La valeur asymptotique de la fonction F (z]w) fait donc un saut brusque quand
w franchit un des vecteurs singuliers. Ce saut est égal & une des périodes de

&

P’intégrale J p{x)dx. On a donc en particulier

D

a
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lim F (x| w) =frp (z)dz, (73)

w—>0
a

© tendant vers zéro le long d’un rayon vecteur quelconque différent des vecteurs
singuliers. Mais la détermination qu’il faut choisir de 'intégrale au second membre
change avec 'argument de w.

Les égalités (72) et (73) ont lieu uniformément dans tout angle qui ne com-
prend aucun vecteur singulier et gui n’est pas limité par un tel rayon vecteur.
Mais quand o franchit le vecteur qui passe par le point 8, — x la valeur asymp-
totique de F (x|w) augmente de 2w iB,.

Quand on fait varier x les vecteurs singuliers tournent. Quand a décrit un
cercle autour- d’un des points singuliers le vecteur singulier correspondant & ce
point fait une rotation. compléte.

Intégrales définies.

38. Je vais encore signaler quelques autres expressions des solutions princi-
pales qui pourtant ne sont que d’une médiocre importance. Supposons pour

abréger que b <o et que o <w<2—]?5 . Soit # un point dans la bande
o< R ()< w
et posons ¢« = — ; dans la formule (14). On aura
+io

I

F(xlcv)z%ﬁ.ffm(ﬁ—:;))zdz.

—tm

En changeant la variable d’intégration on trouve, aprés quelques réductions faciles

2ax , 27t

e % I ~— COS o Ch(T
F(xlw);——;j i) f(— il
¥ (ch ., T ——)
) 7oosin Z:ijhz‘Z—t
+ —(“/ (c‘h@i‘;ﬁiﬁ [f(it) — f(—st)]dt. (74)
0 w )
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De Yéquation (13) on déduit de méme, en supposant a = o,

27t
% i sh w
F(xlw,=;/ P [p (it)— g (—it)]
0 b=~ T
v w
. 27
I r st (123 .
*;fm[‘l)(”)"'fp(-ﬂ)]dt- (75)
§ ch —w——COS w
Sio <w<;_z on - trouve enfin, en posant a=——§ dans Péquation (12),
nx , mwt
e ™) . .
G(x]m)=~} ol LoD + g (—inldt
¢ T T,
2i ®  co ‘":sthi(‘a_t
+ pgpen 2z L) — g (—it)]de. (76)
§ ¢h=———cos ==
(] w

Ces trois relations sont valables pour toute valeur de z dans la bande o < R (z) < w.
Les seconds membres représentent d’ailleurs des fonctions périodiques de z.

Si @(x) est une puissance entiére de x les fonctions F et G se réduisent
aux polynomes de Bernoulli et aux polynomes d’Euler. En posant w =1 dans
les trois formules précédentes on trouve ainsi pour ces polynomes les expres-
sions suivantes

fee)
I—CoS 27X Chzt

Byy(@) =(—1) 27t]t'“’—~

(chzmt—coszmx)? "’

0

®

Bz‘H-A (x) — (__ I)v+1 2”] {2v+!
1]

sinz2wxshzrl
(¢ch2mwt— cos zmx)?

>

£
o

Bzﬁf(x):(—l)"zv‘}l t”“[lw shanl ]dt,
°

chamt—cos2mrx
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sin 2 w2
chant—cos2nx

2

Bzv-}-l (x) = ("" I)”‘H (2 v+ I) {'t“’

sin w2 chmwt
ch2mt—cos2mx

b

E! » (x) == (——- 1)"’4]1 eks
Q

cos nx shmnt
ch2mt—cos 2xx

Bz (1) = (— 1)«'+14J gt
0

On suppose ici que. o < R(r)< 1. Les seconds membres sont des fonctions
périodiques de z. Les intégrales se confondent donc, pour les valeurs réelles de
z, avec les fonctions que nous avons désignées plus haut par B, (z) et E, (x).
Caucuy! a démontré pour la premiére fois ces formules et elles ont été retrouvées
par Raase?® et HERMITES.

Nous mentionnerons encore quelques autres cas particuliers. En posant

¢ (x) = ; dans Péquation (76) on trouve

o

g (2) — Ve [0 cosaxshut dt+_~_/5#_ (77)
gzl = o 4} chemt—coszuna t  sSinmx 77

ot 0 < H(z)<1. Le dernier terme au second membre provient de ce qu’il y a,
dans l'intégrale (12), sur le chemin d’intégration un pdle qu’il faut éviter par un
petit demi-cercle dont on fait ensuite tendre le rayon vers zéro.

En posant ¢ (2) = - I

i étant positif, on trouve directement de 1’équa-
tion (76)

a

(x4 n) = | _sinmachat ndt cos waxshmt tdt
’ ' ~4-J chzmt—cos 2t n?4 ¢
8

(78)

ch2mi—cos2mwx n®+ 1t

En remplagant  par 1 —x dans cette équation on voit que la premiére intégrale
au sccond membre est égale i

' Mémoire sur les intégrales définies, (Buvres (1) 1, Paris 1882, p. 458—60.

* Zuriiekfithrung einiger Summen und bestimmten Integrale auf die Jakob-Bernoulli’sche
Funktion, J. reine angew. Math. 42 (1851), p. 348—67.

¥ Sur la fonction de Jacob-Bernoulli, id. 79 (1875), p. 339—44; (Buvres 3, Paris 1912, p. 215—21.
voir aussi: Lindelof, Le calcul des résidus p. j1—2.
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gln+z)+g(n+1—=z)
2

et la seconde intégrale est égale &

glntx)—gn+1—7x)
2

dans la bande 0 <R (x) <1. Si n est un entier positif 1’équation (78) peut donc
aussi s’écrire comme il suit

o

(@) = - 1) cos mxshmt  tdt T _"'”_(:E):
g 4 chanmt—coszmxni+1®  sinmax r—s
S=|

0

ou Pon suppose que n < R{x)<n+ 1. Si l'on fait f(z) =log x dans ’équation
(74) on trouve, en supposant o < R (z) < 1,

@

: 1—coszuwzrchzni
F(x)=12n 5

J (ch2mt — cos zmx)
0

logtd! «;—t cot Zzx.

. I ) . paip a
Si-x = -~ cette relation se réduit a
3

[ ogtdt _
T chrt)y
¢

—C —log 4,

C étant la constante d’Euler. De méme en posant ¢ (z} =;-_»*I»_; dans I'équation
(75), » étant un entier positif, on trouve aprés quelques réductions

@

Shzﬁt idt 7T ) Iss‘in I
’P(x)"‘f[l——»o},,\znb—-cos 27m;] n2+tg+logn—-2~ cot ma + E% Pyt
0

Cette relation est vraie dans la bande n < R(x)<n + 1. On trouve enfin, en
posant ¢ (x) = log  dans I’équation (75):

sinzn g X T
1 (x) = = — ,
Ogl(x) fC'OSZﬂ'x*ChZYL’t IOgtdt-*-ZIOg sinﬂz
[1]

oh o< R(x)< 1.

Actz mathematica. 44. Imprimé le 15 mai 1922. 26



202 N. E. Norlund.

Développements en séries procédant suivant les différences
successives d’une fonction.

39. Pour arriver & ces développements nous déduirons d’abord deux lemmes.
M. BexDixsoN! a démontré que le domaine de convergence de la série

V. (Y —1)(y—2)---(y—s)
R g

gemi)

Y

est un demi-plan, limité a& gauche par une droite perpendiculaire & 'axe réel.
Cest 3 dire qu’il existe un nombre réel A tel que la série converge si Riy) >4,
et diverge si R(y)<i. La série converge uniformément dans tout domaine fini
situé & lintérieur du domaine de convergence. En tenant compte d’un résultat
de M. CanEN, MM. LANDAU® et PINCHERLE® ont démontré que ’abscisse de
convergence A se détermine par I’une ou l'autre des deux limites suivantes

log 2 (—‘ I )s Cs

A Fn; o hsmo ] , 81 4 > 0,
log| X (—1)c

b= fim =g s

M. PincHERLE a donné la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
admette un développement de la forme (1). Des résultats de M. PINCHERLE*
on peut sans peine conclure que:

Lemme 1. Soit £(z) une fonction holomorphe pour %{x) > b, et supposons
qu'on sache trouver deux constantes positives C et k telles qu’on ait, quelque
petit que soit le nombre positif ¢,

|2(2) | < C e+t

! Sar une extension A l'infini de la formule d’interpolation de Gauss, Acta math. 9 (1886),
p. 1—34.

* Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultitenreihen, Sitzgsb. Akad. Miinchen 36
(1906), p. 151—218.

3 Alcune spigolature nel campo delle funzioni determinanti, Atti del 4. congresso interna-
tionale dei Matematici 2, p. 45 Roma 1909. Voir aussi une Note de M. Mrrrac-LerFLEr: Sur un
nouveau théoréme dans la théorie des séries de Dirichlet, C. R. Acad. sc. Paris 160 (1915) p. 271—3.

4 Sur les fonctions déterminantes, Ann. Ec. Norm. (3) 22 (1905), p. 1—68. Sopra un pro-
blema d'interpolazione, Rend. Circ. mat. Palermo 14 (1900), p. 142—4. Voir aussi un mémoire
de M. CarLson: Sur les séries de coefficients binomiaux, Nova Acta Soc. sc. Upsal. (4) 4.(1915) n° 3.
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pour toute valeur de x dans le demi-plan R(z)>b. Cette fonction admet un
développement de la forme

Q@ +y) = 2 (y —w)(y —:;u)-..(y——sw)dg(x + o) (2)
; @
Sw0

qui converge, si R(zr +y) >b. Ici v désigne un nombre positif et plus petit que
13,%——2—. Si la partie réelle de = est plus petite que & on suppose, pour fixer les
idées, que la fonetion 2(y) est holomorphe dans les points y =z, v+ 0w,z + 2w, ..

Si Pune ou P'autre des deux concitions que nous venons d’imposer & la
fonction £2(x) cesse d’étre satisfaite quand on remplace le nombre & par un nom-
bre! plus petit que b, on peut en outre affirmer que la série (2) diverge, si
R(x+y)<b. En diminuant le nombre positif « on avgmente en général le
domaine de convergence de la série (2).

Comment se comporte la différence n'*me de £(x) pour les valeurs trés gran-
des de n? De ce que nous venons de dire relativement a la série (1) il résulte
que labscisse de convergence de la série (2) est égale &

Cette série converge donc si R (%) > 4, et elle diverge si % (Z:) <A. Mais A< (Z:;f’ ,
o o désigne la partie véelle de x. On a donc pour des valeurs suffisamment
grandes de n

b
e

n —a
[o" A Q(z)]<n o (3)
(4]
Cette inégalité nous sera utile dans un moment.
Lemme 2. J’ai besoin encore d’un autre lemme qui a été donné par EULER.?

Soit une série de puissances

f(x)zia,zs

S0

convergente pour |z|<1. Posons

1 11 peut arriver que b= — .
* Institutiones calculi differentialis, Opera mathematica (1) 10, p. 217,
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z

xr=-—,
1+2

et développons chaque terme suivant les puissances de z. Il vient

o2l 22
v
)= +2) e X (—ap )
S0 =g
s_. . . . I ¥ \ AN
Cette série converge en particulier si |z! < =. D’un théoréme connu, dii & WEIER-
2
STRASS, il résulte qu’on peut échanger I'ordre des sommations et ranger la série

. . . I .
suivant les puissances de z, si |z2] <. On trouve ainsi
2

a

T O O Y )

s=0

pourvu que < 2 . La relation est donc en particulier valable si —1 <z <o.

I—X

Cette transformation d’Euler a été rigoureusement établie pour la premiére fois
par PonNcELer. MM. PriNesHEIM!, FABRY et LINDELOF en ont fait récemment
des applications intéressantes.

40. Ces préliminaires posés je vais signaler un développement de la fonction
G(z]w) qui est fort remarquable et qui nous fournira une nouvelle occasion de
démontrer 'existence de la limite

@ o — 1
= 8=0

Srp(x)i}'x= lim 22(—1)3rp(x+sw)gs. (4)

Supposons que la série au second membre converge, si le nombre positif ¢ est
plus petit que 1. Appliquons la transformation d’Euler & cette série. On trouve

0

2 (—1)otplx +sw)= 2 (—1) (1%—%737” é}rp(x). (5)

Sami) $=0

11 résulte du lemme 2 que cette relation est toujours valable si ¢ est positif et
plus petit que 1. Faisons tendre ¢ vers 1. Le premier membre tend par hypo-

thése vers la fonction EG(xlw). On a donc

* Uber einige funktionentheoretische Anwendungen der Enlerschen Reihen-Transforma-
tion. Sitzgsh. Akad. Miinchen Jahrg. 1912, p. 11—92,
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Gelo) =3 (23] ar ©)
8=
pourvu que la série au second membre converge. La limite (4) existe donc tou-
jours si cette série converge. On peut indiquer une expression simple du terme
complémentaire de la série. En effet, multiplions et divisons la série au premier
membre de 1'équation (5) par 1 +¢. On.trouve

@ . wlx n
2’(~—If‘g*(p(x+8m)= ng_) “;%;,2 (—1)f¢w %(p(x + s w).

§==0

)

§=0

En répétant cette opération = fois on trouvera

2 (—rep+sw) =
=2 s L) + o xr E S e L+ o).

Sw=0 80

Dans cette identité on suppose que ¢ <:. Faisons tendre ¢ vers 1. Il vient

Srwye="2 i) v+ o Aoy

=0

On en conclut en particulier que la limile (4) existe loujours si la série

3 (1 Az +sw)

= ®
converge pour une valeur convenablement choisie de m c’est a dire en prenant n
suffisamment grand. Soit par exemple ¢(x)==a*, » étant un entier plus petit
que ». Tous les termes de la série sont nuls. La limite existe donc et I’équa-
tion (6) se réduit &

s
S=p

Bu@) = 3 (— 12

2

=)

Considérons un autre exemple. Supposons que ¢{z) soit une fonction analytique
qui satisfait aux conditions énumérées au commencement du paragraphe 27. Soit

©» un nombre positif et plus petit que lo——if. Soit x un point quelconque tel que

la fonction @(z) soit holomorphe dans les points z=2,2+w,2+2w,... De
Pinégalité (3) il résulte qu'on a
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pour des valeurs suffisasamment grandes de n. La série (6) converge donc absolu-
ment pour toute valeur de x qui n’est pas un point singulier de la fonction G(x|w).

41. Considérons maintenant la fonction

F(z|o)= S(p(:l‘) N

@

Admettons que, dans le demi-plan H(x)>b +¢, la fonction ¢(x) soit holomorphe

3

et satisfasse & l'inégalité

lp(@)| < Celhalel (7)

quelque petit qu’'on se donne le nombre positif e&. Soit 0<(u<gg. Dans le

paragraphe z9 nous avons démontré que ces conditions entrainent qu’on sait
trouver une constante C, telle que

| F{z|w)]| < C, ek+arlel

pour toute valeur de z dans le demi-plan R(x) >b+e. On sait en outre que
F(z|w) est holomorphe dans ce demi-plan. Si I'on suppose que w soit positif et

plus petit que !9%? on peut donc développer la fonction F(z|w) & Paide de la

formule d’interpolation de Newton:

Oz +y)= 0 + 3 LU= (s?’!— =00 X o). (8)

St
En posant
L(x) = F(z)w)
et en remarquant quon a

N F(E)w) =),

et par conséquent
81

%iF(who) =0 @),
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on trouve

Pl +ylo) = Flejo) + Y LU0 0200 L) ()

S

Il résulte du lemme 1 que cette série converge pourvu que R{x +y)>b. Suppo-
gsons que, dans une petité bande entourant la droite R(x)= 0, la fonction ¢(x)
ou bien admette un point singulier ou bien- cesse de satisfaire i une inégalité de
la forme (7) quelque grand que soit k. Alors la série diverge si N(xr +y) <b.

Soit en particulier ¢(z) = et w=1 on tronve la série bien connue*:

riern i § ST WSS

On a ici =0. La condition de convergence est donc R(x +y}>o.
En posant y=2’- dans I’équation (g), et en se rappelant qu’on a
A F(z]2w) = G(z|w),

on trouve la série:

0 (o1 = St (9 B33 L0 =0 Ly ) (x0)
Se=1)
qui converge dans le demi-plan R (z) > b— (23 Enposanty = — g on trouvede méme
< *r.3.5... + $
6l =2l B ap(t) 232 E ) fp o). (x1)
S=0}

Cette série converge dans le demi-plan R (x) > b+(:. Au sujet de la série (10) on

peut noter qu’il arrive qu’il y a, & I'intérieur du domaine de convergence, des
points singuliers {essentiels ou non) de la fonction correspondante car en général

la fonction G(z) n’est pas holomorphe dans la bande b >R(x)>Db —~‘2". Ce fait nese

. . . Lo 1
présente pas pour la série (11). Si en particulier ¢ (z) = 5 et w=2, ces deux

séries se reduisent aux suivantes

1 Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 83.
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'S/',x,:i I 1.3.5...(28—1)

xT

i 541 z(x+z)(m+4)...(x+zs)"
_V_g:_i I 1.3.5...{z8+1) .
r “s+1(x+1)(z+3)... (@+a2s +1)

La premicre série converge dans le demi-plan R (x) > — 1 et la seconde converge
dans le demi-plan R (z) > o.

42. Nous avons déja dit que la série (3) converge uniformément par rapport
& y & lintérieur du domaine de convergence. En dérivant par rapport & y on
trouve donce

e 2 (2)
Qaty)=

_w)..‘(y~(s——1)(u)[ +j:a)+...+__(sr ___] (12)

s=1

Cette série va nous donner un nouveau développement de la fonction F. En
effet, posons

2 (z) =j.F (z|w)de.

a

On a en vertu de P’équation (21) paragraphe 2

:H-ro .'r:
IO ]F(xlw)dw~ j p(z)d = f(z)

.’L‘ [/

et par conséquent
s41 s
N R(x) =/ [(2).
« [

En substituant ces valeurs dans 'équation (12) on obtiendra

N . r
F(z+ylw) =2 (:+ I)!y(y——w) ooy — sw) [§+g/_-7u + - +y~—sw]. (13)

Du lemme 1 on conclut que cette série converge, pourvu que R (z+y) > b, et
qu’elle représente la solution principale F. Soit en particulier y — 0 on aura

Flojo)~ 3= INTEY (14)

§m=1
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Le domaine de convergence de cette série est donc le demi-plan R (z) > b, et elle

converge absolument pour ces valeurs de . On suppose toujours que 0 < w < 1—(11%3-

Si k= o la série converge pour toute valeur positive de w.
On peut vérifier & I'aide de cette série que la différence de F (z|w) est égale
& ¢ (x) car en appliquant Popération /\ & la série on trouve
[}

2 (:——?i——l s é/(x)

8=1

Mais cette série représénte la dérivée de f(x) c’est & dire ¢ (x). Clest ce qu’on
voit en posant y = o dans ’équation (1z).
En faisant y = — w dans l'équation (13) on trouve cet autre développement

Fle—olo)= Y rar Afe) [+ 2l e o),

$mei)

qui converge, si R (z) > b+ o.

Si la fonction o (x) satisfait aux -conditions du paragraphe 33 ces series
convergent encore pour des valeurs complexes de w pourvu que la valeur absolue
de w soit suffisamment petite. Par exemple, si v est négatif, la série (14) con-

vergera dans le demi-plan R (z) <.

43. Je fais remarquer qu'il y a une différence notable entre les conditions
de convergence des séries que nous venons de considérer et celles de la série (6)

Glalo) = =1 () Ar@. ©)

Swe )

La derniére série converge dans des cas beaucoup plus étendus que ne le font
les autres séries. Nous l'avons déja constaté en partie. Nous avons établi
I’équation (6) par une méthode directe et trés simple, mais nous avons dii
supposer que la série au premier membre de ’équation (5) converge, si |o[< 1.
D’autre part nous avons établi 'équation (14), par exemple, sans faire cette hypo-
thése. Il y a donc lieu de se demander si I'équation (6) reste vraie dans les
mémes cas que I'équation (r4). Il en est bien ainsi mais la démonstration que
j’en peux donner est indirecte et un peu détournée.

Supposons que ¢ (x) satisfasse aux conditions du paragraphe 41. Nous
avons démontré qu'on a

Acta mathematica. 44. Imprimé le 25 octobre 1922, 27
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a+iwo
G’(xlw)=ifp(x+(uz)—d—§t—z- (15)

Soit 0 < < 12%—2. La fonction ¢ (z) admet, en vertu du lemme 1, un développe-

ment de la forme

(p(x+(uz)=(p(x)+2‘i(~z~— )(zms it ) usL<¢(m).

Soa}

e

Substituons ce développement dans l'intégrale (15) et supposons pour un moment
que ¢ (z) soit un polynome quelconque. La série s’arréte aprés un nombre fini
de termes; on peut donc intégrer terme par terme. Mais I’équation (6) est déja
établie dans le cas actuel. En comparant les deux expressions de la fonction ¢
on constate que

a+in
2(z—1)lz—s+1 )J—\- =(—1) =

a—iw

Cela posé revenons au cas général et intégrons de nouveau terme par terme.
On retrouve I'équation (6). Pour justifier Uintégration terme par terme il suffit
de démontrer que I'intégrale

z{(z—1)-{z—n+1) ",\" '
I 2 n!sinmwz Qe (=)|1dz] (16)
n=i
(l-lno
converge. Posons x =0 +t7,2z = ——§+ it. On a, en vertu de l'inégalité (3),
» b0,
o Ap@)<ne . (17)

D’autre part en remarquant que

2(z—1)- z——n+1) (— 1yt F'in—2YT'(z+2)
n! sin 7 2 T I'in+1)

et en tenant compte de la valeur asymptotique de la fonction gamma on voit
qu’on peut trouver une constante C telle que
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k14
glz—1)z—nt )| oy (-
n!sinwz

pour n > 1 et pour toute valeur réelle de ¢. De ces deux inégalités il résulte que
Pintégrale (16) converge si o > b+ 3 m. L’équation (6) est ainsi établie si la partie

réelle de x est suffisamment grande. Mais de 'inégalité (17) résulte que la série
converge uniformément dans tout domaine fini qui ne renferme pas de point
singulier de la fonction G (z]|w). L’équation (6) est par conséquent vraie pour
toute valeur non singuliére de z.
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