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0U x ET y SONT LII~S PAR UNE RELATION SYMI~TRIOUE. 
PAR 

PAUL APPELL 

Paris. 

(Extrait d 'une lettre h M. I~IITTAG-LEFFLER). 

Quoique les math~mat ic iens  ne s 'occupent  plus gu~re des int6grales d$finies 

. . . .  d annees,  j 'esp~re que ou mdefmms,  si for t  h la mode il y a une c inquanta ine  ' ' 

vous lirez avec  quelqu' int6r6b les consid6rat ions suivantes .  

(z) rp (x) = f (v) d l ( u ) ;  
t J  

x.0 

la fonet ion ] ~tant  que]conque,  e t  v ~tent  li~ h u par  one relation 

(2) F (u, v) ~ F (v, u) = 0 

sym6tr ique  en u et  v. Si on c o n s t r u i t  la courbe  (2) pa r  r ap p o r t  h deux axes 

reetangulai res  Ou et  Or, ee t te  eourbe est sym6tr ique par  r appor t  ~ la premiere 

bissectrioe et l ' int6grale (i) est  suplaos6o p r i s e  le long d 'un  are con t inu  de cet te  

courbe,  du point  M0 de eoordonn6es xo, Yo au po in t  M de eoordonn6es x et y .  

Le long de cet  are  on a 

(3) v = x (u) 

et  nous supposerons,  ~ cause de la sym6trie,  

(4) u = z ( v ) .  

I. Posons  
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L ' int6grat ion par part ies donne imm6dia tement  

f / ( u )  d I [~ (u)] .  ~p (x) = [ (y) / (x) - -  / (Y0) [ (x0) - -  

i r  0 

Prenons comme variable ind6pendante  v, en faisant  

v = ;~ (u) ,  

alors v varie de Y0 s Y le long du m~me arc MoM. En 6erivant 

y:, y. 

t ) / ( u ) d ] ( v )  ,p (x) = / (y) / (x) - -  [ (Yo) / (Xo) + / (u) d [ (v) --. 
IJ  

a'o X o  

on volt que la derni6re int6grale est ~(y) ;  d'ofi enfin 

Y0 f a  

(5) ~p(.T) + ~r(y)--~/(y)/(X)--/(y~)[(Xo) + ~ [ ( u ) d / ( v ) ,  
/ , 

x .o  

~quation dans laquelle y est li6 s x par la relation 

F(x,y) = o ,  

le dernier terme &an t  <f (yo). 
On a ainsi une 6quation g6n6rale, digne d'attent. ion entre  ~f (x) et <p!y), ~qua- 

tion qui mont re  que 

~f(x) + cp(y ) - - / ( x ) / (y )  

est constant .  

II .  Supposon8 y =  x----a, a & a n t  une racine de l '6quation 

~' (x,  x) = o ,  

ce qui suppose le point  M sur la bissectrice. 

On a alors 

2,p (,) = 1' (.) - 1 (Xo) 1 (y~ + j / (u) d I (v). 
, 2  f 

Dans le eas off l 'on aura i t  en m6me temps, 



2" 

Sur rint~grale , f  f (y) df  ::x). 
X0 
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la d e r n i & e  in t6g ra l e  se ra i t  nu l l e  et  on  a u r a i t  

,p ( , )  = 1 '~ (,~) - -  1 ~ ( d ) .  

I I I .  J e  n ' i n s i s t e  pas  su r  les eas p a r t i c u l i e r s  d o n t  q u e l q u e s  uns  s o n t  b ien  

c o n n u s ,  pa r  exemp le  le cas oh /(x)=: log ( I - - x ) ,  | a  r e l a t i o n  (2) & a n t  

U .-~- ~ I I 

J e  laisse 6 g a l e m e n t  

v o l u t i v e  

d~', c6t6 le cas ~,fl u et  v s e r a i e n t  li4s p a r  u n e  r e l a t i on  in-  

a~tv + b(u + v) + c = o  

pour m'arr6ter  un ins tant  sur le cas le plus simple de tous oh 

, ,  + v = I ,  / ( u )  = u p ,  

p &an t  un nombre positif quelconque. 

I 
D a n s  ce cas n o u s  p r e n d r o n s  x 0 = o, e t  n o u s  a u r o n s  Y o =  I, a = : 

2 

~f(x) = p / ( i  - - u ) P u v - l d u .  

0 

La relation (5) devient alors 

,f ( i  - -  x) + ,p (x) = ( i  - -  x)p z v  + 
p 1": (p) 
: r ( 2 p )  

I 
d'ofi  p o u r  x = 

2 

j "( I 
o 

= I I r ~ (p) 

1 Voir BEaTRASD, Calcul int6gral, p. 216--22o. 
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