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Einleitung. 

Es soil in dieser Arbeit eine Methodo zur Bestimmung der Primideale in 

algebraischen KSrpern gegeben werden, welehe eine weitere Ausfiihrung der 

Gedanken ist, die ich in meinem Vortrage: >>Uber die Bestimmuug der Primideale 

in algebraischen KSrpern,> 5- skand. Matematikerkongress, Helsingfors 1922 

skizziert habe. 

Die Dedekindsche Bestimmung der Primideale mittels hSherer Kongruenzen 

versagt bekanntlich in dem Falle, wo die vorgelegte Primzahl ein ausserwesent- 

licher Teller der Gattungsdiskriminante ist. Es wird hier gezeigt, wit man diese 

Dedekindschen Untersuchungen so weiterfiihren kann, dass man in jedem Falle, 

aueh fiir gemeinsame ausserweseniliche Diskriminantenteiler eines KSrpers, die 

Primidealzerlegung bestimmen kann. Zu diesem Zwecke werden die Newtonschen 

Polygone angewandt, and es ist yon Interesse, dass eine gewisse Analogie mit der 

Bestimmung der Reihenentwickelungen einer algebraischen Funktion in der Um- 

gebung einer singul~iren Stelle besteht. 

Diese Methode hat  welter den Vorteil, dass man direkt aus der vorgelegten 

Gleichung die Primidealzerlegung bestimmen kann, ohne dass die Aufstellung 

einer Basis notwendig ist. Ausserdem geben die Untersuchungen eine Reihe yon 

anderen algebraischen SKtzen iiber hShere Kongruenzen, Verallgemelnerung der 

Dunlas'schen Irreduzibilitiitsnntersuchungen usw. Auf andere Fragen, die dureh 

diese Methoden behandelt werden kSnnen, u. a. die Bestimmung der KSrper- 

diskriminante, werde ich ill einer anderen Arbeit zuriiekkommen. 

Fiir das ]nteresse und die Hilfe w~ihrend der Ausarbeitung dieser Abhand]ung 

fiihle ich mich verpflichtet, Herrn Professor Mittag-Leffler meinen herzlichsten 

l)auk auszuspreehen. 
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Kap. ~. HShere Kongruenzen. 

w i.  E in l e i t ende  S~ttze. 

Im Folgenden sell p eine rationale Primzahl und of(x) eine Primfunktion 
m ten Grades fiir den Modul p bedeuten, und es sell weiter angenommen werden, 

dass der Koeffizient yon x"  in of(x) g]eich I ist. Fiir den Doppe]modul p, el(x) 
(modd p, of(x)) gibt es dann p,n inkongruente Po]ynome, indem unter Polynom 

immer eine ganze, rationale Fankt ion mit ganzzahligen Koeffizienten ver- 
standen wird.  

Es sollen jetzt Funktionen yon der Form 

/(y) = Ao(x).  y'~ + A, (x).  y"-* + . . .  + An(x) (,) 

untersucht werden, wo die Koeffizienten Ai(x) Polynome sind, Diese Funk- 
tionen (I) sollen besonders in Bezug auf ihre Verh/iltnisse fiir den Doppelmodul 

p, ~f(x) untersucht werden, und wenn /(y) und /l(Y) zwei Funktionen dieser Art 
sind, soll 

/(Y)=:/I(Y) (modd p, of(x)) (2) 

gesetzt werden, wenn die Differenz / (Y) - - / I (Y)  (mod p) dureh 9(x) teilbar ist. 
Man sieht einfach ein, dass die Kongruenz (2) dann und nur dann erfiillt ist, 

wenn die entsprechenden Koeffizienten der beiden Seiten einander (modd p, cp(x)) 
kongruent sind. 

Es folgt nun ohne Sehwierigkeiten fiir diese Kongruenzen die Ricbtigkeit 
der gewShnliehen Reehenoperationen ganz analog wie fiir h6here Kongruenzen. 

Fiir die sp~iteren Anwendungen dieser Kongruenzen in der Theorie der 

algebraisehen Zahlen brauehe ieh versehiedene SS, tze, die hier entwickelt werden 
sollen. 

Ieh gehe erstens zur Aufstellung eines Euklidisehen Algorithmus fiber und 

nehme an, dass zwei Funktionen gegeben sind 

W O  

/I (Y) = Ao(x) . y,,l + AI (x) . y,,,-1 + . . .  + Anl(x), 

]2(Y) = Be(x).  y"* + B, (x) . yn2-1+.. .  + B,~2(x), 

nl =>~n2, A0(x)=i~:o, Bo(x)~l=o (modd p, of(x)). 
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Man kann dann immer ein Do(x ) yon  h5chstens ( m - - I )  tern Grade derart be- 

stimmer~, dass 

Bo(x) . Do(x ) zAo(x  ) (modd p, 9(x)), 

und man hat dann 

/ t ( y )~Do(x) .  y,,1-,~./,(y) + R,(y) (modd p, cp(x)), 
W O  

R, (y) = Co(x). y"~ + C,(x) . y , , -1  + . . .  + C,,~(x) 

und der Grad n~ von Rt(y) kleiner als nl ist. Daraus fo|gt weiter, wenn D~(x) 
so gew~ihlt wird, dass 

Bo(x). D1(x) ~Co(x) (modd p, ,p(x)) 

erfiiilt ist, 

.R t (y )~D,(x) .  y'*-"~./2(Y) + R2(y) (modd p, ~p(x)), 

wo der Grad yon R.~(y) kleiner als n3 ist. 

Wenn dieser Vorgang fortgesetzt wird, sieht man ein: 

Man kann die Funktionen q(y) und la(Y) derart bestimmen, dass 

l , ( y ) ~ q ( y ) .  ],(y) + ]3(Y) (modd p, el(x)), (3) 

wo q(y) yore Grade n l -  n~ u~d /3(Y) hfichstens vom Grade n 2 -  i ist. 
Wenn Bo(x)---. i ist, hat man einfaeh 

It(y) = q(y) .  l , (y)  + / , ( y ) .  

Man definiert jetzt in gewShnlieher Weise die Teilbarkeit: ] (y ) i s t  durch 

~V(y) (modd p, ~f(x)) teilbar, wenn 

/(y) ~ ~p~(y). ~p(y) (modd p, ,p(x)) 

ist. Zwei Polynome ]l(Y) und /2(Y) sind relativ prim, wenn sie (modd p, cf(x)) 

keinen gemeinsamen yon y abh~ingige n Faktor  besitzen. 

Eine Funktion ](y) vog der Art (I) soll primgr heissen wenn Ao(x)= I ist,, 

und u n t e r  Prim/unktion soll jede primgre Funktion 

ausser sich selbst keinen primgren Teiler besitzt. 

Aus (3) folgt ]etzt eine Reihe yon Kongruenzen 

],::qt ./~+/s ) 

verstanden werden, die 

(modd p, ~(x)), (4) 
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wo die Grade der Funktionen /i(y) immer abnehmen. Man kann dahcr immer 
annehmen, dass /~ yon y unabh~ingig ist. Es folgt daher aus (4) dass die not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir einen gemeinsamen Faktor  (modd p, ~f(x)) 

fiir/I(Y) und ]2(Y) durch 

/~ (y )~o  (modd p,  r 

ausgedriickt ist. Weiter folgt in d e r  gewShnIichen Weise: 

Salz z. Wenn /~(y) zu ]~(y) relativ prim (modd p, rf(x)) ist, kann man 
solche Funkt ionen A (y) und B(y)  bestimmen, dass 

A(y)  . /~(y) + B(y) . / 2 (y )~  I (modd p, rf(x)). (5) 

Eine beliebige Funktion ](y) kann nun in ein Produkt  yon Primfunktionen 
zerlegt werden, und aus dem Bestehen des Euklidischen Algorithmus sehliesst man 
aueh, dass diese Zerlegung eine eindeutige ist. 

Welter sieht man ein, class 

~ /(y) /,(y) 
ay  

dann und  nur dann mit /(y) einen Faktor  (modd p, rf(x)) gemeinsam hat, wenn 
[(y) dureh das Quadrat einer Primfunktion teilbar ist. 

Zuletzb sei  bemerkt, dass ein beliebiges Polynom /(x)  immer die Kongruenz 

/ (x) f~ ~ [(x) (modd p, fp(x)) (6) 

erfiillt, was genau so bewiesen wird wie in der gewShn]iehen Zahlentheorie der 
Satz yon Fermat. 

w 2. Produkt  der Pr imfunkt ionen .  
Sei 

~P(y) = y" + A~(x) . y,~-i + . . .  § An(x) 

eine gegebene Primfunktion (modd p, of(x)). Es sollen jetzt Funktionen ](y) yon 
der Art (i) untersueht werden, aber jetzt fiir einen dreifachen Modul (modd 

p, rf(x), ~p(y)), und zwar soll 

/l(y)~_/.~(y) (modd p, (p(x), ~p(y)) 

gesetzt werden, wenn die Differenz /~(y)-- /2(y)  (modd p, el(x)) dureh die Pr im-  
funktion ~p(y) teilbar ist. 
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Alle Funkt ionen,  welche (modd p, ~(x), ~p(y)) (oder kiirzer (modd M)) in- 
kongruent  sind, sind in der Form 

Bt(x). yn-1 + Bz(x). yn--Z +... + B,,(X) (7) 

enthMten,  wo die Koeffizienten unabhAngig yon einander alle (modd p, r 
kongruenten  Werte annehmen.  Nach w I gibt es daher io n."* inkongruente Funk-  
tionen (modd M). 

Sei jetzt  /(y):_-i-o (modd M) ein best immter der Reste (7). Wenn dann 
h(y)~'zo (modd M) einen beliebigen dieser Reste bedeutet ,  so ist 

](y) ./~(y)-=Fi(y) (modd M), (8) 

wo Fi(y) wieder einer der Reste (7) ist. Wenn /i(y) und ]j(y) zwei solche Reste 
sind, so ist  nur dann 

Fi(y)--Fi(y)  (modd M), 
wenn 

]~(y)==i~li(y ) (modd M). 

Daraus folgt aus (8), wenn ]~(y) alle lZeste (7) duroh|~i.uft und diese Kongruenzen 
alle mit  einander multipliziert werden, 

/(y)pn.m--i H/i(y)~-llh(y) (modd M) 

und daraus einfach 

[(y)pn'm-l~'I (modd M). 

Es ist daher bewiesen: 
Es ist /i~r alle Funktionen /(y) 

/(y~f~.m~/(y) (modd p, ~(x), ~0(y)). (9) 

Welter folgt, dass eine Kongruenz 

F(z) ~ o (modd p,  ep(x), ~(y)), 

wo die Koeffizienten alle yon der Form (7) sind, hSchstens n Wurzeln besitzen 
kann, wenn n den Grad yon F(z) in z angibt. 

Nach (6) ist auch immer 

](y)P"~](yP"~) (modd p, ~0(x)) 

oder allgemeiner 

f(y)~.m~/(y~.,n) (modd p, ~f(x)). (io) 
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Naeh diesen Vorbereitungen soll jebzt der wiehtige Satz bewiesen werden: 
Satz 2. Es ist 

/(y) _~ yp, .m _ Y 

kongruent (modd p, ep(x)) dem Produkt aller Prim]unktionen ~p(y) (modd p, ~f(x)), 
deren Grade Teller yon n sind. 1 

Der Beweis wird in der folgenden Weise erbraeht:  
i) /(y) besitzt (modd p, q~(x)) keine mehr[achen Faktoren. Es  ist n~imlich 

/ ' ( y ) ~ - -  I (modd p, el(x)). 
2) Es ist /(y) (modd p ,  el(x)) dutch alle Prim/unktionen teilbar, deren Grade 

Teller yon n sind, 

Aus (9) folgt n~mlich 

y f ' " - - y ~ o  (modd P, q?(x), ~t,(y)) 

fiir alle Primfunktionen ~p(y) vom Grade n. Wenn aber der Grad n' von ~t,(y) 
ein Teiler yon n ist, so folgt nach (9) 

y ~ ' ' ~ y  (modd p, of(x), (p(y)), 

und wenn man diese Kongruenz naeheinander in die Potenzen 

pn ' .m ,  p2nr.m, . . .  pn .m 

erhebt, so kommt 

oder 

y_=ypn'.m: yp~,~'.m -~'." ~ y f ~ . , ,  (modd M) 

y f ' ' ~ - - y ~ o  (modd p, ~p(x), (p(y)). 

3) /(Y) kann dutch keine Prim/unktion yon h6herem Grade als n (modd p, rf(x)) 
teilbar sein. Denn sei (p(y) eine Primfunktion veto Grade n ' >  n, wofiir 

y P " m - - y :  o (modd p, tp(y), tp{y)) 

w~re. Dann kommt ffir jede Funktion /(y) naeh (Io) 

/(y)p . . . .  ~/(yp~"~) (modd p, el(x), ~p(y)), 

D i e s e r  S a t z  i s t  f i i r  n== J s c h o n  y o n  DEDEKINI), ( ! r e l i e s  J o u r n .  f4, P. I5, b e w i e s e t l  
w o r d e n .  

Acta mathematica. 44. lmprim6 le 16 novembre 1923. 2,q 
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~ v " ' ' - - z ~ o  (modd p, efCx), q.,(y)) 

h~tte p '~""> p~.,n Wurzeln, was unmSglich ist. 

4) W e n n  (p(y) ein Teller yon I(Y) i~t, so ist der Grad yon ~p(y) ein Teller 

yon n. Denn w~re n = n ' . q + r ,  wo n ~ > r > o  ist, so hat  man gleichzeitig 

y p " " ' ~ y ,  yP'*' '~=y (modd p, ep(x), (p(y)), 

und daraus folgt leicht 

y P r ' " ~ - - y ~ o  (modd p, el(x), (p(y)), 

was nach 3) unmSglich ist. 
Durch Zusammenfassen yon I) bis 4) ist der Satz bewiesen. 

Kap. 2. Entwickelungen fiir Polynome. 

w L Kongruenzen (rood p~). 

Sei wie friiher p eiDe rationale Primzahl und q)(x) eine Primfunktion (rood p), 

worin der hSchste Koeffizient gleich I vorausgesctzt wird. Weiter soll 

/(x) - -  x n + a t ,  x n-1 + . . . .  4 an ( I )  

ein gegebenes Polynom bezeichnen. Aus /(z) soll sptiter durch die Gleichung 

/ ( 0 ) - - o  ein algebraischer KSrper abgeleitet werden, indem / (x)  irreduzibel vor- 
ausgesetzt wird. Vorl~iufig soU aber die Irreduzibilit~it yon ](x) nicht voraus- 
gesetzt werden. 

Weiter soll 

%(x), r . . . .  cr(x) 

die verschiedenen Primfunktionen bezeichnen, die (rood p) in l (x)  aufgehen, wo 

~f~(x) = x ~ i  + b(~). ~ i - 1  §  + b ~  ( i  = ~,  2 . . . .  r ) .  

Man kann dann immer / (x)  in der Form 

l C x ) = r  r . . .  r  i ( x )  C2) 
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darstellen, wo 

m ~  . e~ + m 2 . e2 + �9  - + m r  . er =:- ~ 

und M(x)  ein Polynom yon hSehstens ( n - - i )  tern Grade ist. 

Wir untersuchen jetzt  das Polynom (I) fiir einen Pr imzahlpotenzmodul  p(~. 

Naeh einem Satze, der schon yon Sc~SNE~A~N ~ aufgestell t  worden ist, kann man 

aus (2) fiir alle ~ eine Darstel iung 

/ ( x )  = 0 9 ) ( ~ )  . ~ i ~  . . . o~o)(x) + po  M(o) (x)  (3) 

herleiten, wo 

O!~)(x)_=_ (f~(x) ~4 (mod p) (i = i ,  2, . . .  r) 

( , = I ,  2 . . . . .  ) ,  

und diese Darstel lung yon q)!")(x) ist ausserdem ffir den Modul p~* eindeutig.  Wie 

man  am einfachsten diese Darstel lung findet, habe ich in der Arbeit :  )>Zur 

Theorie der algebraisehen G]eichungen,> ~ gezeigt. 

w 2. E n t w i c k e h m g e n  (p, rf(x)). 

Es soll je tz t  der Begriff Entwickelu~g (p, (f(x)) eingefiihrt werden. Die ]?rim- 

funkt ion ~p(x) soll {rood p) ein Teller yon /(x) sein. 

Durch fortgesetzte Divisionen mit  Potenzen yon q)(x) kann man immer das 

Polynom (i) in der Form 

t 

f{x) = ~ Q;(~.). ,r(~) 4 
4 = 0  

schreiben, wo 

und die Qi(x) Polynome yon hSchstens ( m - - i )  ~m Grade bezeichnen. A]lgcmein 

kann man nun weiter 

Qi(x) = A i .  p . i .  P i ( x )  ( i  = ~ ,  2 . . . .  l)  

setzen, wo die Zah|  A4. p,4 derar t  gew~h]t wird, dass P4(x) primit iv wird (wenn 

Pi(x)-l-o), und -4 derart ,  dass 

Ai_~_o (rood p). 

1 SCHOENEMXNb:, (u~relles Journ. 32, S. 98. 
Kristiania Videnskapsselskaps skrifter I923, No. 1. 
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Speziell ist at = o und At----i. Man hat  dann eine Entwickelung (p, ~(x)) in der 

Darstellung 
$ 

[(x) = ~ A, Pi(x). pai. cp(x)i" (4) 

Im Folgenden sollen als geometrisehes Hilfsmittel die Newton'schen Poly- 
gone eingefiihrt werden. 1 In ein reehtwinkliges Koordinatensystem werden die 

Punkte  
( t - -  i ,  ( i  = o ,  . . . .  t) 

eingezeiehnet, und es entsprieht einem .jeden Gliede in (4) ein soleher Punkt .  
Wenn in (4) ein Glied pai . A t .  P i ( x )  verschwindet, wird kein zugehSriger Punkt  

eingezeiehnet. 

J :~, i 

Fig. i. 

Man erh~lt auf diese Weise eine Gitterpunktmenge, wozu immer der Punkt  
(o, o) gehSrt, und zu dieser Punktmenge kann man, indem man in (o, o) anf~ingt, 
ein Newton'sches Polygon konstruieren. Fiir dieses Polygon wende ich im Fol- 
genden die nachstehenden Bezeichnungen an: 

Das Polygon wird aus einer gewissen Anzahl von Seiten 

S~, 3 ~ , . . .  Sr 

bestehen, deren Projektionen auf die X-achse die Liingen 

lt, l~ . . . .  l~, 

auf die Y-achse die Liingen 

h,, h~;. . ,  h~ 

Man sehe  z. B. HEI~SI~L U. L/~I)SB~:RG: Theor ie  der  alg. Funk t ionen .  Vie r t e  Vorlesung.  
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habon. Die Zahlen li und hl sind immer ganz rational.  

same F a k t o r  yon Ii und hi, also 

li = el ..2i 
(i = i ,  z ,  . . .  r), 

hi = e~, Y.i 

ei sei der grSsste gemein- 

wo )~ zu • relat iv prim ist. MSglicherweise kann h~-~ o sein, dann wird ~1 = I 

gesetzt.  Zuletz$ sei erw~ihnt, dass die Neigung (fl einer Seite Si gegen die 
X-aehse du tch  

hl zi 
t g ~ i  li 2/ ( i = I , 2  . . . .  r) 

besgimmt ist. 

w 3- I r reduzibi l i t l i t ss t i tze .  

Wie ieh gezeigg habO,  kann man nun den wiehtigen Satz beweisen: 

Satz 3. S ind  
$1 

g(x) = 2 a ' i .  Q ' ( X )  " ~ ~''" r~ ~ ( ~ ) i  
iffi0 

81! 

h (x) = ~ a"i. Q"i(x).  p ," i .  rp (x) i 
iwo 

zwei Polynome mit  den Polygonen S r u n d  S" /i~r die Entwickelungen (p, ~(x)) ,  

dann hat das Produkt  
$ 

[(x) = g(x) .  h(x) = ~ ai.  Qi(x).  p , i .  rf(x)i s = s' + 8" 
i=1 

ein Polygon S (p ,  rf(x)), das aus den Seiten yon S' und S" nach steigender Neigung 
zusammengesetzt ist. 

Dabei ist zu bemerken, dass der Grad yon Q ,  (x).  Q"~,,(x) auch grSsser odor 

gleich m sein kann.  In diesem Falle ist s ~ s ' + s ' +  i ,  abet  der Satz 3 bleibt 

doch richtig, indem man nur  zu dora zusammengesetz ten Potygone die Gerade  
yon (o, o) bis ( I ,  o) hinzuffigt. 

Fiir  die folgenden Untersuehungen  wird der Teil des Po]ygones yon /(x) 

yon besonderer Bedeutung  we]eher fiber der X-achse liegt. Dieser Teil soll 

Hauptpolygon genannt  und seine Seiten sollen wie friiher mi t  S~, 82 . . . .  S~ 
bezeiehnet werden. 

i Kri:a Videnskapsselsk~ps Skr. 1923. No. I. S. 27. Man sehe auch meine Arbeit: Zur 
Theorie der Irreduzibilitatskriterien. Zeitschrift f. Matin. 1923. 
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Sei jetzt /(x) yon der Form 

/ ( x ) ~ Q ( x ) .  ~f(x) l (mod p), 

we Q(x) (mod p) nieht dureh ~(x) teilbar ist. Man kann dann immer fiir die 

Primzahlpotenz p~ solehe Polynome Q~(x) und q),(x) bestimmen, dass 

/ ( x ) ~ Q a ( x ) .  On(x) (mod p~) 

wird, also 

/(x) = Qa(x). On(x) + p " .  M(x) ,  (5) 

we M(x) ein Polynom yon h5ehstens ( n - - i )  tern Grade ist und 

q)a(x)~ef(x) z (mod p). 

Wenn jetzt (4) die Entwickelung (p, el(x)) fiir /(x) ist, so wird das Polygon 

yon/ (x)  seinen Endpunkt  im Punkte (t, a0) haben. Man sieht daher: Wenn man in 

(5) c,> a0 wiihlt, so wird das Glied p~. M(x)  ohne Bedeutung fiir das Polygon 

y o n / ( x )  (p, ~p(x)). Das Polygon yon Q,(x) wird aus einer Geraden bestehen, welehe 

mit der X-achse zusammenf~ilt, und das Polygon yon On(x) wird daher naeh 

Satz 3 aus dem Hauptpolygone yon /(x) bestehen. 

Daraus folgt ganz einfach wegen des Satzes 3~: 

Satz 4. Ein Polynom / ( x ) ~ Q ( x ) .  rf(x) l (mod p) kann nut  dann im rationalen 

Gebiete einen Faktor 

g ( x ) ~ f ( x )  ~ (mod p) 

haben, wenn g(x) vom Grade 
r 

ist, we m der Grad yon rp(x) ist und e~ eine der Zahlen o~ i . . . .  el bedeutet. 

Aus diesem Satze leitet man ohne Schwierigkeiten die Irreduzibilit~tss~itze 
yon KONIGSBERGER s, PERRON s, DUMAS ~ und BAUER 5 ab. 

Es ist jetzt yon der grSssteu Wichtigkeit, dass diese S~itze auch fiir einen 

beliebigen algebraischen KSrper richtig bleiben. Dann miissen also die Koeffi- 

'Loc. cit. S. 29. 
K6NIGSB~RUER, Crelles Journ. x~5, S. 69. 

s O. P*:RRON, Math. Ann. 60, S. 448 u. f. 
DumAs, Journal de math. 6 ser' t. 2, S. 237. 

b M. BAuza, Crelles Journ. I28, S. 87. 
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zienten yon /(x) in irgend einem KSrper P(O) enthalten sein und of(x) muss 
eine Primfunktion fiir einen Primidealmodul ~ in P(O) sein. Dann kann man 
aber nicht in der Entwiekelung (p, of(x)) 

t 

/ (x)  = Qi(x) .   (x)i 
i - - 0  

aus Qi(x) wie in (4) den Faktor  ~"~ herausziehen, sondern nur ~ i  als die grSsste 
den Koeffizienten yon Qi(x) gemeinsame Potenz yon ~ bezeichnen. Der Satz 3 
bleibt jedoch richtig, und daraus folgt sofort die l~ichtigkeit des Satzes 4 fiir den 
KSrper P(O). 

w 4. Zer legung in Fak to ren  flit ein Polygon. 

Da fiir die Anwendung dieser Untersuchungen n u r  Kongruenzen fiir einen 
Primzahlpotenzmodul p~ in 'Bet racht  kommen, wo a beliebig gross gewiihlt werden 
kann, werde ich jetzt nach den Bemerkungen der Paragraphen I und 3 annehmen 

kSnnen, dass f(x) (mod p) nur durch eine Primfunktion teilbar ist. Es ist also 

WO 

/(x) =__ cp(x) t , (6) 

n ~ m . t  

ist. Das Polygon S yon f(x) ist dann immer ein Hauptpolygon. Wenn man 
jetzt  fiir /(x) eine Entwickelung (p, of(x)) hat, so gibt es in dieser Entwickelung 
gewisse Glieder, deren entsprechende Punkte  auf dem Polygone S ]iegen. Dies 
ist besonders f/fir die Eckpunkte  des Polygons der Fall. 

Es sei jetzt tp(x) ein Polynom mit demselben Polygone S(p,  of(x)) wie /(x). 
Dutch 

f(x) ~ tp(x) (mod S) 

wird bezeichnet, dass in der Di//ere~z /(x)--~p(x) aUe reprd~entierenden Pu~kte 
oberhalb des Polygones S liegen. 

Man setze jetzt in der Entwickelung (4) 

As. Pi(x) ~ Qi(x), 

wodurch die Entwiokelung (p, r yon /(x) in 
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t 

/ (x) = ~f, Oi(x)  . p , i  . ef(x)i 
0 

(7) 

iibergeht, we in einem Polynom Qi(x)  nieht alle Koeffizienten dureh p teilbar sein 
kSnnen, ausser wenn Q~(x) versehwindet. Sei 

t 

~P(x) = ~ Q'i(x)  . p~'i . ~(x)~ (8) 
0 

die entspreehende Entwiekelung fiir (p(x). Dann sieht man ein: 
Es ist / ( x ) ~ t p ( x )  (mod S) dann und nur dann, wenn 

Q d x ) - ~ Q ' d x )  (rood p) 

fiir alle i, wofiir die entspreehonden Punkte  ( t - -  i ,  ai) (a'i = al) auf S liegen. Wenu 
in ] (x )  ein Glled oberhalb S liegt, .muss dies natfirlich aueh mit dem entspreehen- 
den Gliede in ~0(x) der Fall sein. (Ieh sage bier der Kiirze wegen, dass ein 

Glied oberhalb S liegt, und meine damit, dass der repr~isentierende Punkt  dieses 
Gliedes oberhalb S ]iegt. Diese Bezeiehnungsweise kann kaum missverstanden 
werden und wird im Fclgenden oft angewandt.) 

Es ist bisweilen niitzlieh, den Begriff Entwiekelung (p, cp(x)) etwas weiter 

zu fassen. Es sell jetzt allgemeiner angenommen warden, dass in (8) die Grade 
der Polynome Qr~(x) nicht dureh m - - I  begrenzt sind, d. h. diese Grade diirfen 
aueh grSsser aIs m - - i  sein, doch sollen sie in der Weise begrenzt sein, 
dass der Grad yon ~(x) niclit grSsser als m . t  wird. Man sieht leieht ein, 
dass das Polygon (p, cp(x)) dasselbe wird, wenn man das Polygon fiir diese allge- 
meine Form konstruiert  oder wenn man vorher die Entwicke]ung zur reduzierten 

Form iiberfiihrt. 
Nehmen wir die Entwickelung (8) yon der hier erw~ihnten allgemeineren 

Art an, so folgt: 
E s  ist  / (X) : - -qJ(x)  (rood S )  d a n n  u n d  n u t  d a n n ,  w e n n  

Qdz)~Q'dz) (modd p, ~p(z)) 

]i~r alle i ,  wo]i~r die  en t sprechenden  P u n k l e  ( t - - i ,  ai) (al = a'i) au] 8 l iegen. 

Es sell jetzt untersucht  werden, welche Glieder iiberhaupt auf S liegen 
kSnnen. Ieh betrachte die erste Seite S~ yon S. Die Gitterpunkte, welche auf 
dieser Geraden liegen, entsprechen den Gliedern yon (7) 

cp(x) t, Ox,(x) . p~, . rp(x) t - z , ,  Q2z,(x) . p2~, . q~(t)t-2~.l, . . . . Qt~(x) . ph, . ep(x) t - t , .  
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Ebenso sind die Glieder der  zweiten Seite entsprechend 

Qz,(z). phi. cf(x)t- t l ,  Qz,+~(x) �9 7:h'+=. ~f(x) t-z'-~', Qt,+~.~(z). p~'+~-". ~f(x) t - t~-2~,  
�9 ' ,  o . . . . . . . . .  �9 �9 . . . . . . . .  �9 . . . . . . . . . . . . .  

und allgemein ffir die ire Seite 

Qt~+~+.. .  + t~_~(~) .  ph,+h~+.. :+hi_!. ~p(x)t-z,- t~ . . . . .  z~_l, 

Qt,+z~+. . . +l i . . . . l+2i(x)  , phl+h~+. . . +hi_  1 + x i ~ (X ) t - - l ,  --12 . . . . .  l i - !  -- ).i, 

�9 It__ 1 2). t  Qz,+t~+.- .+Zi_l+2Z~(z). pl,,+h~+...hi_ 1 + 2 •  ( f ( , T ) t - - l t - - l e - -  . . . . . .  (9) 

QI,+Z~+. �9 �9 +Zi--l+ll (X) . ph ,+l , ,+ . . .  +h~--~+ai �9 Cp (X) t -  ~ ' -  a . . . . .  ll-- 1-1i  

Sei je tz t  q:i(x) die Summe der Glieder (9), also 

(?i (x)  = p~'+~+" " +~i-~ ~f (x )  t -  t , -  ~ . . . . .  ~i ( Q ~ + ~ + . . .  + ~ _ i  (x )  . ~f (x )  ~i + 

+ Q~,+...+ti_~+~i(x). p ~ i .  (~(x)li--)'i _~ Qz ,+ . . .+~ i_~+~ . i ( x )  �9 p 2~i �9 (p(x)  tl-2~'i + "  + 

+ Q t ~ + . . . + l i _ l + l i ( X ) .  phi). 

Zur Abkiirzung soil je tz t  

O t , + ~ , + .  . . + ~ i _ ~  . .  ~ . i ( z )  = R i , ,  ( z )  

gesetz t  werden, wo also Ri ,  s ( z )  en tweder  Null ist oder  alle Koeffizienten nicht  
du tch  p teilbar sind. Dann k o m m t  

q i ( X )  = ph,+h~+.. .  + h i _ l .  ~ (x ) t - - l t - - t ,  . . . . .  l i .  ~ i ( X ) ,  

WO 

eli(X) -~ R i ,  o(x)  . ~ ( x )  tl q- Ri ,  l (X)  . p ui . o f (x )  ti - z i  q- Ri,9~(x) . p 2~i . ~ ( X )  l I - 2 2 i  q- 

+ . .  +R~q(z). phi. 

Nun ist allgemein 

Ri ,  e i (x)  ~ Ri+l,0(x)~i--o (modd p, ~p(x)). 

Man kann daher  immer solche Po lynome  Ai(x) und B d x )  finden, dass 

Ri, o(Z). -4dx) + :p(x). Bdz )  ---- ~ + 6'~. p 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  44. I m p r i m ~  l e  16  n o v e m b r e  1923.  

( I O )  

30 
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ist, wo Ci eine Constante, A , ( x )  von hSchstens ( m - - i )  tr Grade, Bi(x)  hSehstens 

vom (m--2)  te~ Grade ist. Die Gleichung (io) kann auch 

gesehrieben werden. 

Wenn jetzt 

Ri, o(X) �9 Ai(x):~-1 (modd p, el(x)) 

gesetzt wird, 

ausserdem 

wo Si, j (x)  Polynome yon hSehstens ( m - - i )  te~ 

Si, i(x)~-: A i ( x ) .  R i# (x )  (modd p ,  q'(x)) ( i i)  

ist, so kann man den folgenden wichtigen Satz beweisen: 

Satz  5. E s  ist 
r 

/(x)~ U / i ( x )  (rood S). (12) 
i ~ l  

Eiu Polynom soll yr imdr  genannt werden, wenn der Koeffizient fiir die 

hSehste Potenz yon t f(x) in der Entwickelung (p, q,(z)) gleich i i s t .  

Nach (io) und (i i)  ist 

Si, , i(x) L:o (rood p) (i =: I,  2 . . . .  r), 

und das Polygon yon / i (x)  ist daher eine Gerade von derselben Neigung und 

Lgnge wie S i . .Fo lg l i ch  wird aueh naeh Satz 3 das Polygon yon 

l'i/,(x) 
gleieh S.  Der Satz  3 be~agt daher, dass man  / (x )  (rood S)  in solche pr imate  Fak-  

toren zerlegen kann,  dass das Polygon eines Faktors  / i(x)  gleich einer Seite S~ 

yon S ist. 
Da die beiden Seiten yon (12) dasselbe Polygon S besitzen, kommt es, um 

die Richligkeit dieser Kongru(nz zu be~veisen, nur darauf an zu zeigen dass die 

entsprechende n Glieder auf dem Polygone einandcr (modd p, el(X)) gleich sind. 

Der Satz soll jetzt dutch vollstiindige Induktion bewiesen werden. Es 

wird daher erstens r ~ z angenommen, und man soll zeigen 

l (x)  - :  1, (x) .  h (x )  = (q~(x) z' + &,~ (x).  p~-' ~;(x)z,-~., + . . .  + & , , , (x ) .  ph,). 

(q~(x) z~ + S2,1(x) �9 p~'~ep(x) z~-;'~ + ' "  -~ S~,~(x) . if',) (rood S). 

Grade sind und 

/ i(x) = (;(x) zi + 8i, l(x) . p~i . ,f (x)li-~.i + Si,~(x) , p2~i. ,f(x)li-2~.,~ ~ . ~ ~.,,ei(x ) . p~i 
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Hier ist aber immer naeh (Ii)  

8~,~(~) = Qi~, (x); 

so dass, wenn man in (13) die Multiplikation derart ausffihrt, dass man ers tens  

/t(x) mit of(x) l~ multipliziert, man alle Giieder yon /(x) erhVilt, deren repr~isentie- 

rende Punkte  auf der ersten Seite S~ liegen. 

Ein GIied 
Sl,*:(X) �9 p i  u ,  . ( f ' ( ~ c ) l , - - i  ).t 

in /~(x) wird dureh einen Punkt  A t = (ig~, izt) abgebildet und ebenso ein Glied 

S~,i (x). p~ , .  90(x)~-~. ~.~ 

in [.~(x) durch einen Punkt  A 2 ~  (J~2, jz~). Das Produkt  dieser Glieder 

S~,~(x) 82,~(x) . #~'+~'~. ~p(x) ~+a-' ' - j~~ (~4) 

wird durch den Punkt  

und noch dazu den Punkt  

A = (i)~, + ] . ) ~ ,  iz, + ] .  z=) 

S,,e,(Z). ph,. l~(x) 

erschSpft, da ja das Glied 

$1, ~ (x) .  ph,.  ~ (x)l~., 

Die genauere Ausffihrung dioser Bomerkungen findet man in meiner oben zitierten 
Abhandlung S. 25. 

abgebildet, wenn der Grad von 

8j ,dx).  S~.i(z) 

grSsser als m - - I  ist. Wenn aber A auf oder fiber dem Polygone yon ](x)liegt,  
so wird sieher A' oberhalb dieses P01ygones liegen. Man braueht daher nut  das 

Glied zu untersuchen, dem A entsprieht. Man kann abet  A in der Weise aus 

A~ und Az erhalten, dass man die Vektoren OAt und OA2 addierL und diese 

Regel ist ffir das Produkt  zweier Glieder allgemein gfiltig, t 

Ein Produkt  (r4) wird daher immer Glieder geben, deren repriisenfierende 

Punkte  fiber dem Polygone S yon [(x) liegen, ausser in dem Falle, dass i-~ei ist. 

Die Glieder, welehe auf der zweiten Seite 8z liegen, werden also durch 
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welchem der Eckpunkt  des Polygones entspricht, schon einmal friiher mitgerech- 
net w~rden ist. Es ist abet nach (Ii) 

Sl,~,(x). S ~ , ~ ( x ) ~ A 2 ( x  ) . R2,~(x). Sl,~,(x) (modd p, el(x)), 

und daraus folgt 

R2,1(x)- S l , ~ , ( x ) S 2 , i ' x ) ~  R~ , i ( x ) ( I  - -  A 2 ( x ) .  Sl,~,(x)) (modd p, el(x)), 

also nach (Io) unter  Beriicksichtigung dessen, dass S ~ , ~ ( x ) ~  S2,0(x), 

R ~ , i ( x ) ~ S l , ~ , ( x ) .  S2,i(x) (modd p, rf(x)), 

wodurch der Beweis erledigt ist. 

Um jetzt den Induktiozisbeweis zu vollenden, muss man annehmen, es sei 
schon bewiesen worden, dass / ( x )  und das Produkt  

r - - 1  

i f f i l  

fiir die ersten r - - z  Seiten Si dieselben repriisentierenden Glieder besitzen. Man 
muss dann das Produkt  

r . - - I  Hh( ) 
i f f i l  

untersuchen. In dem Produkte 

r - - 1  

i f f i l  

kommen alle Glieder von / ( x )  vor, welche auf den r - - I  ersten Seiten liegen. Die 
Glieder, welche auf der r ten Svite liegen, kSnnen nut  durch die Glieder yon 

l~(x) . ph,+h..,§ . +h~_l . S~-1, er_I(X) 

geliefert werden, wo der letzte Eckpunkt  schon friiher mitgerechnet worden ist. 
Alle anderen Glieder des Produktes werden nach den frSheren Bemerkungen sicher 

~)berhalb S liegen. 
Nach (ii)  ist aber 

Sr - l , e  r l(X) . Sr , ) (x )  ~ A r ( x )  . Rr, j ( x )  . Sr_l ,e , ._ l (x)  (modd p ,  tp(x)), 
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Rr, j ( x )  - -  S t - l ,  e r_ l (Z )  ' S~.,j(X) ~--. Rr, j (~  ) ( I  - -  A r ( x )  . ~r--1, er_ 1 (X)) (modd p, ep(x)), 

woraus nach (Io) folgt 

Rr, j(x ) ------_Sr_l, er_l(X ) . Sr, j(~ ) (modd p, cp(x). 

Dadureh ist der Beweis des Satzes 5 vollsti~ndig geliefert worden. 
Ohne Schwierigkeiten sieht man aueh die Riehtigkeit der folgenden, wich- 

tigen Bemerkung ein: 
Wenn man [(x) nach Satz 5 in primdre Faktoren derart zerlegt, dass das Poly- 

gon eines Faktors gleich einer Seite des Polygones S ist, so sind die Koe//izienten 

der Faktoren (modd p, ep(x)) eindeutig bestimmt. 

Es soll 

Gerade L ist. 

w 5- Geradlinige Polygone.  

jetzt der Fall behandelt werden, dass das  Polygon (p, of(x))eine 

](x) kann dann immer in der Form 

/(x) = ~(x) t + A t ( x ) .  pT .  ~(x)z_ ~ + As(x) .  p ~ .  ep(x) l-~ + . . .  + Az(x) .  ph (I5) 

angenommen werden, wo die Ai(x) Polynome yon h6ehstens ( i - - I )  tern Grade 

sind und 

Al(x)_:_I:_o (modd p, ~(x)). (I6) 

Dabei bedeutet das Symbol s fiir eine positive reelle Zahl s immer die kleinste 

positive Zahl, welehe gleieh oder grSsser als s ist. Man kann auch Polynome 

mit mehrseitigem Polygone in der Form (I5) schreiben, indem man nut  ffir das 

h 
Verh~ltnis ~- die Neigungszahl h, �9 ~ der ersten Seite w~hlt. Dann braucht aber 

die Bedingung (i6) nieht erfiillt zu sein. In (zS) ist wie friiher 

und daher 

h = e . z  

l = e . ~  

/(x) =:ep(x) ~ + Bl(x)  . p~ . T(x) z-~- + . . .  + Bz(x) . p h (rood L), (~7) 
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wenn 

Ai.~.(x) = Bi(x) 

gesetzt wird. 
[(x) wird reduzibel (rood L) genannt, wenn eine Zerlegung 

/ (x )~g(x) .  h(x) (mod Z) 

mSglich ist. Hier miissen nach Satz 3 g(x) und h(x) yon der Form 

9(x) : -  of(x) "'~ + C,(x).  p~.. ~f(x) ~.('-1) + . . .  + C,(z) .  p,.~ 
(mod L) (18) 

h ( x ) ~ ( x )  ~.z + D,(x) .  p~. ~f(x) ~-('-1~ + . - .  + Dr(z). ps.~ 

sein, wo r +  s-----e ist. 

Eine primKre Funktion, die ein geradliniges Polygon besitzt und noch dazu 

fiir dieses Polygon irreduzibel ist, soil eine Prim/~tnklion (mod L) genannt werden. 

So ist z. B. /(x) selbst immer eine Primfunktion (rood L), wenn e =  i, also 

1 zu h relativ prim ist. Allgcmein kann ] (x) (rood L) nicht dutch mehr als e Prim- 
funktionen teilbar sein. Ffir cine Funktion mit geradlinigem Polygone hat man 

also immer eine Darstellung yon dcr Form 

$ 

/(x) :--ncf,:(x) (rood LI, 
i = l  

wo die Polygone der Polynomo ep~(x) Geraden sind, die aus Stricken von L be- 

stehen, und diese Polynome sind fiir ihre geradlinigen Polygone Primfunktionen. 

Dies  gibt mit Satz 5: 

Satz 6. Ein Polynom /(x) mit einem beliebigen Polygone S kann in der Form 

r s i 

l(x) I1 II,r-(x) (rood 
i = 1  j =1 

geschrieben werden, wo die Polynome ~i,~(x) /~ir ihre geradlinigen Polygone Prim- 
/unktionen sind, und diese Polygone bilden zusammen das Polygon S. 

Es soil jetzt  die Eindeutigkeit dieser Zerlegung bewiesen werden, und dazu 

sollen die Untersuchungen des Kap. x angewandt werden. 

Es seien wie in (18) g(x) und h(x)zwei beliebige Polynome mit einem gerad- 

linigen Polygone yon der Neigung z =. Wenn man dann 
L 

,r(z)z 
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g(x):=pr'~(z~ +Cl(x )  . z ~- '  ~ . . . .  + C,.(x)) 

h ( x ) ~ p " ~ ( z "  + D~(x) . z ~-I . . . . .  + D,(x))  

fiber. Nun soll hier 

G(z, z) = z , +  C , ( x ) z ' - '  + . . .+ C~(x) 

H (z, x) = z ' +  D~ (x) . z ~ - '  + . . .  + D,(x) 

eingefiihrt werden; dann sieht man ein, dass eine Kongruenz 

gtz)-:h(x) (mod L) 
nichts anders als 

G(z,  x)==H(z, x) (modd p, ~{x)) 

(mod L) 
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wo a.)~ und b.  )~ die Grade yon A(x )  und B(x)  in ~p(x) bedeuten. 

Hier ist natiirlieh a + r  = b +  s, und man kann ausserdem a und b derart  

w~hlen, dass a < s und b < r. Wenn in diesem Satze gesagt wird, dass zwei Po]y- 

nome dasselbe geradlinige Polygon L besitzen, so bedeutet  dies hier wie im Fol- 

genden, dass die Neigungen der beiden Polygone dieselben sind, aber die Lgngen 

brauehen nieht gleieh zu sein, d. h. die Polynome brauehen nicht yon gleichen 

Graden in ~p(x) zu sein. 
Aus Satz 7 folgt weiter: Wenn ein Polynom j(x) mit dem Polygone L 

und vom Grade i . ) ,  in el(x) gegeben ist, so kann man, wenn wie friiher g(x) 

if(x).  A ( x )  + h(x) . B ( x ) ~ p (  r+a~ (mod L), 

bedeutet,  indem z als eine unabhiingige Variable betraehtet  wird. Die Theorie der 

Polynome mit geradlinigen Polygonen kann daher ganz analog wie die der Kon- 

gruenzen (modd p, el(x)) entwickelt  und ausserdem aus dieser abgeleitet werden. 

So folgt z. B.: Wenn g(x) (mod L) in Primfunktionen zerlegt ist, entspringt 

daraus eine entspreehende Zerlegung (modd p, el(x)) yon G(z, x). Daraus folgt 

aus Kap. i auch die Eindeutigkeit der Zerlegung eines Polynoms fiir ein gerad- 

liniges Po]ygon. 

Weiter kann man in dieser Weise die Siitze des Kap. x auf Kongruenzen 

(rood L) iibertragen. So hat man z. B. 

Satz 7. Wenn zwei primfire Polynome g(x) und h(x) mit  demselben gerad- 

linigen Polygone L gegeben sind, die von den Graden r .  )~ und s .  )~ in el(x) und 

(mod L) zu einander relativ prim sind, kann man immer solche Polynome A(x )  und 

B(x)  mit  .dem Polygone L bestimmen, dass 
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zu h(x) (mod L) relativ prim ist, zwei Polynome A(x )  und B ( x ) d e r a r t  be- 

stimmen, dass 

ff (x) . A (x) + h(x) . B(x)  ~ p(~+a-i)~ j (x)  (mod L) 

is~. Hier kann man den Grad a.)~ yon A(x) kleiner als s.  2, w~hler~, und wenn 

daher der Grad yon ?'(x) in ~p(x) kleiner als ( r+  8)4 ist, so wird auch b .~<: r .  4. 
Weiter kann man den Satz 2 in dieser Spraehe folgendermassen formulieren: 

Satz 8. E8 ist 
rp (x)~..p n ' '  - p~(1 "~ " r e _ l ) .  ~f(~)~ 

(rood L) kongruent dem Produkt aller Prim/unkt ionen (rood L), deren Grade in ep(x~ ~ 

Teller yon n sind. 
Zuletzt soil die folgende Erweiterung des Satzes 4 erw~hnt werden, die sofort 

aus der Einfiihrung der Primfunktionen mit Hilfe des Satzes 6 folgt. Es sollen 
ffir alle Primfunktionen cf~(x) (mod p), welche in / (x) aufgehen, die zugehSrigen Poly- 
gone Si gezeiehnet und es sell ](x) (rood Si) in Primfaktoren zerlegt werden. Seien 

~' n (j) (k = ~,  2 ,  t~ ~) 
i " i ,  k " " " 

die Grade in rp(x) der irreduziblen Faktoren fiir eine beliebige Seite S~ } yon Si 

mit der Neigung 

h~' e7 ). . x7 ). "(i'~, 

tT' bedeutet die Anzahl der irreduziblen Faktoren fiir diese Seite, also die An- 

zahl der Zahlen n (J) indem man, wenn (mod S~ ~) gleiche Faktorenvorkommen,  
i , k  ' 

die entsprechenden Grade n (J~ i,k SO oft vorkommen l~isst, wie die Multiplizit~t 

angibt. 
Dann folgt die Riehtigkeit des Satzes: 
Satz 9. 1st [i~r ein beliebiges Polynom 

f (x) ~ ep, (x) e' . ~f2 (x) ~ . . .  ~Ps(x) ~' (mod p) 

die Zerlegung in Prim]aktoren, we der Grad der Pr im/unkt ion  ~fi(x) gleich ~ ist, 8o 

kann /(x)  im rationalen Bereiche nu t  dann einen Faktor veto Grade m haben, 

wenn m yon tier Form 

�9 " " i , k  

ist, w e  in dieser Summe  eine beliebige Anzahl  yon Glieder mitgerechnet werden dar]. 
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Wenn daher ein oder mehrere Diskriminantenteiler oder allgemeiner die 
Diskriminante des Polynoms bekannt ist, kann man nach diesem Satze in vielen 
F~ilien die Untersuchung der Reduzibilitgt des Polynoms sehr vereinfachen. 

w 6. Reduzibilitltt  fiir Polygonmoduln.  

Den Primfunktionen fiir Polygonmoduln, welehe in w 5 definiert worden sind, 
entsprechen genau die Primfunktionen fiir einen Primzahlmodul p. Es sollen 
jetzt einige Untersuehungen fiber Polygonmoduln ausgeffihrt werden, welche ffir 
die sp~iteren Untersuchungen fiber Primideale in algebraischen KSrper notwendig 
sind und gleichzeitig sehr interessante S~itze fiber hShere Kongruenzen ergeben. 

Es soll erstens angenommen werden, dass / ( x )  ein geradliniges Polygon L 
besitzt und daher die Form (I5) hat. Nennen wit in (z7) die rechte SeRe ~0(x), 
so wird die Differenz/(x) ~ ~ p ( x )  nur solehe Glieder enthalten, wofiir die repriisen- 
tierenden Punkte  oberhalb L liegen. Es soil jetzt untersueht werden, wie solche 
Glieder oberhalb L fiberhaupt verteilt sein kSnnen. 

Ein Glied 
.h  

A i ( x )  . I~ ~--" . ~ f ( x )  l - i  

in (15) wird dureh den Punkt  

( i ,  = . . . .  l)  

abgebildet, und es sollen nun die Abstiinde dieser Punkte yon L oder die damit 
proportionalen GrSssen 

J.--~hll "lh I ~  z~. (i = z 2, l) (I9) d =li. - - i  = - - i  , . . . .  

untersucht werdcn. 
Fiir diese GrSssen soll jetzt gezeigt werden, dass immer 

ist. 

oder 

d l  = di+;.  ~ d i + 2 z  . . . .  

Man hat n~imlich 

Acta  mathemat lca .  44. Imprim6 le 19 novembre 1923. 31 



242 

Um 

zu bestimmen. 

stimmung ihrer 
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daher die Zahlen (i9) zu untersuchen, braucht  man nut  die Zahlen 

do = o,  dl ,  d2 . . . .  d~.-1, d~ = o 

Diese Zahlen sind naeh (xg) sicher kleiner als x. Bei der Be- 

GrSsse braueht  man daher nur auf die darin vorkommenden 
Briiehe Riieksicht zu nehmen. Wenn aber in (z9) i die Zahlen x , 2 , . . ,  i~ dureh- 

l~iuft, werden auch die Zahlen i .  x ein vollst~indiges l~estsystem (rood)~)bilden. 

Die eehten Briiche, welehe sich als Reste ergeben, wenn man i .  x dureh ~ dividiert,, 
sind daher alle verschieden, und folglieh ist bewiesen: 

/ / 

/ / i / 
�9 . / . / ~ ) /  z ~ 

/ // / /  

Y :%:r �9 

~ 0 . "  

"I S Ii 

t ~ 1  I,. i I 
Fig. 2. 

Die Zahlen dl, d2, . . .  d~.-1 stimmen mit den Zahlen 

i 2 l--i 

in irgendeiner Reihen]olge i~berein. 

Durch die Punkte  der Y-achse 

werden je.tzt Parallellen zu der  Geraden L gezogen; diese Geraden sollen bzw. mit 

L,, L2, L~ . . . . . . .  L~_,, L~., Lx+, . . . . . . .  

bezeichnet werden, und wegen der Vollst~ndigkeit werde L ~  L0 gesetzt.  Alle 

Gitterpunkte,  welche oberhalb L liegen, werden auf irgendeine dieser Geraden 

fallen, und ein Glied 
A (x) .  p~.  ~p (:~)~ 
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wird daher durch einen Punk t  repfisentier t ,  weleher auf einer best immten der 
Geraden Lk liegt. U m g e k e h r t  liegen auf alien Lk Git terpunkte.  Die Glieder, 
welehe durch Punkte  auf Lo abgebildet  werden, sind sehon in (I7) aufgestellt. 
Es sollen jetzt allgemein die Glieder best immt werden, welehe auf einer Seite Lk 
liegen, indem zun~chst vorausgesetzt wird, dass o < k < ~. Fiir ein Glied 

m u s s  m a n  

.x k 
d i ~  - -  _ _  

haben, woraus dureh Multiplikation mit  ~ folgt 

i x + k ~ _ o  (rood X) 

Die kleinste positive LSsung dieser Kongruenz soil ik genannt  werden, dann 
ist die ailgemeinsto Liisung 

i = i k ~ - X . s  ( 8 = 0 , 1  . . . .  ) ,  

indem nur  positive Werte yon i beriieksiohtigt werden. 
Ein Glied, das auf Lk l iegt ,  wird daher yon der Form 

! Xl 

s (x). p h  § ') ~. cp (z) z-i~- '" ~ (20) 

Es wurde hier vorausgesetzt dass b < ~ ist. Wenn man aber (20)mit  p multipli- 
zier~, bekommt man, wie einfach einzusehen ist, ein Glied, das auf Lk+~ liegt, 
und allgemeiner,  wenn man (20) mit pt multipIiziert, erh~It man Glieder, welehe 
auf L~+t:~ liegen. Umgekehrt ,  wenn  ein Glied G gegeben ist, welches auf Lk+t.~. 
liegt, so ist O durch pt teilbar, und man erh~ilt durch Division durch pt ein 
Glied auf  Lk. 

Es sell im Folgenden gesagt werden, dass ein Polynom/t (x) zu Lk gehSrt, wenn 
j -  k die kleinste Zahl ist, wofiir ein Glied yon it(x) auf L~ liegt. Allgemeiner 
sell auch oft gesagt werden, wenn Missverst~indnisse nicht  z u  befiirchten sind, 
dass ]~(x) zu Lk gehiirt, w e n n  nur festgestellt ist, dass auf den Geraden 
L0, La, : . .  Lk--x keine Glieder yon /(z) liegen, aber nieht, dass es auf L~ wirklich 
Glieder yon ]1 (x) gibt. 

Dureh (i7) ist die allgemeine Form eines Polynoms gegeben, wofiir alle 
Glieder auf L0 liegen. Im Allgemeinen sell jetzt  die Form eines Polynoms be- 
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stimmt werden, wofiir abe Glieder auf Lk liegen, und man nehme erstens /~<)~ 
an. Das gesuchte Polynom muss dann eine Summe der Glieder (2o) sein, also 

�9 �9 7 ~ x )  ,. 
s = 0  

was man auch 

schreiben kann oder 

= . ~ A , ( x )  p".~ l , ( z )  �9 ~ f ( x ) z - ~  

I xl 
~)l sk"  )'l 

i, (x) = w (x) ,  

wo ep~(x) tin Polynom ist, wofiir alle Glieder auf Lo liegen. Man bemerkt aber, 

dass ~p,(x) immer dutch 7(x) ~* teilbar sein muss, woraus folgt: 

I ul 

l , ( x )  : v :k " ~J . ~p(x)  ~'-~k �9 ~ ,  ( x ) ,  (2~)  

wo ~,l(x) wieder ein Polynom ist, worin alle Glieder auf L0 liegen. 

Es war hier k < Z vorausgesetzt. Soll man aber die Polynome bestimmen, 
wofiir alle Glieder auf Lk, liegen, wo k ' = t . Z +  k, so kann man nur das eben 

gefundene [,(x) mit pt multiplizieren. 

Aus (2I) folgt daher: 

]l(x) sei ein Polynom, wo]i~r alle Glieder au] Lk liegen. Dann kann man zwe~ 
positive, ganzzahlige Exponenten ~ und fl derart /inden, dass 

l , ( z )  = p ~ .  ~ p ( x )  .~ . ~ p l ( x ) ,  

wo in ~f~ (x) alle Glieder au] Lo liegen, fl kann hier immer kleiner als )~ voraus- 
gesetzt werden. 

Und umgekehrt: 
Wenn ein cp~ (x) gegeben ist, wo/itr aUe Glieder au/ L o liegen, kann man immer 

solche a und fl < Z bestimmen, dass in 

l , ( x )  = p~ . ,f(x),~ . , f , ( x )  

alle Glieder au/ Lk liegen. 
Es ist friiher definiert worden, dass ein Polynom Fg(x) zu Lk gehSrt, wenn 

alle Glieder in F,(x) oberhalb La l iegen.  Daraus folgt, dass, wenn F~(x) und F2(x ) 
bzw. zu Lk und L, gehSren, F~(x). F~(x) zu Ll,+z gehort. 
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soll nun bezeichnen, 
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[,(x)=:~/2(x) (mod Lr) 

dass in der Differenz ] L ( x ) -  [2(z) alle repr~isentierenden 

Punkte oberhalb L:, liegen. Diese Kongruenzen (rood Lr) werden in diesen 

Untersuchungen eine /ihnliehe golle wie in der gewShnlichen Zahlentheorie die 

Kongruenzen fiir einen Primzahlpotenzmodul io ~ spielen. 

Es sei jetzt  I t (x)  ein gegebenes Polynom, das zu Lr gehSrt, und es seien 

g(x) und h ( x ) z w e i  Polynome mit dem geraxllinigen Polygone L0 und ausser- 

dem (rood L0) relativ prim. Man kann dann immer solcbe Polynome A~(x) und 

B~(x) bestimmen, welche zu L r geh6ren, dass 

g (x). A s (;z) Af_ hCx). B, (x) ~ V i-~ l, (~g) (rood L~.), (22) 

wo j eine ganze Zahl ist. 

Dafiir, dass diese Kongruenz erfiillt sein soll, spielen die Glieder in / ,  (x), wel- 

che oberhalb Lr liegen, keine Rolle, und man kann daber voraussetzen, dass / ,  (x) 

ein Polynom ist, wofiir alle Glieder auf L r liegen. Ebenso mit A , ( x )  und B~(x) .  

Dann kann 
l ,(x) = p~.  ~(x)p .  ,p,(x) 

gesctzt werden, wo ~p~(x) ein Po |ynom ist, wofiir alle Glieder auf L0 liegen. 

Nach w 5 is~ es nun mSglich, A ( x )  und B(x )  mit Gliedern auf L0 derart  zu be- 
stimmen, dass 

g(x) . A ( x )  + h(x)  . B(x)-~p(~+~-i)~cp~(x) (mod L~). 

Wenn diese Kongruenz mit p " .  ~f(x)~ ~ multipliziert und 

A~(x) --  V s . ~f(x)~ . A ( x )  

B ,  (x) - -  p~ . ef(x)Z . B (x) 

gesetzt wird, folgt sofort die Richtigkeit yon (22). 1 

Mittels dieser Bemerkung folgt jetzt  der wichtige Satz: 

Satz  zo. W e n n  / ( x ) - ~ g ( x ) .  h(x)  (rood L)  uud  g(x) zu h(x)  (mod L)  relativ p r im  

ist, so ist / (x)  auch /i~r alle Geraden L r reduzibel und  zwar 

/ (x)  - -gr(x)  . hr(x) (mod Lr), (23) 
wo 

gr (x ) :~g(x ) ,  hr(x~,~--h(x) (mod L). 

1 Man sieht ein: Wenn das Produkt g(x).h(x) das Polygon Lo mit der Projektion e.). 
besitzt, und in fl(x), das yon einem Grade in ~(x) sein soil, der =<=e.)., alle Glieder auf dem 
entsprechenden Lr liegen, so kann man die Kongruenz 

g(x) . A,(x) + h(x). B,(x) ==-A (x) (too4 I,~ ) 
erffillen. 
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Dieser Satz soll durch vollstEndigo Induktion bewiesen werden, indem man 

beachtet, dass [(x) fiir 7 = o reduzibel ist. Es kann daher angenommen werden, dass 

[(x) ~ gr-l(x)  . h~-i (x) (mod Lr_l ) (24) 

Es soU jetzt 

isL wo 

gr_~(x)~g(x) ,  h r _ l ( x ) ~ h ( x )  (mod L). 

g~Cx) = gr_~(x) + G(x) /  
(25) 

h:,(x) = hr-l(x) + H(x)j  

gesetzt werden, wo G(x) und H(x)  nur Glieder auf Lr haben sollon. Es kommt 
nun darauf an, die Zusatzpolynome G(x) und H(x)  in (25) so zu w~ihien, dass, 
wenn (24) erfiillt ist, auch die Kongruenz (23) richtig wird. 

Nach (24) ist 

q) (x) = l (x) - -  gr-1 (x). hr-1 (x) ~ o (mod Lv-1), 

und ~p(x) gehSrt daher zu L r. Wenn man daher (25) in (23) einsetzt, so folgt 

~p(x) ~ G(x) . hv_1(x) + H (x) . gr-l  (x) + H (x) . G(x) (mod Lr). 

Da das Produkt  H ( x ) .  G(x) nach d e n  friiheren Bemerkungen zu L2r gehSrt, ist 
es hier ohne Bedeutung, und man hat  daher nur die Bedingung 

~p(x)----G(x). hr-t(x ) + H ( x ) .  9r-l(x) (mod Lr). (26) 

WO 

Setzt man nun naoh den Voraussetzungen 

g~-.l(x) -~ g(x)  + ~(~) ,  h~,l(x) = h(x) + hCx), 

ist, 8o folgt aus (26) 

indem 

(x) ~ h (x)-- o (mod L) 

(p(x) ~ G ( x )  . h(x) + H(x)  . g(x) (rood Lr), 

G(x ) .  h (x) ~ H ( x )  . ~(x)--~ o (m0d Lz) 

wird. Diese letzte Kongruenz kann aber nach (22) (Fussnote)immer erfiil]t wer- 
den, woduroh der Satz bewiesen ist. Es ist auch mSglich, worauf ioh hior nicht 
eingehe, die Eindeutigkeit der Zerlegung des Satzes xo zu beweisen, 
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wird, und zwar 

Zur Theorie der algebraischen KSrPer. 247 

Io folgt sofort, dass ](x) fiir jede Primzahlpotenz p~ reduzibel 

/(x):=g(~)(x).h(~)(x) (mod p~), 
w o  

g~a)(X)--~(X)r'~, h(~)(x)=--ep(x) ~'~ (rood p), 

wenn g(x) und h($) yon der Form (I8) sin& 
Welter folgt, wenn 

](x)--ep, (x)~ . %(x)~ . . .  et,(x)'e (rood L) 

die Primfaktorenzerlegung (rood 15) yon ](x) ist, dass auch 

](x)--q)?)(x) .  q )~) (x ) . . .  O(r)(x) (rood Lr) 

fiir alle 7, wo 

Wenn 

O~r)(x)-- ~i(x) ~i (rood L). 

ist, so sind die Funktionen q)~r)(x) (rood LT) irreduzibel, aber wenn einige der 

Exponenten el> i sind, k6nnen auch die entsprechenden Faktoren O~)(x) redu- 
zibel sein. 

Aus diesen Bemerkungen folgt anch, dass [(x) fiir alle Primzahipotenz- 
moduln p~ reduzibel wird und 

WO 

t(x)---,/,(,~)(z). ,p(,~)(x)... r  (mod p~), 

(p(a) (x) . , =-- ep~(x) ei" (rood p). 

Naehdem so der Fall behandelt worden ist, dass das Polygon yon ](x) eine 
Gerade ist, soll nun der allgemeine Fall behandelt werden, dass das Polygon 
eine beliebige Anzahl yon Seiten besitzt. Man kann dann den wichtigen Satz 

beweisen: 
Satz H.  [(x) ist /iir ]eden Primzahlpotenzmodul p~' reduzibel, und zwar k6nnen 

die Faktoren derart gewa'hlt werden, dass das Polygon ei~es Faktors gleich einer 
Seite des Polygones zu /(x) ist, und die geradlinigen Polygone der Faktoren bilden 
zusammen das Polygon zu /(x).  

Um diesen Satz zu beweisen, kann man zun~ichst annehmen, was gestattet 
ist, dass das Polygon S ein Hauptpolygon ist. Sei 15 = L0 die erste Seite dieses 
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Polygons, so soll gezeigt werden, dass /(x) fiir alle zu L0 parallelen Geraden Lr 

reduzibel ist und zwar in der Weise, dass der eine Faktor  das Polygon L0 besitzt 
und der andere ein Polygon, das oberhalb L0 liegt. Dadurch folgt n~mlich, dass 

](x) auch fiir jeden Modul p~ reduzibel wird, und fiir genfigend grosse a wird 

das Polygon des einen Faktors aus d e r  Seite L und folglich nach dem Multipli- 

kationssatze das Polygon des anderen Faktors aus dem anderen Teile yon S be- 

stehen. Den zweiten Faktor  kann man aber dann in entsprechender Weise be- 

handeln, und dadurch folgt einfach der Satz. 

Es sei 

J(x) ~: (9(x} + B2 (x). p~. ~f(x) z-~ +. . .  4- Be(x). ph) ~f(s (mod L) 

die Zerlegung yon J(x) (mod L), wo 

B,(x) ::i~o (modd p, ~(x)). 

Wenn hier j ein Multiplum yon ;~ ist, so folgt wie im Satz IO, dass /(x) fiir alle 
L r in der gewiinschten Weise reduzibel wird. Im Allgemeinen is$ abet  ~" kein 

Multiplum yon ;t, und man kann dann ~ = t .  ;~-- ,  setzen, w o o < ,  < ;~. In diesem 

Falle wird der Satz wie der Satz IO durch vollst/indige Induktion bewiesen, in- 
dem man folgendermassen vorgeht: 

Es wird angenommen, es sei bereits bewiesen worden, dass 

ist, wo 

/(x)~g(7-1)~z). h(~"l~(x) (rood L:,-l) 

glT-l~(x)-~:,f(x)z ~ . . . .  ~ B . ( x ) .  ph = 1'(~)/ 
(mod L). 

f h (,~-~) (x) ~ rf(x)J 

Es soll dann gezeigt werden, dass man die Zusatzfunktionen G(x) und H(x) nur 
mit Gliedern auf Lr, also 

G(x) : H ( x ) ~ o  (rood L:,-1) 

bestimmen kann, so dass, wenn 

g(~)(x) = g(:'-~)(x) + G(x) 
h(r) (x) =h�91 + H(x) 

gesetzt wird, die Kongruenz 

erfiill~ ist. 

/(x)~g(r)(x) . h(r)(x) (mod Ly) (27) 
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Der Beweis wird jetzt ganz :analog wie ffir Satz Io-geffihrt. 

~p(x) = / ( x )  - -  gcr-1)(x) ,  h(~-l)(x) ~_o (mod Lr_l), 

und da (27) erffillt sein soil, muss man 

haben. 
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Es ist 

~o(x) :_ G(x)  . h(r-1)(x)+ H (x) . gtr-1)(x)+ H (x) . G(x)  (rood Lr). 

Nach den Vorausse~zungen ist aber 

H ( x ) .  G ( x ) : _ o  (mod Lr), 

und die zu 15sende Aufgabe reduziert sieh daher dazu, zu zeigen, dass man die 
Polynome G ( x )  und H ( x )  mit Gliedern auf L r finden kann derart,  dass 

G ( x ) .  h(r-l)(x) + H ( x ) .  g~r-1)(x) ~ q,(x)  (mod Lr). 

Hier kSnnen aber in (P(x) alle Glieder weggelassen werden, welche oberhalb L r liegen, 

man kann also voraussetzen, dass ~0(x) nur Glieder auf L r enth~ilt. Ebenso kann 
man in h(r-1)(x) und g(r--l)(x) alle Glieder weglassen, welche oberhalb L0 liegen. 
Die Kongruenz geht dann fiber in 

G ( x )  . ep(x)J + H (x) . l ,(x)----~p(x) (rood Lr). (28) 

Dies ist aber keine Kongruenz yon der Form (22), ausser wenn j Bin Multiplum 
yon it ist. Denn  es war z. B. 

f (x)_:_cf (x) l+i+ B , ( x ) .  p* .  e,~(x)z+i -I  + . . .  + B e ( x ) .  ep(x)i (mod L0), 

und hier sind nieht die Exponenten der Potenzen yon of(x) Multipla yon it wie 
friiher. Dureh Multiplikation mit ep(x) ~ (j  = t .  i t - - ~ )  geht diese Kongruenz in 

eine Kongruenz der gewShnliehen Art  fiber. Um die MSgliehkeit der Kongruenz 
(28) zu untersuehen: multipliziere man diese mit el(x)* und erh~ilb 

G(x)  . ep(x) t .z  + H ( x ) .  ep(x)~ . I t ( x )  - ~ ( x )  . ep(x)~ (mod LT). 

Hier ist, wie eine einfache Uberlegung zeigt, ~p(x).ep(x) ~ Bin Polynom, das 

im gewShnliehen Sinne wie in (22) zu L r gehSrt, und man kann daher solche 
Polynome G ( x )  und H l ( x  ) m i t  GIiedern auf L r bestimmen, dass 

G ( x )  . ep (x) t. ~ + H 1 (x)  . ], (x)  - -  ~ ix) . r ~ (mod Lr). 
Aeta mathemaAiea. 44. imprlm~ le 19 novembre 1923. 

(29) 
32 
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Wenn diese Kongruenz erfiillt sein sell ,  muss aber sicher H,(x) dureh ~f(x}' 
teilbar sein, und man kann darum 

H~(x) --  r ~ . H (x) 

setzen. Man dividiert dann die Kongruenz (29) durch 9(x) *, und die Kongruenz 
(28) ist in der gewiinschten Weise erfiillt. Nach den ersten Durchfiihrungen 

folgt daraus die Richtigkeit des Satzes i i .  
Naeh Satz i i  folgt die Zerlegung eines Polynoms (rood p"), wenn (]as 

Polygon aus mehreren Seiten besteht, und aus Satz IO folgt dann die Zerlegung 
der Faktoren mit geradlinigen Polygonen. 

w 7. Der  Spezialfali ~p(x)= x. 

Es sell jetzt der Spezialfall ep(x) ~- x eingehender untersucht  werden. Dann 

ist einfaeh 

[(x)  ---- x"  + p", .  A , .  x '*-1 4:. ~. + pan. A ,  (30) 

die Entwickelung (p, ep(x)), we die Koeffizienten Ai nieht dureh p teilbar sind. 
Das Polygon S ( p ,  x) yon ](x) besteht aus dem Newtonsehen Polygone zu den 

Punkten (i, as) und fiir dieses Polygon sell die gew5hnliche Bezeiehnung an- 
gewandt werden, die in w 2 eingefiihrt wurde. 

Wenn nun das Polygon (p, x) bestimmt worden ist, liefert der Satz 4': 
[(x)  k a n n  im  rationalen Bereiche nur  Fakloren  yon den Graden 

i--I 

haben, we  el eine der Zah len  o, x . . . .  ei ist. 

Dies ist der friiher erw~hnte Satz von Dumas? 
Aus diesem Satze sell nun ein weiterer Satz bewiesen werden, der fiir ver- 

schiedene Untersuchungen niitzlich ist. Sei O eine beliebige, algebraische Zahl 

und P(O)  der daraus abgeleitete KSrper. Sei weiter 

eine Idealzerlegung yon p in P(O) ,  we p ein PrimideM und p~ nicht dureh p teil- 
bar ist. A u s  dem Polygone S fiir ] ( x ) ( p ,  x)  sell nun das ,Polygon St(p, x) ffir 

DumAs, loc. dit. S. 237. 
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](x) bestimmt werden. Die Entwiekelung (p, x) ist wie frfiher dureh (3o) angegeben, 

indem man bemerkt, dass p,~i genau durch p-.~i teilbar ist. Man hat daher das 

Po lygon  zu den Punkten (i, u .  al) zu konstruieren. Die Seitenzah] der beiden 

Polygone wird daher dieselbe, die Projektionen der Seiten auf die X-aehse bleiben 

ungegndert gleich Ii, w~i.hrend fiir S' die Projektionen auf die Y-aehse gleich 

u .  hi sind. 

Der Satz yon Dumas bleibt aber naeh w 3 aueh in  P(,9) richtig, und aus 

(3z) folgt, dass /(x) in diesem KSrper nur Faktoren yon den Graden 

r l i  
m = 2 ~ i ,  fi 

i - I  

haben kann, we [i der grSsste gemeinsame Faktor  yon li und u .  hi ist und ri 

eine der Zahlen o, I . . . .  /i bedeutet. Da aber el der gr6sste gemeinsame Faktor  

yon li und hi ist, so hat man 

] i  = e i  �9 g i ,  

we el der grSsste gemeinsame Faktor  yon ~/ und u ist. Folglich ist bewiesen: 

Satz i2. p = p u . p ~  sei eine Zerlegung yon p im K6rper P(O). / (x)  kann 

dann in diesem K6rper nur Fakioren yon den Graden 

m = 2 e i "  gi (32) 
i--1 

habei~, wo *i eine der Zahlen o, i . . . . .  ei . gi und gl der grfssle gemeinsame Faktor yon 

hl und u ist. 

Mittels des Satzes 12 kann man viele interessante Siitze fiber Oleichungen 

ablei ten,  wie ieh in der Arbeit: >>Gleiehungen mit primitiven Gruppen.~> 1 gezeigt 

habe. Aus diesen Untersuchungen folgt z. B. als Spezialfall ein Satz von 

FURTW~-NGLERfl 

Man kann hier noch eine andere wichtige Bemerkung maehen: Wenn u ~ x 

ist, wird gl = z, und (3 2) geht in (3I) fiber. Da naeh DEDEKIND U nur dann grSsser 

als z sein kann, wenn 79 ein Teiler der K6rperdiskriminante ist, sieht man ein: 

Die m6glichen Gradzahlen der Faktoren k6nnen nur dann ge5ndert werden, wenn 

p ein Teller der KSrperdiskriminante yon P(O) ist. 

Zeitschrift fiir Math. 1923. 
FURTW:~SGL~a, Math. Ann. 8% S: 37. 
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Speziell folgt daraus :  

Ein Polynom, das nach den S5lzen yon Eisenstein oder Kdnigsberger im ratio. 

nalen Bereiche irreduzibel is~, bleibt auch in jedem K6rper irreduzibel, dessert Diskrimi- 

nante nicht durch p teilbar isL 

In e iner  anderen  Arbe i t '  habe  ieh gezeigt, wie man aus dieser Bemerkung  

ganz einfaeh die S~itze yon  KaO~ECKER ~ fiber die Reduzibilit~it yon Kreis tei lungs-  

gleiehungen in a lgebraisehen KSrpe rn  able i ten und  noch al lgemeinere S~itze auf- 

stellen kann.  

w 8. Hi}here Kongruenzen. Die Stttze yon Hense l .  

Die Satze des w 6 ges ta t ten  eine einfaehe U n te r su ch u n g  der Eigenschaf ten  

yon hSheren Kongruenzen  ffir P r imzah lpo tenzmodu ln  p~. x ~ x~ sei eine Wurzel  

der Kongruenz  

l ( x ) ~ o  (mod p). (33) 

Nun kann  man die Frage  aufwerfen,  wann man aus x o eine Wurzel  x(o'0 de r  

Kongruenz  

l (x) ~ o (rood p~) (34) 

ablei ten kann  dera r t ,  dass 

x~o ~) ~- Xo (mod p). 

Man soll also die LSsbarke i t  der  Kongruenz  ffir beliebig grosse a un te r suehen  

oder  naeh  HENSEL, wann die G le i ehung / (x )  ~ o im p-adischen Bereiehe 15sbar ist. 

Wenn  x0 eine einfaehe Wurzel  yon  (33) ist, so ha t  man 

/'(Xo) ~i: o (rood p), 

und in diesem Falle bes t immt  man einfach eine und nur  eine Wurzel  x(o ") yon 

(34) yon  der  gewiinsehten Art.  a 

Wenn  aber  xo eine mehr fache  Wurzel  ist, wird 

]' (xo) ~ o (mod p), 

und p ist in diesem Falle ein Teller  der  Diskr imina~te  yon ](x). In  diesem 

Fal le  kann  es sehr wohl eintreffen,  dass, wenn a genfigend gross wird, kein 

rio. 9. 

,Irreduzibiliti~t in algebraischen K6rpern~. Norsk matematisk Forenings skrifter. 
Kristiania I922. 
KROSECKER, Journal de math. S~r. I, t. x9, S. I77, 

3 Man sehe z. B. CAHEN: Th~orie des nombres. w I68. 

I, 
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solches x(o~ existiert,  wie im Folgenden gezeigt  werden soil. Uber diese Kon- 

gruenzen hat  nun HENS~:L 1 ein paar  wichtige S~tze bewiesen und darin Bedin- 

gungen aufgestellt ,  unter  welehen eine p-adische Wurzel existiert,  also wann man 

immer ein x~o ~) best immen k~nn. 

Sei allgemein 
/(i~ (xo) 

i! 

genau dureh poi teilbar, /(xo) genau durch poe, dann  lauten die Sgtze yon Hensel:  

Wenn qo- -2  ql > o ist, wird die Kongruenz (34) /fir alle a derart 15sbar, dass 

z(o ~) ~ x o (mod p). 

Und allgemeiner: 

Wenn xo eine derartige Wurzel yon (33) ist, dass 

/ ~ - - I  ! 

ist, so wird die Kongr~tenz (34) /i~r alle a in der gewiirCschten Art  lSsbar, voraus- 

ffesetzt, dass ]iir alle x(o ~) die Zahlen ql, q~, . . .  ~ ungedndert bleiben. 

Dabei bedeute t  v die erste Zahl, wofiir e,,-~ o ist. 

Es sollen jetzt  diese S~tze als Spezialf~ille von allgemeineren Siitzen ab- 

geleitet werden. Wenn ](x)(rood pa) die Wurzel x(o "~ haben sell, so ist 

oder 

/ (x )  - /(~t,)) = ( x -  x(:))/1 (x) 

] (x)~(x- -x(o~)) l , (x )  (rood p~), 

d.  h. /(x) muss (rood p~) einen Linear faktor  x--x(o ~) besitzen und  umgekehrt,-  

wenn dies der Fall  ist, so ha t  man  eine LSsung der  Kongruenz  (34). Um die 

LSsbarkei t  der Kongruenz  (34) zu untersuchen,  b raueht  man daher  n u t  die 

Faktorenzer legung (rood p~) yon [(x) zu bestimmen. Zu diesem Zweeke wird die 

Entwieke lung  (p , ' x - - xo )  yon ](x) best immt,  und  man  ha t  

/' (x0), l (~ i  = / ( x 0 )  + ~ V ~ z  - z o ) + . -  + (x - ~o)-. 

Das zugehSrige Polygon S wird dann  aus dem Newtonschen Polygone zu  

den Punk ten  

(o, o), (~, q,~_~) . . . . . . .  ( n - - ~ ,  q,), (n, ~0) 
bestehen. 

H~,xs~L: Theorie der algebraischen Zahlen. Kap. IV. w 4. 
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Wenn jetzt /(x) fiir einen be!iebig hohen Modul pa einen Linearfaktor haben 

soll, muss es in diesom Polygono wenigstens eine Seite L~ geben, wofiir )u=: I 

ist. Denn Seiten, wofiir hl > i ist, kSnnen nachw 6 nur Faktoren liefern, in denen 
hShere Potenzen yon x - -x0  vorkommen. Weiter miissen die zugehSrigen Poly- 

nome dieser Seite Li in der Zerlegung yon ](x) (rood S) (w 4) einen oder mehrere 

Linearfaktoren (rood Li) enthalten. Wenn diese Faktoren verschieden sind, er- 

gibt es sich entsprechend viele lineare Faktoren yon ](x) (rood pa) fiir alle a (w 6). 

Wenn mehrere yon diesen Linearfaktoren (rood Li) eJnander gleich sind, s t eh t  

die Frage noch dahin. 

Es ist also bewieson: 

Damit  die Ko~gruenz (34) ]is alle a er/i~llt sein soll, ist notwendig, dass es in 

dem Polygone (p, x -  xo) mindestens eine Seite Li gibt, wo/i~r )u-~ i ist, und der 

zu dieser Seite gehSrige Faktor /i(x) in der Zerlegung (rood ,.q) muss mindestens einen 

Linear/aktor (rood Li) besitzen. Wenn es einen solchen Linear/aktor gibt, der auch 

in [i(x) (rood Li) ein[ach vorkommt, so ist diese Bedingung auch hinreichend. 

Wenn aber alle Linearfaktoren fiir alle solche Seiten Li mehrfach vorkommen, 

steht die Frage noch dahin. Wenn fiir eine Seite l i = Z ~ =  z ist, so  sind alle 
Bedingungen des eben bewiesenen Satzes erfiillt, und man hat: 

Satz 13. Wenn es in dem Polygone yon /(x) (p, x --Xo) eine Seite yibt, wo/i~r 

li ~ I ist, so ist die Kongruenz (34) //~r alle a 168bar. 

Um jetzt zu den Henselschen S~tzen zu kommen, b r a u c h t  man nur diesen 

Satz umzuformen. Die Bedingung, dass das Polygon eine Seite, haben soll, wofiir 
l i ~  I i s t ,  kann auch folgendermassen ausgedriickt werden. Seien n~mlicla 

( n - - ~ ' ,  q r ) ,  (n - -~*-~-  I ,  qr--1) 

die beiden Punkte  des Polygons, woduroh diese Seite geht, dann w i r d  die 
Gleichung der Seite 

y - -  er ~= (qr--1 - -  Qr) (X - -  n ~- r) 
oder 

Y -- qr -- (qr-x - r (z - -  n + r) ---- o. (35) 

Da alle Punkte  (n - -  i, qi) auf derselbon Seite dieser Geraden liegen, so miissen 

sie alle, in die linke Seite yon (35) eingesetzt, Werte yon gleichen Vorzeichen er- 

geben. Da aber fiir den Punkt  (o, o) dieser Wert  posi t ivist ,  wie eine einfache 
Rechnung zeigt, so ist immer 

ei - -  or - -  (o,~_~ - -  or) ( r - -  i) > o 
und daher 

q ~ < q ~ - - ( q , . - l - - q r ) ( r - - i )  ( i ~ o , i , 2 , . . . r - - 2 ,  r + i  . . . .  n), 
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Umgekehrt  sieht man leieht ein, dass dies eine hinreiehende Bedingung daffir ist, 

dass das Polygon eine Seite besitzt, woffir die Projekt ion l~= I ist. 

Man kann daher  Satz I3 so aussprechen:  

S a t z  I4 .  W e n n  / i i r  e in  r 

q,< Max (,oi - -  (q~-i -- q,) (r - -  i)) (i = O ,  1 ,  2 . . . .  r - -  2 ,  r + I . . . .  n) 

is t ,  so w i r d  die  K o n g r u e n z  (34) / i i r  al le  a lSsbar.  

Fiir r = i folgt  

e, < e i+  (e0 - e,) ( i - -  i)  
oder 

01, > i q~!_-2___qS. (i = 2, 3, �9 �9 �9 n). 

Daraus folgt der Satz von Hensel. 

Kap. 3. VeraUgemeinerung der Dedekindschen S~tze. 

w L Die  Untersuchungen  yon Dedekind.  

Ich werde in diesem Kapi te l  die Bes t immung der Primideale eines alge- 

braischen K6rpers behandeln .  Dabei soil der Einfaehkei t  wegen der rat ionale 

Bereieh zu Grunde gelegt werden. Diese Einsehr~nkung ist abe t  nieht  not- 

wendig, und man  h/itte dureh diese Methoden auch ganz allgemein die Prim- 

ideale eines Relat ivkSrpers  best immen kSnnen. 

Es sei wie friiher 
/ ( x )  = x n. + a l  x n-1  + " "  + a , ,  

eine ganze, rat ionale Funk t ion  mit  ganzen, rat ionalen Koeffizienten.  Von je tz t  

an soll aber immer vorausgesetzt  werden, dass ] (x )  im rat ionaleu Bereiche irredu- 

zibel ist und folglieh du tch  die Gleichung 

/ (~) - - o  (I) 

ein algebraiseher KSrper  P(0)  n ten Grades definiert  wird. Sei D die Diskrimi- 

nan te  von [ ( x )  und d die Diskriminante  des ZahlenkSrpers,  dann  ist 

D = k s . d, 

wo der Index k eine ganze, rat ionale Zahl ist. Im Folgenden soll jede Primzaht 

p, die in k aufgeht ,  ein I n d e x t e i l e r  heissen. 
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Wei ter  sei 

l ( x )  -- ~f~ (x) ~' �9 cf~.(x)'~. . . %.(xj  ~ (rood p) ( 2 )  

die Pr imfunkt ionzer legung  von [(x)  (rood p), wo die P r imfunk t ionen  ~i(x)  von 

den Graden  mi alle verschieden sind. 

Wenn nun in (2) 

ist, wird p bekannt l ieh  kein Teiler  yon  D, und die Pr imidealzer legung yon  p ist 

in diesem Falle nach DEDEKIND ~ 

w e  

p = ~ ,  �9 p~ �9 . . ~ ,  

~ = (p, ~ ( 0 ) ) ,  

und der  Grad von Pl ist gleich rni, also N ~i = p,,i .  

Wenn  aber  al lgemeiner  in (2) einige der  E x p o n e n t e n  el grSsser als i sind, 

p aber  kein Indexte i le r  ist, so ist aueh 

die Zerlegung yon p, we 

and  N p~ = p,,,i. 

V~ = (p,  ~ ( ~ ) )  

Fiir  die Anwendung  d i e se r  Unte rsuchungen  muss man nat{irlich entscheiden 

kSnnen, wann eine gogebene Pr imzahl  ein Teiler  des Index  ist, und dies l iefert  

das K r i t e r i u m  yon DED~KIND2 

Se i  

/~x) = ~p~(x)e,. ~f~(x)~.. .  ~r(~) ~ + p .  M(x)  

u n d  seien z. B .  ea, ea . . . .  die Exponen ten ,  welche grSsser als i , ind ,  so ist  die 

P r i m z a h l  19 dann  und  n u t  d a n n  ein Te l ler  des Index ,  wenn  das P o l y n o m  M ( x )  

(rood p) du tch  eine der P r i m ] u n k t i o n e n  epa(x), epp(x) . . . .  teilbar ist. 

1 DEDEKIXD: Uber  den Zusammenhang zwischen dor Theor ie  der  Ideale und der Theorie 
der hC~heren Kongruenzon. GSttinger Abhandlungen I878. w 2. Diese Abhandlung wird im 
Folgenden mit  A bezeichnet.  

DEDEKII~D A w 3. 
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w 2. Anwendnng der  Newtonsehen Polygone auf  die Bes t immung 

der  Primideale. 

Die Untersuehungen yon Dedekind enthalten also die Liicke, dass sie fiir 
den Fall eines Indextei]ers unanwendbar sind. Um diese Sehwierigkeit zu um- 

gehen, k6nnte man versuehen, anstat~ der Gleiehung (x) die Gleiehung irgend 
einer anderen Zahl des KSrpers zur Bestimmung der Primidealzerlegung von p 
zu verwenden. Leider aber gibt es, wie DEDEXISD ~ gezeigt hat, K6rper, wofiir 

alle Indices k der Zahlen des KiSrpers einen gemeinsamen Teiler z />  i haben, 
und fiir Primzahlen, welehe in z/ aufgehen, wird die Dedekindsehe Methode 
ohne Bedeu~ung. tlensel * ha t  sogar gezeigt ,>dass das Auftreten solcher gemein- 

samen ausserwesentlichen Diskriminantentei]er eigentlich keine Ausnahme, son- 
dern die Regel ist*. 

Es sell hier gezeigt werden, dass man mit Hilfe der Newtonsehen Poly- 

gone aueh in dem Falle, dass p ein Indexteiler ist, die Primidealzerlegung be- 
stimmen kann. 

Ffir j ede der Primfunktionen ~pi(x) in (2) sell die zugehSrige Entwiekelung 

(p, ep(x)) yon /(x) bestimmt und das zugehSrige Polygon gezeiehnet werden. Da 

/ ( x ) - -o  (modd p, el(x)), 

so miissen also diese Polygone aueh Seiten besitzen, die fiber die X-aehse fallen, 

d. h. IIauptpolygone besitzen, und fiir die sp~iteren Untersuehungen spielen nur 
diese eine I~olle. 

Man sieht jetzt einfach ein: 

Die notwendige und hinreichende Bedingun 9 da/i~r, dase die Primzahl p kein 
Teller der Diskriminante D ist, besteht darin, dass alle Hauptpolygone /iir die Ent- 
wickelungen (p, of(x)) aus einer Geraden bestehen, wo/i~r l, ~ i ist. 

Denn in diesem Falle ist ] (x) ( rood p) nieht dureh das Quadrat  einer 
Primfunktion teilbar. Weiter sieht man mittels des Dedekindsehen Kriteriums ein : 

Satz i 5. Die notwendige und hinreichende Bedingung da/iir, class die Prim- 
zahl p kein Teller des Index k ist, wird dadurch ausgedriickl, dass alle Haupt- 

polygone /iir die Entwickelungen (p, q)(x)) aus Geraden bestehen, wo/iir entweder 
11-~ ~ oder hl ~ x ist. 

Die Untersuchungen yon Dedekind behandeln daher nur den Fall, dass die 
Polygone geradlinig sind und ausserdem entweder die X-aehsenprojektionen oder 

HENSEL, loc. cir. S. 27L 
Acta rnathem,~ita. 44. Imprim4 le 20 novembre 1923. 33 
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die Y-achsenprojektionen gleich i sind. In diesem Kapitel werde ich diese Unter-  
suchungen in der Weise verallgemeinern, dass ich zun~chst allgemein den Fall 
behandle, dass siimtliche Polygvne geradlinig sind. Im n~chsten Kapitel soil 
dann der Fall eines beliebigen Polygones behandelt werden. 

w 3. Bes t immung der  miiglichen Exponenten.  

Den Zusammenhang zwisohen der Theorie der Ideale und den Newtonschen 
Polygonen (p, el(x)) sieht man deutlich durch den hier zu beweisenden Satz ein. 

Es soll eine Beziehung zwischen den gemeinsamen Primidealfaktoren Yon p 
und ep(O) bestimmt werden. 

Es seien 

�9 . . :  /, �9 ( s )  

�9 1,, k �9 

die Primidealzerlegungen yon p und el(O), wo die Ideale P und �9 zu einander 
re]ativ prim sind. Es sollen nun die Verh~iltnisse 

s i  ( i - - - - i , 2 ,  k )  ~ . . 

untersuoht und ihre mSgliehen Werte bestimmt werden. Zu diesem Zwecke wird 
ein Primideal 9 ausgew~ihlt, und man setzt 

P = 9'-  91, 

~(O) = 9 t . 9~ ,  

wo 9t und 9-~ nicht durch 9 teilbar sind. Die Kongruenz (2) soil nun in 

der Form 
[ ( x )=~r (x )  . ~f(x) e (mod p) 

geschrieben werden, wo ~r(x) (rood p) nicht durch ep(x) teilbar ist. Daraus leitet 
man fiir alle a eine Kongruenz 

[ ( x ) - :_H(z ) .  q)(x) (mod pa) 

ab, wo 
/ / ( z ) - - ~ ( ~ )  

(rood p). 

Wenn hier a geniigend gross gewlihlt wird, so besteht das Polygon (p, ep(x)) von 

$(x) aus dem Hauptpolygone yon /(z)(p,  9(x)). 
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Die ganze ZahI H(O) kann nicht dutch ~ teiIbar sein, denn man kann~nmer  
solche Polynome A(x) und B(x) bestimmen, dass 

A(x).  II(x) + B(x). q~(x):--I (mod p), 

woraus fiir x ~ 0 folgt: 

A (0). II(0)--  i (mod p). 

Es soil nun die Zahl q)(O) untersueht werden; man bestimmt die zugehSrige 
Entwickelung (p, tp(x)) fiir q)(x) und konstruiert das daraus bestimmte Polygon. 
Es sollen fiir dieses Polygon die Bezeiehnungen des Kap. II angewandt werden. 

Ein Glied 
Q~(x). pat. ep (x)i 

in dieser Entwiekelung wird dann genau durch 

~8.ai+t.i 

teilbar, wenn x----0 gesetzt wird. Qi(o) kann nEmlich nieht dutch p teilbar sein, 
denn da Qi(x) zu cp(x)(mod p) relativ prim ist, kann man solche Polynome 
A(x) und B(x) bestimmen, dass 

A (x). Q(x) + B(x). ep(x) ~-- I (rood p) 

ist und f01glich 

A(O) . Q(O)-• (mod p). 

Zu jedem Gliede gibt es also einen zugehSrigen Exponenten s .  a~ + t . i .  Da 
/(0)-~ o ist, kann es kein einziges Glied geben, wofiir dieser Exponent absolut 
am kleinsten ist, sondern es muss mindestens zwei oder mehrere Glieder geben, 
wofiir der zugehSrige Exponent diesen Minimalwert erreicht. Die repr~isentierenden 
Punkte fiir diese Glieder miissen nun alle auf derselben Geraden liegen. Denn 
aus 

folgt sofort 

s .a~+t , i ~ s . a i + t .  ~ 

i - - j  s 
a j - - ~ i = t "  (4) 

und dieses Verh~ltnis wird fiir alle solehe Punkte (i, as)dasselbe. Nach be- 
kannten Eigensehaften der Newtonsehen Polygone wird aber f/Jr alle Punkte, 
welehe unterhalb dieser Geraden liegen, die Summe s . a i + t ,  i kleiner als die 
entsprechendea Summen fiir Glieder, welche auf oder oberhalb dieser Geraden 
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liegen. Da aber der  Wer t  der Summe der kleinste mSgliche sein sell, bleibt 

nur  die MSgliehkeit iibrig, dass diese Gerade mit  e i n e r  der Seiten des Poly-  

genes zusammenfiil l t .  

Es sei nun wie in w 4. I I  

~Pi(x) = pk . ep(x)t(R,,o(x) . ep(x)ls + R,,l(x) . p'~ . tp(x) ~'-:'" + I (5) 

+ R,.~_(x). p~'s.  ef(x)t, -2z,  + . . .  + R,,,,(x) ph,) ! 
die Summe der Glieder, deren entspreehende Punk te  auf der  s ten Seite liegen. 

Zur Abkiirzung ist 

k = hi  + h2 + "'" + h , -1  

l = e - -  l~ - -  12 . . . . .  l,-1 

Fiir  die Glieder yon (5) ist aber das Verh~iltniss (4) kons tan t ,  gesetzt  worden. 

ngmlieh 

s ] - -  i l + l , - -  i , .  Z,--  (l 4- l , -  i 2 . Z,) = Z~, 
t cti--c 9 k + i 2 . x s - - ( k + i t  .x,) x~ 

und daher  ist bewiesen: 

Satz 16. W•nn die Primidealzerlegungen yon p und 9(0)  dutch (3) gegeben 

sind, werden nu t  solche Exponenten mSylich, wo/i~r dab Verhdiltniss tj gleich einer der 
81 

Xs Neigungszahlen ~ des Polyqones (p, ep(x)) ist. 

Da nun (5) aUe Glieder enth~lt ,  wofiir der E x p o n e n t  yon  p den kleinsten 

Wer t  erreicht, so werden alle anderen Glieder in der Entwiekelung (p, ep(x)) dureh  

hShere Potenzen von p teilbar. Da aber  /(0)----o ist, folgt daraus,  dass die 

Summe 

R,,0(0). ~p(O) t" + R,,~(O). p~". ~(O) ~'-~" +- . -  + R,,~,(O). ph~ 

sioher dureh die Potenz phs,+l___~t, ~+l ~eilbar wird. Bes t immt  man n u n  ein 

Po lynom A,(x)  derar t ,  dass 

A , ( x ) .  R, ,0(x)~I  (modd p, ~p(x)), 

so ist As(O) sieher nieht  dureh p teilbar. Die Summe 

A~(x) (R,,o(X) . ~(x) z~ + " .  + R,,,,(x) ph,) 

wird dann  sicher fiir x = 0 duroh ph~.,+~ teilbar. Daraus folgt aber naeh w 4. I I :  
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Satz  t7.  Se i  p ein Pr imidea l ,  wo/i ir  s zl -t = ~ i  ist. W e n n  dann  

h ( x )  = ,p(~)z~ + &,~ (x)  . p"~ . ,p(z)  z~-~'i + . . .  + ,%,~(x) . ~ i  

get  Faktor  der i ~ Sei te  in  der Zer legung /iir das  Polygon  ist (w 4. 

/i(O) durch 
phl.s+l ~)ti.t+l 

Sei 

teilbar. 

w 4- Hi l f s s l t t ze  t iber a l g e b r a i s c h e  Zahlen .  
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II),  so ist  

{ g l  ~ s  ~ �9 �9 �9 s  

eine Basis yon P(O);  dann  kann  jede ganze Zahl des KSrpers  in der  F o rm  

a = A1 �9 tot + A2 �9 to2 + . . .  + A n .  to,, 

gesehr ieben werden,  wo die A~ ganze ra t ionale  Zahlen sind. 

x ~ a(~ 1) . to~-~-a~ 1) . to2+. .. +..(1)%, . to,,] 
! 

(2) ton J O = a(~) toi + a (2) to 2 + - + a= 
/ 

O' = a (a~ . to, + a~)  . t% + . . -  + a~)  . ton I 
(6) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

0 " - '  =- a~'O , ,o, + a~") ,o2 + . . .  + a~,m. to,, l 

wo alle a~: 3 ganze ra t ionale  Zahlen sind und  bekannt l i eh  

k=14'l (7) 
ist. Aus (6) lei tet  man mit te ls  (7) ab:  

k r , (o  . . , ( 8 )  �9 toi=, , .o +b(~/) O + - . - + b ~  1 0 n-1 

wo al]e b~. 0 aueh ganze ra t ionale  Zahlen sind. 

W e n n  daher k nicht  du tch  p teilbar ist, kann man eine solehe Zahl l be- 

s t immen,  dass 
k . l ~ x  (rood p),  

und  daher  folgt  aus (8) 

wl-- l (b(~) + b(~ ) . O +- - -  + b~)__ 1 . O n- l )  (rood p), 

und dies zeigt:  

Daher  ha t  man  auch 
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Wenn p kein Indexteiler ist, so wird jede ganze Zahl a des KSrpers (rood p) 
kongruent einer Zahl 

ao + a l  . O +  . . .  + a n _ l  . 0 n - l ,  (9) 

wo alle a~ g~nz rational sind. 
Weiter folgt einfach, dass in diesem Falle zwei Zahlen F~(O)und F2(O) 

mit ganzen rati0naleu Koeffizienten einander nur  dann (rood p) kongruent  sein 

kSnnen, wenn 
F~(x)~F.,(x) (modd p, ](~x)), 

Daraus folgt z. B., dass eino Zahl yon der Form (9) nur dann duroh p teilbar 
sein kann, wenn 

a o - - a l ~ a ~ - - . . . = a ~ , _ l ~ o  (mod P). (io) 

Unter  den Zahlen (9) gibt es daher (rood p) p" inkongruente Zahlen. 1 
Wenn aber k dutch p teilbar ist, kann man naeh der Theorie der linearen 

Kongruenzen eine solche ganze Zahl fl yon der Form (9) bestimmen, dass f l ~ o  
(rood p) ist, ohne dass (Io) erfiillt ist. Umgekehrt  ist dies auch eine hinreiehende 

Bedingung dafiir, dass p ein Indexteiler ist. Unter den Zahlen (9) gibt es daher 
in diesem Falle weniger als p~ inkongruente ffir den Modul p. Im niichsten 

Paragraphen soll aber eine untere Grenze fiir die Anzahl der inkongruenten 

Zahlen gegeben werden. 
Sei allgemein k durch genau po teilbar, also ]r = pq. k~, wo ]r nicht duroh p 

tei]bar ist; dann kann man ein l derart  bestimmen, dass 

nnd folglich nach (8) 

k I . l ~ I  (mod pO+S) 

wl. Pq-- 1 (b~) + b?). O + .  �9 + b[~_t. O "-1) (mod p~+l). 

Daraus folgt: 
Jede ganze Zahl des KSrpers ist einer ganzen Zahl yon der Form 

~ (do +d~ 0 + . . .  + d ~ , l  �9 0 n-~) po 

kongruent. 
Dabei ist natiirlieh nieht gesagt, dass diese Zahlen alle ganz sind. 

i Man sehe auch .4, ~ i. 
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Fiir  die spiiteren Anweudungen soll nun der folgende wichtige Satz be- 

wiesen werden: 

Satz xS. Sei a eine ganze Zahl des K6rpers, die durch alle verschiedenen Prim- 

idealteiler der Primzahl 79 teilbar ist. Wenn dann a der Gleichung 

genii!it, so ist 

Z n q -  e t . x n - 1  + �9 " -t- e n  ~ o (II) 

el ~ e2 ~- .... ~ e, ~ o (rood p). 

Falls a du tch  p teilbar ist, wird der Satz beinahe selbstverstiindlich, wenn 

man erstens die Gleichung fiir die ganze Zahl ~ bildet  und dann diese Gleiehung 
p 

mit  lo" multipliziert .  Wenn aber a nicht  durch p tei lbar  ist, gibt es, da ~ durch 

alle Pr imideal faktoren yon  p te i lbar  ist, einen solchen Exponenten  a,  dass 

c~ a ~ o  (mod p). 

Nach einem bekannten  Satze ist nun,  wenn man die Gleichung 

~" § e~,~). :r--~ ~ . . -  + eo) -- o 

bildet,  deren :Wurze]n-die. pie. Potenzen der Wurzeln  yon (11) sind, 

el~er 1}, e2~er  e , ~ e ~ ) ( m o d  p). 

Daraus folgt abet  allgemein, dass, wenn  man  die Gleichung 

x -  + e(~m), x " - l  + - . ,  + e('~) = o ( i2 )  

bildet, deren Wurzeln die p,nten Potenzen der Wurzeln yon ( i i )  sind, 

e ~ e  (m), e~e(~ m) . . . .  e,~_e(~ m) (mod p) (I3) 

ist. Wenn nun  m so gross gew~ihlt wird, dass p m > a  ist, so muss a~ m durch p 

teilbar sein, und  folglich werden in (Iz) alle Koef f iz ien ten  durch  p teilbar, 

Aus (I3) folgt dann,  dass auch in ( i i )  alle Koeff izienten durch p te i lbarwerden ,  

wodurch der Satz bewiesen ist. 

w 5. ~ b e r  d ie  I d e a l t e i l e r  de r  P r i m z a h l  p. 

Es ist  nun mSglich, auch im allgemeinsten Falle verschiedene Eigenschaften 

der Idea l te i le r  von p direkt  aus der Pr imfunkt ionzer legung (2) zu best immen.  
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Es soil zun~ichst untersucht werden, unter welchen Bedingungen eine Zahl 

a yon der Form (9) durch Io teilbar sein kann, oder ai|gemeiner, warm eine solche 

Zahl a durch alle verschiedenen Primidealteiler yon p teilbar ist. 

Sei a = A ( O ) ,  wo 

Aix) = a 0  + a , x + . . . + a ~ - i  .x "-I .  

und p ein beliebiges Primideal, das in p und daher auch in A(O)aufgeht, indem 

vorausgesetzt wird, dass a durch alle Primidealteiler yon p teilbar is$. Sei 

weiter B(x) der griisste gemeinsame Faktor  yon A(z) und /(x) (rood p). Dann 

kann man solche Polynome C(:r) und D(x) bestimmen, dass 

C(z). [(x) + D(x) .  A(z) - -B(x)  (mod p), 

und daraus folgt, wenn x = 0 gesetzt wird, 

B(O)~o  (rood ~) 

fiir alle Primidealteiler yon p. 

Man bildet jetzt  die Gleichung 

B(O)" + e,. B(O) "-1 +. - .  + en = o (I4) 

welcher B(x) geniigt; dann sind hier naeh Satz 17 alle Koeffizienten dutch p 

teilbar. Die Gleiehung (I4) zeigt wegon der Irreduzibilitgt yon /(x)' dass eine 

Identi tgt  

B(x)" + e, B(x)"-~  + . . -  + e,.---- t (x)  . ~'(x) 

besteht, wo P(x) ein Polynom ist. Daraus folgt aber 

B(x)"--o  (modd p, / (x)) ,  

und weft B(x) ein Toiler yon /(x) (mod p) ist, folgt daraus, dass B(x) (mod p) 

dutch alle Primfunktionen teilbar ist, welche in l(x) aufgehen. Man sieht daher 

ein, dass eine Zahl A (,9) nur dann dutch alle versehiedenen Primidealteiler yon p 

teilbar sein kann, wenn 

A (x) ~- o (modd p, cp~ (x). ~p2(x) �9 �9 tp~(x)). 

Es folg$ leicht, dass diese Bedingung eine hinreiehende ist. Speziell ergibt 

sich aus diesen Untersuehungen das Resultat ,  dass es unter den Zahlen (9) 

mindes~ns 
p m l + m 2 +  . �9 �9 + m  r 

inkongruente (rood p) gibt. 
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Es sollen nun ein paar Bemerkungen fiber die Zerlegung yon p gemacht 
werden. Nach (I) und (2) ist 

q~l( O) el . ep~(O)~ . . . ~pr(O)e~o (mod p). 

Hier kfnnen zwei Zahlen 

~(o), ~j(o) i+i 

keinen gemeinsamen Idealfaktor  besitzen, der gleiehzeitig in p aufgeht. Denn 

da ~ i ( x ) z u  ~pi(x) relativ prim ist, kann man solehe Polynome A(~) und B ( x )  

bestimmen, dass 

A (x ) .  cpi(x) + B ( x ) .  9~i(x) ~_ I (mod p), 

und wenn hier x =`9 gesetzt wird, folgt leieht die Behauptung. Es ist daher 
bewiesen: 

W e n n  die Zerlegung yon / ( x )  (rood I)) yon der F o r m  (2) ist, so wird  

P ~ ~ 1  �9 a s  �9 �9 �9 ar 

eine Idealzerlegung yon p ,  wo alle Ideale  ai zu  e inander  relativ p r i m  Bind und  

at = (p ,  q~dO)'9.  

Diese Ideale a~ k6nnen nieht Einheitsidea.le sein, denn wiire z. B. ep,(O) zu iv 
relativ prim, so wi~re sehon alas Produkt  

~p,(O) , . .  <p~(O) 

dureh alle Primidealteiler yon p teilbar, was nach dem eben Bewiesenen un- 
mSglieh ist. 

Sei nun Pi ein Primideal, das gleichzeitig in iv und ~i(,9) aufgeht. Wenn 

dann eine Zahl  a =  A(O)  von tier Form (9) dutch ~i teilbar sein soll, so muss 

A ( x ) ~ o  (modd p, epi(x)) 

sein. Denn wenn dies nieht der Fall wiire, kSnnte man solehe Polynome B ( x )  

und C(x)  bestimmen, dass 

A ( x )  . B ( x )  + q~i(x) . C ( x ) ~  i (rood iv), 

woraus sich fiir x----,9 ergibt 

A (,9). B (,9) ~ i (rood p~), 
Aeta mathematiea. 44. Imprim~ le 20 uovembre 1923. 34 
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was nicht mSglich ist. Auf Grund dieser Bemerkung folgt, dass es mindestens 

p ms inkongruente Zahlen (rood Ps) gibt, und der Grad yon ~s kann daher nieht 

kleiuer als ms sein. 

Man kann nun zeigen, dass der Grad yon Ps immer durch ms teilbar sein 

muss. Es sei nEmlieh ~(x) eine Primfunktion, welche (mod p) in ](x) aufgeht, 
und p ein Primideal, wofiir 

r (mod 9). 

Wenn dana ] den Grad yon ~ bezeiehnet, so ist 

N~=pt, 

und alle ganzen Zahlen to des KSrpers geniigen der Kongruenz 

~o ' r -  c,J~o (mod ~). (x5) 

Sei jetzt H(x)  das Produkt  aller Primfunktionen F(z)  (rood p), deren Grade 

Teiler yon [ sind; dana ist bekanntlich 

f l  (x) ~ zP t --  x (rood 1o). 

Naoh (i 5) ist aber aueh 

OPt--#=:o (mod p), 

folglich gibt es unter  den Primfunktionen F(x) eine derart,  dass 

F ( # ) ~ o  (rood p), 

und nach den friiheren Bemerkungen muss man dann notwendigerweise 

F(x) ~ o (modd ~, ep(x)) 

haben. Da aber F(x) selbst eine Primfunktion ist, folgt 

F ( x ) ~ ( x )  (mod p), 

und dah~r ist der Grad m yon ep(x) ein Teiler von ], also aueh 

w o e  eine ganze Zahl ist. 
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w 6, Erste  Veral lgemeinerung der Dedekindsehen Untersuchungen. 

Die letzten Untersuchungen gestatten schon unter Anwendung des Satzes i6 

die Bestimmung der Primideale yon p in allgemeineren Fiillen als die Dedekind- 

sehen Untersuehungen. 

Es sei 

/ ( x ) ~ _ q h ( x )  11. ~f2(x)Z2 . . . opt(x) tr (mod p) (I6) 

die Primfunktionzerlegung (rood p) yon / ( x ) ,  und es werde vorausgesetzt, dass 

die Hauptpolygone Li der Entwickelungen ( p ,  e l i (x))  sEmtlich geradlinig sind. 

Die Projektion yon Ls auf die X-aehse wird dann ls, und die Projektion 

auf die Y-aehse soil hi sein, we weiter vorausgesetzt werden sell, dass hs zu 

ls relativ prim ist. Naeh Satz I5 ist offenbar der Fall yon Dedekind in diesem 

allgemeineren enthalten. 

Naeh w 4 gibt es nun immer mindestens einen gemeinsamen Primidealfaktor 

Ps fiir p und ~fs(O), und naeh Satz z6 muss dieser in einer Potenz in p aufgehen, 

we der Exponent ein Multiplum von ls ist, also etwa in der Potenz as .  ls. Weiter 

is~ abet naeh w 4 

N P s ~ p#i. ms, 

we #~ eine ganze Zahl i s t  Es sell nun gezeigt werden, dass es nur ein einziges 

solches Primideal Ps fiir a]le i gibt. Man hat n~mlich 

" T 2  " " " " " " - - r  * ( I 7 )  

we das Ideal P dureh alle Primideale yon p teilbar ist, welche von p,, P2 . . . .  pr 

verschieden sind. Es sell aber nun gezeigt werden, dass P in der Tat das Ein- 

heitsideal ist, also N P =  z. Denn nimmt man auf den beiden Seiten yon (z7) 

die Norm, so kommt 

p,, = pz~i .  " i .  li .  N P ,  (z8) 

we der Kiirze wegen 

zl = - i .  #~ > i 

gesetzt worden ist. 

es ist doeh 
Dies zeigt aber, dass man immer 7i----i haben muss, denn 

n = ~ m~. li, 
i f f i !  
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und 

Seite dureh eine hShere Potenz von p a l s  die linke teilbar. 

dass NP--- -  i i s t .  

Es ist folglich bewiesen, dass 

0ystein Ore. 

wenn daher  einige der 7i grfsser  als x w~iren, so wiirde in (18) die rechte 

Weiter  folgt aus (18), 

. . .  

die Primidealzerlegung yon p ist. Es bleibt also nur  iibrig, die Primideale ~i als 

grSsste gemeinsame Fak toren  yon Haupt idea len  darzustellen. Nach Satz 16 

folgt aus (19) 

= o, 

we �9 zu p relat iv prim ist. Es soil nun  die Bezeiehnung 

n i c x ) =  ,p~(x) s, . . .  q01_t (x) ~-~ . 9i+~(x) l~+~ , . .  ~P~(x', z~ 

eingefiihrt  werden. Weiter  kann  man, da li zu h~ relat iv prim ist, solehe ganze 

rat ionale posit ive Zahlen xl und  y~ bestimmen, dass 

Dann  ist 

hl. x i - -  l i .  y~ -= i .  (2o) 

T = Hi  (0) vi . cpi (,9) ~i pYi 

eine ganze Zahl. Denn 11i[0) ist naeh w ~ dureh nile Idealtei ler  von p teilbar, 

welehe zu ~fi(O) relativ prim sind. Das Primideal  Pl dagogen geht  in pUl in der 

Potenz 9~ "u' auf, wiihrend ~p,(,gf' genau du tch  9~ ' ~ '  tei lbar ist. T ist daher  nach 

(zo) eine ganze Zahl, welehe genau dureh 9i in der ersten Potenz teilbar ist. 
Man ha t  daher  

~ = (p, ~t~(o), T) 

und  kann den Satz ausspreehen:  

Satz  z 9. E s  sei 

/(x) (x) Z, . . . . . .  try(x) zr (rood p) 

und  d ie  Hauptpolygone  der Entwicke lungen  (p,  epi(x)) seien sgmtl ich Geraden mi t  

hi, 
den Ne igungen  ~ we hi zu li relativ p r im  ist. M a n  bestimme xi und  yi derart, dass 

xi �9 hi - -  Yl �9 li = i ,  
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Dann ist 
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n, ( . )  = ~p~... ,/~-'. , / '+ ' . . .  ~ .  
--i--1 -- i+1 

p 

wo das Primideal Pi den Grad mi hat und 
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~i---- (p, ~i(O), HdOff i rP~(O)'i) 
�9 p v ~  

ist. 
Wenn hier fiir alle i entweder li----z oder hi = x ist, kommt man zu dem 

Faile yon Dedekind, und man leitet aus Satz I8 ohne Schwierigkeiten die Dede- 

kindschen Ergebnisse ab. Denn wenn in diesem Falle pi ein gemeinsamer Primi- 

dealteiler yon p und ~01(O) ist, so geh t  dieser entweder in p oder in rfi(O) in 
genau der ersten Potenz auf, und man hat daher 

~ = (p, ~ ( o ) ) .  

w 7. Ein geradliniges Polygon. 

Es soll nun allgemein der Fall behandelt werden, dass alle Hauptp0lygone 

in den Entwiokelungen (p, ~i(x)) Geraden sind. Um aber diese Verh~iltnisse ganz 

klar zu machen, werde ioh zun~chst den einfachsten Fall behandeln, dass /(x) 
(rood p) nur duroh eine einzige Primfunktion cp(x) teilbar ist, also 

](~)~rf(x) l (rood p) (2I) 

und das Polygon (p, 9(x)) eine Gerade L i s t .  
Sol 

h e . X  X 

l e.)~ ~. 

die Neigungszahl fiir L. Nach w 5. II  kann man 

] (x )=  ~(x) z + A,(x). pZ. ~f (x)z-i + A~(x). rye. ~(~)z-2 +..~ + Az(~). ph 

annehmen, und man hat dann mit den friiheren Bezeichnungen 

[(x) z--9(xf + B, (x). p~. 9(x) z-~. +.. .  + Be(x) ph (rood L) 

Bi(x)= Ai~.(x) Be(x)~_l- o (modd p, of(x)). 
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Weiter sei 

l ( z ) ~ l , ( x )  . 12(x )  . . .  h ( x )  (mod L) (22) 

die Primfunktionzerlegung yon ] ( x )  (rood L), we 

l~(x) = ,p(m ~" ~" + o ~ ( x ) ,  p~. ~p(x) (~-m" + .... + o ~  (z) .  p~'~ (23) 

und daher 

n = m . g (eL + e2 + " " + *,) .  

Es soil nun die Voraussetzung gemach~ werden, dass in (22) alle Primfunk- 
tionen (rood L) verschieden sind. 

Nach (2i) ist 

<f(0)l~o (rood p), 

und alle Primidealteiler von p gehen also in of(O) auf. 

yon p, so ist 
p __ ~s. P~/, 

J ,p(o) = V .  ~ 

we die Ideale p~ und P2 nicht durch p teilbar sind. 

oder 

s 

8ei ~ ein Primidealteiler 

(24) 

Nach Satz I6 ist dann 

s . z = t . ) , .  

dieser Gleiehheit folgt, dass die Zahlen p~ und ~(0) ~ dutch dieselbe 

teilbar sind. Daher ist, weil dies ffir alle Primideaiteiler yon p 

k u 8  

Potenz yon p 

riehtig ist, 

, <p(Ofl  

eine ganze Zahl des K6rpers, und diese Zahl ist ausserdem zu p relativ prim. 

Wenn man (24) in die Gleichung / ( 0 ) =  o einsetzt, so sieht man ein, dass 

alle Glieder in . ] ( x ) ,  deren repr~sentierende Punkte auf L liegen, genau dureh 

p.  h = V" z 

teilbar werden mfssen. Alle iibrigen Glieder in / ( x )  worden gewiss durch hShere 
Potenzen yon p teilbar. 
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Es soil nun [(0) durch T ~ dividiert werden, und man erh~ilt 

[(o) 
t #  . . . .  (p,(o, 0(0)). qS(O, 0(0)) . . .  q,,(O, 0(0)) + M (O), 

und daher 

*pi(x, y) = y~i + C~(x) . y ~ - i  +. . .  + C~tx) 
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(25) 

~(o,o(o)) p~"/d~ o(oy~+ Ci~(o) o(o) ~-* +...~ C~)(o). (26) 

In (25) ist weiter 

M(O)~_o (mod ~) 

fiir alle Primidealteiler Yon p und daraus folgt weiter aus (25), dass das Produkt  

F(O, O(O)) = ~v,(O, 0(0)) . . .  ~V~(O, 0(0)) 

durch alle Primidealteiler yon p teilbar sein muss, eine Tatsaehe, die man auch 

einfaeh aus dem Satze 17 ableitet. Der Kiirze wegen ist hier 

F(x ,  y ) =  ~pt(x, y) . . .  q',(x, y) 

gesetzt worden. 

Es soll nun das Ideal 

ai = [p ,  (pi(O, 0 (O)) ]  

untersucht werden und zwar erstens gezeigt werden, dass al kein Einheits- 
ideal ist. 

Anstat t  der natfirlichen Ordnung 

[ I ,  O . . . .  On-- l ] ,  

welche in w 4 untersucht worden ist, sollen bier alle ganzen Zahlen vonde r  Form 

A (0, O(O)) = A, (0). 0(0) e-~ + As(O). O(Oy -2 +. . .  + A~(O), (27) 

untersucht werden, wo die Ai(O) beliebige Polynome in O sind. 

Es soll nun erstens untersucht  werden, wann eine solche Zahl durch alle 

Primidealteiler yon p teilbar sein kann. Es sei jetzt A (0, 0(0)) eine gegebene Zaht 

yon dieser Eigenschaft. Man kann dann den grSssten gemeinsamen Faktor  
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B(x,  y) yon A(x ,  y) und F ( x , y )  (modd p, fp(x)) bilden und n a c h w  i. I i s t  es 

immer mSglich Solche Funktionen C(x, y) und D(x, y) zu bestimmen, dass 

C(x, y) .  F(x ,  y) + D(x, y) .  A(x ,  y)==-B(x, y) (modd p, ~p(x)). 

Daraus folgt sofort, wenn x ~ . 9 ,  y ~0(.9) gesetzt wird, ~ dass auch B(O, 0(0)) 
dureh alle Primidealfaktoren yon p teilbar sein muss. Ohne der Allgemeinheit 

zu schaden, kalan man nun annehmen, dass in B(O, 0(0))der hSehste Koeffizient 

fiir 0(o) gleieh i ist. Denn wiire er etwa Be(`9), so kann man immer ein Co(x ) 
derart  finden, dass 

Co(x). Bo(x)-- I  (modd p, el(x)) 

ist, und die obige Kongruenz mit Co(x) multiplizieren. Man kann also 

B(x,  y) = y~ + Cl (x) . y~-i + . . .  + C~(x) 

annehmen, und daher ist 

p~- ~. B (x, 0 (x)) ----- B'(x) = ~p (x) ~- ~" + C, (x). p~ ~0 (x)(~-l) ~. + ... + C~ (x). p*- ~ 

Es wird jetzt die Gleiehung 

B n+  el . B ~-1 + . . .  + e n = o  

gebildet, weleher die Zahl B(O, 0(,9)) geniigt, we naeh Satz 18 alle e~ dureh p 

teilbar sind. Diese Gleiehung zeigt abet wegen der Irreduzibililiit yon ](x), dass 

eine Identitiit  

B(x,  O(x)) n + e,.  B(x ,  0(X)) n-1 + ' ' "  + en = I(X).  g(X) (28) 

bestebt. Wenn diese ]dentitiit  mit p~.".~ multipliziert wird, geht sie in die 

ganzzahlige Gleiehheit 

B'(x) '~ + e,. p~ .~ . B'(x)n -1 + . . .  + e~,. e ~'~''~ = / ( x ) .  g,(x) 

fiber, und hier hat die linke 

kongruent 

SeRe (p, e l (x) )das  Polygon L und ist (rood L) 

B'(x)'. 

Daher hat  auch die rechte Seite das Polygon L, und wegen der Eindeutigkeit 

der Zerlegung (rood L) sieht man ein, dass B'(x) (rood L) duroh ](x) teilbar ist. 

Daraus folgt abet welter, dass B(x,  y) (modd p, el(x)) dureh F(x,  y) teilbar sein 



muss, und da 

man 

haben. 
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A(x,  y ) n a e h  (27) h6chstens yore Grade e - - I  

At (x) ~ A: (x) - - . . .  _---_ A e (x) =~ o (modd p, cp (x)) 
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in y ist, muss 

(29) 

Daraus folgt leieht, dass ein Ideal ai nicht das Einheitsideal sein kann. 

Denn wenn ai ein Einheitsideal wiire, miisste sehon das Produkt 

~ , ( o ,  o(o))  . . .  ~p~_,(o, o(o)),p~+,(o,  o(o)) . . .  ,p~(o, o(o)) 

dureh alle Primidealteiler yon p teilbar sein, was naeh dem eben Bewiesenen 

nieht mSglich ist. 

Es sei daher p~ ein Primideal, das in al aufgeht. Wenn eine Zahl yon der :Form 

(27) dureh Pi teilbar sein soil, muss die Funktion A(x,  y) (modd p, r durch 

qJi(x, y) teilbar sein. Denn wenn dies nieht der Fall ware, kSnnte  man solehe 

Funktionen B(x ,  y) und U(x, y) bestimmen, dass 

und folglieh 

A(x ,  y) . B(x ,  y) + tpi(x, y) . C(x, y)~_ I (modd p, el(x)) 

A(O, 0(0)). B(O, 0(,9)):~=I (mod Pl) 

w~re, was offenbar nieht mSglieh ist. 

Dies zeigt, class es unter den Zahlen (27) immer mindestens p~i.m inkongruente 

ffir das Ideal p~ gibt, und daher ist der Grad./~ yon ~01 sicher nicht kleiner 
als e~. m. 

/~ ist n a c h w  4 immer dureh m teilbar, also e twa / i  = el. m. Man kann aber 

welter zeigen, dass ei immer dureh ei teilbar sein muss. Denn da jede ganze 

Zahl des KSrpers der Kongruenz 

geniigt, so ist aueh 

Nach Satz 2. I_ist aber 

e i . m 
top - -  co =--~ o (mod ~ i )  

O ( O ) v  ~ v "  - -  0 ( o )  - o (rood ~,~). 

y p e i .  m _ _  Y 

kongruent dem Produkt aller Primfunktionen H(x,  y) (modd p, el(x)), deren Grade 

Teiler yon el sind. Es muss daher eine soiehe Primfunktion H(x,  y) geben, dass 

H(O, 0 ( 0 ) ) - o  (modd p~), 
A e t a  m a t h e m a t i c a .  14. lmprlm6 le 21 novembre 1923. 35 
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und daraus  folgt naeh den, friiheren Bemerkungen,  dass H ( x ,  y) (modd p, r 

durch q ' i (x ,  y) tei lbar und,  da diese l~unktionen beide Pr imfunkt ionen  sind, 

H ( x ,  y ) ~  (Pi(x, y) (modd p, ~f(x)) 

sein muss, also beide von demselben Grade sein mSssen, und daraus  folgt sofort, 

dass ~i ein Teiler von el ist. 

Man ha t  daher  

wo ai eine ganze Zahl : ~ i  ist. 

ai" el" m N ~ i =  p 

Weiter  geht  ~i in p in einer Potenz auf, deren 

Exponent  ein Mult iplum von )~ 1st, und  folglich wird das Ideal  

7 , ' = ( ~ ,  -P~ . . .  ~)~ 

sicher ein Teiler yon p. Hier  ist 

s 

m . ) . .  ~ a i .~ i .  
N p '  = p 1 , N p  = p'~, 

und es muss 

sein. Da aber 

n > m . ;~ . (c~, . e, + t~ . e 2 + . . .  + ~ . ~)  

ist, muss notwendigerweise 

n = m .  ~ , (e l  + e2 + - . .  + es) 

~ l = g 2 = ' ' . = g S = I  

sein, und  da dann  N p ' =  p"  wird, muss auch 

P = (~, �9 ~2 . . .  ~)~" 

die Primidealzerlegung yon p sein. 

Daraus folgt nach  Satz z6, dass auc.h 

wo das Ideal �9 zu p relativ prim ist. 

Es soll nun  das Primideal  lpi bes t immt  werden, pl war ein Teiler des Ideals 

~i; dieses Ideal kann  aber nieht  durch andere Primideale teilbar sein, denn sonst 

wiirde man nach den obigen Schliissen N p >  p'* erhal ten,  was offenbar  nicht  

mSglich ist. Es muss daher  ai eine Potenz yon ~i sein. 
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Man bestimme nun die positiven Zahlen x und y derart, dass 

x . •  z 

ist, was immer mSglieh ist, da ~ zu 2. relativ prim ist. Dann wird die Zahl 

~(0) ~ 
pY 

ganz und durch jedes Primideal Pl genau in der ersten Potenz teilbar. Denn %'i geht 

im Z~hler genau in der Potenz x .  ~ und im Nenner in der Potenz y .  ~ auf, und 

da x .  u > y .  4, ist die Zahl ganz und, wie man leicht sieht, durch Pl genau in der 

ersten Potenz teilbar. Man erh~It daher fiir Pi die Darstellung: 

~ , =  (p, <-P-~, (p,(o. O(O))). 

Man kann die Resultate folgendermassen in einem Satze zusammenfassen: 

Satz 20. Sei 

[(x) .... ~(x) t (mod p) 

und das.Polygon (p, q~(x)) eine Gerade L yon der Neigung • ~ und 

/ ( x ) ~ / , ( x ) . / z ( x )  . . .  h (x )  (rood L), 

wo alle Prim/unkt ionen ]i(x) verschieden sind und ]i(x) vom Grade ~i. m in x ist. 

Dann h a t  man /fir p die Primidealzerlegung 

p = ( ~ .  P~ � 9  ~s) z . 

Das Primideal p~ ist vom Grade el. m u n d  durch 

(p, -~Y--  pei" ~1 

bestimmt, wo die positiven, ganzen rationalen Zahlen x und y die Gleichung 

x . ~ - -  y . Z = I erliillen. 

Daduroh ist der einfachsto Fall erledigt, und man sieht ein, dass es fiir diese 

Seite  gewisse Primideale gibt, deren Produkt  in der k te~ Potenz in p aufgeht. 

Ein ganz analoges Verhiiltnis hat  man, wenn das betraehtete Polygon mehrere 

Soiten besitzt und wenn gleichzeitig mehrere Polygone vorkommen. Die Unter- 

suehungen in diesem Paragraphen beruhen haupts~ichlich darauf, dass die Zahlen 
0(0) i ganz sind. Bei allgemeineren Polygonen kommt die Schwierigkeit hinzu, 
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dass die fiir jede Seite entsprechend gebildeten Zahlen nicht mehr ganz werden 

und daher das hier angewandte Sehlussverfahren modifiziert werden muss. Unter  
den Voraussetzungen des ngchsten Para.graphen kann diese Schwierigkeit ziemlich 
einfach iiberwunden werden, erst im n~ichsten Kapitel wird gezeigt, wie man 
unter den allgemeinsten Voraussetzungen vorgehen kann. 

w 8. Geradlinige Polygone im Allgemeinen. 

Nachdem der Fail behandelt worden ist, dass / (x)  (mod p) nur durch eine 
Primfunktion tel |bar und das Polygon (p, cp(x)) eine Gerade ist, iiberffihrt man 
dieses l~esultat ziemlich analog auf den Fall, dass 

](x)~<p,(x)  t' . <p.2(x)12 . . . cps(x) l~ (mod p) 

~i hi sei die und das Hauptpolygon (p, eli(X)) fiir alle i eine Gerade Li ist. hi li 

Neigu.ngszahl fiir Li.  Man bestimmt die Primfunktionzerlegung yon/ (x)  (mod Li), 
und es soil angenommen werden, dass die Primfunktionen 

alle (mod Li) verschieden sind und der Grad yon ]~~ eli(x) zi gleich ~P ist. 

Es sei nun der Kiirze wegen e f t (x )= ~(x) gesetzt und 

] ( x ) - - ~ ( x ) .  cp(x) l (mod p), (3o) 

wo ~r(x) zu cp(x)(mod p) relativ prim und das Hauptpolygon L zu / ( x ) ( p ,  of(x)) 
h 

geradlinig und yon der Neigungszahl ~ ist. Aus (3o) folgt 

t ( x )=-11(x ) .  O(x)(mod ph+,), (3i) 

wo O(x)~:cf(x) ~ (mod p). Die Zahl 1I(0) ist daher dutch alle Idealteiler yon 
ph+t teilbar, welche zu <p(9) relativ prim sind. Es soil nun 

o(o) ~P(o)z 
p~ 

gesetzt werden, aber diese Zahl ist nicht wie in w 7 ganz. Die Zahlen 

1 1 ( 0 )  o ( o ) ~  = H ( O )  . ( , p ( O ) ~ y  (~ = ~, 2 . . .  e) (32)  
�9 X ~ p ~ - -  l , 
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Denn wenn p ein Primideal ist, wofiir 

p = ~ .  ~,, rf(o) = V .  ~.~, 
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s 
= - ,  und daraus folgt, dass die Zahlen (3 2) alle ganz und nicht durch so ist t • 

teilbar sind. 

Sei nun 

WO 

q)(x)=-l,(x).. .  It(x) (mod L), 

h(x)  = ~f(x) ~j ~" + C!s)(x). p . .  ~(x)(~ -~)~ + . - .  + C (~) (x).  v~i ~ .  q 

Wenn man dann die Kongruenz (3x) durch pn dividiert, erh~ilt man 

(o) lp~ = q,,(o, o(o)) . . .  q,~(o, o(o)), rt(O)+ M (o), 

wo M(O) dutch alle Primidealteiler yon p teilbar wird, und daher hat  auch die Zahl 

H ( o )  (p~(o, o(o))  . . .  q , t (o ,  o(o))  

diese Eigenschaft. Dabei bedeutet 

~pj(x, y)--  y~i + C,~J)(x) . y~j-1 +... + C~). (x), 

und weiter soll 

F(x, y ) =  ~,(x, y ) . . .  ~t(x, y) 
gesetzt werden. 

Es sollen nun alle Zahlen yon der Form 

II(O).A(O,O(O))~-lI(O)(Ao(O)+ A,(O).O(O)+."+ Ae-l(O).O(O) e-~) (33) 

untersucht werden, wo die At(O) Polynome in O bedeuten. Diese Zahlen spielen 

fiir diese Untersuchungen eine ganz analoge Rolle wie friiher die Zahlen (27). 

Speziell soll untersucht werden, wann eine Zahl H(O)A(O, 0(3)) dutch alle Prim- 

ideMteiler yon p teilbar sein kann, und da diese Zahl immer durch alle Primideale 

yon p teilbar ist., welche nicht in ~(O) aufgehen, bleibt nut  iibrig zu unter- 

suchen, wann eine solche Zahl durch alle Primidealteiler yon (p, el(O)) teilbar ist. 

Die Zahl (33) sei nun durch alle Primidealfaktoren yon p teilbar. Man 

bildet dann den grSssten gemeinsamen Faktor  B(x, y) (modd p, of(x)) yon A(x, y) 
und F(x, y) und hat  

A(x, y) , C(x, y) + F(x, y) . D(x, y )<B(x ,  y) (modd p, ep(x)), 
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wo die Funktionen C ( x ,  y) und D ( x ,  y) immer bestimmt werden kSnnen. Wenn 

diese Kongruenz mit I I ( x )  ~ multipliziert und x ~  0 gesetzt wird, folgt, dass auch 

dureh alle Primideale yon 

diese Eigenschaft besitzt. 

yon der Form 

und daher 

1I~(0)  . B ( O ,  0 (0 ) )  

p te i lbar  ist, und daraus folgt ohne Weiteres, dass 

b = l I ( O ) .  B ( O ,  0 (0 ) )  

Man kann hier wie frfiher annehmen, dass B ( x ,  y) 

B ( x ,  y) = y~ + C, (x) . y~-~ +. . -  + C~(x) 

p~." B ( x ,  O(x)) = B ' ( x )  = ~p(x) ~. ~. + C , ( x ) .  p , .  ep(x)(~-l) ~. + . . .  + C d x ) .  p~." 

ein Polynom mit dem Polygone L (p ,  ~p(x)) ist. 

Man bildet nun die Gleiehung 

b" + b n-Z . e~ + �9 �9 + en - o, 

weleher b geniigt und welche besagt, dass eine Identit~it 

n ( x ) - .  B(x ,  O(x))- + . .  + e,, = 1(~).  g(x) 

besteht, wo nach Satz I8 alle ei dureh p teilbar sind. Wenn diese Identit~it mit 
p~.~-" multipliziert wird, geht sie in 

//(x)a . Bt ( x)n q_ et " pe.u . / /  (x)n--I . Bt(x)n-1 q_ . . . .1_ pe .x .n  = l ( x) " g, (x)  

fiber, und wie man leicht einsieht, hat hier die linke Seite das geradlinige 

Hauptpolygon L und ist kongruent B ' ( x )  n (rood L). Fiir die rechte Seite muss 

das t tauptpo]ygon (p ,  ~p(x)) daher aueh gleieh L sein, und es folgt, dass B~(x) 

(mod L) durch das Produkt  / l ( x ) , J 2 ( x ) . . . / t ( x )  teilbar sein muss. Dies ist 

aber nur mSglieh, wenn B ( x ,  y) (modd p ,  rp(x)) dutch F ( x ,  y) teilbar isk und dies 

zeigt natfirlich, dass in A ( x ,  y )  alle Koeffizienten kongruent Null (modd p, 

rp(x)) sind. Eine Zahl yon der Form (33) kann also nieht durch alle Primideal- 

fakt:oren yon p teilbar sein, ausser wenn 

Ao (x) -: A ,  (x) :~ . . . .  - A , _ I  (x) -=- o ( m o d d  p, ,p (x)). 
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Es sollen nun  die Ideale 

~j = (p, cp(o), • ( o ) .  qJi(o, 0(o)) 

unte rsuch t  werden und zwar soil erstens gezeigt werden, dass aj nieht  das Ein- 

heitsideal sein kann.  Denn w~ire tpj(O, 0(0)) .  H(O) zu (p, ep(O)) relativ prim, so 

w~ire sehon 

r t (o )  qJ, . . .  qJj_~, qJj+1 . . .  ~, 

durch alle Primideale yon p teilbar, was nach dem Bewiesenen nicht  mSglieh ist. 

Es sei daher  0i ein Primideal,  das in a i aufgeht .  Eine Zahl 

H(o). A (O, O(O)) 

kann  dann niebt  dureh NO teilbar sein, ausser wenn A (x, y) (modd p, of(x)) d u r e h  

*Pi(x,y) tei lbar ist. Denn wenn dies n i e h t  der Fall  wiire, k S n n t e ' m a n  solehe 

Funk t ionen  C(x, y) und D(x, y) bestimmen, dass 

A(x, y ) .C(x ,  y)+ tpi(x, y ) .D(x ,  y)-- I (modd p, cp(x)), 

woraus durch Mult ipl ikat ion mit  H(x) ~ und fiir x =  O, y~O(O) folgt:  

I1(0). A(O, 0(O)). lI(O) . C(O, O(O))~ 11(0) ~ (mod Pi), 

was offenbar  nieht  m(iglich ist, da / /(O) nieht  dureh 0J tei lbar  ist. Dies zeigt, 

dass es (mod 0i) mindestens p~j.m versehiedene inkongruente  Zahlen gibt und  

dass daher  der Grad von 0i nieht  k le iner  als e i . m  sein kann,  also e twa 

/j = ~i. m ~- Q1 ist, we 0 i~  o ist. 
Nun geht  0i in p in mindestens einer Potenz )t auf, und daher  ist das Ideal 

P = 0{. 0{ . . .  0~" 

gewiss ein Teiler yon p. Hier ist 

N P ~ ~)),.~(ej . m +o j  ) ~ p n '  , 

und da  
t 

m . ~ .  2 ~ m . l  
j - - I  

ist, muss  man n ' ~ m .  l haben,  we das Gleichheitszeichen nur  dann vorkommen 

kann,  wenn alle Qi versehwinden. 
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Wenn nun diese Untersuehungen fiir alle Primfunktionen ~fi(x) richtig sind, 
kann man fiir alle i solche Ideale P~ bestimmen, die Teiler yon p sind, und da 

diese Pi alle zu einander relativ prim sind, so ist aueh 

P ' = P 1 . P 2 . . .  P, 

ein Teiler von p, und es ist 

N p t = p S n ' i .  

Da aber fiir alle i n t i > m l ,  li, so wird aueh 

$ $ 

~.~n'i >'~_~mi . li = n, 
i=l i~l 

w~hrend man doeh immer, weil p' ein Idealteiler yon p ist, 

~ n ' i >  n 
i E l  

haben muss. Es bleibt daher nur die M5glichkeit iibrig, dass 

• n ' i  = n ( 3 4 )  
i ~ l  

ist die Primidealzerlegung yon p dureh 
und daraus folgt, dass die Ideale p und p' gleieh sein miissen, und folglieh 

= [p, ~f,(o), Hi (o) .  ~J~ 0~(o))] 

wodurch der Grad yon ~!o bestimmt ist. , j  

Man kommt jetzt zu der Aufgabe, das Primideal ~!i) zu bestimmen. Das Ideal 

P = P ,  �9 P 2  �9 . .  P ,  ] 

(35) 

bestimmt. 

Die Gleiehung (34) kann nur dann erfiillt sein, wenn immer n'--" m.  l fiir 

alle Primfunktionen ~fi(x) ist, und daraus folgt, dass alle Qj versehwinden miissen, 
und es ist folglich 

N p~,') = p~(i" mi, 



war durch ~ teilbar, 
' 3  

andere Primidealteiler 

yon ~(J) sein. 
,2 
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und aus den obigen Sehliissen folgt, dass a~. 0 nicht dureh s 
yon p teilbar sein kann. a! il muss daher eine Potenz $ 

Man kann den Ausdruck dieses Ideals etwas umformen, indem man beriiek- 

sichtigt, dass in dem Ausdrueke 

n~(o) ,,,(~)"~ o~(o)) = n d o )  /~~176 
e(J). ~i p J  

d e r  F a k t o r  Hi (O)  n u r  z u g e s e t z t  w o r d e n  is t ,  a m  e ine  g a n z e  Z a h l  zu  e r h a l t e n .  

M a n  k a n n  d a h e r  a n s t a t t  H i (O)  j e d e  a n d e r e  g a n z e  Zah]  a a n w e n d e n ,  w e n n  n u r  c~ 

e! i}. ~. 
zu rfi(O) relativ prim und dureh alle Idealteiler yon ps ~ teilbar ist, welehe zu 

eli(0) relativ prim sind. Wenn daher wie in (3o) 

l ( x ) -§  ~ i ( x ) .  rfdx) zi (mod p) 

ist, wird die Zahl ~vi(0) zu ~i(0) relativ prim und dureh alle Idealteiler yon 

p teilbar, welehe zu ~i(0) relativ prim sind. Mann kann daher die Zahl 
c (i) 

Jd(O)J-~i als eine Zahl a anwenden und erhgtt ffir a~/) die Darstellung 

(p (i, 

Es soil nun eine Zahl bestimmt werden, welehe genau durch ~!i)in der ,1 
ersten Potenz teilbar ist. Aus der Primidealzerlegung von p folgt, dass man 

nach Satz i6 auch 
/ '  

. . . .  t i  ] �9 

hat, wo das Ideal q)i zu p relativ prim ist. Man kann nun immer zwei positive, 

ganze rationale Zahlen xi und yi derart  bestimmen, dass 

ist. Dann ist die Zahl 

xi .  x l - - y i ,  h i - -  i 

Jri(,~)~i . rfi ( 0) ~i 
p Y i  

eine ganze Zahl, welche genau dureh }!0 in der ersten Potenz teilbar ist. Denn rg 
ein Primidealteiler yon p, der nioht in rp(O) aufgeht, wird sicher in J*:i(O) auf- 

Ac ta  ma thema t i ca .  44. Imprlm~i le 2L novembre 1923. 36 
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gehen. Ein PrimideMteiler ~.{./) ( ] = z ,  2 . ti) geht im Z~ihler genau in der 
Potenz x l . z i  und im Nenner genau in der Potenz a'i.ui auf, also in der Zahl 
iiberhaupt genau in der ersten Potenz. Daraus folgt ,  weil aJ i) eine Potenz von 

9~i) ist, dass 

wird. 

und 

zi" 
diese sollen alle verschieden vorausgesetzt werden und  der Grad 

rp (x) ~i soll gleich e! i) sein. Weiter soll $ 

z i ( z )  = ~1 (x )  l'~ . .  , f i _~ (~ )  t~-~ ~ li+~ ( x ) . . .  ,fs (X)fs 
i f f l  

gesetzt werden. D a n n  ist 

"t 9 =- P t  . P z  �9 . .  ]~s, 

~(i) ( (o )y i  . (fi (O) xi e(i) x" ) 
= p ,  ~f~(o), ~ . , ~ ( o )  J "". g~(o,  0~0) )  

Man kann dann den folgenden Satz aussprechen: 

Satz  2z. Es  sei 

] ( x )~c f~  (x) z~ . rp.~(x) t2 . . . ~p,(x) z* (mod p) 

die Hauptpolygone  (p ,  rfi(x)) seien alle Geraden Li  rail den Neigungen  

/(1)(x), ] ( ~ ( x ) . . .  ](~ seien die s(imtlichen P r i m / u n k t i o n e n  yon ](x) (rood Li);  

yon /J(i)(x) in  

~(P i ,f~(o), "~(:~)'~ ~Pi(o)~, z~i(#) J" 
1 pU~ P J 

bestimmt,  wo die positiven, ganzen rationalen Zahlen  xi und  yi durch xi �9 Z i -  yi . )~i ~ I 

best immt sind.  

Durch diesen Satz ist allgemein der Fall erledigt, dass die t)olygone Geraden 
sind. Mail hhtte natiirlich diesen Satz aus den folgenden a]lgemeineI'en S~Ltzen 
ableiten kSnnen, aber ich babe hier den Satz besonders abgeleitet, weil er in 

so engem Zusammenhange mit den Dedekindschen Untersuehungen steht, und 
auch, um an diosem einfaeheren Fal]e die folgenden Untersuchungen klarer 

zu machen. 

wo das Ideal  P i  die Primidealzerlegung 

P i  = (P(x i~ ~ ~ )(i)]2i 
�9 . . t i ! 

hat. Das  Pr imidea l  t~(./) ist vom Grade ~i). ml und  durch . j  
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K a p .  4. W i l l k i i r l i c h e  Polygone. 

w i .  B e z e i c h n u n g e n  u n d  Hilfsgr~ssen.  

Ieh gehe jetzt  dazu fiber, den allgemeinen Fall zu behandeln, dass alle 

Polygone (p, ~f(x)) aus einer beliebigen Anzahl yon Seiten bestehen. Es sei 

/ ( x )  ~ ~r,(x). <p(x) t (mod p), (i) 

und es sollen die gemeinsamen Idealteiler yon p und of(0) untersueht  werden. 

Fiir das Polygon S (p,  ~p(x)) sollen die Bezeichnungen des Kap. 2 angewandt 

werden. Die Neigungszahlen dieses Polygones sind dann 

h i  e i .  x i  • 
l i  = ~ L L =  ~i (i = ~, 2 , . . .  k), 

we zi zu hl relativ prim ist und k die Anzahl der Seiten bedeutet .  

l L + l ~ + . . .  +Ik  : l ,  

und fiir die Neigungszahlen hat man 

xl 3~2 • ~, < ~ < "  < ~k (2) 

Es sollen nun die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt werden: 

/ i (x )  = ~f(x) zi + Si, l ( x ) .  p~.i. ~f(xili-~.~ + .. + S i re (x )  . phi (i = i ,  2 . . . .  k) (3) 

sei der Faktor,  weleher der iten Seite Li in der Zerlegung von / (x )  (rood S) ent- 

sprieht. Welter sei 
e (i } 

/ i (x)=~/(~)(x)~ 0 [(O(x)4i) . . .  ](i~(x ) tl (mod Li) (4) 
�9 ti 

die Primfunktionzerlegung yon / i (x )  (rood Li), wo 

/!~) (x) = ~p (x) J ' "  + 8  (~ 8 (~ _ j,~(x).p~i.~p~x) J + "  + ,,~!il(x) �9 PJ ' '  (5) ,$ 
$ 

ist und die Primfunktionen /~i.)(x) alle verschieden sind. Weiter soil 

F i ( x ,  y)  = y~i + S,  l ( x  . . . .  + Si,~i(x ) ", ) Y e i - I  + (0)  

H i e r  ist 
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geset.zt werden, und aus (4) folgt dann, dass man aueh 

hat, wo 

ist, 

�9 e(i) 
Fi(a', V)~-q,~)(x, y)"C[ ~ e/~l( x ,  Y) ti (modd p, ~p(x)) . . . .  r t i  

I])Ji)(x, y ) = y  $ -IFS,,I(~),y' -}-'''-l-~/(i}!/,)(~ ) 
$ 

Wird hier aueh 

Oi(x)- 'f(zf'i 

(7) 

(8) 

eingefiihrt, dann leitet man aus (3) und (6) ab 

/ i (X)  = F i ( X  Oi (X) )  = ()i(X) ei + Si ,  I ( X )  . Oi(X) e l -1  + " "  + Si, ei(X ) 
p h  i ' . 

und ebenso aus (5) und (8) 

e(i) ~ ( i )  1 

~{/). x i 1, j pJ  

Fiir die folgenden Untersuehungen sind nun versehiedene HilfsgrSssen 
wiehtig, die hier bestimmt werden sollen. Nach (i) ist 

fp(O) l. er(O)=:o (mod p), 

und die Zahl z(0)  ist daher dureh alle Idealteiler yon p teilbar, welche zu of(O) 
relativ prim sind. Wenn aber 9 ein gemeinsamer Primidealteiler yon p und ~p(O) 
ist u n d p  genau durch ~8, ep(O) genau durch 9t teilbar ist, so ist naeh Satz 16 

s .z~=t .Z~,  (9) 

wo i eine der Zahlen i ,  2 . . . .  k ist. Wenn nun fiir 9 die Gleichung (9) erfiillt 
ist, soll 9 ein Primideal der i ten Seite des Polygones (p, rp(x)) genannt werden. 

Es soll jetzt  gezeigt werden, dass die Zahlen 

alle ganz sind. Dies folgt einfach indem man zeigt, dass alle Idealteiler des 
Nenner$ pi.~l auch im Z~hler aufgehen. Naeh der frfiheren Bemerkung geht ein 
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Primideal p, das gleichzeitig in p und g(O) aufgeht, gewiss ebenso oft im Z~hler 

wie im Nenner auf. Ist  dagegen p ein Primideal, das gleichzeitig in p und el(O) 

aufgeht und das zur ersten Seite geh~irt, wofiir also 

s . x: = t . gl 

ist, dann wird ein solches Primideal genau so oft im Z~ihler wie im Nenner 

aufgehen, und wenn die Zahlen ( i o ) g a n z  sind, kSnnen sie also nicht dutch 

ein Primideal der ersten Seite teilbar sein. Is t  zuletzt p ein Primideal der ite~ 

Seite, i ~ 2 ,  so hat  man nach (2) 

oder 

3~i X l 

i . t . g ~ > i . s . x j ,  

d. h. p geht im Z~ihler in einer hSheren Potenz als im Nenner auf. 

Eigensehaften der Zah]en (Io) leitet man einfach ab: 

Die Zahlen 

7 / 7 ( 0 )  h l + x l + l  . 0 1 ( 0 )  i ( i =  I ,  2 ,  �9 �9 �9 e,t + I )  

Aus diesen 

sind alle ganz und durch alle Primidealteiler von p teilbar ausser solchen, welche in 

cp(O) au]gehen und zur ersten Seite gehdren. 

Daraus folgt weiter, dass die Zahl 

~(o)hl+~*+ 1. ~ /~)  =~r(o)h*+~,+~(O,(O),,+~,,,(o). o,(o)~,-~ +--. + S~,~,(o)) (~) 

auch ganz ist, und nach Satz i7, dass diese Zahl durch alle Primidealteiler yon 

p teilbar ist, welche in of(O) aufgehen und zur ersten Seite gehSren. Wenn p 
ein gomeinsames Primideal yon p und r  ist, das zur i t*n Seite gehSrt, i>=2, 

so kann diese Zahl ( iI)  nicht dutch ein solches Primideal teilbar sein, denn in 

(rI) sind alle Glieder ausser dem letzten dutch p teilbar. Es ist daher bewiesen: 

Die Zahl 

T ,  (0)  ~ ~c( O) h1+~,~I . / '  (0 )  phx 

ist ganz und dutch alle Primideale yon p teilbar, welche nicht in cp(O) au/gehen 

oder in of(O) au/gehen und zur ersten Seite gehdren, aber dutch keine anderen Prim- 

idealteiler yon p, 
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Diese Untersuehungen sollen nun dureh den fo]genden Satz verallgemeinert 

werden : 
Satz 22. Man  kann eine solche Reihe yon ganzen Zahlen des Kdrpers 

To(O)=z~(O),  T,(O),  T 2 ( O ) , . . .  Tk(O) 

yon der Eigenscha/t bestimmen, dass Ti(O) dutch alle Primideale von p teilbar ist 

ausser solchen, welche in el(O) au/gehen und zu den Seiten Si+l, S~+e, . . . Sk gehdren. 

Der Satz soll durch vollst/indigo Induktion bewiesen werden, indem man 

beachtet, dass die Zahlen To(O) und Tt(O) yon den gewiinschten Eigensehaften 

sehon bestimmt sind. 
Es sei daher eine Zahl Ti_1(,9) derart bestimmt, dass sie erstens ganz und 

zweitens durch alle Primidealteiler yon p, welche nicht in el(0) aufgehen, und 

dureh alle Primidealteiler yon (p, (p(O)), wofiir 

s . z i = t . i ~ j  ( ] - - 1 , ~  . . . .  i - - ~ ) ,  

aber dureh keine anderen Primideale yon p teilbar ist. Man kann dann die ganze 

rationale, positive Zahl xi-1 so bestimmen, dass die Zahlen 

T i - l ( 3 )  x i - l  �9 0 i ( ~ 9 )  u = Ti-1 ( 0 )  x i - 1 .  * F ( O ) u ' " i  ( u  =~ i ,  2 ,  . . .  e i  + I )  
p u  . ~,i 

(12) 

nile ganz sind. Denn man kann x i - l  so gross w~hlen, dass alle Primideale, welche 

gleichzeitig in p und Ti-l(O) aufgehen, in Ti _ l ( , g f  i-1 in einer hSheren Potenz 

als in p,.~i aufgehen. Ein Primideal, das in (f(O) aufgeht und wof i i r s ,  z i =  t.)~i 

ist, geht genau ebenso oft im Z/i.hler wie im Nenner auf, und wenn daher die 

Zahlen (Iz) ganz sind, kSnnen sie sicher nieht d u r c h  solche Primideale teilbar 

sein. Wenn zuletzt ~ ein Primideal ist, das in (,t 9, (/)(,9))aufgeht und zur jr,,, 

Seite gehSrt, 7"> i, so folgt aus (2) 

oder 

"Zi Xi t - - s . .  > s . .  

It  . t . ),i > 8 . "/.i . U ,  

und ~ geht daher im Z/ihler in einer hSheren Potenz als im Nenner auf. Die 

Zahlen (12) sind also aile ganz und durch alle Primidealteiler yon p teilbar, 

au~ser solchen, welche in ~s aufgehen und zur iten Seite gehSreu. 
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Daraus folgt, dass die Zahl 

Ti_~ (,))~i-1. Fi(O,  Oi ( 3 ) ) =  Ti_,  (O) *i-~ (Oi(O) ei 4 

+ Si ,~(O).0~(0~ "i-~ + . . .  + Si, e~(O)) 

ganz sein muss, und diese Zahl ist durch alle Primideale yon p teilbar, welche in 

T i - l ( 3 )  aufgehen, also solche, welche nicht in el(O) aufgehen oder in rf(0) auf- 

gehen und zu den Seiten S~, S~ . . . .  Si-1 gehSren. Aus 

F~(O , O~(O)) = h ( o )  

foigt nach Satz 17, dass die Zahl (13) auch durch solche Primideale teilbar wird, 
welcho zur iron Seite gehSren. Wenn zuletzg p ein Primidealteiler yon (p, ,~(O)) 

ist, der zur re.  Seite gehSrt, ] >  i, so geht dieser in allen Gtiedern ausser dem 

ietzten yon (13) auf, und folglich isg diese Zahl niehg dureh ~, teilbar. 
Man kann daher 

Ti(  O) = T i - l  ( O) xi-1 . El(O, Oi( O)) 

setzen, womit der Beweis des Satzes 22 durehgefiihrt ist. 
Aus dem Beweise sieht man auch die Richtigkeit des folgenden Satze's ein: 

Satz 23. Die Zahlen 

Ni  (0) -~ T i - ,  (0) x i - '  . Oi (0) (i = I ,  2 . . . .  k) (14) 

sind alle ganz, und Ni(O) ist dutch alle Primidealteiler yon p teilbar ausser solchen, 

welche in ~p(O) au/gehen und zur i to" Seite geh6ren. 

Man kann leicht die Zahlen Ti(3)  explicite darstellen, denn es ist 

To(O) = ~r(O), 

T , ( o )  = ~ ( o )  ~. . F , ( O ,  0, (0) )  xo = h, + z ,  + 1, 

T~(O) = ~ ( O V  ..~, . F , ( O ,  0 , (0) )~ , .  F~(O, 0~(0)) ,  

und daraus folgt im Allgemeinen 

Ti (O)  - -  ~ ( o )  ~~ . . . .  ~ - , .  F~(O,  0 , (0 ) )  ~ ' ' ~ - ' F d o ,  0~(0)) ~ . . . .  ~ - , . . .  F~(O,O~(O)) (1~) 

Dieser Formel zeigt, dass es eine solche Potenz p" von p gibt, dass man, 
wenn man Ti(x)  mit p~ multipliziert, ein Polynom erh~lt, dessen Hauptpolygon 



288 0ystein Ore. 

(p, ep(x)) aus i Seiten besteht ,  die zu den i ersten Seiten des Po]ygones S yon 

/ ( x )  parallel sind, aber eine andere L~inge besitzen. AUS (15) folgt, dass man 

a = x~ . x ~ . . .  x i - i  �9 h, + x~ . . .  x i -1  �9 h~ + . . .  + x i - x . h l - x  +h i  

setzen kann.  

w 2. Weitere Untersuchungen. 

Es ist  schon gezeigt worden, dass die Zahl 

Ti (O)=Ti_ t (O)  xi-1.  Fi  (O, Oi (O))--:Ki (0).  (Oi (0) ei + Si.1 (0). 01(0) e i - I  + . . . .  t Si, ~i(O)), (16) 

WO 

T i - 1  (x) x i - !  = K i  (x), (17)  

ganz und dureh alle Pr imideale  yon p teilbar ist, welehe in ~r(O) aufgehen oder 

in el(O) aufgehen und wofiir gleiehzeitig s .  z j =  t .  ~j ist, wo i eine der Zahlen 

I ,  2 . . . .  i bedeutet .  Ebenso folgt aus Satz 23, dass die Zahl 

K i ( O ) .  Oi(O) 

g a n z . u n d  durch alle Primidealtei ler  yon p tei lbar ist ausser solehen, welche in 

ep(O) aufgehen und woffir s .  z i =  t .  s Die Zahl 

K i ( O ) ' .  Oi ( 0 ) .  F i ( O ,  Oi(O)) 

und folglieh aueh die Zahl 

Ki(O) . Oi(O) . F i (O ,  (h(O)) (~s) 

Hier 

sind, 

soll. 

und durch Vergleichung der Gradzahlen erhiilt man die Relat ion 

tl 

i -1  

also /(i)(x) fiir alle i nu t  versehiedene Pr imfaktoren  (rood L i ) e n t h a l t e n  

Man hat  dann 

(i)(X ]i(x)~/(~O(x).  /(~i)(x) . . .  ]t i ) (mod Li), 

(~9) 

werden daher  ebenfalls ganz und dureh alle Primidealtei ler  yon p teilbar. 

ist zu bemerken,  dass, wenn i = k ist, schon die Zahl (16) du tch  alle Primideal-  

teiler yon p teilbar wird. 

Von je tz t  an soll vorausgesetzt  werden, dass in (4) alle Exponenten  e!i)= i ) 
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Es sollen nun al]e Zahlen yon der Form 

Ki(O) . 0~(0) . A (0, O~(O)) = 

K~(O). Oi(O) (AI(O). 0~(0) ei-1 + A~(O). Oi(O) ei-2 +. . .  + A,~(O)) (20) 

untersucht werden, wo die Koeffizienten Ai(O) Polynome in 0 sind. Es wird 

hier i ~ k - - i  vorausgesetzt, der Fall i = k  soil spoiler erw~ihnt werden. 

Man soll nun erstens bestimmen, unter welchen Bedingungen eine Zahl yon 

der Form (20)dutch  a]le Primidealteiler von p teilbar sein kann. Aus w i folgt, 

dass eine Zahl (20) immer durch alle Primidealteiler yon p teilbar sein muss 

ausser solehen, welche in of(0) aufgehen und zur i ten Seite gehSren. 

Wenn in (20) alle Koeffizienten As(x) (rood p) durch cp(x) teilbar sind, also 

A,(x)~A2(x)~ . . . -=A~i(x)~:  o (modd p, ~(x)), (2i) 

so ist diese Zah] sicher durch alie Primidealteiler yon p tei|bar. Man kann 

daher voraussetzen, dass in (2o) der erste Kocffizient, der nicht durch el(x) (rood p) 

teilbar ist, gleich A~i_~(x ) ist. Man kann dann ein Polynom C(x)derar$ be- 
stimmen, dass 

C(x) . A~i_~(x ) ~ I (modd p, cp(x)), 

u B d  w e r l n  

C(x) . A~i_~+i(x)-- Bi fx  ) (modd p, q,(x)) 

gesetzt wird, so folgt, dass auch die ganze Zahl 

b = K~(O). Oi (0). B(O, Oi(O)) = Ki(O). Oi(O) (0,(0) ~ + B,(O). Oi(O) *-x + .  + Bs(O)) 

durch alle Primidealteiler yon p teilbar sein muss. Hier kann offenbar auch 

B~(x)~I~o (modd p, ep(x)) 

vorausgesetzt werden. 

Dabei bedeutet  

B(x ,  y ) = y ~  + B,(x) .  y~-a + . .+ B~(x). p~.~i, 

und folglich ist 

B'(x) = p~.~i. B(x ,  O~(x))=~(x) ~'~ + B,(x) .  p"~. ~(x) ~ - ~ ' i  +. . .  + Bdx) .  p~.~i 

ein Polynom mit dem geradlinigen Polygone Li (p, cp(x)). M6glioherweise k6nnte 

B(x ,  y) sich auf die Einhei~ reduzieren, indem es dann keine Primideale der 
/ton Seite giibe. 

Aeta mathematica.  44. Imprim6 le 21 novembre 1923. 37 
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Man kann jetzt immer eine solche Potenz p~ bestimmen, dass 

pP. K~(:v). B (x ,  Oi(x))= C(x) (22) 

ein Polynom wird mit einem Hauptpolygone (p, el(X)), das aus i Seiten besteht, 

welehe zu den i ersten Seiten des Polygones S yon / ( x ) ( p ,  el(x)) parallel sind. 
A priori ist es jedoeh mSglich, dass in C(x) die ite Seite fehlt. 

Man bildet nun die Gleiehung 

b ~ +e~ . b ~-1 + . - . +  e~=  o, 

t~ 

i i "~f" 

I i  /~ /~ ~ 

Fig. 3- 

welcher die Zahl b geniigt, und hier sind nach Satz x8 al]e Koeffizienten el dureh 
p teilbar. Diese Gleichung zeigt, dass eine Identitiit 

K~(z)', . Oi(~)" . B ( x ,  01(x))- + 

+ e,.  Ki (x)  "~-1 . Oi(x) n-1 . B ( x ,  Oi(x)) "~-I + . . .  + e,~ = / ( x ) .  g(x) 

besteht. Wenn diese Identit~it mit p~'#+"~i multipliziert wird, folgt nach (22) 

C(X)".  cp(x) z~" + e , .  C(x)" -~ .  ~(x) ~'I(~-1) . p~+~ + . . .  + e~. p-(~+~0 = / ( z ) .  g,(x), (23) 

we beide Seiten ganzzahlig sind. Das Haupipolygon (p, q~(x)) der linken Seite 

yon (23) sell jetzt  bestimmt werden. Zu diesem Zwecke beachte man, dass 

die Polynome 

C ( x )  n, pfl . C(•)  n - 1  . . . .  jo(n-1)fl : C ( x ) ,  ~on.fl (24) 

aIle Polygone besitzen, die ,einander ~ihnlich sind, und nach (22)bestehen diese 

Polygone aus i Seiten, welehe zu den i ersten Seiten des Hauptpolygones yon 
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[(x) parallel  sind. Dazu kommt noeh eine Seite, die zu der X-Achse parallel 

ist. Wenn man diese Polygone aufzeiehnet, werden sis etwa so liegen, wie es in 

Fig. 3 abgebildet worden ist, wo das J_hnliehkeitszentrum der repr~isentierende 

Punkt  yon p~-# ist. 

Nun kommen aber in (23) nicht die Polynome (z4) vor, sondern die Glieder 

O(z)". ~ (xf'~'", 

p~+~i. C ( z ) . - 1 .  cf(z)zi(.-~) . . . .  p(--1)(#+.i). O(z) . <p(z) ~,  p.(~+.i) (zS) 

,,;2/ 

i / /  / 
,, ,, j . l  / 

/ / /  i// J 
/ /  " I S*t "r 

Fig. 4. 

Die Lags der Polygone dieser Polynome erh~ilt man aber leieht aus den Poly- 

gonen yon (24) und aus Fig. 3, indem man beaehtet, dass, wenn sin Glied mit 

cp(x) a multipliziert wird, dies eine Versehiebung der repriisentierenden Punkte  

parallel der X-Aehse naeh links um sine Streeke a bedeutet .  Ebenso be- 

deutet  die Multiplikation mit pr eine Versehiebung parallel der Y-Aehse um eine 

Streeke 7 naeh oben. Wenn daher (t, n i l )  die Koordinaten des /~hnliehkeits- 
zentrums in Fig. 3, also des gemeinsamen Endpunktes  der Polygons yon den Poly- 

nomen (24) sind, so wird der Endpunkt  des Po]ygones yon einem der Polynome (z5) 

p,~+,o. O(x)"- ' .  re(x) z~("-') 

in den Punk~ P fallen, der die Koordinaten 

(t + )u . s ,  nf l  + s . ~ ) )  

x~ welche dureh den Punkt  (t, n fl) besitzt, also auf eine Gerade yon der Neigung ]~., 
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geht. Die Polygone yon den Polynomen (25) mfssen also wie in Fig. 4 liegen, 
we das/~hnlichkeitszentrum die Koordinaten 

(t + ~ .  n ,  n(fl  + x~)) 
hat. 

Man sieht daraus, dass ein Polynom, das aus einer Summe yon den 

mit gewissen Zahlenkoeffizienten versehenen Gliedern (25) besteht, ein Haupt-  

polygon (p, ep(x)) besitzen wird, das erstens aus don i Sei~en yon C(x) "~ besteht  

xi und dann fiir den Rest  entweder mit der Geraden yon der Neigung )~ yon d e m  

Endp.unkte dioses Polygones bis zum Punkte  P ganz oder teilweise zusammen- 

f~llt odor oberhalb dieser Geraden f~illt. 

In diesem FaIle, we das Polygon der linken Seite yon (23) bestimmt 

werden sell, sind aber alle Koeffizienten e~ dureh p teilbar, und daraus folgt 
leieh~, dass das Polygon (p, ep(x)) der linken Seite yon (23) aus den i Seiten yon 

C(x) n bestehen muss und dazu noeh einigen Seiten, die gewiss yon grSsseren 

Neigungen sind. Weiter sieht man ein, dass yon den Gliedern in (23) nur C(x)" 
solche Glieder in der Entwiekelung (p, cp(x)) liefern kann, welehe auf den i ersten 

Seiten dieses Polygones liegen. Durch diese Bemerkung folgt nach (22), dass dot 
Faktor,  weleher der i ten Seite entsprioht, gleich B~(x) " sein muss. 

Da die rechte Seite yon (23)/(x) als Faktor  enthiilt, muss diese Seite ein 

Polygon besitzen, worin das Polygon S von ](x) in  der Weise eingehen muss, dass 

jede Seite yon S darin vorkommt. Es muss folglich auch in dora Polygone 

ffir die linke Seite yon (23) eine Seite yon der Neigung ~-/vorkommen. Da welter 

[i(x) ein Faktor der i ~n Seite in dem Polygone rechts ist, so folgt dass B r(x) '~ 

(mod Li) durch /i(x) teilbar soin muss. 
Da aber [i(x) nach den Voraussetzungen nur verschiedene Primfaktoren 

(mod Li) besitzt, folgt, dass aueh Bt(x) (mod Li) dutch [i(x) teilbar sein muss. 

Nun ist aber [i(x) yon einem hSheren Grade als B'(x), und B'(x) kann daher 

nieht (rood Li) dureh ]i(x) teilbar sein. 
Dutch diesen Widersprueh ist bewiesen, das8 eine Zahl yon der Form (2o) 

nicht dutch alle Primidealteiler yon p teilbar sein kann, ausser wenn (2I) er/i~llt ist. 
Bei diesen Untersuehungen ist i ~ / c - - i  vorausgesegzt worden. Wenn i = k  

ist, wird sebon die Zahl 

Kk(0) .  Fk (0, 0k (0)) = Kk (0) .  (0k (fi)~k + Sk ~ (0) 0 ek-~ , �9 k + " "  + 8 ~ , ~ k ( O ) )  

dutch alle Primideal~eiler von p teilbar, und man untersucht in diesem Falle 

ganz analog, warm eine Zahl yon der Form 
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Kk( `9 ) .  A (O, Ok(`9)) = Kk(`9) (A,  (O).  Ok(,9) e~'-~ + . . .  + Ae~,(O)) (26) 

dureh alle Primideal~eiier yon p teilbar sein kann. Wenn eine Zahi (26)dureh 

alle Primidealteiler yon p teilbar ist, wird es wie friiher mSglich, eine Zahl von 

der Form 

b = K~ (,9) (B  (,9, Oa (0))  -= K k  (0) (Ok(`9) ~ + B ,  ( 0 ) .  Ok(O) ~-'  + . . .  + B~(`9)) 

derart  zu bestimmen, dass auoh b dureh alle Primidealteiler yon p teilbar ist. 

Weiter kann man hier immer einen solehen Exponenten a yon p bestimmen, dass 

pa . KI , (x )  . B ( x ,  Ol,(x)) =- K 'k (x )  . B ' ( x )  

ein Polynom mit einem Hauptpolygone (p, fp(x)) wird, das aus k Seiten besteht, 

die zu den Seiten des Polygones (p, cp(x)) y o n / ( x )  parallel sind, und der Faktor,  
weleher der k ten Seite dieses Polygones entsprieht, gleieh B' (x )  wird. 

Man bildet wie friiher die Gleichung 

b n + e, . b n-1 + . - .  + e . = o ,  

weleher b geniigt und we alle Koeffizienten naeh Sa~z 18 dureh p teilbar werden. 

Daraus fo]gt welter das Bestehen oiner Identit/it  

Ktk(x)  n . Br(x)  n-t- et:  pa. K,k(x)n-1. B,(x)n-1 + . . .  + en. pn.a = t(X) " g(X). (27) 

Die Polygone der Glieder 

K ' ( x )  '~ . B'(x) n, K'k(X) "~-1 . B ' ( x )  " -1  . p'~, . . .  K ' k ( x )  , B ' (x )  . p(,,-l),,,  p,,.~ 

liegen alle so, wie es in Fig. 3 abgebildet worden ist, und daraus folgt leieht, 

dass die linke Seite yon (27) ein Polygon besitzt, das mit dem Polygone yon 

K ' k ( x ) " .  B ' ( z ) "  identiseh ist, und dass alle anderen Polynome ei. p~ '" .  K ' k ( x )  " - i .  

B ' i x )  " - i  nur solehe Glieder liefern kSnnen, welehe oberhalb dieses Polygones 
liegen. Daraus folgt  wie friiher, dass B ' ( x ) "  (mod LD dureh h ( x ) u n d  daher 

aueh B ' ( x )  (mod LD dureh /k(x) teilbar sein muss. Dies ist aber offenbar 

nicht miiglieh, und daraus folgt, dass eine Zahl yon der Form (26) nur durch 

alle Primidealteiler yon p teilbar sein kann, wenn 

A , ( x ) - =  A~(x)=--- . . . . .  A , k ( x ) ~ o  (modd p, fp(x)). 
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w 3. Die Pr imidea lzer legung yon p. 

Es folgt nun sofort aus w 2, dass es fiir jede Seite Primideale gibt. Denn 

w~ire fiir eine Seite Li, i<  k, dies nicht der Fall, so miisste sehon die Zahl 

K~(O). 0~(0) 

durch alle Primidealteiler von p t e i lba r  sein, was nieht mSglieh ist. Wenn i =  k 

is t ,  wiirde schon die Zahl Kk(O) dureh alle Primidealteiler yon p teilbar sein, 

was  aueh nicht mSglieh is(. 

Um eine einheitliche Darstellung der folgenden Untersuehungen zu erhalten, 
soll die Bezeiehnung 

Ki(O) .Oi (O)= Mi(O) ( i = 1 , 2 , . . . k - - 1 ) [  

f Kk (0) = Mk ( 0 )  
(28) 

eingefiihrt werden. Die ganze Zahl Mi(O) ist dann n a c h w  I dureh alle Prim- 

ideale yon p teilbar ausser solehen, welche in ep(O) aufgehen und zur i te~ Seite 
gehSren. 

Man kann daher die Resultate des w 2 folgendermassen zusammenfassen: 

Eine Zahl 

Mi(O) . .4 (0, 0~(0)) =M~(O)(At(O)  . Oi(O) e i ' l  + ' ' "  + Aei(O)) (29) 

tcann nur dann durch alle Primidealteiler yon p teilbar sein, wenn 

A , ( x ) - - A ~ ( x ) ~ ' " = - - A e i ( x ) - - o  (modd p, cp(x)). 

Es sollen nun die Primideale der i ten Seite untersueht werden. Die ganze Zahl 

M~(O). .  ~J:~(O, 0~(0))  ( j  = i ,  2 . . . .  t~) (30) 

muss fiir alle j durch ein Primideal der i ~'n Seite teilbar sein, denn w~ire dies 

nicht der Fall, miisste sehon, da Mi(O). Fi(O, 8i(0)) dureh alle Primideale der 

ite* Seite teilbar ist, 

Mi(O) t i  - 1  ~(~) l/j(i) , , , ( i 1  l / j { i )  
. . . .  ] - j - 1  �9 ~ t " j + l  �9 �9 �9 r t  i 

[e~.~ = ~o(o ,  o,(o))] 
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duroh allo Primideale der it~ Seite und folglich aueh 

M~(O) ~vi'). ,i~(o ,i,(~) ,t~,J 
�9 . .  - r j _ _  1 �9 V / + l ,  �9 �9 ~tl 

dutch alle Primidealteiler yon p teilbar sein, was nicht mSglieh ist. 

Wei~er kSnnen zwei yon den Zahlen (3 o) nicht durch dasselbe Primideal 
der i te~ Seite teilbax sein, denn man kann immer solche Funktionen C(x, y) und 

D(x, y) bestimmen, dass 

q~)(x, V).C(x,  y)+ ~ ( x ,  y ) .D(x ,  y ) ~ I  (modd p, el(x)) 

ist, und wenn diese Kongruenz mit M~(O) ~ multipliziert, und x----- O, y ~ 0i(0) ge- 

setzt wird, folgt, dass aueh Mi(O)~ dureh  einen gemeinsamen Primidealteiler der 
/ton Seite teilbar sein muss, was aber naeh den Eigensehaften yon Mi(O) nicht 

mSglieh ist. Es gibt daher sicher mindestens ti versehiedene Primideale der 
itea Seite. 

Sei nun p)o ein Primideal der i t~ Seite, das in einer Zah] (3o) aufgeht. Wenn 

dann eine Zahl yon der Form (29) dutch pj(o teilbar sein sell, so muss A(x, y) 

(modd p, q~(x)) dureh ~]~)(x, y) teilbar sein. Denn w~ire dies nieht der Fall, 

k6nnte man solehe Funktionen C(x, y) und D(x, y) bestimmen, dass 

9~i)(x, y). C(x, y) + A(x,  y). D(x, y ) ~ i  (modd p, (p(x)), 

und dureh Multiplikation mit Mi(O) ~ wiirde wie friiher folgen, wenn x = O ,  
y =  Oi(O) gesetzt wird, dass Mi(O) durch p3(.0 teiibar were, was nieht mSglich ist. 

Aus dieser Bemerkung folgt, dass es unter don Zahlen (29)mindestens 

p J inkongruente Zahlen fiir den Modul p~i)gibt, und daher ist der Grad /3(.0 

vonp~ I~ sicher nieht kleiner als ~0. m. Indem man beriicksiehtigt, dass nachw 5. I I I  

tl) immer dureh m teilbar sein muss, kann man daher J 

/.(:, = ( 4 ' ) +  ..,',) m 

setzen, we ~/~> o ist. Es soil gezeigt werden, dass in der Tat  a~ i~ = o ist. 

Das Primideal p}i~ geht naeh Satz i6 mindestens in einer Potenz ;ti in p 

auf, und daher ist gewiss pJ.0 zi ein Toiler yon p. Das Ideal 
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ist daher aueh ein Teiler yon p und enth/ilt nur Primideale der i te= Seite. 

hat hier 

und setzt man 

so ergibt sich naeh (I9) 

Daher ist also 

Man 

ti 
. ~  f{i) ~ /.:a j 

N P i ~  p j-1 , 

ti t i 

I , =  + 
J--I j--I 

ti 

l , = , , , . z ,  + z, + 
j - 1  

N P i -~p  fi, 

we ] i > m .  Is, und es kann nur dana ] i =  re . l ,  sein, wenn alle 4'3 versehwinden. 

Fiir alle Seiten des Polygones (p, ~o (x)) von ](x) kann man nun entspreehende 

Idealfaktoren Pi yon p bestimmen, und es wird dann aueh 

P = P , . P 2 . . - P t  

ein Teiler yon p und nach w 4. III  aueh ein Teiler des Ideals ~ =  (p, ef(O)z). I-Iier wird 

N P = pZt~, 

und da 

kann man 
N P ~ p m . e + z ,  

setzen, we f l>  o ist. 
Diese Untersuehungen beziehen sich alle auf die Bestimmung der gemein- 

samen Primfaktoren von p und rf(O). Wenn aber die Voraussetzung gilt, 

dass ffir alle Primfunktionenentwickelungen (p, ~,(x)) yon /(x) die Faktoren in 

der Zerlegung ffir das Polygon (p, ef,(x)) versehieden sind, so kann man ffir alle 

diese Primfunktionen ep,(x) die ii, hnlichen Untersuehungen fiber die Primideale 

vornehmen, und man erh~It in dieser Weise fiir alle Primfunktionen ~0,(x) die ent- 

spreehenden Ideale P, die alle zu einander relativ prim sind und auch alle in p 

aufgehen. Nennt man daher ff das Produkt  dieser Ideale P ,  so ist pr auch ein 

Idealteiler yon p. Es ist aber 
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wo die Summe i iber  die Wer te  fiir alle ve r seh iedenen  Pr imfunkt ionen  ~ ( x )  aus- 
zudehnen  ist. Da abe t  

( m l  + ~) - -  n + ~ 

und N p  = p",  folgt, dass Z fl-~ o sein muss, und es wird p = p' ,  wodureh  also 
d i e  Primidealzerlegung yon p voIlst~indig best imm$ ist. 

Aus der  Bedingung  Z/~ = o folgt, dass such  alle fl versehwinden miissen, 

und  da fl--~ Zfll war, wo alle fit posi t iv  oder  Null  waren,  so miissen aueh alle 

fit ~--o sein, und folglich h =  m .  lt. Dies war  aber  nur dann mSglieh, w e n s  alle 
a~:~ versehwinden.  Daher  ist also 

$(i). 

Man kann diese Resu l t a t e  in dem folgenden H a u p t s a t z e  zusammenfassen:  

8atz  24. 8e l  

] (x)~q) i (x )~  . ep2(x)~ . . . ep,(xf" (mod p) 

die PrimIunktionzerlegung yon / ( z ) .  Dann  int 

WO 

~ - - - ( I  1 . f t ,  . . . t i m ,  

a, = ( p ,  r  

U m  die Primidealzerlegung eines Ideals 

�9 - -  ( p ,  ~o(o)*)  

zu bestimmen, I~mstruiert man  dan Newtonsche Polygon (p, q~(x)) yon /(x) und be- 

s t immt  die Prim/unkt ionen 

/i,)(~), li'~(~) . . . .  li~(~) (i = ~, 2 , . . .  k) 

/iir sUe 8eiten Lt  des Polygones. Wenn  bei dieser Zerlegung /iir die Seiten ~zur ver- 

schiextene Prim/aktoren vorkommen und dies ]iir aUG Prirn/unktionen ep(x) gilt, so ist 

�9 " "  r t ~ ,  " " " v t ~ ,  . . . . . .  T ' t  k l  �9 

Hier int dan Primideal  pJ') yore Grade ,~.0. m, wens  ,J ' ) .m den Grad yon /Ji)(x) 

bedeutet. 
Es ble ibt  nun  n u t  iibrig, die Pr imideale  p~t) zu bes t immen.  

Ac~,a m a t ~  ~.  lmprlm6 Io 21 novembre 1923. 38 
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w 4. Bes t immung  der Primideale.  

Um ein Primideal ~0 als grSsste gemeinsame Faktor  von Hauptidealen 
zu bestimmen, beachte man, dass pJO immer in 

M ~ ( O ) .  ~p~.0(O, 0~(0)) (31) 

aufgeht. Diese Zahl kann aber durch keine anderen Primideale der iten Seite 

teilbar sein, denn sonst wfirde man naeh der Schlussweise in w 3 folgern kSnnen, 
dass N p  > p~ wiire. Daher ist (31) durch eine Potenz yon p~o und iibrigens dureh 
keine anderen Primideale der i t~ Seite teilbar. 

Worm i = k  ist, hat man nach (28) 

Mk(`9)  . ~ k ) ( O ,  Ok(O)) = Kk(`9)  . ~P~'~}(̀ 9, Ok(O)). 

Wenn aber i < k ist, wird 

Mi( `9 )  . ~ i~(  O, Oi(o))  = Ki( `9)  . Oi(O) . ~oJo(8, Oi(O)),  

und naeh der Definition der Zahl Ki(`9) (i7) ist aueh die Zahl 

Ki (O)'. 01(0). qJJ0 (0, 0~ (0)) 

d u r e h  keine anderen Primideale der i ton Seite als ~03(.0 teilbar. Aus Satz 25 folgt 
aber, dass 

Ni (,9) = Ki  (,9). 0i (,9) 

nieht dutch psi') teilbar sein kann, und fo]glieh ist also fiir alle i 

Ki(O). ~os(.~(,9, 0~(,9)) 

dureh Oji), aber dutch keine anderen Primideale der i ten Seite teilbar. Diese Zahl 

kann weiter nur  dureh solehe Primideale yon (p, of(O)) teilbar sein, welche zu 
den i - - I  ersten Seiten gehSren. Denn in der Summe 

s(i) , ( 0  l 
K,( ,9) .  ~J,)(,9, 0~(,9)) = K,(,9)(0~(0) ~ + SJ~)~(o) . 0,(0)~ + . .  + ,S!~)(,)(`9)) 

sind alle Glieder 'ausser  dem letzten naeh Satz 23 du reh  alle Primideale der 
Seiten Li+I . . . .  Lk teilbar. 
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Daraus sieht man leicht ein, dass das Ideal 
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I = [p, ep(O), N:(O) ,  . . . ,  N i_ t (O) ,  K i ( O ) .  ~p)o(O, 0~(0))] 

eine Potenz von p)0 ist. Denn ein Primideal p(')geht nicht in K i ( O ) .  ~ 0 ( 0 ,  Oi(O)) 

auf, wenn s > i i s t ,  wenn aber , < i i s t ,  geht dieses Ideal nieht in der Zahl N,(O) 

auf, wie aus dem Satze 23 folgt. Das Ideal p)i) geht dagegen in alden Zahlen 

des Ideals auf, w~ihrend kein anderes Primideal der it0n Seite diese Eigen- 

sehaft besitzt. 
Es kommt jetzt  nur darauf an, eine Zahl so zu bestimmen, dass sie dutch 

pJJ) genau in der ersten Potenz teilbar ist. 
Wenn die Primidealzerlegung yon p dureh  Satz 24 gegeben ist, folgt aus 

Satz .i6, dass man aueh 

9(O) = (P~) plo .(o,-~ o~ (i = i , z , .  k) 
. . . .  r t i  I �9 �9 �9 

(32) 

hat, we das Ideal Oi duroh kein Primideal der i ten Seito teilbar ist. Man kann 

nun, da ~i zu hi relativ prim ist, zwei ganze, rationale positive Zahlen zi und 

yi derart bestimmen, dass 

zl .  xi --  y~. ~ = i, (33) 

we Yi < x~ vorausgesetzt werden kann: Die Zahl 

T i - I  (0) ~i-I  �9 (P(O)*i (34) 
pYi 

ist dann ganz und dureh p}i) genau in der ersten Potenz teilbar. Denn alle 

Primideale yon p, welehe nioht in 9(0)  aufgehen oder in rf(0) aufgehen und zu 

den Seiten LI, L2, . . .  Li- t  gehSren, gehen in Ti_ l (O)  ~i-1 in einer hSheren Potenz 

als in pui auf. Ein Primideal der i ten Seite geht im Nenner in der Potenz 

y l .  hl, im Z~hler naeh (32) in der Potenz zl .  xl auf, folglieh nach (33) im Z~hler 
genau ein Mal mehr als im Nenner. Ein Primideal der s ten Seite, s p i ,  geht 

im Nenner in der Potenz yl .)~, ,  im Z~ihler in der Potenz zi .~,  auf, und es ist 

naeh (2) und (33) 

und folglieh 

zi . • > yi . ~ .  
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Die Zahl (34) ist also ganz und durch alle Primideale der i t~ Sei te  genau in der 

ersten Potenz teilbar. 

Aus den Eigensehaften des Ideals I folgt nun leieht die Riehtigkeit des 

Satzes: 

Satz 25. Sei  N l ,  N~, . . .  1Vk eine Reihe von Zahlen des K6rpers, welehe den 

Bedingungen des Satzes 23 9eniigen, d. h. 

we also 

N s =  T s - l ( V q ) X ' - l  . Os(~9) = K ~ ( O )  . Os(O), 

o~(o) = 'P(O)~" 
~0 xs 

K~(O) T,_~(O) ~-~.  

Dann sind die Primideale p~:) des Satzes a4 "dutch 

~o(O)" / f ' (O)~ 

p~ ' ' I  

bestimmt, we die positiven, 9anzen rationalen Zahlen y~ und zi dutch 

zl . xi - -  yi . )~i ~ I , yi < zi 

verbunden sind. 

In dieser Darstellung des Ideals kommen noeh die Zahlen 

T, (0) = T,_, (0)"-~.  F,  (o, os (o)) 

vor, worin die noeh unbestimmten GrSssen xs auftreten. Dureh Satz 2 5 wird 

allgemein die Darstellung yon p~) gegeben, wenn nut  vorausgesetzt wird, dass 

Ns dutch alle Primideale yon p teilbar ist ausser solchen, welche in of(0) auf- 

gehen und zur s t~ Seite geh6ren. In der Bestimmung der Zahlen T,(0), w I, 

war es aber notwendig die Zahl x,-1 so gross zu wiihlen, dass die Zahl 

T s - I  (0 )  x s - |  �9 O# ( O f  s + 1 ~ T s - I  ( 0 )  x s - I  " r + 1) 
:p~s (% + I) 

ganz und durch alle Primidealteiler yon p ausser den Primidealen der iten Seite 

teilbar wurde, weil dies in den sp~iteren Untersuehungen angewandt werden 

sollto. Es ist aber klar, dass man, um eine Reihe yon Zahlen zu erhalten, 

welche den Satz 22 erfiillen, nut  x~--i so gross zu wghlen braueht, dass 
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T,_:(O)~_1 eP(O) e''~' �9 = T , _ I ( O F  . - ~  . o,(o)', (3~) e$ �9 X$ 

ganz und durch alle Primidea|teiler yon p ausser den Primidealen der i ~n Seite 

teilbar wird. Denn dann wird aueh die Zahl 

T,_~(O) ~'-~ . F ,  (o, 0, (o)) = T,_~ (OI ".-~ (0, (a) ~, + &, t (O) .  0 ( 0 f , - '  + . . .  + 8,, , ,(0)) 

ganz und kann folglieh gleieh Ts(O) gesetzt werden, weil darin alle Primideale 

yon p aufgehen ausser solohen, welehe in fp(O) aufgehen und zu den Seiten 

L,+I, . . .  L~ gehSren. 

Aus (35) folgt dann, dass ein Primideal der r te~ Seite im Nenner in einer 

Potenz e,. x,. it~ aufgeht, und es geniigt daher sicher, wenn man x,-! > h, .  it w~hlt, 

we it die grSsste der Zahlen iti, it 2 . . . .  it,-1 bedeutet. Dadurch wird es also 

immer mSglieh, die Zahlen T~(O) zu bestimmen. Fiir die Anwendungen ist es 

oft zweekm~ssig, die Exponenten x, einzeln zu bestimmen, nachdem nach Satz 24 

die Primidealzerlegung yon p und dadurch aueh yon ep(O)bestimmt ist und 

folglich ausgereehnet werden kann, in welchen Potenzen die Primideale im Nenner 

und Z~ihler y o n  (35) aufgehen. 
Wenn fiir eine Primzahl die Bedingungen des Satzes 24 erfiillt sind, reehnet 

man aueh leieht eine untere Grenze fiir die Potenz der Primzahl p aus, in welsher 

sie in der KSrperdiskriminante d aufgeht. Ein Primideal pie geht n~imlich nach 

D~.DSKIND 1, wenn Li n i e h t  dutch p teilbar ist, genau in der Potenz p~ 0zi-1 in 

der KSrperdifferente bau f .  Wenn abet ~ dutch p teilbar ist, geht dieses Ideal 

mindestens in der Potenz p(0 xl in b a u f .  

Da nun 

Nb----~/ 

e(i. ). m O.i --  1) 
ist, wird d mindestens dureh p3 teilbar, und da diese 0berlegungen fiir 

alle Primideale der i t~ Seite richtig sind, so wird d aueh dureh 

teilbar. Wenn 

dass d durch 

t i  

J m .  l i - - m . e  i p i-1 ~ pm(~i-I)ei.~ p 

man zuletzt die Primideale aller Seiten beachtet, folgt weiter, 

I D~:I)EK1ND, (B): Ober die Discriminanten endlicher K6rper, G6ttinger Abh. ~882. w 13. 
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! 

pa i 1 ! 

bestimmt, Denn in diesem Ideale gehen nach Satz 23 nur Primideale der i un 

Seite ~uf, und Pl geht in Ki(O).  ~f(~O)v-~ genau in der ersten Potenz auf, wenn 
pzi 

Y l . z l - - z l . i t i = I  ist. Dieser Fail trifft z. B. immer ein, wenn hi zu l~ relativ 

prim ist. 

Es sollen nun einige Zahlefibeisl~iele fiir die frfiheren Untersuchungen gegeben 

werden. Ieh w~hle als erstes das bekannte Beispiel yon Dedekind, we zum 

Fig. ~. 

ersten Male die Existenz eines gemeinsamen, ausserwesentlichen Diskriminanten- 

teilers eines KSrpers naehgewiesen wurde. 1 

Es sei 0 eine Wurze] der Gleiehung 

/ ( x )  = x ~ - -  x 2 - -  2 x - -  S = o .  

Diese Gleiehung ist irreduzibel, da sie keine rationale Wurzel besitzt, und wie 

eine einfaehe Reehnung zeigt, ist ihre Diskriminante gleich --22 . 503 . Folglich 

kann nur die Primzahl 2 ein Indexteiler sein. Man hat nun 

/(x)=~-(x+ I)X* (mod 2), 

und das Polygon yon / (x)(2.  x) hat, wie man sofort sieht, die in Fig. 5. wieder- 

gegebene Form. Daraus fo]gt aber, dass 

t DEDEKIND A. w 5. 
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das P r o d u k t  yon 3 verschiedenen Primidealen ersten Grades sein muss, wo ~)~ 

in ,9+ i ,  ~h und P3 in ,9 aufgehen. Dies zeigt auch, dass 2 ein gemeinsamer,  
ausserwesent l icher  Diskr iminantentei ler  des K~rpers  sein muss, wei] es (rood 2) 

nur zwei verschiedene Pr imfunkt ionen  ersten Grades gibt ,  niimlich x und z +  i. 1 

Naeh der ers ten  Bemerkung  dieses Pa rag raphen  kann  man hier 

p, ~ (2, `9 + ~) 

setzen. O m  die Ideale ~3 und  ~h zu bes t immen,  beach te  man,  dass hier it~ = ~ 2 =  i, 

z, = i ,  z~ = 2 und  daher  die Zahl 

N = ( ` 9  + I) .~- 
2 

ganz und  dureh Ps aber nieht  du tch  P2 tei lbar  ist. Wei ter  ist z + 2  der F a k t o r  

der  ersten Seite, und folglieh 

, 9 + 2  
F - -  (`9 + ~). - -  

2 

ganz und  durch  P2 abe t  nieht  dureh Ps teilbar.  Daher  kann man 

~ , =  (2, `9, (`9 + i)~`9 + 2)) 

~ s =  12, `9, `9(`9 + I ) ) 2  

setzeP. Duroh oine einfaehe Reehnung  i iberzeugt  man sioh, dass 

~ .  ~.~ = ( 2 ,  `9 ) ,  

und daraus  wieder, dass wirklieh 

~,. ~, .  ~ = (2) 
ist. 

Als ein anderes  Beispiel soll dot  KSrper  P(`9) gewghlt  werden,  der  durch  

1(`9) = `gs _ 8 `9 + 4 = o 

bes t immt  ist. Die Diskr iminante  dieser Gleichung ist 2 ' . I O l ,  und folgtich kann  
nur  die Pr imzahl  2 ein Indextei ler  sein. Das Po lygon  (2, z) ist eine Gerade,  wofiir 

it----3, z----2 ist. Dies zeigt erstens,  dass /(z) irreduzibel  ist, und zweitens, dass 

2 ----- ~)s 

I DZDEKIND A. w 4. 
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sein muss, wo das  Primidea] p yore ers ten Grade  ist. 

beaeh te  man,  dass 
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Um p zu bes t immen,  

0 ~  1 .O  

sein muss, wo q) n ieht  durch  ~ te i lbar  ist. Die Zahl  01 ist dann  dureh  p in genau 
2 

der  ersten Po tenz  tei lbar ,  weil 2 .  z - - I .  ~ ~ I i s t .  

setzen.  

8ein ,  w a s  at18 

Man kann daher  

In diesem Fal le  kann  aber  0 dureh  kein anderes  Pr imidea l  als I~ te i lbsr  

folgt,  und daher  ist 

ein Haupt idea l .  

4 = 8 0 - - 0  a 

w 6. G e m e i n s a m e  a u s s e r w e s e n t l i e h e  D i s k r i m i n a n t e n t e i l e r  e ines  Ki i rpers .  

Mi~ Hilfe des Satzes 24 kann  man nun in allen F~illen die fo]gende Auf- 

gabe 15sen: 

Es seien die ganzen rationalen, positiven Zahlen 

m t ,  m.~ ,  . . .  m r  

l , ,  l~ . . . .  l, 

so gegeben, das8 

m~ .l, +mz  .12 + . - .  + mr . l ~  (3 6) 

ist. Man  soU einen algebraischen K6rper P(O) n ten Grades so beaimmen, das~ eine 

beliebig gegebene Primzahl p die Zerlegung 

besitzt, wo das Primideal ~ yore Grade m~ ist. 

Die Summe (35) kann  in der F o rm  

too) . (l~1~ + l(sl) +. + I(1)) + m(2}(lC2) + . . .  + l~)) + . . .  + m(~)(l(~ *) + . .  + lO)) (37) 
r$ 

Aeta  mathematlca.  44. Imprim4 le 23 novembre 1923. 39 
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geschrieben werden, wo die Zahlen m t'~ alle yon einander versehieden sind. Setzt 

man dann 
l(~ ~' + l~) + . . -  + l~0 = L', 

so ist also 

m (l) . L~ + m (2) . L2 + .." + m (s) �9 L~ = n .  

D a  es bekanntlieh fiir einen Primzahlmodul p fiir alle Grade m Primfunktionen 

gibt, kann man eine Reihe yon Primfunktionen (rood p) 

~p, (x), ~f~(z) . . . .  ~,  (~) 

aufstellen, wo q~i(x) vom Grade m~O in x ist. Welter bestimmt man zu den Zahlen 

. . . .  z /2 (38) 

eine andere Reihe yon Zahlen 

h~), h~ . . . .  h(~] (39) 

derart, dass hi!) zu ~i) relativ prim ist, und 

z;', < <  

Es ist  dann mSglieh, ein Polygon Si zu konsiruieren, wo die Projekt iomn auf die 

Y-Aehse gleich den Zahlen (39) sind, wghrend die Projektiom.n auf die X-Aehse 

gleieh den Zahlen (38) sind, also die Projektion des ganzen Polygones auf die 

X-Aehse gleieh Li ist. Mall bestimmt nun, was auf um.ndlieh viele Weisen 

gesehehen kann, ein Polynom F~(x)  so, dass 

Fi (x)-=- cpi (x) Li 

und das Polygon (p .  cf~(x)) gleieh 8~ wird. 

Setzt man nun 

h(~) + h(~O ~ . . .  + h(~, = H~ 
' r i 

und ist h e i n e  ganze Zahl grSsser als alle H i ,  so werden in dem Polynome yore 
n t~" Grade 

l ( x ) =  F , ( x ) .  F ~ ( x )  . . .  F~(x)  + p h .  M ( x )  

die Hauptpolygone (p ,  ~f i(x))  gleich den Polygonen Si. Dabei bedeutet  M ( x )  

ein beliebiges Polynom yon hiichstens (n - -x )  t~m Grade. Wenn daher nut  naeh- 
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gewiesen w~re, dass man M(x)  so w~ihlen kfnnte,  dass ](x) irreduzibel  wKre, 

wfirde m a n  naeh Satz 24 die gestellte Aufgabe sehon gelfst  haben. 
Sei. daher 

F~(x).  F,(z)  . . .  Fs(x) =:x'*+ at .  x n-I + "  + an 

und 

so wird 

M ( x ) = b , . a n - 1 + b 2 .  x n-:  + . . . + b , ,  

/ (x)  = x" + (a~ + ph. bt) x '~-1 + (a2 + t~ . b,) x n-2 + . . .  + a,, + pa. b,,, 

we die bl nach Belieben gew~ihlt werden kfnnen.  Wenn nun q eine beliebige 

yon p versehiedene Primzahl bedeutet,  so kann man immer die Zahlen b~ derart  
bestimmen, dass  

aber 

a i + p h . b ~ o  (rood q) ( i =  i ,  2, . . .  n), 

a~ + ph. b,,_--I- o (mod q~). 

Wenn die Zahlen bl auf diese Weise gewiihlt we]den, ist also ](x) nach dem Satze 

yon Eisenstein irreduzibel, und daher die vorliegende Aufgab~ �9 gelfst. Es i s t  

auoh klar, dass sieh dureh diese Methode unendlieh viele versehiedtne Kf rpe r  
der gewiinsehten Art aufstellen lassen. 

Auf Grand dieser Untersuohung kann man w.rsehiedene wiehtige Resultate fiber 

-die Existenz der gemeinsamen, ausserwesentliehen Diskriminantenteder ableilen. 

Naeh (37) bedeutet  rl die Anzahl der versehied~.n~,n Primidtale yon p, 
welehe vom Grade me0 sind. Man kann nun in jedem einzelm.n Falle enlseht iden, 

ob diese Primzahl ein gemeinsamer, ausserwesentlieher Teiler d e r  Gattungs- 

diskriminante ist oder nieht, indem man naeh DEDEKI~:O ~ das folgende einfaehe 
Kriterium anwendet:  

lr Damit eine Primzahl p = p~,. p ~ . . .  Pr ' we das Primideal Pl veto Grade rn~ ist, 

ein gemeinsamer, ausserwesenllieher Diskriminantenteiler sei, ist. notwendig und hin- 

reichend, dass yon den Ungleichheiten 

ri> n(m(O~ ( i =  I ,  2 . . . .  s) (4o) 

wenigstens eine er/ii, llt ist. Dabei bedeutet n(m(O) die Anzahl der Prim/unktionen 
(rood p) veto Grade m(1). 
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Wenn m= a ~.b~... die Primzahlzerlegung einer Zahl mist, hat man be- 

kanntlieh 

n(~,)= m~p~-- Lp 

Da weiter immer p < n ( n - - i )  sein muss, wenn p ein gemeinsamer, ausserwesent- 
2 

licher Diskriminantenteiler ist, ist man im S tande ,  fiir ein gegebenes n a l l e  
Primzahlen p zu berechnen, welehe in einem KSrper n ten Grades gemeinsame, 
ausserwesentliehe Teiler sein kSnnen. Mittels (4o) kann man nun aueh fiir ein 
gegebenes p dieser Art alle versehiedene Wertesysteme 

bestimmen, wofiir 

l l , 1 2 , . ,  l ~  

f 

(41 ) 

(42) 

ein gemeinsamer, ausserwesentlieher Teiler in einem Kiirper sein muss, wo p 
diese Zerlegung in Primideale besitzt. Aus der LSsung der Aufgabe dieses Para- 
graphen folgt nun immer wirklich die Existenz soleher KSrper: 

Fiir #des System (40 und #de Primzahl p, wo]iir eine der Ungleichheiten (4o) 
er]iillt ist, lassen sich, und zu,ar au] unendlich viele Weisen, solche Kdrper n ten Grade8 
bestimmen, dass p ein gemeinsamer, ausserwesentlicher Diskriminantenteiler mit der 
Primidealzerlegung (42) wird. 

Speziell folgt daraus: Wenn p < n  und n__>3 ist, so gibt es nut  p Primfunk- 
tionen ersten Grades (rood p). Wenn daher p ~ ~0 t . ~02 . . .  pn sein soll, muss p ein 
gemeinsamer, ausserwesentlieher Teiler sein. Wenn n=>3, gibt es also fiir jeden 
Grad unendlich v iele Kiirper, worin gemeinsame, ausserwesentlicheDiskriminanten- 

teiler vorkommen. 

w 7. Behandlung der  Ausnahmef~lle .  

In dem Satze 24 ist vorausgesetzt worden, dass / (x ) f i i r  aUe Seiten der 
Polygoue (p, ~p(x)) in versehiedene Primfunktionen zerfallen soil. Nun ist es 

aber allgemein mSglich, dass fiir gewisse indexteiler aueh mehrfache Primfunk- 
tionen fiir einige der Seiten vorkommen. Diesen allgemeinsten Fall werde ieh 

jetzt behandeln. 
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Es sei also die Primfunktionzerlegung yon ] i ( x ) ( rood  Li) durch (4)gegeben. 

Man untersuoht dann wie friiher, wann eine Zahl yon der Form (2o), i < k - - i ,  

durch alle Primidealteiler yon p teilbar sein kann. Wenn (2o) durch alle Prim- 

idealteiler yon p teilbar ist, dann ist  es mSglich auch eine Zahl b yon der Form 

b = K i ( O ) .  0~(0).  (0~(0) ~ + B , (O) .  01(,9) ~-~ + . . .  + B,(O))  , < e~ 

so zu bestimmen, dass auch b durch alle Primideale yon p teilbar ist. 

wie friiher 

B ( x ,  y) = y~ + B~ (x) . y~-i + . . .  + B~(x) 

und 

Hier soll 

B' (x )  -~ p~ .,u. B ( x ,  Oi(x)) = cp(x) ~" ~i + B , ( x )  . p"i . cp (x) (~-l}i'i + . . .  + B~(x) . p~  ,,i 

gesetzt werden. 
Man bildet nun die Gleichung, welcher b geniigt und wo alle Koeffizienten 

nach Satz 18 durch p teilbar sind. Durch dieselbe Schlussweise wie in w 2 folgt 

daraus, dass Br(x)  '~ (mod Li) durch / i (x)  teilbar sein muss�9 Daraus kann man 
aber jetzt  nicht mehr schliessen, dass B' (x )  (rood Li) durch ]i(x)  teilbar sein 

muss, sondern nur, dass Br(x) (rood Ld durch das Produkt  aller verschiedenen 

Primfunktionen yon /~(x) (mod L~), also dutch 

llO(x). 

teilbar ist. Folglich muss B ( x ,  y) und daher auch A ( x ,  y) (modd p, rp(x)) dutch 

y). y ) . . .  y) 

teilbar sein. 

Fiir i-----/r untersucht man die Zahlen (26), und es folgt hier in derselben 

Weise, dass auch eine solche Zahl nicht durch alle Primidealteiler yon p teilbar 

sein kann, ausser wenn A ( x ,  y) (modd p, cp(x)) dutch 

~l,~l')(x, y) (p~(x ,  y) ltJ(k)(x, y) 
�9 . , . ,  - r t k  

teilbar ist.. Mit don Bezeichnungen (28) kann man diese Resultate folgender- 

massen zusammenfassen : 

Eine  Zahl  

Mi (O)  . A (0 ,  Oi(O)) = Mi(O)  (At  (O) . oi( o)ei-~ + . . . + Aei(o))  (43) 
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kann nut  dann dutch alle Primideale yon p teilbar sein, wenn A (x, y) (modd p, ep(x)) 
durch das- ProdukL 

. . . .  t ( i )  X ,  /i"(~,_.y) lf)(x, Y) "ti ( Y) 

teilbar ist. 
Aus dieser Bemerkung folgt sofort, dass es fiir jede Seite Primideale gibt. 

Denn wenn es fiir die ite Seite keine Primideale g~be, so w~ire schon Mi(O) 
dureh alle Primideale vo~l p teilbar, was ja nicht mSglich ist. Daher kann 

man mi~ Hilfe des Satzes x5 den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 26. Es sei cp(x) eine Prim/unktion, welche (~od p) i n / ( x )  au/geht, und p 
ein Primideal, das gleichzeitig in p und cp(O) au/geht. Wenn dann p genau dutch 
p~, ep(O) genau durch pt teilbar ist, so hat man 

t Zi 
8 ~,i (44) 

wo ~ eine der Neigungszahlen des Polygones (p, cp(x)) yon /(x) ist. Umgekehrt gibt 

es aber auch /i~r aUe Neigungszahlen des Polygones solche Primideale yon (p, ep(0)), 

da~s die Exponenten die Gleichung (44) er/iiUen. 
Ganz analog wie in w 2 folgt nun, dass die Zahl Mi(O).Fi(O,  Oi(O)) und 

daher auch die Zahl 
e (i)  

Mi(O)./(i)(O) di) ta) (0) ti 
�9 : t i  

durch alle Primideale von p teilbar ist. Dadurch beweist man aber, dass die 

Zahlen Mi(O).]J*)(O) sicher alle durch mindestens ein Primideal der i ten Seile 

teilbar sein miissen. Denn wfire dies nieht der Fall, miisste sehon 

(i} e(i)  e (i) 
Mi(O) q-l. /~i)(O)'(, ') . . . .  / J ~ L f O ) ~ - I  . ,j+l,V/[{i) ( .9]  j + l  . . / o i  O)_ $i 

und daher auch 

�9 e!i) (i) e(i) 
�9 . [ (  i ( . 91  e j §  Mi (0)./(~)(0) ~ll) ../J2~ (0) ,-1 , ~ , , ~  . . . .  /~) (0) tl 

durch alle Idealteiler yon p teilbar sein, was jedooh nach dem Bewiesenen un- 

miiglich ist. 

Weiter folgt, dass zwei gahlen 

M~(O~ M~(O) (0) (o) /") �9 I j 2  



Zur Theorie der algebraischen K6rper. 311 

nieht durch dieselben Primideale der iten Seite teilbar sein kSnnen. Denn man 

kann immer zwei solehe Funktionen A(x, y) und B(x,  y) bestimmen, dass 

A(x ,  y) . /J~)(x, y) + B(x ,  y) . /~) (x ,  y)-~z (modd p, fp(x)), 

und wenn diese Kongruenz mit Mi(O) ~ multipliziert und x = O ,  y=Oi(O) gesetzt 
wird, so fo|gt, dass aueh Mi(O). dureh ein gemeinsames Primideal der iten Seite 

teilbar sein muss, was naeh den Eigensehaften yon Mi(O)nicht  mSglich ist. 

Aus diesen Bemerkungen folgert man, indem man sich erinnert, dass ein 

Primideal der iten Seite immer in p in einer Potenz aufgeht, die ein Multiplum 

yon ~i ist: 

Satz 27. Sei 

/ ( x ) - -~ , ( x ) r162  ~ (mod p) 

die Prim/unktionzerlegung yon /(x). Dann ist 

~ a t . %  . . .  a s ,  

we die Ideale at zu einander relativ prim Bind und or= (p, ~ftfO)~t). Um ein Ideal 
a = (p, ep(Of) welter zu zerlegen, konstruiert man das Newtonsche Polygon (p, el(x)) 

yon / (x) und bestimmt die Prim/unktionzerlegung 

/~(x)~l i~)(x)~7 ) t(~(x)~('~ ~ (mod Li) 
. . . i t i  

/i~r jede Seite des Polygones. Dann ist 

. = (g'~ a ( , ' )  o('>+, (a?> a (~'~k 
. . . . .  t l  + . . . . . .  t k ) , 

we die Ideale ~i) alle zu einander relativ prim sind. 

Man findet auch leicht, dass ein Ideal ~i) durch 

e ( i )  \ 

~,) = p ,  r  N ,  . . . .  N ,_I ,  Z , (O)  ~=P<3-/-'=, K~(o) . ~ =: 

bestimmt ist. 
Die Ideale des Satzes 27 brauchen also nicht Primideale zu sein. Man kann 

aber verschiedene Eigenschaften der Primideale ableiten, welche in ~') aufgehen. 

Denn sei p~) ein Primideal, das in ~!) und folglich aueh in M~(O). ~JJ)(O, 0~(O)) 

aufgeht, dann kann eine Zahl yon der Form (43) nicht dureh ~J/) teilbar sein, 
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ausser wenn A(x, y) (modd p, of(x)) dureh ~.~)(x, y) teilbar ist. Denn w~ire dies 

nieht der Fall, so kSnnte man solche Funktionen C(x, y) und D(x, y.} linden, dass 

C(x, y). G~i)(x, y) + D(x, y). A(x, y)=--I (modd iv, ~(x)) 

und folglieh, wenn diese Kongruenz mit M~(~9) ~ multipliziert und x ~ O,y ~ 0~(x9) 

gesetzt wiirde, M~(O) ~ durch pJ.~l teilbar w~re. 

Daher folgt, dass der Grad yon pj.i~ nicht kleiner als ~i!. m sein kann, und 

man kann sogar mit Hilfe des Satzes 8 beweisen, dass der Grad von pJ ~ immer 

durch ej( ~ . m teilbar sein muss. 

Ieh will in diesem Zusammenhange noeh eine andere Bemerkung maehen, die 

ganz einfach aus Satz 27 folgt. Dutch den Satz x5 ist ein Kriterium gegeben, 
wann eine Primzahl in der KSrperdiskriminante, aber nicht in dem Index auf- 

geht. Man kann nun aueh fragen: Wann geht p in dem Index, abet  nicht in 

der KSrperdiskriminante auf? Da ~9 in diesem Falle nur verschiedene Primideal- 

teiler haben kann, folgt aus Satz 27: 

Wenn p in dem Index, aber nicht in der K6rperdiskrimi~ante au[gehen sell, 
~t~?lSS ~91a~ 

X~ = ~t2 . . . . .  Xk = x 

haben, d. h. aUe Neigungszahlen der Polygone miissen ganz sein. 
Wenn dann fiir keine Primfuuktionen und keine Seiten mehrfache Faktoren 

auftreten, so i s t  auch p wirklieh ein Teller des Index, aber kein Teiler der KSrper- 

diskriminante. Wenn aber mehrfache Primfunktionen fiir die Seiten auftreten, 

bleibt die Frage noeh unentschieden. 

w 8. Polygone  h~herer  Stufen, 

Dureh den Satz 27 und folgende Bemerkungen ist man zu einem ganz 

analogen VerhKltniss gekommen, wie friiher dureh die Untersuehungen des 

w 5. III, nur mit dem Unterschiede, dass man jetzt  auf einer hSheren Stufe steht, 

indem es sich da um die Zerlegung der Ideale a ~  (p, cf(~9) e) handelte, die dutch 

den Satz 27 in die Ideale ~i) zerlegt wurden, w~.hrend jetzt eine weitere Zerlegung 

der Ideale a):) bestimmt werden sell. 

Dies geschieht nun in einer ganz analogen Weise. Ich werde reich aber der 

Einfaehheit wegen auf einen speziellen Fall beschr~nken, n~imlich den ,  dass das 
Polygon (p, ~(x)) eine Gerade ist. Dureh die Verh~ltnisse in diesem Falle ge- 



Zur Theorie der algebraischen KSrper. 313 

winnt man abet, ebenso wie friiher, eine Ubersicht fiber die Verhiiltnisse im 

allgemeinsten Falle. 

Wie in w 7, I I I  sei 

/(x)~ep(x) z (mod p), 

das Polygon (p, cp(x)) eine Gerade L und 

/ (x ) - - l l  (x)*' . . .  h(x) *+ (rood L). 

Man bildet nun eine Entwicke]ung (L,/~(x)) ebenso wie frfiher die Ent- 

wiekelung (p,  ~(x)) von /(~) 

I(x)---~Qs(x). h(x) +, (45) 
$ 

we die Q,(x)Polynome yon hSehstens (t+. m --  x) tom Grade in x sind. Wenn man hier 

~in jedes Glied Q,(x). ]~(x) 8 ausrechnet, wird man nur solche Glieder in der Ent- 

wiokelung (p, ~(x)) yon ](x) erhalten, welche dureh Punkte  auf oder oberhalb L 

~bgebildet werden. Man zeiehnet nun die mit L parallelen Geraden LI, L~ . . . .  und 

antersueht Wie in w 6, II,  zu welcher yon diesen Geraden das Polynom Q, (x) . /+ (x), 
gehSrt. Nimmt man aUgemein an, dass dieses Potynom zur Geraden La, geh6rt, so 

repr~isentiert man das Polynom in einem Koordinatensystem durch den Punkt  (s, as). 

Zu jedem Gtiede in der Entwickelung (45) gibt es dann einen Punkt,  zu diesen 

[~itterpunkten konstruiert  man ein Newtonsches Polygon, und dadureh kann man 

in analoger Weise die Idealzerlegungen der Ideale a3(.0 bestimmen. Wenn man 

durch die Ideale dieses Polygones nicht zu der Primideaizerlegung von p gelangt, 

muss man in gleicher Weise die Polygone der  dri t ten Stufe konstruieren usw. 

Man sieht ein, dass eine gewisse Analogie zwischen der Primidealzerlegung und 

der  Bestimmung der Reihenentwickelung einer algebraischen Funktion in der 

Umgebung einer singul~iren Stelle besteht.  

Ich gehe auf die Beweise dieser S~itze nicht ein, weil die Verh~ttnisse hier 

ziemlich verwiekelt werden. Dies ist insofern vielleicht nieht notwendig, weil 

es m6glich ist, dass man in jedem K6rper solehe Zahlen O bestimmen kann, 

dass d i e se  einer Gleichung ] ( 0 ) ~ o  geniigen, we /(x) die Forderungen des 

Satzes 24 erffillt. 
Dedekind t versuehte  vor der Entdeckung der Existenz yon gemeinsamen, 

ausserwesentlichen Diskriminantenteilern naehzuweisen, dass es in jedem KSrper 

1 DzDzxls~, A. w 4. 
Acta mathematica. Impr imd lo 23 novembro 19'28. 40  
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solche Zahlen g~be, dass der Index nicht dureh p teilbar w~re, ~und mit deren 
Hiilfe es folglich gelingen wiirde, die Bestimmung der Idealfaktoren von 79 auf 

die Theorie der hSheren Congruenzen zuriiekzufiihrem>. 

Wenn aber 

ist und unter den Zahlen mi mehr gleiehe vorkommen, als es verschiedene Prim- 

funktionen vom Grade ~nl (mod p) gibt, so ist es klar, dass der Satz yon Dedekind 

nieht ausreiehen kann. Es .ist nun yon Wiehtigkeit zu bemerken, dass, wenn 

man mit Polygonen operiert, ein analoges Verh~iltniss nicht besteht,  weil es 

naeh w 6 immer m6glich ist, wenn ein System yon Zahlen (4 I) vorgelegt ist, die 
Primidealzerlegung von p naeh Satz 24 zu bestimmen. 

Zu diesen Untersuehungen werde ich in einer spiiteren Arbeit zuriiekkehren. 

Sie s i n d  in der Weise v o n d e r  gr6ssten Wiehtigkeit, als es duIeh die hier zwar 

noch fragliehe Existenz einer Zahl O qmmer mSglieh wurde, die Theorie der 

Ideale nieht auf h6here Kongruenzen, sondern auf die Theorie der Kongruenzen 
fiir Polygone aufzubauen. Es ist mir aber in der Tat  gelungen nachzuweisen, 

dass es in jedem KSrper solehe Zahlen 0 gibt. 

T 


