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30 Harald Bohr. 

E i n l e i t u n g .  

In  zwei Abhandlungen unter dem gemeinsamen obigen Titel, von denen ich 

bier die erste vorlege, werde ich die Theorie einer gewissen Klasse yon Funk~ionen 

einer reeUen Variabeln entwickeln. 1 Obwohl die beiden Abhandlungen innerlich 

mit einander verbunden sind und die zweite auf den Resultaten der ersten basier~, 

wird jede der Abhandlungen doch insoferne ein Ganzes bilden, als sie ihre be- 

sondere Problemstmllung behandelt. 

i ~ Es sei f (x)  eine Funk~on der reellen Variabeln x, die im ganzen I . to' .  
valle ~ < x <  oo definiert und stetig ist. Der bequemeren Formuliertmg halber 

werde ich die ~ m k t i o n  f (x)  nich~ als reell voraussetzen, sondern zulassen, dass 

f(x)=u(x) + i v (x) ist, wo u (x) und v (x) stetige reeUe Funl~ionen der reellen Varia- 

beln x bedeu~en. Wenn, bei einem vorgegebenen , > o ,  die reelle Zahl . = . ( f , , )  

fiir alle x tier Ungleichung 

I f ( x +  .)--f(x)[ <=~ 

geniigt, werde ieh . eine zu der gegebenen Zahl ~ gehb'rige Versehiebungszahl der 
Funbtion f(x) nennen. Die Definition unserer Funlrtionenklasse lautet nun folgen- 

dermassen: 

Fine (fiir ~ < x <  ~ stetige) Funktion f(x) soll fast periodisoh heissen, 
wenn es zu jedem ~>o  e/he Lh'nge / = / ( ~ ) > o  derart gibt, dass jedes Intervall 
a < x < #  der Lffnge ~ a = l  mindestens eine Irerschiebungszahl v=v(f,~) entMilt. 

Mit anderen Wort~n: zu jedem fes~n  ~ soil es unendlieh viele Versehie- 

bungszahlen �9 =~(~) geben, und die Menge dieser Versehiebungszahlen v(~) soU 

nirgends beliebig grosse Liieken aufweisen. Ich fiige gleieh hinzu, dass es diese 

letzte Forderung (also die Forderung der Existenz der Zahlen l (~)) ist, welehe ers~ 

die ganze Theorie ermSglieht. In  dem ersten der Zus~tze, welehe dieser Ab- 

handlung hlnzugefiig~ sind, will ieh auf diese Frage n~her eingehen. 

Es ist klar, dass die (s~etigen) r e i n  p e r i o d i s c h e n  Funktionen in der Klasse 

der fast periodischen Funktionen enthalten sind; denn es kSnnen ja, falls f(x) 
rein periodisch mi~ der Periode 10 ist, fiir jedes e die s~m~liehen Perioden n p  

(n=o,  +_i, +__2, . . .) als Verschiebungszahlen verwende~ werden, und es kann also 

bier die L~.nge l=l(~) sogar yon e unabh~ngig (etwa 1==21~) gew~hlt werden. 

i Eine kurze Mitteilung fiber einige der wesentlichsten Resultate habe ich in z~vei Noten in 
den Comptes rendus der Pariser Akademie zSur les fonctions presque p~riodiques~ (22. Okt. 1923) 
und ~Sur l'approximation des fonctions presque p~riodiques par des sommes trigonom~triques~ 
(26. Nov. 1923) gegeben. 
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2 ~ Das ttauptresultat unserer Untersuchungen besteht in dem ~aehweis, 

dass - -  allgemein gesprochen ~ die fast periodischen Funktionen mit denjenigen 

Fun~ionen  fibereinstimmen, welehe in eine abzh'hlbare (oder endliche) Anzahl yon 

pariodischen Schwingungen a~e~n �9 aufgel&t warden k6nnen, wobei die Exponenten 

X. ganz beliebige reelle Zahlen sin& Ebenso wie die r e in  p e r i o d i s e h e n  Funk- 

tionen als diejenigen Funktionen ehaxakterisiert werden kSnnen, welehe in eine 

h a r m o n i s e h e  Folge yon Sehwingungen, d. h. in Sehwingungen a,~e ~n~, zerlegt 

werden kSnnen, ergibt uns also die Klasse der f a s t  p e r i o d i s e h e n  Funktionen 

f (x)  die Klasse derjenigen Funl~tionen, welehe in eine be l i eb ige  (harmonische 

oder unharmonisehe) Folge yon Schwingungen ane~, ~ aufgelSst werden kSnnen. 

3 ~ Die vorliegende erste Abha~dlung bringt eine V e r a l l g e m e i n e r u n g  der  

T h e o r i e  der  F o u r i e r r e i h e n  r e in  p e r i o d i s e h e r  F u n k t i o n e n .  Als ]~taupt- 

satz dieser letzteren Theorie mag  der folgende beka~nte Satz bezeichnet werden: 

Zu jeder rein periodischen (stetigen) FunCtion f (x)  mit der l~eriode p = ~  
GO 

gehb'rt eine bestimmte Beihe der Form ~ a~e ~nk~, die Fouriarreihe der FunCtion, welche 
- - a o  

ihrarseits die Funktion f(x) eindeutig bestimmt, und die im Mittel gegen f(x) kon- 

vergiert in dem Sinne, dass dar Ausdruvk 

P N 

-PJ - N  
0 

fi~T N---~ gegen o konvargiart. 
Das Ziel dieser ersten Abhandlung ist vor allem die Herleitung des folgenden 

Satzes fiber f a s t  p e r i o d i s e h e  FunkCionen, welcher das vollstiindige Analogon 

des eben erw~hnten Satzes fiber rein periodisehe Funktionen bfldet. 

Zu jedar fast  3~ariodisehen Funktion f (x)  gehb~t eine eindeutig bestimmte Y~'olge 

von reellen Zahlen A1, 42, . . . ,  L~ . . . .  und eine Reihe der Form 2anet~,~ ~, die ~Fou- 

rierreihe~ dar Funktion f(x). 1)iese Fourierreihe bestimmt ihrerseits die Funktion 

f(x)  in eindeutiger Weise und konvargiert im Mittel gegen f(x)  in dem Sinne, dass 

der Ausdruek 
T 

1 
o 

fiir N--* c~ gegen o konvergiart. 
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Dagegen braucht die zu einer fast periodischen Funktion f (x}  gehSrige Fou- 

rierreihe n i eh t  im gew5hnlichen Sinne zu konvergieren; es gibt ja schon unter 

den stetigen rein periodisehen Funktionen f (x}  Beispiele yon Fmflddonen, deren 

Fourierreihe nicht iiberall konvergiert. Es scheint mir aber yon einem gewissen 

Interesse zu sein, dass in der allgemeinen Klasse der fast periodisehen Funl~ionen 

im Gegensatze zu der spezielleren Klasse der rein periodisehen - -  die Nicht- 

konvergenz einer Fourierreihe doch gewissermassen als ein ~>Ausnahmefall>~ be- 

trachtet werden kann; in der Tat kaun, wennf(x) eine >>ganz beliebige~ fast perio- 

disehe Funl~ion und ~t,, ).~, . . . ihre zugehSrige Exponentenfolge ist, ,ira Allge- 

meinen~ erwartet werden, dass keinerlei lineare Verknfipfungen zwischen den 

bestehen, d. h. class die GrSssen An linear unabh~ngig sind, und in diesem Falle 

werden wir beweisen, d~s  die Four{erreihe ~ a~e~Xn � 9  gew6hnlichen Sinne gegen 

f (x )  }onvergiert, sogar gleiehmSssig im ganzen Intervalle ~ m < x <  ~ .  

4 ~ Weun es sieh bei einer Untersuehung fiber re in  pe r iod i sche  Funk- 

2z  
tionen, etwa mit der Periode p-----~-, spezieU darum handelt die iiberall s t e t i gen  

Fuuktionen f ( x )  herauszugreifen und zu charal~erisieren, ist die Betrachtung der 

Fourierreihe bekanntlich kein besonders geeignetes Mittel, weil man ja keine ein- 

fache notwendige und hinreichende Bedingung kennt, welche eine Zahlenfolge 

{a~} efffillen muss um die Folge der Fourierkonstanten einer s t e t i g e n  Fnntrtion 

zu sein. Hier ist ein wesentlieh andersartiges Verfahren bequemer, n~mlich das- 
N 

jenige, bei dem man die Funl~ionf(x) nicht gerade durch die Absehnit~e ~ a~e t"k~ 
- - N  

ihrer F ou r i e r r e i he ,  sondern dureh ganz be l ieb ige  t r i g o n o m e t r i s c h e  Poly- 

nome ~, bne ~'~x zu approximieren sucht und dabei die Giit~ der Approximation 
- - N  

nicht durch die GrSsse des mii~leren Fehlers 

P N Q 

z i- x - -  b n e  i n k x  

- i v  
o 

d x ,  

sondera einfach dutch die obere Grenze des absoluten Wertes der Differenz 

N 

f ( x ) - -  ~ b,,e ~k~ 
- - N  
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beurteil~. Es grit n~mlich nach W~.I~.RS~ASS der Satz, das8 eine notwendi9 e und hin. 

reichende Bedingung dafiir, dass eine ~'unktion f (x)  (-- ~ < x <  ~)  eine iiberall stetige 
2 ~  

rein periodische ~'unktion der Periode --~- ist, darin besteht, dass f (x)  durch eine Folge 

iv  

yon t~gonometrischen Polynomen der t~o~n ~, b~e ~ gleichmSsMg approximiert wer- 
--2V 

den kann. 

Eine VeraUgemeinertmg dieses letzten Satzes wurde yon BOHL in seiner 

sehr interessanten ~Iaglsterdissertation 1 gegeben. BoHT, stellt sich dort die 

folgende Aufgabe: .Es sei eine endliche Anzahl von ~ositiven Grb'ssen kl, k ~ , . . . ,  kq 

gegeben; dann soll die Klasse derjenigen stetigen Funktionen f ( x )  ehara~terisiert 

werden, welche sich durch eine Folge yon trigonometrischen Summen der Form 

~, b~,e~(n, ~ + " " + "qkq }~ 

gleichmh'ssig approximieren lassen. 

Diese Aufgabe wurde yon BOHL dadurch geliist, dass er die folgende Ant- 
wort gab: 

Dafiir, dass die Funktion f (x)  der erwiihnten Forderung geniige, ist notwendig 

und hinreiehend, dass sie die folge~de ~)quasi-~eriodische, J~igenschaft besitzt: Zu 

jedem ~>o soll es ein ~ o  geben, derart, dass die Ungleichu~g 

I f (x+~)- - f (x ) l -<~ ( - - ~ < x < ~ )  

bei jedem ~ besteht, fi~'r welches sich die q Grb'ssen k ~ ,  ~ ,  . . . .  kq~ yon ganzen 

Multipla yon 2 ~ u m  weniger als ~ unterscheiden. Mit ~.nderen Worten, es soll jedes 

mit der erw~hnten Eigenschaft eine V e r s c h i e b u n g s z ~ h l  ~ ( f ,  ~) sein. 

Man sieht somit, dass schon in den Untersuchungen yon BOHT. die Idee 

der Einfiihrung der Verschiebungszahlen den Ausgangspunk~ fiir die VeraUge- 

meinerung des Begriffes der reinen Periodizitii,t bildet. Aber ganz abgesehen 

davon, dass die Exponenten )~ in den yon BOH~. betrachteten trigonometrischen 

Summen n i c h t ,  wie bei uns, be l i eb ige  reelle Zahlen slnd, sondern ZatLlen der 

speziellen Art, als lineare Funktionen mit  ganzz~hligen Koeffizienten einer end- 

lichen Anzahl yon Griissen ]~, . . . ,  )~q darsteUbar zu sein, besteht ein prinzipieller 

P. BOHL, ~Tber die Darstel lung yon Funk t i enen  einer Yariabeln dutch  tr igonemetrische 
Reihen mi t  mehreren einer Variabeln proport ionalen Argumenten (Dorpat, 1893). Ich verdanke es 
einer freundiichen Mit te i lung yon Herrn HADAMARD, auf die sch~nen Untersuchungen yon BOIIL 
(und die sparer zu erwiihnenden yon ESCLA-~GON) aufmerksam geworden zu sein, welche mir  bei 
der Einsendung meiner  ersten Comptes rendus Note unbekann t  geblieben waren. 

5--2454. A c ~  tr~thsmatiea.  45. Imprim6 lo 1 juiHet 1924. 
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Unterschied zwischen den Problemstellungen tier BoHL'schen Theorie und tier 

hier zu entwickelnden. Bei BOHL werden niimlich die Exponenten ~ (d. h. 

bei ibm die Gr(issen kl, .... kq) als im voraus gegebene Zahlen angesehen, 

in dem Sinne, dass diese Zahlen in der oben angefiihrten quasiperiodischen 

Charalr~erisierung seiner ~mktionen explizite auftTeten, wii.hrend in unserer 

Definition einer fast periodischen Funlrtion yon den Exponenten )~ gar nicht die 

Rede ist, und es bei uns vielmehr eine Hauptaufgabe ist zu zeigen, dass zu jeder 

fast periodischen Funlrtion f(x) elne bestimmte Exponentenfolge {)~) gehiirt. 

Die vorliegende erste Abhandlung, woes sich um die Verallgemeinerung 

der Theorie der Fourierreihen handelt, hat fast gar keine Beriihrungspunldce 

mit der BoH~.'schen Untersuchung. Ganz anders verh~It es sich mit den Unter- 

suehungen, welche wit in der zweiten Abhandlung bringen werden, woes sich 

datum handeln wird, eine fast periodische Funlrtion f(x) dutch beliebige 
N 

trigonometrische Summen tier Form ~ b~d~ ~, und nicht gera4e dutch die 
1 

Absehnltte der Fourierreihe der Funktion, zu approximieren, und wo wir u. a. 

den folgenden allgemeinen Satz beweisen werden: 

Fiir die Fastperiodizitfft einer Funktion f (x)  ist notwendig und hinreiehend, 
N 

dass sie sieh dutch irgend eine Forge yon trigonometrisehen Summen ~ b,~e~G z (wo 
1 

den redlen Exponenten ~ gar keine Bedingungen auferlegt sind) gleiehm~sig 
alzproximieren ltisst. 

Es wird daher zweekm~ssig sein, bis zu der zweiten Abhandlung damit 

zu warren, auf die Untersuchung yon BOHL -- und einige damit eng zu- 

sammenh~ngende Untersuchungen yon EscLxzgoo~ -- n~her einzugehen, und 

zu zeigen, wie das oben erw~hnte BOHL'SChe Resultat sich yon selbst in den 

Rahmen der allgemeinen Theorie der fast periodischen Funk4ionen einordnet. 

5 ~ Sehliesslich sei noeh erw~hnt, dass die Theorie der fast periodisehen 

Funktionen wichtige Anwendungen auf die Theorie der D i r i c h l e t ' s c h e n  R e i h e n  

erlaubt und vor allem dazu dienen kann, Licht fiber die bisher nur sehr unge- 

niigend aufgekl~rte Frage zu werfen, welche Eigenschaften eine analytische Funk- 

tion besitzen muss um in eine Dirichlet'sche Reihe entwickelbar zu sein. Von 

dieser Anwendung - -  wie auch yon etwaigen Anwendungen auf Probleme der 

Mechanik - -  werde ich aber in diesen beiden Abhandlungen ganz absehen, hoffe 

aber bei einer sp~iteren Gelegenheit ausfiihrlich darauf eingehen zu ki~nnen. 
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KAPITEL I. 

Die allgemeine Theorie der Fourierreihen fast periodischer Funktionen. 

w 1. Die Invarianz der Fastperiodizitiit gegeniiber einfaehen Reehenoperationen. 

Wir werden zun~ichst zwei Si~tze beweisen, welehe zeigen, dass gewisse 

Eigenschaften yon Funk~ionen die in einem e n d l i c h e n  (abgeschlossenen) Intervall 

ste~ig sind, also aueh yon stetigen rein periodischen Funktionen, ebenfalls unseren 

fast periodischen Funktionen zukomm_en. Die sehr einfachen Beweise beruhen 

auf der in der Definition einer fast periodischen FunkCion gefordel4en Existenz 

der Li~nge l= / ( , ) ;  aus der Eigenschaft dieser Zahl l=l(,) folg4 nil.milch sofort, 

dass wir, faUs wir ein f e s t e s  IntervaU I der Lgnge 1 be%raeh%en, z. B. das In%ervall 

- -  - / < x <  J, im Staude sind (siehe Fig. 1) zu jeder beliebig gegebenen Zahl xo eine 
2 2 

Versekiebungszahl *=*(e)----z(s, xo) so zu finden, dass xo bei einer Verschiebung 

2- 

m .... I ~"  t .... " " ' l  
z x t ~._L x 
.2 ~ o 

F i g .  1. 

um ~ in einen Punkt  x~ =Xo+  v dieses Intervalles I iibergeh~ - -  wit haben 

ja nur die Verschiebungszahl ~(e) so zu w~hlen, dass sie dem Intervalle 

l +/ 
- - x o - - - < x < - - x  o der L~nge 1 angehSrt ~ wodurch es bei den Beweisen 

2 2 

ermSglich% wird die Betraehtungen so ml sagen auf ein festes endliches Intervall 

zu besehr~i~ken. 

Satz I. Jede fast periodisvhe Funktion f (x)  ist besehrSnkt, d. h. es gibt eine 

Konstante G=G (f) derar~, dass die Ungleichung ]f(x) l ~  G fiir alle x besteht. 

Beweis. Es sei e e%wa gleich I gew~hlt und / = / ( I )  die zugehSrige L~nge. 

Es bezeichne ferner g das Maximum der s~etigen Funktion If(x) J im e n d l i c h e n  

(abgesehlossenen) I n t e r v a l l - - / ~ x ~  -/. Dann hat  offenbar die Zahl G = g + z  die 
2 2 

erwiinschte Eigenschaft; denn zu jedem beliebig gegebenen x o l~sst sieh ja (siehe 
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Fig. 1) eine Verschiebungszahl ~=~(z) so bestimmen, dass die Zahl x l = x o + ~  im 

Intervalle ~ / < x <  / gelegen ist und daher 
2 2 

I/(~ol l  --< ] f (~ , ) l  + I f ( ~ o ) - f ( ~ , ) l  --< g + ~ = G.  

Satz II. Jede fast periodisehe Funktion f (x)  ist gleiehmiissig stetig im ganzen 
Intervalle - - o ~  < x < r d. h. zu jedem , > o gibt es ein d > o derart, dass fiir 

jedes Punktepaar  x', x" mit I x ' - - x"[<  d die Ungleichung I f  (x')--f (x") [ < ~ besteh~. 

Boweis. Zu der gegebenen Zahl ~-bestimmen wir die Lgnge l = l ~  betrach- 
3 ~31 

ten das abgeschlossene Intervall  l l - ~  x ~ x ~ - + z und bestimmen eine Zahl ~ < z 
2 2 

derar~, dass fiir jedes Punlr~epaar y', y" mit einem Abstand [ y ' ~  y" [ < ~, 

welches in dem fes tenIn te rva l le  ( l / +  ) - ~ z, z gelegen ist, die Ungleichung 
2 2 

[f(y') ~ f(y") [ < ~- besteht. Dann geniigt dieses ~ offenbar der Bedingung des Satzes. 
3 

Denn fiir ein beliebiges P~lnlr~epaar x', x" mit  I w ' - -x" l< ~ kSnnen wir eine zu 

~- gehSrige Verschiebungszahl ~ ( ~ - 1  so wiiktlen, dass die Zahl y '=x'q-v  in das 
3 \31 

( - - ~ '  ~t fiillt~; dann lieg4 (wegen [x ' - - x " l<  I )d ie  Zahl y"=x"q-~ gewiss Intervall  

In or.   - - -  - -  I dr I u n d  e s  i s t  

I f ( z  ) - f ( ~  }1 < If(x } - f~  )1 + I f ( x " ) - f ( y " ) l  + I f ( y r ) - f ( y " ) l  < - + - + - =  ~. 
3 3 3 

k u s  dem Satze I I  folg4 sofort das in der Folge sehr oft  zu benutzende 

Corollar. Es sei /(x} eine fast periodisehe Funktion undet  > o sowie ~2 > e~ 
beliebig gegeben. Dann gibt es ein d = d (*x, ~) > o derart, dass, falls ~ irgend eine 
zu ~1 geh6rige Versvhiebungszahl unserer Funktion f (x)  ist, jede Zahl ~, deren Ab- 
stand yon ~ kleiner als d ist, eine zu ~2 gehb~ige Irerschiebungszahl sein muss. 

In  der Tat  brauchen wir nu t  (mit Hilfe des Satzes II) die Zahl d > o so 

zu wiihlen, dass fiir jedes Punlrtepaar x', x" mit I x ' - - x " l <  ~ die Ungleiehung 

I f (x ' )~ f (x" )[<~--~:  besteht. Falls n~imlich ~ eine zu e~ gehSrige Verschie- 

bungszahl ist, gilt ja fiir jedes ~ mit  [ ~ - - ~ x l <  d (und alle x) die Ungleichung 
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If(x + ~)--f(~)  I ----< If(  x + ~)--f(x + ~)1 + If(  ~ + ~) --f(~) I < (~--~) + ~1 = ~.  

lgaeh den obigen vorberei~enden S~gzen gehen wlr nunmehr zum Beweise 

des folgenden ersten H~up~satzes iiber. I 

satz rrI. Die Summe zweier fast ~eriodischer Funktionen f(x) und g(x) ist 
wieder eine fast periodische Funktion. 

Bowels. Der Satz wird offenbar bewiesen sein, falls wir zu einem gegebenen 

> o eine L'dnge l=l (f, g, ~) derart  angeben kSnnen, dass jedes Intervall a<x<~ 
der L~nge l mindes~ens einen Punkr ~* enth~ilt, welcher g l e i c h z e i t i g  eine zu 

gehSrige Verschiebungszahl der beiden Funk~ionen f(x) und g (x) ist; denn ein 

solches ~* wird ja, wegen der fiir alle x giltigen Ungleichung 

! {f (x  + ~*)+g (x + ~ * ) } -  {f(x) +g  (x) }1 < l f (~ + ~*) - f (x )  I + Ig (~ + ~*)-g  (~)I, 

gewiss eine zu e gehSrige Verschiebungszahl der Snmmef(x)+g(x)sein. Um die 

Exis~enz solcher g e m e i n s a m e r  ~ r e r s c h i e b u n g s z a h l e n  der beiden FunkCionen 

f(x) und g (x) zu beweisen, werden wir na~iirlieh gewisse chara~eris~ische Eigen- 

schaften der yon den Verschiebungszahlen einer fas~ periodischen Funl~ion ge- 

bilde~en ]~enge heranziehen miissen; die wesentlichste Eigenschaft (neben der 

im obigen Corollar ausgesprochenen ~>Unbestimmtheit~) der Verschiebungszahlen), 

die wir zu benutzen haben, is$ die folgende: sind ~ und ~ zwei beliebige zu 

einer Zahl ~0 gehSrige Verschiebungszahlen einer fast periodischen Funktion f(x) ,  

so wird die Summe v~+~ und daher auch (da mi~ ~ auch ~ %  eine Verschiebungs- 

zahl is~) die  D i f f e r e n z  ~1--~ wiederum eine Verschiebungszahl der Funl~ion 

f(x) sein, die zwar nich~ zu ~o zu gehSren braucht, wohl aber zu 2 ~o- 

Der Beweis verl~uft nun folgendermassen: Nach dem Corollar des Sa~zes I I  

e 
wird die Zahl ~ so bestimm~, dass, falls ~ eine beliebige zu ~ gehSrige Verschie- 

bungszahl der FunkCion f(x) ist, jede Zahl v+$ '  mi~ I ~ ' ] <  ~ eine zu - gehSrige 
2 

Verschiebungszahl dieser FunkCion f(x) dars~ellt. Und es wird ferner - -  was 

naeh der Definition der fast periodischen Fun~ionen  mSglich ist ~ die L~nge 

lo=lo(f, g, ~) so bes$imm~, dass jedes In~ervall der L~i~ge l0 sowohl eine zu 

1 Es sei ausdrficklieh bemerk~, dass die Riehtigkeit dieses Sa~zes wesentlich durch die, in 
der Definition geforderte, Exist~nz einer I~nge l~l(~) bedingt ist (vgl. Zusatz 1). 
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. . 

gehSrige Verschiebungszahl ~: ~- ~: der Funktionf(x) als auch eine zu ~ gehSIage 

Verschiebungszahl %=~g ( ~ ) d e r  Funk*ion g(x) enth~l*. 

Wir be*rachten nnnmehr (siehe Fig. 2) die siimtlichen In*ervalle I ,  der Form 

n /o<X< (n+I)/o ( n ~ o ,  +_I . . . .  ) und bestimmen in ~cdem dieser Intervalle I~ 

zwei Verschiebungszahlen * Y = * / ( 8 ) u n d , g = , a  (~), die wir mi* ~ )  und 
~ g 

bezeichnen. Wir bilden die Differenzen d/~) ~- ~} - -  r (n -~ o, • I , . . . ) ,  welehe 

~f-': rj-" -:~ y:o: -:~ -:,,J �9 t :  Ig  l y  
. .  "- ! v X ' ' I I ! - - K  r ! 

- / 0  0 iO 2Z 0 TLI 0 ( R#) (, o 

Fig. 2. 

siimtlich numerisch ldeiner als 1 o sind, d. h. im Interval le- - lo<x<lo  liegen. Das 

Intervall --lo < x < lo *ellen wit in eine e n dli  che knzahl, M, gleiche Teile, wobei M so 
, 2/o gross gewghlt is*, dass die Teiugnge ~ ldeiner als die obige Zahl ~ is*, und sehen 

bei jeder der unendlich vielen Differenzen d (hI nach, in welches der M Teil- 
2 1 o in*ervalle il, i~, . . . ,  ix der Form am<x<a= + --~ sie fiillt. Es seien ~=,, i ~ , . . . , i ~ p  

(wo I < P < M  is*) diejenigen der Teiliatervalle i~, in welche i iberhaup* eine 

der unendiich vielen Differenzen d I~l zu liegen komm*, und es sei die Zahl X>lo so 
gross gewghl*, class unter den im Intervalle (-- X, X) enthMtenen Intervallen In gewiss 

P solche exis*ieren, deren en*sprechende Differenzen d (~) je in eines der obigen 
P Teilintervalle i~,  i ~ , . . . ,  imp fallen, also daas jede iiberhaup* mSgliche Differenz 
d Inl bereits im Intervaale (--X,  X) ~vertreten~ is*. 

Ich behaupte alsdann, class die Lgnge / = 4  X die gewiinschte Eigenschaft 
besitzt, d. h. dass in einem be l i eb igen  Intervall dieser Lgnge, etwa dem Inter- 

valle (a--2 X, a + 2  X), eine Zahl ** existierL welche eine zu - gehSrige gemein-  
2 

same Verschiebungszahl der beiden Funktionen f(x) und g (x) is*. Wir beL-rach- 

ten das mittlere Intervall (a--X, a+X) der Lgnge 2X;  dies enthiilt gewiss (da 
seine Lii~ge > 2 1 o is*) eines der Intervalle I~, etwa das Intervall Ip (siehe Fig. 3). 

~X A 

~ ~x 
Fig. 8. 
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Danach w~hlen wir, was naeh dem obigen mSglieh is~, in dem festen Inter- 

valle (--  X, X) ein solehes In~ervall In, etwa Iq, dass die zu Iq gehSrige Differenz 

d (q) ~-~}q)--z~q) d e m s e l b e n  Teilinterealle i ~  angehSr~ wie die zu I s gehSrige Diffe- 

renz d(~)=~?)--~(~ ). Dann ist I d~)--d(q)[ < ~ und somit 

I (z~. )-~{.q))-(~(p)-~q)l l ~- I d+l--d(q) l < r . j  j ,  . g  g ,  

Ieh werde zeigen, dass die Zahl ~ ) - -~q )=~*  yon der gewiinsehten Ar~ ist. In 
der Tat: 

I) Diese Zahl ~*=~(P)--~(q)liegt im I n t e r v a l l e  ( - - a + 2 X ,  a+2X) ,  well g g 

~P) im Intervalle (a--X,  a + X) und .(gq) im Intervalle ( - -X,  X) gelegen sind. 

2) Es ist ~*=~(p)--~(ql e ine  zu g e h S r i g e  V e r s c h i e b u n g s z a h l  d e r  r g 

F u n k t i o n  g (x), well ~ )  und ~(gq) beide Versehiebungszahlen dieser Funlr~ion g (x) 
e 

sind, welehe zu ~ gehSren. 

3) Es ist aber ~* aueh e ine  zu - g e h S r i g e  Y e r s e h i e b u n g s z a h l  de r  
2 

F u n k t i o n  f(x);  denn die  Zahl ~}P)--~}q) isr eine zu i gehSrigeVersehiebungszahl 

der Fun~ ion  f (x) ,  well sowohl ~}P) wie ~)q} Versehiebungszablen dieser Funl~ion 

sind, welehe zu ~ geh5ren, und es wird daher nach der Bestimmung yon d, da 

die Zahl ~*~(P)--~q)g g yon der Zahl ~vs)~q) um weniger als ~? abweieht, die Zahl 

z* eine zu 2 gehSrige Versehiebungszahl der Funktion f ( x )  sein. 

Aus dem SaCze I I I  folgt sofor~, dass die Summe einer beliebigen e n d l i e h e n  
Anzahl yon fas~ periodisehen FunkCionen wieder eine f~,sr periodisehe Funktion 
isk Da eine r e in  p e r i o d i s e h e  stetige Funk~ion einen Spezialfall einer fast perio- 
disehen Funktion darstell~, is~ hierin das Corollar enthalten: 

Corollar. Die 8umme einer endlichen Anzahl yon stetigen rein periodischen 
N 

F~,nktionen - -  also sTeziell jede Summe ~.j a~ e ~  ~, wo die ~ beliebige reelle Zahlen 
1 

sind ~ ist eine fast  periodisehe Funktion. 
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Dieses Corollar hat  eine interessante Beziehung mar Theorie der d i o p h a n -  

t i s e h e n  A p p r o x i m a t i o n e n ,  indem man zeigen kann, dass es seinem eigent- 

lichen Inhalte naeh mit  einem bekannten D~xCHT.v.T-KRO~ECK~R'schen Satze dieser 

Theorie - -  in einer yon BoHT. und W~.~B~.Ra versch~rften Form - -  iibereinstimmt. 

Um den Gang der Entwieklung niche zu unterbrechen, werde ich aber erst in 

Zusatz 2 am Ende der Abhandlung auf diese Beziehung n~her eingehen. 

]Kit Hilfe des Sat~es I I I  beweist man leicht, unter  Benutzung eines bekannten 

Kuns~griffes, den folgenden 

Satz  IV. Das Produkt ~weier fast  periodiseher Funktionen f (x )  und g (x) ist 
wieder fast  Teriodiseh. 

Beweis: In  dem SpezialfaU, wo der eine Falr~or eine Konstan~e ist, ist der 

Satz trivial. Es ist also mit g (x) anch - - g  (x) eine fast periodisehe ~mkt ion ,  

und nach dem Satze I I I  daher aueh jede der beiden Funktionen f ( x ) + g  (x) und 
f ( x ) - -g  (x). Nun grit aber die Identitiit 

I 
f ( x )  g Cx) = 4 {(f(x) +g Cx))~-(fCx)-g (x))Z}, 

und es geniigt daher zu beweisen, dass das Q u a d r a t  einer beliebigen fast 

periodischen Fun~ ion  ~ (x) wieder fast periodisch ist. Dies ist abet sofor~ klar; 

denn nach dem Satze I i s t  ~ (x) beschr~kt ,  etwa [ r (x) l ~ G, und es ist daher 

bei jedem 

I {~o (x+ ~ ) ) ' -  {~o (x))* I = I ~o (,~ + ~)+ ~o (:~) I. I ~o (:~+ ~ ) -  90 (=)i ~ z G I ~o (x+~)- -  9o (x)l, 

aus weleher Ungleiehung hervorgeht, class die Zahl v gewiss eine zu ~ gehSrige 

Versehiebungszahl der Funktion {r (x)) 2 ist, falls sic eine zu ~-G gehSrige Ver- 

schiebungszahl der urspriinglichen Funktion 9o (x) ist, womit die Fastperiodizit~t 

von {9o (x)} 2 offenbar bewiesen ist. 

Corollar. Mit f ( x )  ist auch ]f(x)l' fast  periodiseh. 

Denn aus der Ungleichung [ [ f (x + ~) [ -- If(x) [ [ <= [ f (x + z) --  f (x) [ folgt sofor~, 

dass mit f (x )  aueh If(x)[ und daher, naeh dem Satze IV, auch das Quadrat 

[f(x)[ ~ fast periodisch ist. Wit  h~tten naVtirlieh auch so schliessen kSnnen: Es 

ist ] f ( x ) ] ' = f ( x ) f ( x ) ,  w o ] ( x )  die zu der Funlr~ion f ( x ) = u { x ) + i v ( x ) k o n j u -  
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gier~e Funktion u (x ) - - i v  (x) bezeichne~, welche offenbar gleichzeitig mit  f ( x )  fast 

periodisch ist. 

Satz V. Ist f ( x )  fast  1Jeriodiseh und die untere Grenze g yon If(x)l grb'ss~" 

als o, so ist aueh f ~  fast  19eriodiseh. 

Bowels. Bei jedem �9 ist 

= --< -r f ( x + , ) - - f ( x )  I, 
I 

und es ist somit die Zahl �9 eine zu E gehiirige Verschiebungszahl der Funkt ion 

I 
falls sie eine zu g ~  gehSrige Verschiebungszahl der urspriinglichen Funk- 

t ion f ( x )  ist. 
Aus den S~tzen I I I ,  IV mad V folg~, dass jede rationale O~eration mit fast  

periodisehen ~'unktionen immer wieder ~u fast  ~eriodisehen ~unktionen fiihrt, wenn 

nur nieht dureh ~'unktionen, die beliebig nahe an Null kommen, dividiert wird. 

Wir beweisen schliesslich den 

Satz VI. Die Gren~fun~tion F (x) einer im gan~en Intervalle --  oo < x < 00 

gleiehmdssig konvergenten Funktionenfolge f l  (x), f2 (x), . . . , f ,  (x), . . . , deren einzelne 

Funktionen f,, (x) fast  ~eriodisch sind, ist wieder eine fast  periodisehe .Funktion. 

Bowels. Wir  bemerken zungchst, dass, wegen der Stetigkeit  der Funk- 

t ionen f~(x), die GrenzfunkCion F(x)  gewiss auch s t e t i g  is~. Es sei nunmehr  

> o beliebig gegeben. Wir  w~hlen die Zahl N - ~ N ( , )  so gross, dass fiir alle 

x die Ungleichung I F ( x ) - - f l v ( x ) l ~  ~- besteht. Dann gilt ot~enbar fiir jedes 
3 

die Ungleichung 

IPCx+ )-F(x) I -<_ I + ( -oo  < x <  oo). 
3 

Es ist daher jede zu - gehSrige Verschiebungszahl der F t m ~ i o n  f~(x)  gewiss 
3 

eine zu ~ gehSrige Verschiebungszahl unserer Funkt ion F(x) ;  und well f ly(x)fast  

periodisch ist, gibt es also eine Liinge l = l  (~) derar~, dass jedes Intervall dieser 

Liinge eine ~.u ~ gehSrige Yersckiebungszahl der Funk4ion /r(x) enthiilt. 

Ooronar. Jede fiir - - ~ < x < ~  gleiehmdssig kanvergente Reihe der 2~orm 
6--2454,  Aeta mathematiea. 45. Imprim6 le 1 juille$ 1924. 
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~ a , e ' ~  ~, wo die Exponenten )~ beliebige reelle Zahlen sind, stellt durch ihre 
1 

Summe F(x) eine fast periodische Funktion dar. 
Denn die Abschnifte fn (x) der Reihe sind ja nach dem Corollar des Satzes 

I I I  fast periodische Funk%ionen, und nach Voraussetzung konvergiert f ,  (x) fiir 
n - * ~  gleichmitssig gegen F (x). 

w 
Der Mittelwertsatz. 

Wir beweisen nunmehr den folgenden Satz, weleher uns (zusammen mit dem 
Satze IV) den Schliissel zu der AuflSsung einer fast periodischen Funktion in 
rein periodisehe Schwingungen gibt. 

Satz VII. (Mit te lwer tsa tz . )  Fiir jede fast periodische Funbtion f (x) existiert 
der ~ Mittelwert~ 

T 

lim -~ f (x) d x, 

0 

T 

d. h. der Ausdruck T I f (x) d x strebt fiir T-- ,~  gegen einen bestimmten endlichen 

0 

Grenzwert, den wir mit M ( f  (x) ) bezeichnen werden. 

Beweis. Wir wenden das allgemeine Konvergenzprinzip an. Es sei also 

~ > o  beliebig gegeben; wit haben die Existenz einer Zahl To~To(~ ) dera~ zu 
zeigen, class fiir TI~  To, Tz > To die Ungleichung 

f (x)  d x - -  f (x)  dx < 
0 0 

besteht. 

Zunitchst bestimmen wit die Liinge lo~-I o (~) derart, dass jedes Intervall dieser 

gehSrige Versehiebmlgs~hl der F ~ k t i o n  f (x )  enth~lt. Naeh- Liinge eine zu io  

dem lo festgelegt ist, bestimmen wir die positive Zahl X so gross, daes 
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l o g  
X Io 

is~, wo G die obere Grenze der (beschr~nkCen) Funl~ion I,/'(a~)l bezeiehne~. Und 

schliesslich sei T o > X  so gew~l~,  dass such 

X G  6 
To < -  -r o 

is~. Ich behaup~e, dass To die gewiinseh~e Eigenschaf~ besi~z~; dies wird often- 

bar nachgewiesen sein, falls wir gezeig~ haben, d~.ss bei jedem T >  To der 
2 '  

if f(x) 
o 

Ausdruck dx  yon der (yon T unabhgngigen) Zahl 

x 

o 

um weniger als -~ abweicht. 
2 

Es sei also T>To .  Wir  bestimmen (dttrch successive W a h l ) e i n e  Folge 

%, r ~2, ~a, " . .  yon zu - -  gehSrigen Verschiebungszahlen der FunkCion f (x )  der- 
I O  

art, d ~ s  %-~ o is~ und ~1, ~ ,  % . . . .  respekt~ive in den In~ervallen der L ~ g e  l o 

(x, X+Zo), (~,+x, ~+  X+~o), (,,+x,~,+X+Zo),... 

liegen (siehe Fig. 4), 

o x r, ~)x  F2 r2~r3 ~ §  T 

go go lo 
Fig. 4,. 

und schreiben 

T X ~ ~ 4 - X  ,c~) " ~ + X  T 

+ f + f + f + f +...+ 
o o x ~1 ~ l + x  

Es bezeichne M die Anzahl der In~ervaUe der Lgnge X, d. h. der Intervalle (o, X), 

(~1, |  so dass (~x-1, ~ - I + X )  das letz~e dieser Intervalle ist. Dann ist 
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-~ f ( x ) d x = ~  + + + . . .+  f(x)dx +R~, 
0 gl gl gM--I 

wo das Restgl ied - -  weil die Gesamtl~nge der *Restintervalle* offenbar kleiner  

als M lo+ X ist ~ der Ungle ichung 

< •  a(Mto+ X) I R ~ l =  T 
< I .. I ~ v  8 ~ 

G M l o  + ~-. ~ < - - +  - -  
M X "  lO I0 I0 5 

geniigt. Fe rne r  ist  

+ + . - . +  f ( x )  d x  = ( f ( x ) + f ( x  + v l ) +  "'" + f ( x  + vu-1)} d x 

WO 

X 

- -  -~ M f (x) 

0 

dx + tt~, 

T 
) ~  M X  , < ~  

11~2[~_ �9 X . ( M - - I  < r IO IO 

ist, und  schliesslich haben wir  

mi~ 

I R~I= 

X X 

0 0 

+ Rs, 

T - - M X  
: - C , - - -  

T 

Mlo+ X - M l o  X ~ ~ 
< V  =<G=:=.  + G : - < - -  + . . . .  
- -  T . ~ A  I '  0 IO IO 5 

Es isg also, indem wir die obigen Ungle ichungen zusammenfassen,  

0 0 

IR~I+IR, I+IR~I< -~ + ~ +  ~-=-~ �9 5 ~o 5 z 
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In  dem Satze VII  war, bei dem Grenzfibergang T-* 0% der Mi~telwer~ ge- 

r~de fiber das Intervall o < x <  T genommen; es is~ aber, wei l f (x)  beschr~iaakt ist, 

unmi~telbar klar, dass wir ebensogut den Mittelwer~ fiber das Intervall a<x<a + T 
hgtten nehmen kSnnen, wo a eine beliebige Kons~an~e  bedeutet. Ffir eine spi~tere 

Anwendung (helm Beweise des Hilfsa~zes 2 in w 7) is~ es abet  yon wesenflicher 
a + T  

Bedeutung, dass die Limesgleiehung lim T f f ( x ) d x =  M{f(x)} such gilt, wenn 

a, s~at~ einer Kons~an~en, eine ganz beliebige F u n k ~ i o n  yon  T ist; oder anders 

ausgedrfiek~: 

( V e r s e h g r f t e r  ~ I i t t e l w e r t s a t z . )  Die bei jedem festen a giiltige Satz VIII. 

Limesgleiehung 
a + T  

T ~ o o  
a 

gilt gleiehmtissig in a. 

Bowois. Es s e i ,  > o beliobig gegeben; die Aufgabe besteht darin die Exis~enz 

einer solehen Zahl To=To(*) zu beweisen, dass ffir T >  To und j e d e s  a die 

Ungleiehung 

fix) dx--M{f(x)}  <~ 

T 

besteht, wo M{f(x))die Zahl lira T I f ( x ) d x  des Satzes VII  bezeichnet. Zu 

0 

diesem Zweeke bestimmen wir die Zahl T t derm4, dass ffir T >  T 1 

I/ I T f(x) dx - -M{f (x )}  <~ 
o 3 

ist, und ferner die Zahl lo~-lo(*) so, dass jedes Intervall der L~nge lo eine 

zu - gehSrige Verschiebungszahl der Funktion f(x) enth~ilt. Ich behaupte, dass 
3 

eine Zahl To, welehe > 2'1 und > lo ist und der Ungleiehung 

T o >  6 lo___~G 
6 
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genfig~, wo G die obere Orenze yon If(x) ] bezeichnet, die gewiinsehte Eigenschaft 
besitzt. In der Tat, es sei a eine be l ieb ige  Zahl und T >  To. Wir w~hlen eine 

Verschiebungszahl ~ = ~ ( ~ ) i m l n ~ r v a l l e ( a , . + l o ) u n d f i n d e n z u n ' ~ c h s t  

WO 

IR~l = 

a+T v+T 

a ,c 

dx + 1~ 1, 

; }] fix) d x - f (~1 d 
a a + T  

Ferner ergibt sich 

mi~ 

�9 +T T 

; f  I ff(~) d~'+R. f (x) d ~, = F 
�9 ~ 0 

[ R , [  = { f ( x + z ) - - f ( x ) } d x  <~ ,  
= 3  

und, wegen T>/ '1 ,  
T 

0 

3 

Unglelchung 

Durch Zusammenfassung erhalten wit nun sofort die gesuchte 

IR, I + IR, I + IR, I < 3 ~ = , .  

Corollar. E8 is~ 

0 

lira I f 

- - T  

.rid 

T 

if 
- - T  
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w 

Herleitung der Fourierreihe und lufstel lung des Fundamentalsatzes. 

Es sei f(x) eine gegebene fast periodische Funktion; dann ist, bei j edem 
ree l l en  ~, die Funktion g (x} =f (x )  e -~a~ als Produkt der fast periodischen Funk- 

tion f(x) und der rein periodischen Funktion e - ~  wieder eine fast periodische 

Funktion (Satz IV}; es existiert somit (Satz VII} der Mittelwert 

T 

0 

Wir bezeichnen diese Zahl M{f(x}e  - ~ )  mit a(~t), wodurch also eine ~u der 
gegebenen fast periodisehen Funktion f(x) gehb~ige Funktion a (~) (--oo<~.<ao) 

definiert wird. 
Aus der beka~nten Limesgleichtmg (wo ~ eine reelle Zakl bedeutet) 

T 

I S {o .+o M { e ~  ~} = t im - e~. �9 d x =  
T--| fiir p----o 

0 

ergibt sich sofort, nach einer in der Theorie der orthogonalen Funktionen ge- 

liiufigen Scldussweise, der 

Satz IX. Es sc~ f(x) eine fast periodiaehe FunCtion, gD... ,  g~ beliebige unter 
einander versehiedene reelle Zahlen und bl, . . . ,bN beliebige kornplexe Zahlen. 
Dann ist 

N 2V N 

(.) 
1 l 1 

wobei a(~) die obige Bedeutu~g a (~)=M(f(x) e-" :}  hat. 

Bewois. Wir bemerken zuniichst, dass die in der Formel (x) vorkommenden 

beiden Mittelwerte einen Sinn haben; denn die beiden Funktionen f(x} und 
IV 

f(xl - - ~  b,e l~nz, und daher auch (nach dem CoroUar des Satzes IV} die Quadrate 
1 

ihrer absoluten Betr~ige, sind ja fast periodische Funktionen. Es folgt n-nmehr 
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dutch eine einfache Rechnung, in welcher das ~berstreichen einer GrSsse den 

~bergang zu der konjugierten Griisse bedeu~et, 

Zr /V N 

~'{ I:(')-~, '-'"-" I'}= ~((:(~)- ~: ~. ~ ' '~) ( icx) -  >,, -~,,.-,,..)) 
1 1 1 

zV N 

= M ( f ( x ) f ( x ) )  --~.~ -bn M ( f ( x )  e- '~ , ) ' )  - ~.j b,) 1)I ( f ( x ) e ' a n  ~') 
1 1 

also, wegen 

+Z Z b.,~.~(~'('.,-'.)'), 

f i i r  ~1  ~ n2  ) 

N N N N 

: {  Isc->- ~ '- ~""I'} = ~ ( I s ( ~ ) l ' ) -  Y,~.o Co) -~  b.: (~n) + Z b. ~. 
1 1 1 f t ~ l  

- -  M( I / (~ )  I ' )  -- ~ ,, (~.,) ~ (~..,) + ~ (b,,--. (~))(L-- ~ (~.,)) 
1 1 

= M ( I f ( x )  I ' ) - - ~  I a (k)  I '  + Y~ I b . - - a  (~)1 ~ �9 
1 1 

Werden in der Formei (i) die Kons~nten bn spezieU gleich den Zahlen 
a (~n} gewghlt, geht (i} in die Formel 

N .N 

I I 

iiber. 

Da die auf der Hnken Sei~e der Formel (a) s~ehende OrSsse - -  als Mittel- 

wer~ einer reellen, nichg negafiven Funk~ion - -  offenbar ein reeUe, nieht negative 

Zahl ist, ergibt n ~  die Formel (a) sofort die Ungleiehung 

N 

(3) Y, la (~)I~ ~ M (I.,"(~)I'), 
1 
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und aus dieser Ungleichung, in welcher die Zahlen ~1, . . . ,  Xzr ganz  b e l i e b i g e  (under 

ein,,nder verschiedene) reeUe Zahlen in beliebiger Anzahl sind, folgt welter, dass es 

zu jedem e > o hSchs~ens eine e n d l i c h e  Anzahl yon Zahlen X geben kann, fiir die 

[a (;t)[ ~ ~ ist, n~i~nlich hSchs~ens ~M{]f(x)[~}.  Hieraus schliessen wir, indem 

I I 
successiv eCwa gleich x, ~,~ . . . .  gew~hlt wird, das folgende fundamentale Re- 

sultat: 

Satz X. Zu jeder fast  periodischen Funktion f (x )  gibt es hb'chstens eine ab- 

ztthlbar unendliche Anzahl yon Zahlen ~, fiir welche der Mittelwert 

a 

yon o versehieden ist. 

Wir bezeichnen diese X (in einer beliebigen Reihenfolge) mit 

.,,4'1, .,,4~, . . . ,  .,'In, �9 �9 �9 

trod die zugehSrigen Mittelwerte a (,4~), a (~/~), . . . ,  a (l/.) . . . .  mit 

A ~ , A  t, . . . , A n ,  . . . .  

Die mittels dieser Zahlen -//n und An gebilde~e Reihe ~ A n d ~  ~ werden wir die 

zu f (x )  gehSrige ~Fourierreihe~, nennen; wir schreiben (nach dem Vorgang yon 

HuRwITz fiir gewShnliche Fourierreihen) 

Ferner werden wir die GrSssen An und A,, als die *Four/erexponenten~ bzw. 

Eourierkoeffizienten~) der fasr periodischen Funktion f ( x )  bezelchnen. 

Um den Gebrauch des Wortes  ,Fourierreihe~ fiir unsere Reihe ~Anet~n ~ zu 

rechffer~igen haben wir vor allem den folgenden Satz zu beweisen. 

Satz XI. In dem S2ezialfalle, wo die gegebene fast  periodische Funktion f ( x )  

2 ~  
rein l~eriodisch ist, etwa mit der Periode p-~--~, stimmt unsere *Fourierreihe, 

�9 An~An ~ mit der gew6hnlichen Eourierreihe 

7--24~i4. Aeta maShamar 

Z an e ~n~z 

45. Imprim6 le 1 juillet 1924. 
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dieser Funktion iiberein (wenn in dieser letzteren Reihe eventuelle Olieder a.  ~"~ 

mit a~=o  weggelassen werden*). 

Bewem.  Es handelt sich datum zu zeigen, dass 

~  Z=nk 
(o fiir Z # n  k 

ist. Dass a ( i t )=a .  

konstanten a.: 

ist fiir /t-----nk, folgt sofort aus tier Definition der Fourier- 

: I X e-~"k~dx, 

denn aus der Periodiziti/t yon f (x)e - ~ ' ~  ergibt sich ja: 

T m p  p 

a ( n k ) = l i m  I ff(x)e-'" 'dx=Wm ~ f f ( x ) e - ' " ~ d x =  i ( f (x )e~ , ,k ,dx=a, , .  
~-| j ~-|  IJJ 

o o o 

Und dass andererseits a (~t)=o ist fiir jedes ~, welches k e i n  ganzzahliges Multiplum 

yon k ist, folgt z. B. daraus, dass die rein periodische (stetige) Funk t ionf (x )be-  

kanntlich mit beliebiger Genauigkeit dutch ein trigonometrisches Polynom der 
N 

Form ~ ~n d ~ z  approximlert werden k~nn; d. h. bei einem vorgegebenen ~ lii~st 
--N 

sich ein Polynom so wi~hlen, dass 
N 

ist, wo [R(x) [<~  ist flit aUe x. Denn hieraus folgt ja, dass bei festem ~ # n k  

iv 

ist, also dass [a (~t)]__< E, d. h. a (/L)=o ist. 

Zur weiteren Verdeutlichuug des Begriffes der Fourierreihe einer fast perio- 

dischen Funktion sehieben wit bier den folgenden Satz ein. 

i Der Grund, weshalb wir in unseren ,allgemeinen) Fourierreihen, im Gegensatz zu den 
�9 gewShnliehen, Fourierreihen, Glieder mit  Nullkoeffizienten nicht zulassen, ist ein prinzipieUer. 
Weft n~tmlich hier die Menge der grunds~tzlich mSgUchen Exponenten aus dem Kontinuum s ~ m t -  
l i c h e r  reellen Zahlen besteht  und somit nicht abztthlbar ist, kSnnen sie nicht alle als ,Fourierexpo- 
nenten ,  herangezogen werden, wlihrend zu einer be~,immten Auswahl natftrlieh kein Grund vorliegt. 
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Satz XII. ~s sei die l~eihe ~a~e*a. ~, wo die (reellen) JEx~onenten ~. alle 

unter einander verschieden und die Koeffizienten a. alle 4=o sind, ira Intervalle 
--~o < x < ~ gleiehmdssig konvergent (oder de bestehe aus nur endlieh vielen Gliedern), 

und also ihre Summe f(x) (hath den CoroZlaren der 8h'tze I I I  und VI) eine fast 
periodisehe FunCtion. 1)ann ist die ~'ourierreihe ~Ane~a~ ~ dieser ~un~tion gqx) mit 
der gegebenen Beihe 2~a.ei~. �9 identiseh. 

Bowels .  Die Behaupkmg l~utet, dass 

a(j,)_.~M{f(x)e_,a~}={o, fiir ~ . = ~  
fiir /t 4=).. 

ist. Die Richtigkeit dieser Gleichung folgt aber sofort aus der Vorausse*zung, 

dass die Reihe ~a, ei~n ~, falls sie unendlich viele Olieder enthgR, im g a n z e n  In- 

t e r v a l l e - - o o  < x < c ~  g l e i c h m g s s i g  gegen f(x) konvergiert. In  der Tat folgt 
T 

offenbar aus dieser Annahme, dass der Prozess h ~ |  fiir die Reihe ~a,e*~n �9 

0 

g l i e d w e i s e  ausgefiihrt werden darf, dass a l s o -  da die TIirmufiigung eines 

Faktors e - ~  die gleichmgssige Konvergenz nicht start - -  bei jedem festen 

gilL: 

T T 

0 0 

T 

~'---='J to fiir ~t4=~. 
0 

Corollar. Die ~'ourierexponenten 11. einer fast periodisehen FunCtion sind 
keinerlei Bedingungen unterworfen, in dem Sinne, dass wir #de beliebig gegebene 
(endliehe oder aMahlbare) Folge yon reellen unter einander versehiedeaen Zahlen 
als Fourierexponenten einer passend gewdhlten fast periodisehen Funktion erhalten 
~6nnen. (Es kann also z. B. die Exponentenfolge {l/~} sehr wohl Hgufungspunk~e 

im Endlichen besitzen, oder sogar im ganzen IntervaUe - - o o < X < ~  iiberaU 

dicht liegen.) 

Falls n~nlich zu den beliebig gegebenen Exponenten ~tn die Koeffizienten an 4 = o 

so gewghR werden, dass ~ ] a . ]  konverglel~, wird ja die Reihe 2~aneix. ~ gewiss 
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eine ~Fourierreihe~ sein, n~nlich (nach dem Satze XII) die Fourierreihe ihrer 

Summe f(x)=:~a, e~a~ x. 
Nach dieser Einsehalt~ng nehmen wir den Faden der Entwickinng wieder 

auf, d. h. wir betra~hten nnnmehr wieder eine be l ieb ige  fast periodische 

FtmkCion f(x)~i~A,~e~'a,, x. Wir wenden die Ungleichung (3) an und finden, bei 

der Wahl ~=. / /~ ,  dass bei jedem 2V 
/v 

~1  A~I' --< M{If(x) I'} 
ist, also 

sat~ ~rr. Die a ~  den Quad~aten de," absoluten BetrSge tier Fourierk~effiaienten 
A,, einer fast periodischen Funktion f (x)  geSildete l~eihe ~IA.I' ist ~nvergent 1 -  
falls sie iiberhaupt unendlich vieZe Glieder besitzt - -  und ihre Summe ist ~ M ( l f  (x) [J). 

In  dem speziellen Fall, wo die fast periodisehe Funl~ion f (x)  r e in  perio- 
d i seh  ist, etwa mit der Periode p, besa~ ein Fandamen~lsatz aus der Theorie der 
gewShnlichen Fourierreihen (der PxRsEvxT.'sche Satz), dass ~[An~ 2 immer g l e i eh  

P 

I f I' 
dem Mittelwen ~ If(x) dx, also anch gleich unserem MW~elwertM([f(x)[ z) 

o 
T 

~-lim T t  If(x)[z dx ist. Wir werden in Kapitel I I  den Beweis daft@ erbringen, 
Q ]  

o 

(lass auch in dem aUgemeinen Fall der fas t  p e r i o d i s e h e n  Funktionen der 
analoge Satz besteht, d. h. wir werden den folgenden Satz beweisen: 

Satz XIV. (Fundamenta lsa tz . )  Fiir jede fast periodische •unktion f (x )  
mit der Fourierentwicklung ~A~e~A~ ~ gilt die G~,ichung 

~l  A.I'=M{If(x) I'}. 

Ganz wie bei den gewShnHchen Fourierreihen rein periodischer FunkCionen 
kSnnen wit aueh bier bei den allgemeinen fast periodischen ~ml~ionen dem 

Fundamentalsatz eine andersal~ige Formulierung geben, aus weleher seine zenh~ale 
SteUung in der Theorie deutlieher hervorgeht. In der Tat ersieht man aus der Formel 

N N 

{Is(-)- z . . . ' -"  I'}=.. i', 
1 1 

H ie r in  i s t  spez ie l l  e n t h a l t e n ,  dass  A n - - ~  0 f / i t  n - - #  ~ .  
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welche aus der Formel (2) bei der Wahl ) ~ / .  hervorgeht, dass der Inhalt  

des Fundamentalsatzes, d. h. die Relation :~[ An ]s~M([f(x)I~}, in dem speziellen 

Fall, wo die Fourierreihe nur e n d l i c h  viele  Glieder, etwa hro Glieder, enthiilt, 

mit der Gleichung 
/r 

I'}--o, 
1 

und in dem aUgemeinen Fall, wo die Fourierreihe u n e n d l i e h  vie le  Glieder ent- 

hiilt, mit der Limesgleichung 

I'}=o 
1 

gleichbedeutend ist ,  welch letz~ere besag~, dass die Abschnitte der Fourierreihe 

~im ]~Iit~el* gegen f(x) konvergieren. Wir sprechen den Fundamentalsatz in dieser 

Formulierung 8o ans: 

Satz XV. (Satz yon de r  m i t t l e r e n  Konvergenz . )  Die zu einer fast 

periodisehen Funktion f(x)  geh6rige Fourierreihe 2~A~e~a~ ~ konvergiert im Inter- 

valle --oo < x < o o  im Mittel gegen die Funktion f(x). 

Wir bemerken noch zur Orientierlmg, da~s man - -  ganz unabhi~ngig yon 

dem tiefliegenden ~undamentalsatz, weleher die Frage erledigt, ob es mSglieh ist 

eine fast periodische Funktion m i t  b e l i e b i g e r  G e n a u i g k e i t  durch die Ab- 

sehnitte ihrer Fourierreihe im Mittel zu approximieren - -  aus der Formel (I) S. 47 

sofor~ schllessen kaam, dass man, wenn man eine fast periodisehe Funktion f(x)  dutch 
2~ 

eine endliehe trigonometrisehe 8umme ~, b~ dx~ z im Mittel zu a2~roximieren wiinseht, 
1 

die Glieder bnet~n ~ unter den Gliedern der Fourierreihe der Funktion wh'hlen 

muss. Denn einerseits zeig~ ja die Formel (I), dass man die  E x p o n e n t e n  )~ 

u n t e r  den  F o u r i e r e x p o n e n t e n  ,4n w~h len  soll ,  weft man eine bessere Ap- 

proximation, d. h. einen kleineren mittleren Fehler, erh~lt, wenn etwaige Glieder 

bne~n ~, fiir welehe itn keiner der Fourierexponenten ist, einfach aus der Summe 

weggelassen werden; und andererseits besagt sie, dass man, nachdem die Expo- 

nenten )~ alle unter den Fourierexponen~en J/n gewii.hlt sind, d ie  K o e f f i z e n t e n  

b~ g l e i ch  den  e n t s p r e c h e n d e n  F o u r i e r k o e f f i z i e n t e n  An w~h len  sol l ,  

weft jede andere Wahl der Zahlen bn offenbar ein schleehteres Approximations- 

resultat ergibt. 
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Ehe wir dazu fibergehen den recht schwierigen Beweis des Fundamental- 

satzes anzufangen, werden wir zun~chst in den beiden folgenden Paragraphen 

fiber einige weitere K o n s e q u e n z e n  des  F u n d a m e n t a l s a t z e s  berichten. 

w 
Der Eindeutigkeitssatz. 

Bei der n~heren Untersuehung des Zusammenhanges einer fast periodischen 

Fun~ ion  f (x)  mit ihrer Fourierreihe 2 A ,  da,* = erhebt sich zun~.chst die funda- 

mentale Frage, ob eine Funktion dutch ihre Fourierreihe e i n d e u t i g  bestimmt 

wird, d. h. ob zu zwei versehiedenen fast periodisehen Funktionen immer zwei ver- 
sehiedene F~rierreihen gehgren. Da die Fourierreihe der Ditferenz f(x)--g(x} 
zweier fast periodiseher Funktionen f (x)  und g (x), wegen der Gleiehung 

M { ( f  (x}--g (x)) e -~ ~ ~}-~M { f  (x) e-' ~ =}-- M {# (x) e - '  ~ =}, 

offenbar durch formale Subtraktion der beiden zu f (x)  und g (x) gehSrigen Fou- 

rierreihen entsteht, kanu diese Frage auch so gestellt werden, ob es eine nich~ 
identiseh versehwindende fast periodische Funktion gibt, deren Fourierreihe gar keine 
Glieder enthhTt. 

Im Gegensatz zu dora Spezialfall der rein periodischen (stetigen) Funktionen, 

wo diese Frage sehr leicht direkt zu 15sen ist, scheint die Antwort ffir die aUgemeine 

Klasse der fast periodischen Funktionen ziemllch tief zu liegen. Wenn wir abet 

den - -  erst im Kapitel I I  zu beweisenden - -  F u n d a m e n t a l s a t z  herauziehen, 

kSnnen wir die Frage sofort erledigen, und zwar durch den folgenden 

Satz XVI. ( E i n d e u t i g k e i t s s a t z . )  Eine fast 19eriodische Funktion f(x}, 

welche der Bedingung a {~t}----o fiir alle Z genii#t, muss fiir alle x gleich o sein. 

Bewets. In der Tat  folgt aus dem Fundamentalsatz, dass f (x)  die Be- 

dingung M{If(x}l~)=o erfiillen muss, so da~s es sich also nut  dazaun handelt zu 

beweisen, dass  e ine  f a s t  p e r i o d i s e h e  F u n k t i o n  f (x) ,  ff i r  d ie  M { i f  (x) [')=o 
i s t ,  i d e n t i s c h  (d. h. f f i r  a l le  x} v e r s c h w i n d e n  muss.  

Wit  fiihren den Beweis dahureh, dass wit zeigen, dass, falls f(x} n i e h t  iden- 

tisch o ist, die Zalal MOf{x} I s) gewiss g r S s s e r  a l s o  ist. Es existiere also ein Punkt  

Xo mit f(Xo)4O, mad es sei die Zahl f(xo) m i t c  bezeiehnet. Da f (x)  stetig ist, 

kSnnen wit ein Intervall (xo--h, xo+h ) so wiihlen, dass [f(x)l fiberall in diesem 
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Intervall  > ist. Wegen der Fastperiodizitgt yon f ( x ) k i i n n e n  wir ferner 

I 
eine Litnge lo so bestimmen, dass jedes Intervall  der Liiaage lo eine zu , = -  l e l  

4 

1 i I 
I I ( I 
I I 
! I I . I I 

I t , _ ,  I , I 1 
xo-,~ ~ x o ~  - x,.x,,+ r, x~'Xo r 

Fig. 5. 

gehSrige Verschiebungszahl ~=~(~) der Funkt ion f ( x )  enth~.lt, so dass wit  eine 

Folge yon ( zu ,  gehiSrigen)Verschiebungszahlen o = % < ~ < ~ < " - < ~ < " -  succes- 

sive so wKhlen kSnnen, dass, flit aUe n ~ I ,  

ist, d. h. (siehe Fig. 5) dass die Differenz xn- -xn-1  zweier aufeinander folgender 

Zahlen der Folge 

xo, x i=xo+~q,  x~=Zo+~2, . . . .  x,~=xo + ~,~, �9 �9 �9 

zwisehen 2h  und 2 h + l o  liege. Nun gilt abet bei jedem n i m  ganzen Intervalle 

(x~--h,  x~ + h) die Ungleichung 

If(x) I ~ If (x-~)  I - If(x) - f (x-~,~) I > [ e~_! _ ]e] = I e_!; 
z 4 4 

da ferner die be~rach~e~en Intervalle (xn--h,  x ,  + h) der Lgnge 2 h nicht  iiber ein- 

ander greifen, weil ja x n - - x n - l > z h  ist, und der Abstand xn- -xn-1  zwischen 

den Mit~elpunk~en zweier auf  einander folgender Intervalle kleiner als 2 h + 1 o ist, 

ergibt sich hieraus sofort, class 

T 

o 

ist, also dass M { I f ( x ) l  2) gewiss gr /$sser  a l s o  ist. 

Als eine unmittelbare Folge des Eindeutigkeitssatzes nennen wit  das 
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Corollar. Falls die zu einer gegebenen fast periodischen Funktion f(x)  geh6rige 
Fourierreihe 2 A,  d ~  ~ fiir alle x gleichmffssig konvergiert (oder nut endlieh viele 
Glieder enthdlt), ist f(x) gleich der Summe S(x) dieser Reihe. 

Dema nach dem Satze X I I  hat  ]a die Snmme S(x) d iese lbe  Fourierreihe, 

~AndA,  ~, wie die gegebene l~ml~tion f(x),  u n d e s  muss daher na~h dem Ein- 

deutigkeitssatz S(x) mit f(x) identisch sein. 

Es seien die beiden folgenden Bemerkungen zur Erg~.nzung hinzugefiigt. 

x ~ Aus dem Eindeutigkeitss~tze folgt sofort - -  da man bei Bestimmung 

des ]~ittelwertes a(~}-~-M(f(x)e -*ax) ein n u r  nach  de r  e inen  Se i t e  ins  Un- 

e n d l i c h e  r e i c h e n d e s  Intervall, etwa c < x <  ~ ,  zu betrachten bmucht, und da 

die fast perlodische Funktion f (x) nach dem Eindeatigkeitssatz durch die Fun l~on  

a(it) e i n d e u t i g  bestimmt ist - - d a s s  gwei fast periodische ~'unktionsn fl(z) und 
f~ (x), die nur in einem nach der einen Eeite ins Unendllche reichenden Intervall, 
etwa c<x<oo, zusammenfallen, iiberhaupt identisch sind. Die Richtigkeit dieser 

Bemerkung geht iibrigens such aus der Definition der Fastperiodizitiit in Ver- 

bindung mit dem Satze, class die Dit~erenz zweier fa~t periodischer Funktionen 

wieder eine solche ergibt, hervor; de~a eine fa~t periodische Funktion f (x)  (in 

unserem F~.lle die Fnnlrtion f l  (x)--]~ (x) ), welche im g~n~en Intervalle e < x < ~  

gleich o ist, muss oi~enbar iiberall o sein, da ja zu jedem festen Punkte xo des 

Intervalles - - o o < x ~  e and jedem ~>o eine Verschiebungszahl v=~(~) bestimmt 

werden kann, fiir die xo+~ im Intervalle c < x < ~  liegt, weshalb schliesslich 

[ f (Xo) I < If  (Xo) --  f (xo + z) [ + I f (~o + ' )  I z ~ d. h f = o ist. 

2 ~ Wenn f (x)  ( o < x <  ~} eine b e l i e b i g e  (d. h. nieht notwendig fa~t perio- 
dische) stetige Fnnl4ion ist, von tier nur bekannt ist, dass bei jedem reellen ~ tier Mittel. 

T 

t J  
0 

n i c h t  sehliessen, class f (x)  identiseh o ist. In  der Tat lint z. B. jede s~etige 

Funktion f(x) ,  die fiir x ~  gegen o strebt, die erwiilmte Eigenseha2r Von 

grSsserem Interesse mag vielleicht die Bemerktmg sein, class man aus die- 
set Voraussetzung such nieht seMiessen darf, dass der Mittelwert M { [f(x) [ z) 

T 

= r i m  ~ / I f ( x ) l ' ~ x  gleich o ist. So ha~ z. B., wie Surds eine einfache hb- 
~ J  

0 

sehiitzung einzuaehen is~, jede der beiaen Fnnlrtionen f ( x } = e  ~V~ mad f(x)-~e ~" 
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(yon denen die erste ~sehr langsame~, die zweite ))sehr schneUe,) Schwingungen 

ausfiihrt) die Eigenschaf~, dass M { f ( x ) e  -iz~) bei jedem reellen g gleich o ist; 

und trotzaem ist M ( [ f ( x ) [ ~ ) = I ,  da ja I f (x)]  iiberall gleich i is~. 

w  

Das Rechnen mit Fourierreihen, 

Wir stellen zuni~chs~ einige S~ze  zusammen, deren Beweise aus der Defini- 

tion der Zahlen a(~), d. h. aus der Gleichung a ( ~ ) = M ( f ( x ) e ~ ) ,  unmittelbar 

folgen. 

Satz XVII. Die _Fourierreihe der Summe f (x )  + g (x) yon zwei fas t  periodisehen 

Funktionen entsteht durch fo~vnale Addition der beiden zu f (x )  und g (x) geh~ige~ 
Fourierreihen. 

Satz XVIII. Aus f(x)~Y.A,e*a*, �9 folgt 

e f(x) Z e A. ", 

wo c eine beliebige Konstante 4=0 bedeutet. 

Aus den Siitzen XVII  und X V l I I  folgt z. B., was wir schon in w 4 erwi~hnt 

haben, dass die Fourierreihe der D i f f e r e n z  f ( x ) - -g  (x) durch formale Subtraktion 

der Fourierreihen yon f (x )  und g (x) ensteht. 

Satz XIX. Aus f ( x ) ~ Z A ~ d ~ ,  ~ folgt 

wo v eine beliebige reelle Zahl bedeutet. 

satz XX.  Aus f (x )eo~A, ,da~ ~ folgt 

Von diesen Si~tzen behandeln zwei (XVIII  und X I X ) d i e  Multiplikation 

einer beliebigen fast periodischen Funktion mit einer ganz speziellen solchen 

Funlr~ion. Im Gegensatze zu diesen beiden Si~tzen, die ja ganz auf der Ober- 

fliiche liegen, ist der folgende a l l g e m e i n e  M u l t i p l i k a t i o n s s a t z  ein tiefliegender 
8--2454.  AcSa ~ h e m a ~ c ~ .  45. Imprim6 le 2 juillet 1924. 
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Satz. In  der Tat werden wit zeigen --  durch eine bei den rein periodischen 

Funktionen bekannte Scldussweise - -  class der Multiplikationssatz mit dem 

F u n d a m e n t a l s a t z  inhaltlich ganz aequivalent ist. 

Satz ~x~. Die zu dem Produkte f(x)  g (x) zweier fast periodisc~r Funktionen 
geh~rige Fourierreihe ~ C.d ~ entsteht dureh formale Multiplikation der zu den 
beiden Faktoren f (x) and g (x) gehSrigen Fourierreihen Y. A~ d An ~ und ~ Bn e t ~  z, 
d. h. der ExTonent Nn durchlh'uft die Zahlen der Form .4p+Mq, und der ent- 
strrechende Koeffizient C~ ist durch die Summe 

gegeben, wo die letzte Reihe, falls sie unendlich viele Glieder enthSlt, absolut konver- 
giert (und wo natiirlieh eventnelle Glieder Cn d ~ mit C~=o weggelassen werden 

sollen). 

Beweis. Der Satz besagt offenbar, class bei j e d e m  reellen ~ die Gleiehung 

(4) M { f ( x ) g  ( x ) e - " = }  = ~ Ap Bq 
Ap+Mq~ 

besteht (wo die rechte Seite die Zahl o bedeutet, falls die Summe leer ist), und 

class die Reihe rechts absolut konvergiert, fRll~ sie unendiich viele Glieder ent~ 

h~lt. Wit  bemerken zuniichst, dass es geniigt die Gleichung (4) (und die abso- 

lute Konvergenz der rechten Seite) fiir den s p e z i e l l e n  W e f t  ~ o  za beweisen, 

w o e s  sieh um das k o n s t a n t e  G l i e d  der Fourierreihe ~ C~d~  ~ handelt; denn 

die allgemeine Gleichung (4) geht - -  unter  Verwendung des Satzes X I X -  

offenbar aus der spezielleren Gleichung 

(5) M(f( )g = 
AI~+Mq=O 

hervor, falls in (5) die Funlrtion f (x )  durch f (x )e  -~'x ersetzt wird. 

Mit ttiffe tier Zerspaltungen 

f ( x ) = f ( x ) + ~ x )  + i f ( x ) - - f ( x )  g(x)=g(x)+g(x)  +ig(x)--g(x)  
2 2 i  ' 2 2~ 
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ersieht man ferner durch eine einfaehe Betrachtung (unter Benutzung der obigen 

Sgtze KVII,  XVHI,  i X ) ,  dass es genfig4 die Gleichung (5) fiir den Fall zu be- 

weisen, wo f(x) und g(x) beide r e e l l e  F u n k ~ i o n e n  sind, und aus der schon 

friiher benutzten Identits 

f (x) g (x) =- ~ {(f(x) + g (x))'--(f (x)--g (x))'} 

folgt weiter, ebenfalls d~xeh eine triviale Betra~htung, dass man in (5), stat~ 

des ProduCes zweier beliebiger fast periodiseher Funktionen, nur  das Qua- 

d r a t  einer solchen FunkCion zu betrachten braueht. Wir  diirften uns somit beim 

Beweise der Gleichung (5) auf den Fall beschrii~ken, wo f (x)und g (x)beide reell 

wgren, und f(x)~-g (x) wgre. Es ist aber bequemer den etwas allgemeineren Fall 

zu betrachten, wo f(x) e i n e  b e l i e b i g e  (also nicht reell angenommene ) f a s t  

p e r i o d i s c h e  F u n k t i o n  is t ,  u n d  g(x) : j~x)  ist.  Die zu beweisende Gleichung 

(5) nimmt hier, wegen 

f-(x) co ~,  A.e'{-an~ *, 

die Gestalt 
JM ~f(x) f(x) } = ~Ap Aq 

d. h. die Gestalt 

an, wo die letzte Summe fiber alle Fourierkoeffizienten A~ zu erstreeken ist (und 

wo absolute Konvergenz der Reihe mit gewShnlieher Konvergenz gleiehbedeutend 

ist, da die Glieder si~mtlieh p o s i t i v  sind). Hiermit ist die Riehtigkeit nnserer 

Behauptung der Aequivalenz des Multiplikationssatzes mit dem Fundamentalsatz 

nachgewiesen, und somit - -  unter  Annahme der Richtigkeit des Fundamen- 

talsatzes - -  der Beweis des Multiplikationssatzes vollendet. 

Wir  erwghnen sehliesslieh noch einige Sgtze fiber das formale Rechnen 

mit Fourierreihen, deren Beweise unmittelbar - -  ohne Gebrauch des Fundamen- 

talsatzes - -  zu fiihren sind. 

Satz XXII. Es sei f(x) eine fast periodisehe Funktion und 2[A,e~a~ ~ ihre 
Fourierentwie~lung. Dann ist, bei jedem reellen e, die Funktion f(x+e) ebenfalls 
fastperiodiseh und ihre ~'ourierentwieklung lautet 

f (x+  c) 
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Beweis. Dass f ( x + c )  fast periodiseh ist, is~ Mar; sie hat ja sogar, bei 

jedem ~, dieselben Yerschiebungszahlen ~(~) wie die gegebene Funktion f(x). Und 
dass f ( x+e)  die angegebene Fourierentwicklung besitzt, ergibt sich sofor~ durch 

die folgende Rechnung (in welcher it eine beliebige reelle Zahl bedeutet) 

T e + T  

M{f (x+e)e - i~}  = lim I f  rrLm=I f f ( T--| T f(x+e)e-~Z~dx : -- -T x)e-a(~-C)dx 

0 r 

Batz -xxrrT. Aus f(x} ~ 2 A ,  da~ ~ foIgt, bei jedem re.ellen e 4 = o, die Relation 

f(ex) ~ ~A,~e'(% c)~. 

Beweis. Die Funktion g(x)=-f(ex) ist offenbar wieder fA.st periodisch, und 

bei ]edem reellen it gilt die Gleichung 

T 

M { g ( x ) e - i ~ }  = Flm T f 

o 

cT 

ax =T--.Urn ;2Jf(x)e ~ a.=M(f(x)e'~'}. 
6 

Sara :g.XlV. Es sei f(x)  fast  periodiseh und f(x)  ~ Y,A,,e'a~ ~. 

jedem positiven e das Integral 

xTe 

= f d, 
x 

Dann ist bei 

wieder eine fast  periodisehe Funktion, und ihre Fourierentwicklung lautet 

~(x) ~ Z &  e ' ~ ~  . e.~.~, 
i_4n 

wo, falls ein konstantes Glied Ae i~ in der Fourierreihe T.And% ~ vorkommt, der 
e fOe - -  I 

entslgreehende Faktor --~-~--- dureh die Zahl e gu erseteen ist (und eventuelle sons- 

$ige Olieder, far welehe der FakCor (e'a~--z)versehwinde~, natiirlieh weggela~sen 

werden sollen). 
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Beweis .  Dass F(x) fas~ periodisch is~, is~ klar; denn F(x) is~ s~e~ig, und 

es ist~ offenbar jede zu - gehSrige VerscMebtmgszahl der urspNinglichen Ftmk- 
6 

tion f(x) eine zu ~ gehSrige Versehiebungsz~hl der Funkfion F(x), wie aus der 

Ungleichung 

:~+~+c z + c  x + c  

If f( fJ( I l f l  IF(x+~)--~(~)I = y)dy-- yldy -~ {fCy+v)--f(y)}dy <= c . -  = e 
C 

~+"a x, z 

hervorgeh~. Um nunmehr die Fourierreihe yon F(x) herzuleiten, haben wir bei 

jedem reellen ~ die Zahl 

b (z) = ~ ( F ( ~ )  ~-'} 

zu berechnen. Wir  finden (siehe Fig. 6) 

A 

Jr162 

Jr-C --~ 

- C  0 ZC 

T~c 

T 

T 

Fig .  6. 

T T x +e  

b(X)= lira F(x)e-i~dx -~ e-ia"dx f(y)dy 

o o x 

T y 

o y - -c  

wo R1 und /~  die Doppelintegrale der Funktion f(y)e -iz~ iiber das Dreieck d~ 

bzw. d~ bezeichnen. Jedes dieser Doppelintegrale R~ und/ /~ ist abet numerisch 

kleiner als eine feste (d. h. yon T unabhgngige) Konstante, ngmlich ~ I c~ G, 
2 
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wo G die obere Grenze yon [f(x)l bezeichnet; es diirfen daher die Resgglieder 

R~ und R~ beim Grenziibergang T -*  oo einfach vernachlgssig4 werden, d. h. es ist 

T y 

0 y--e 

Hieraus folgt fiir Z =~ o 

T 

~ f e--i2Y[I -~i2c~ I --e i~ 
b (I) = lim f O )  ~ ~ ' d y - -  M {f(x) e -a*} = - -  - -  

r--| --iA --iZ 
0 

- i z  a(Z) 

und fiir it ~-o 

T 

b(o)-~ tim z f T--| -T c fO)dy=cM{ . f ( x ) }~ -ca (o ) ,  
0 

womit der Satz bewiesen isk Es sei noch bemerkt, dass das ,gewShnliche* 

Integral I f ( y  ) dy  einer fa~t periodischen ~ml~ion  im Allgemeinen n i c h t  wieder 

r 

eine fast periodische Fanktion ergibt; auf diese Frage werden wir in Zusatz 
3 zuriickkommen. 

Wir betrachten zaletzt eine fast periodische Funktion f(x), die als Grenz-  

f u n k t i o n  einer gleichmii~sig konvergent~n Folge yon fast periodischen Funk- 

fionen f~(x)  entstanden ist (vgl. Satz VI), und fragen, wie ihre Fourierentwicke- 

lung aus denen der Funl~ionen f , , (x)  abgeleitet werden kann. Es lautet die 
Antwort: 

Satz ~ V .  Es  sei eine Folge yon f a s t  periodischen Funktionen 

f m ( x ) c o ~  A~m~da(, "0~ ( m =  z, z, . . .) 

gegeben, die gleichrMissig f i i r  alle x einer Grenzfunktion f ( x )  zustrebt. Dann Fiss~ 

sich die Fourierentwicklung ~Aneia,  �9 dieser Funkt ion  f (x )  durch den formalen 
Grenziibergan 9 

~'& oa 
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ableiten, in dem 8inne, dass bei jedem festen ~ die Limesglei&ung 

63 

~{f(z) e - ' ~  } = am ~ { A ( . ) ~  - ~  } 
9 R ~  

gilt (iibrigens gleiehmgssig fiir alle ~L). 

Bowels. Es ist 

T T 

M{f(x)e -a '}  =Tll._m| -~ fCx) e-a~dx = lira e --t (x) dx. 
T ~  

0 0 

Hier diirfen aber, wegen der im g a n z e n  Intervalle --oo < x <  oo bestehenden 

gleichmgssigen Konvergenz yon f,~(x)e -a*, die beiden Grenziibergi~nge vertauscht 

werden, d. h. es ist {sogar gleiehmgssig in ~) 

T 

0 

KAPITEL II. 

Beweis des Fundamentalsatzes.  

w 

Angabe der Beweismethode und Einf'dhrung der rein periodischen 

Hilfsfunktionen f ~(x). 

Wir gehen jetzt zu dem schwierigeren Tell der Untersuchungen tiber, n~im- 

lich zu dem Beweis des Fundamentalsatzes: 

~ 1  A.  I ~ = ~ ( l f ( ~ ) D .  

Es seien zuniichs~ zur Orientierung einige Worte vorausgesehickt iiber die 

Wege, welche, bei einem Versuch den Beweis dieses Sa~zes zu erbringen, einzu- 

schlagen am naheliegendsten wiire, Es werde die Differenz 
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M{If(x) I'}-- ~1 A,,I * 

mit D bezeiehnet; wir wissen (Satz XIII),  dass D ~ o; es handelt sieh darum 

zu beweisen, dass D ~ o ist. Aus der Formel 

I M x) - -  ~ A,, e'~ ~ = M { If(x)I'> - I A .  I' 
1 1 

geht hervor, dass die Zahl D auch als die u n t e r e  G r e n z e  des  M i t t e l w e r t e s  

M f ( x ) - - ~  A,~da,~ ~ eharalr~erisiert werden kann, wenn A,,da~ ~ aUe 8um- 
1 1 

men durchl~ufL welche aus einer endlichen Anzahl yon G l i e d e r n  de r  F o u r i e r -  

r e i h e  bestehen. Von dieser Charakterisierung der Zahl D aus zu einem Beweis 

der Gleichung D = o  zu gelangen - -  d. h. direl~ nachzuweisen, dass die Ab- 

schnitte der Fourierreihe im Mittel  gegen die Funl~ion f(x) konvergieren - -  scheint 

aber ziemlich hoffnungslos zu sein; es ist ja  bekanntlich selbst in dem Spezial- 

fall der rein periodischen Funl~ionen nicht gelungen den Beweis des Funda- 

mentalsatzes in dieser Weise zu fiihren. Ein etwas anderer Versuch kSnnte 

darauf basiert werden, dass, nach den Ergebnissen des w 3, die obige Differenz 

{I r} D aueh als die untere Grenze des mittleren Fehlers M f (x ) - -  b,,d~,* ~ eharak- 
1 

IV 

terisiert werden kann, wenn ~.jb,,d~,* ~ s ~ m t l i c h e  t r i g o n o m e t r i s c h e n  Sum- 
1 

men  i i b e r h a u p t  durchl~uft, und nicht nur solche, die aus Gliedern der Fourier- 

reihe besteht. Obwohl wir wissen, dass Summen dieser letzten spezielleren Art  

die ~besten,> Approximationen liefern, w~re es ja  sehr wohl mSglich, dass es bei 

gewissen anderen trigonometrischen Snmmen viel einfaeher w~re zu b e w e i s e n ,  

dass sie die ~ m ~ i o n  f(x) gut approximieren, weil sie z. B. nieht nur im 

Mittel, sondern in j e d e m  P u n k t  gegen f(x) konvergierten. Auf diesem Wege 

wird bekanntlich der Beweis des Fundamentalsatzes in der Theorie tier r e i n  

p e r i o d i s c h e a  Fun~ ionen  geffihrt, indem man dort ziemlich leicht Folgen 

yon trigonometrischen Polynomen Ply(x) auffinden kaun, die sogar g l e i c h -  

m~ss ig  gegen f(x) konvergieren, woraus sofort folgt, class der mittlere Fehler 

M{I f ( x ) - -P~(x ) l ' }  gegen o strebt, und dass somit die Zahl D gleich o ist; als 

so[che Polynome P~(x) kann man z. B., nach dem F~kR'schen Satze fiber die 

gleichm~ssige C6ss elner gewShnlichen Fourierreihe, einf~ch die 
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arithmetischen J~Ii~teln der Abschnitte der Fourierreihe benu~zen; oder man kann 

zun~chst die Funktion f(x) dureh eine ~einfache>> Kurve (z. B. einen Polygon- 

zug) ann~hern, und dann wieder diese einfache Kurve durch ein trigonometrisches 

Polynom approximieren. Wenn man in dem allgemeinen Fall der f a s t  p e r i o d i -  

s e h e n  Funk~ionen versuchen wollte diesen Weg einzusehlagen, stSsst man aber 

auf grosse Sehwierigkeiten, die zu iiberwinden mir nicht gelungen ist. Einer- 

seits haben wir niche, wie bei den rein periodischen Funktionen, einen Summabi- 

l i~tssatz wie den F~J~ ' sehen  zur Verfiigung; und eine allgemeine Summations- 

methode auszubilden ~ ohne den Fundamentalsatz zur Veffiigung zu haben 

scheint mir hier eine schwer anzugreifende Aufgabe. Andererseits treten auch 

grosse Hindernisse auf, wenn man versucht die beliebig gegebene fast periodische 

Funktion f(x) durch eine >) einfache >> fast periodisehe Funl~ion g(x) (d. h. eine 

solche, fiir welehe man direk~ trigonometrische Ann~herungssummen auffinden 

kSnnte) derar~ zu approximieren, class der mi~tlere Fehler M{[f(x)--g(x)[ ~) klein 

wird. Hierbei muss man ngmlich vor ahem bedenken, dass es, wegen der Rela- 

tion M([f(x)--g(x)[ ~) ~ ~[ C~[ ~ wo ~2C,~eiNn z die Fourierreihe der Differenz 

f(x)--g(x) bedeutet, yon vorneherein klar is~, dass die >> einfache >> Funktion g(x) 

gewiss so gew~hlt werden muss, class ihre Fourierreihe 2B ,  e~,  z (vielleieht abge- 

sehen yon belanglosen Gliedern) g e n a u  d i e s e l b e n  E x p o n e n t e n  wie die Fou- 

rierreihe 2A~da,~ ~ der gegebenen Funk~ion f(x) besitzen muss, damit iiberhaup~ 

die l~ISgliehkeit eines kleinen mittleren Fehlers M{]f(x)--g(x)[ ~) besteht; und 

sehon diese Bedingung maeht das Aufsuchen soleher Funk~ionen g(x) zu einem 

unangenehmen Unternehmen. ~ 

Ieh babe daher einen ganz anderen Weg einschlagen miissen, dessen Aus- 

gangspunk~ die folgende t~berlegung ist. Fiir jede fast periodische Funktion 

f(x) konvergier~ die Quadratsumme ~[ A~ [~ der absoluten Betri~ge ihrer Fourier- 

koeffiziengen, so dass die Summe S-~ ~[Anl  ~ eine fiir die Menge E aller 

fast periodischen Funl~ionen f(x) definierte ~ml~tionenfunlr~iom)(oder Funk- 

tional) ist, die wir mit $(f(x)) bezeichnen. Es handelt sich datum zu be- 

weisen, dass fiir die ganze Funl~ionenmenge E die Gleichung ff~(f(x))=M([f(x)] ~) 
besgeht. Nun gibt es aber in der Funktionenmenge E eine spez i e l l e  K l a s s e  

1 Wie in der Einleitung erw~hnt, werden wir uns in der Abhandlung II  mi~ der Auf- 
gabe besch~ftigen, eine beliebige fast periodische Funktion f(x) mit vorgegebener Genauigkeit (und 
zwar nicht nur im Mittel, sondern sogar gleichm~ssig fiir alle x)dutch eine endliche trigono- 
metrische Summe zu approximieren. Wir bemerken abet sogleich, dass uns die L~sung dieser 
Aufgabe nut dadurch gelingt, dass wit den Fundamentalsatz benutzen, und es somit uner- 
laubt w~re die Resultate der Abhandlung II zum Beweise des Fundamen~alsatzes heranzuziehen. 

9--2454. Ar ma~h~ica. 45. Imprim6 le 2 juillet 1924. 
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yon Funktionen f(x), n~mlich die Klasse E*  der r e in  p e r i o d i s c h e n  (stetigen) 

Funktionen, fiir welche wir sehon wissen, dass der Fundamentalsatz gilt, d. h. 

dass O(f(x))=M{[f(x)[ 2} ist. Und es ist daher naheliegend zu fragen, ob nicht 

die genannte spezielle F~mlrtioneu~iasse E*  vielleicht in einem gewissen (unserer 

Aufgabe entsprechenden) Sinne i ibera l l  d i e h t  in der Gesamtmenge E aller fast 

periodischen Funktionen liegt, d. h. ob man nicht die Riehtigkeit der Gleichung 

O(f(x))~-~f{[f(x) is} fiir eine be l i eb ige  Fnnlr~ion f(x) der Menge E dutch Ste-  

t i g k e i t s b e t r a c h t u n g e n  aus ihrer bekaunten Giiltigkeit fiir die Funktionen 

der spezielleren Klasse E*  ableiten kSnnte. Es zeigt sieh, dass es in der 

Tat so ist, dass man also den Fundamentalsatz f'tir den allgemeinen Fall 

einer fast periodisehen Funktion f(x) dadureh beweisen kann, d a s s  m a n  sie 

d u r e h  r e in  p e r i o d i s c h e  F u n k t i o n e n  anni~hert .  Um Missverst~udnisse zu 

verhiiten, sei abet sogleich hinzugefiigt, dass der Begrit~ der ~A~ii~erung,  hier- 

bei in einem ganz anderen (und viel weiteren)Sinne aufzufassen ist, als der, 

yon welehem oben die Rede war; weil n~nlieh die Fourierexponenten einer rein 

periodisehen Funktion p(x) immer eine Ditrerenzenreihe bilden, kSnnen wit prinzi- 

piell nicht erreiehen, dass sie mit den Fourierexponenten .4~ der gegebenen fast 

periodisehen Funktion f(x) iibereinstimmen, und es ist daher (nach einer obigen 

Bemerkung) yon vorneherein ausgeschlossen, dass der M i t t e l w e r t  ,M{[f(x)--1~(x)l 2) 
klein ausf~llt. 

Die rein periodisehen Fun]r~ionen, mit welchen wir die gegebene fast perio- 

disehe Funk~ion f(x) anniihern werden, h~lgen yon einem Parameter T > o ab, 

der die Periodenl~nge angibt (und welcher nachher ins Unendliche w~chst). Die 

zum Parameterwer~ T gehSrige Funktion, fr(x), wird einfach so definiert, dabs 
fr(x)  in dem Periodenintervall o < x < T gleich der gegebenen FNnktion f (x)  
ist, also: 

o < x < r ;  fr(x + 

Diese Fun~ionen  fT(X) sind (abgesehen yon gewissen speziellen Wert~n yon 

T) nieht iiberall sCetige, sondern nut  s t r e c k e n w e i s e  s t e t i g e  ]flmlr~ionen yon 

x, well sie ja in den *Periodenpunk~n* nT(n~--o, +__ L . . . )  Sprfinge aufweisen; 

dies schadet aber gar nioht, da der Fundamentalsatz ja such fiir solche Funk- 

tionen (sowie iiberhaupt fiir alle im Lebesgue'schen Sinne quadratiseh iutegrier- 
baren rein periodischen Funl~onen) giil~ig ist. 1 Wir entwickeln, bei einem 

i Man k~nnte iibrigens die Benutzung von unstetigen rein periodisehen Funktionen fT(x) 
leicht umgehen, was aber kein weiteres Interesse dsrbietet. 
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beliebigen T > o, die rein periodisehe Funktion fr(x) in ihre (gewShuliehe) Fou- 
rierreihe: 

f r  (x) r ~ ane'~',, ~, 

wo nieht nur die Exponenten 

sondern aueh die Koeffizienten 

2~'g 
tz,, = -~- n ( n = o ,  + I ,  +__2 . . . .  ), 

T 7" 

*f an -= ~ fr(x)e- 'anadx = f(x)e-#*nXdx 

0 0 

yon dem Parameter T abhitngen. Hierbei gilt, weil fr(x) rein periodiseh ist, die 

Relation 
T T 

s I o.l'= 
~ *o 0 O 

und wir sehen somi~ unmi~telbar, weil ja die reehte Sei~e der le~zten Gleiehung 

fiir T--~ oo gegen M{If(x)l  ~) konvergien, dass die Summe ~1~1 ~ r - -  

einem bestimmten Orenzwert, nh'mlieh dem Gren~wert M { l f ( x ) !  ~} zustrebt. Es is~ 

daher der Beweis des Funaamentalsatzes: : ~ l & l ' = M ( I f ( x ) l  ~} dami~ gleich- 
bedeutend zu zeigen, d~.ss die Fourierreihe Za~e~n ~ der Fnnktion fT(x) fiir 

T--,ao in solcher Ar~ in die Fourierreihe 2s ~ vonf(x)*i ibergeht~,  dass 

die I,  iraesgleiehu/ng lim2Elanl'--~:$lAnl ~ besteht. Nun wissen wir abet schon 

(Satz XIII), dass ZIA.I' < M{lf(x)l'}, also da~s ZI&I '  ----< a ~  ZI- . I '  ist, ~ a  

es geniigt daher naehzuweisen, d~.ss ~ l A n l ' > - l i m ~ l a n ]  ~ is t .  Mit anderen 

Worten: Unsere Aufgabe, den Fundamentalsatg zu beweisen, ist gel6st, wenn wi t  

~eigen kgnnen, dass es zu jedem do > o edn To=To(do) > o derart gibt, dass f a r  

T > To die Ungleir 

oo  

(6) ~ I~nl' < ~ l & l ' + d o  

besteht. 
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w 

Zuriiekffihrung des Fundamentalsatzes auf ein Lemma fiber fr(x) (Lemma I). 

Es sei, wie iiberall in diesem Kapitel, 

f ( x )  �9 

eine beliebig gegebene f a s t  p e r i o d i s e h e  Funktion, und 

a v  

die ~ zugehSrige* 

Gleiehung 

r e in  p e r i o d i s e h e  Funktion der Periode T, welehe dutch die 

bestimmt ist. Wir 

T die Ungleiehung 

z l a . I  2 n a e h  oben absehKtzen.  
Hilfss~tze beweisen : 

fiir o < x <  T 

haben ( n a c h w  6) zu beweisen, dass fiir hinreiehend grosse 

~[an]2< 21A,]~+do besteht, und miissen also die S u m m e  

Zu diesem Zweeke werden wir zunKehst drei 

Hilfs~atz 1. Zu  jedem ~ > o lassen sich die Zahlen ~ > o und To > o so 

wahlen, dass f i i r  T > T o die Ungleichung 

(7)  1 .12 < 
I ~ 1 ~  

besteht. Mit anderen WorSen, bei jedem hinreichend grossen T geben diejenigen 

Glieder der Fourierentwicklung fT(X) ~ ~ane ~n~, welehe den sehr grossen Werten 

yon I~n I (d. h. den sehr sehnellen Schwingungen) entsprechen, fast keinen Bei- 
trag zur Summe ~ I a, 12. 

Beweis. Wenn man den Beitrag der seh r  s e h n e l l e n  S c h w i n g u n g e n  

abzusch~tzen wiinseht, liegt es nahe zun~chst eine D i f f e r e n t i a t i o n  vorzunehmen; 

denn durch eine (formale) Differentiation der Fourierreihe ~anet~ ~ treten ja 

die Fal~oren / /~  hinzu, so dass gerade die~enigen Glieder, welche den g ro s sen  

Werten yon I/z~ I entsprechen, bevorzugt werden. Nun ist es aber nieht erlaubt 

die Relation f r ( x )  ~ ~ a ~ e ~  ~ ohne weiteres formal zu differentieren; es braucht ja 

die Funktion fr(x}' i iberhaupt nicht differentierbar zu sein. Wir miissen daher 
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zun~chst unsere Funk~ion fT(X) (lurch eine andere (ebenfalls mit  der Periode T perio- 

disehe) Funktion ~(x) a p p r o x i m i e r e n ,  die so beschaffen ist, dass ihre Fourier- 

en~wicklung q~(x) ~ ~,~e/Z~ ~ formal differentier~ werden darf; wir benutzen einen 

mSglichst einfachen Typus einer solchen Funk~ion ~(x), n iml ich  eine Funktion,  

welehe i i be r a l l  s t e t i g  i i s t  (also nicht, wie fT(X), in den PunkCen nT  Spriinge 

aufweist) und im Periodenintervall  o ~ x ~ T s t r e c k e n w e i s e  l i n e a r  ist. 

Um den Kernpunkt  des Beweises, n~mlieh die Benutzung der g l e i c h m ~ s s i g e n  

S t e t i g k e i t  (vergl. Satz II) unserer fast periodischen Funk4ion f(x), deu~lieh her- 

vortreten zu lassen, werden wir zunichst  die Funkt ion f(x) selbst (und nieht die 

Funkt ion fr(x))  durch eine iiberall stetige, streckenweise lineare FunkCion ~p(x) 

approximieren. Zu diesem Zwecke bestimmen wit, mit  Hilfe der g le iehmiss igen  

Stetigkeit yon f(x), zu dem gegebenen ~ eine positive Zahl y~y(~)<:r derar~, class 

fiir jedes Punktepaar  x', x" mit  ]x'--x"l<= ~, die Ungleiehung 

If(x')-f(x") I< 

besteht, und definieren dann die Approximationsfunktion ~p (x) dadurch, class sie 

in den Punl~en x-=n~, (n-=o,+ I , . . . )  nxit der Funkt ionf(x)  zusammenf~llt, w~hrend 

I 
! 

-~' o y "2~, 

Fig. 7. 

sie zwisehen zwei Punl~en nz und (n + I)y linear verl~uft (siehe Fig. 7, wo f(x) reell 

angenommen ist). Es ist klar, class diese Funl~ion ~p(x) fiir alle x numeriseh ~ G 

ist, wo G (wie iiberall im Folgenden) die obere Grenze yon If(x)]bezeiclmet, und 

dass ~0(x) unsere FunkCion f(x) bis auf ~ approximier~, d. h. dass in jedem 

Punk~e x die Ungleichung 

IfCz)-'q.,Cx) I < 

bestehk; denn, falls x im Intervalle nT<x.<(n-i-z)~, liegt, ist ja 

1 Vergl. A. HURWITZ, t3ber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen, Math. 
Ann. Bd. 57, (1903), S. 425--446. (Siehe insbesondere S. 440.) 
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If(x)--~P(x)l <= If(x)--f(n7)l + 1~2(x)--f(nT)l <= If(x)--f(n7)l + If((n+ I)7) --f(nT) l 

<~ +~ = . 

Was ferner den (streekenweise konstanten) D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  ~2'(x)anbe- 

langt, so erfiillt er offenbar fiir aUe x 4 = n7 (d. h. abgesehen yon den Eeken yon 

~p(~c)) die Ungleiehung 

I,'(~)1 < i : r=  ~ ~ "  

Wir betrachten nnnmehr, vorl~.ufig bei einem beliebigen T >  2, die rein 

periodische Funktion fr(x) und definieren ihre approximierende (ebenfalls rein 

periodische) Funktion ~(x) folgendermassen: Es sei N(>2)  die grSsste gauze Zahl, 
ffir die NT< T ist (siehe Fig. 7); dann wird ~(x) im Periodenintervall o_--< x ~ T 

daAurch bestimmt, class sie im Intervalle o =< x ~ (N--I)  7 mit ~2(x) zusammenfii.llt, 

im P ,  nlrte x = T  gleich f(o) ist (da~nit die Gleiehung ~(T)=ff(o) bestehe) und 

zwischen (N--I)  7 und T linear verl~.uft. Diese Funktion if(x) geniigt offenbar, 
wie die Yunktion ~(x), der Ungleiehung I ff{x)l_--_ G, and ihr Differentialquotient 
~'(x) ist im Intervalle o < x < ( N - - I ) 7  gleich q/(x) und im ~Restintervalle* 

2G 
(N--I)7<x<T, wo ~(x) linear verl~uft, numerisch ~ 2G - - < - - ,  so da~s 

~'(x) i i be ra l l  im 

r - ( N - i ) r -  
Periodenintervall (o, T), bis auf die Ecken, der Ungleichung 

geniig~, wo c nur yon r d. h. n i c h t  yon  T abh~g t .  

Wir  vergleichen nun die beiden Fourierentwicklungen 

und 
oo 

{lV--1) 7 T 

o (N--l} I 

und finden 

T 

~  flfT(x) ~ + - ~ . 1  = - 9 , ( x )  I' d ~  

0 

J + 74GJ;  
< T kr 5!  
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und es gilt daher fiir jedes T>To, 

8~,G ~ d d 
- ~ o  < -4 - - -  5 ist, die Ungleiehung 

falls 2o(>2) so gross gew~hlt wird, dass 

Co 

(9) y ,  I,~,,- a,,l~'< ~-. 
4 

Wir  benutzen nunmehr, dass die Fourierentwicklung des (streekenweise kon- 

stanten) Differentialquotienten ~'(x) aus der Fourierentwicklung Z#nd@,* ~ der 

Funktion ~(x) selbst dureh f o r m a l e  D i f f e r e n t i a t i o n  hervorgeht, dass also 

ist, und dass somit, wegen (8), 

T 

0 

ist. Hieraus folgt, falls ~2=~2(d) gleich I/ "t" gew.,hlt wird, dass I '  (~ --  

(io) 
i~nl_>_ ~ i~nl_~ e _ |  = 4 cS 4 

ist. Fiir dieses $2 und das obige To ist dann offenbar die Ungleiehung (7) fiir 

T >  T o erfiill~; denn aus (9) und {zo) ergibt sich sofor~, nach der Ungleichung 

. + bl' _-< ~(I~I ~ + Ibl'), das~ 

h,,~l~ ~ w-I~nl -~  It~nl >~ J 

{ - } 
I~nl>e 

Hilfssatz 9.. Es sei Z o eine feste Zahl, die yon den sh'mtlichen ]Fourierexpo- 

nenten A~ der Funktion f(x)  versehieden ist, d. h. es sei a ( ~ e ) = M ~ f ( x ) e ~ } = o .  
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Dann liisst sich zu jedem (1>o ein 60>0 und ein To>o derart finden, dass f i ir  

T >  T o die Ungleichung 

(H) 

besteht. 

Beweis. Wir  teilen den Beweis in zwei Teile, indem wir zuniichst den 

Spezialfall ~o ~ o  betra~hten, und dann den allgemeinen Fall auf diesen zuriick- 

fiihren. 

I. Es sei ~ o  a n g e n o m m e n .  Der Satz besagt hier, dass, falls die 

Fourierentwicklung f ( x ) ~  ~A~ei~, ~ k e i n  k o n s t a n t e s  G l i ed  enth~lt, fiir hin- 

reichend grosse T diejenigen Glieder der Fourientwicklung f r ( x ) ~ a , ~ d ~ , ~ ,  welche 

den s e h r  k l e i n e n  W e r t e n  yon  I~-I (d. h. den sehr langsamen Schwingungen) 

entsprechen, fast keinen B e i n g  zur Quadratsumme 21 an I~ geben. 

W~hrend der Beweis des vorhergehenden ttilfssatzes (wo yon den schnellen 

Schwingungen die Rede war) auf einer Di~erentiation beruhte, wird der jetzige 

Beweis auf einer I n t e g r a t i o n  der Reihe :~a,d~',, ~ basieren; bei einer solchen 

z 
wird ja das Gewicht, dutch die hinzukommenden Faktoren _ , eben auf die 

l a n g s a m e n  S c h w i n ~ g e n  gelegt. Diese Integration werden wir aber nicht 
z $ ~ C  

/ .on0  n 
J J 
C 

setzung: a(~.o)~-a(o)=M{f(x)}=o sofor~ ausniitzen kSnnen; in der Tat folgt aus 

dem Satze VI I I  (versch~rf~er Mit~elwer~ssatz), class wir zu dem gegebenen J eine 

feste, d. h. yon x unabhii~gige, Zahl c=c(~) so gross bestimmen kSnnen, dass 

die Funktion (der ~fit~elwert) 

fi~r a l le  x der Ungleichtmg 

z + c  

I F(~)I < 
.9 

geniigt. Es ist aber nicht die Funktion f (x )  selbst, sondern die Funktion fT(X), 
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wo T vorl~ufig eine beliebige Zahl > c bezeichne, auf welche wir die Integration 

anwenden sollen, weshalb wir die Funktion 

q)(x) = c f r(y)dy 

zu betrachten haben. Well fT(x) periodisch mit der Periode T ist, wird $(x) often- 

bar wieder periodisch mit tier Periode T sein (und q~(x) wird sogar iiberall stetig, 

und nicht, wie f~(x), nur streekenweise stetig sein); wir bekommen naeh einem 

bekannten Satz fiber die Integration einer gewShnlichen Fourierreihe, die Fourier- 

entwicklung yon q)(x) dureh g l i e d w e i s e  Integration 1 der Fourierentwicklung 

~a~e~n ~ des Integranden fT(x), d. h. es ist 

~o e i ~ n  c ~ I . 

wo der Faktor 

aus folgt 

i l~nc 
fiir n : o  (d. h. g , ~ o )  die Zahl I bedeuten soll. Hier- 

T 

o 

Nun ist aber, wegen fT(X)~-f(x) fiir o < x < T ,  die Funktion O ( x ) i m  Inter- 

valle o < x < T - - e  mit der FunkCion _F(x) identlsch, und daher ]aO(x)l< 3 

ffir o<x<T- -c ;  well ferner, wie sofor~ ersiehtlieh, die Funk~ion I O(x)l iiberall 

G i s t ,  ergibt sich die Ungleichung 

I (x)l'dx<  dx+ a'd  < ;+ - - r - '  
D !  

o o T--c 

somit ist naeh (i2) ffir jedes T>To, falls To(>C ) so gew~,hlt wird, dass 

I Vergl .  HURWITZ, a. a. O. S. 438. W ~ r e  f T ( x )  e ine  i i b e r a l l  s t e t i g e  - -  u n d  n i c h t  n u r  
s t r eckenwe i se  s te t ige  - -  F u n k t i o n ,  so k S n n t e n  w i t  f ibr igens  die E n t w i c k l u n g  yon ~5(x )auch  d i rek t  

a u s  d e m  Satze  X X I V  fiber die I n t e g r a t i o n  yon  f a s t  p e r i o d i s c h e n  F u n k t i o n e n  e n t n e h m e n ,  weil  

j a  d a n n  f T ( x )  e in  Spezialfal l  e iner  f a s t  pe r iod i schen  F u n k t i o n  w~re. 

10~2454 .  Ac~ m a t h e m a t i c a .  45 .  Iraprim6 le 2 juiliet 1924. 
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ist, die Ungleichung 

cG ~ ~ 
To 2 3 

2 

erffillt. Wir  bestimmen n,mmehr das eo-----oJ(c)=eo(~)>o deran,  dass ffir J~J __< 
die Ungleichung 

:p,c I 2 

besteht; dies ist mSglich, denn fiir ~,-* o strebt die Zahl auf der linken Seite 

gegen den Grenzwert I (und fiir ~ = o  bedeutet sie die Zahl I selbst). Ffir dieses 

eo und das obige To ist dann die Ungleichung (II) fiir T > T o  erffillt; denn es ist 

I ~ n l ~ o  l # n l ~ o  

= ld.. _ii, o < 2 Z J . , ,  I' : < 2 - = J .  
~- Z l~n e 2 

- - 0 o  

II.  Nachdem der Hilfssatz 2 ffir den Fall ~(o=O bewiesen ist, betrschten 

wir nunmehr den  F a l l  e i ne s  b e l i e b i g e n  ~o~=O. Wit  setzen 

f ( x ) = d ~ = g ( x )  d. h. g ( x )= f ( x ) e - ' ~= .  

Dann erfiillt, nach Voraussetzung, die (fast periodische) Funktion g(x) die Be- 

dingung 
M { g (x) } .= M { f (x) e -  'io=} = o, 

lind wir wissen daher (naeh dem schon bewiesenen Fall ~o-----o), dass, falls die zu 

g(x) >>gehSrige* rein periodische l~ml~ion #r(x) in ihre Fourierreihe 

entwickelt wird, die Summe ersL-reelr~ fiber die ~sehr kleinen~ /,,,, einen 

�9 sehr kleinen~ Wef t  ergibt. Wi t  wollen die Entwicklung f~,(x)eo:~a,d~', ~ auf 

die yon gT(x) zuriickffihren. Dazu muss zuniichst die zu dem Fal~or e ~ x  

>>gehSrige~, mit der Periode T periodische, Funktion d~  = in ihre Fourierreihe 

entwickelt werden; denn nach dem Multiplikationssatz der gew5hnlichen Fourier- 
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reihen (der auf  streckenweise stetige Funkt ionen angewandt  werden daft) erhalten 

wir, wegen der Identi t~t  f r ( x ) ~ g T ( x ) e ~ : ,  die gesuchte Entwicklung Y.a,~d~. ~ yon 

f r (X )  durch f o r m a l e  ~ u l t i p l i k a t i o n  der beiden Entwicklungen .2~.ei~,, �9 und 

~7.d~ , , :  yon gT(X) bzw. e~ : .  Was die Entwicklung :~7,,e~n ~ yon e~,~: betrifft, 

werden wit  zeigen, dass nur  e n d l i c h  viele Glieder 7,~e~ ~, und zwar diejenigen 

fiir welche #~ ~sehr nahe~ an X0 liegen, eine *merkbare,~ Rolle spielen. Dazu 

haben wir den Ausdruck 

T 

o 

T T 

I z 

o o 

abzusch~tzen; wir finden, dass fiir #~ =~ ~t o 

I 

- -  - - n  

2:rt:  

ist, woraus (wegen der Konvergenz der Reihe :~ I ) sofor~ erhellt, dass wir eine yon  

T u n a b h ~ n g i g e  ganze Zahl N ~ N ( $ )  so bestlmmen kSnnen, dass, faUs n o ~ n o ( T  ) 

denjenigen Index bezelchnet, fiir welchen #~ ~ ~o < #~ + ~, d. h. n o ~ T ~o < no + I 
2~ 

ist, die Ungleichung 

Ir.l < 
I n -~o  I > N 4 

besteht. Wir  teilen daher die (iibrigens konvergente) Fourierreihe ~7~e+~. �9 yon 

e~ ~ in zwei Teile: 
n ~ + N  

q=no--N I n-~o I ~ N 
Hierbei ist 

und, wegen 

T 

IR(x)l*d  = Y, lr l' < 
o I - - r ' . o l >  N 

T 

o 
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ist 

Wir bilden nun das Produkr 

no+ N 

y ,  I~,~1'< 1. = 
q =  n o - - N  

f,(z) =g~(~) ~ "  = #,(x) H(~) + g,(x) R(x) 

wo, wegen I g(x) l = If(x)  l <-< - G, die Fourierentwicklung des ,Restes, gr(x)R(x) der 
gngleichung 

T T 

(13) ~ [a." ~' = g r ( x ) R ( x ) l ' d x <  G ~. R ( x ) l ' d x  < ~4 
- -  o o  

0 o 

geniigt. Die Koeffizient~n a~ der Entwicldung des ~Hauptgliedes>> 9T(x)H(x) 

bestimmen wit direk~ dutch formale Multiplikation der Fourierreihe ~ . d ~ . ~  

n o + N  

mit der endlichei1 8umme ~ 7qe~'qz; wir findeu, unter Benutzlmg der Gleichung 
n~--N 

~. +/~:/~.+q, den Ausdruck 

7*o + N 

ff'm --- Z ~ q a m - q ,  
q=n~-- N 

und hieraus, mit Hiffe der Sehwarz'schen Ungleiehung, 

~o + N *lo+ N no+ N 

(I4) I-;~I ~ --< Y, Ir~l'. ~ I:~-~I' --< ~ I:~-~I'. 
q=no--N q=,~--N q=no--N 

Wir w~Lhlen nun das w=eo(r und TI=TI(J) derurt, dass fiir T > T I  

]~"1~ <" 4(2N+ I) 
I,un I _-< ~to 

ist, und setzen To=Max(T1,  2~(N+co i)). Die letzte Forderung To>_--2~(N+o I) 

ist so gewi~hlt, d~ss fiir T > T  o jede der 2 N + I  Differenzen ]~q--~o[, die offenbar 
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alle < (N+ I ) ~  sind, kleiner als to ausf~llt; hieraus kSnnen wir n~mlieh sehlies- 

sen, dass, falls tt~ im Intervalle I t t -Zol  < o~ liegt, die z _At+ x Zahlen tt~-q alle in 

das In~ervall I/~ I ~ z~  fallen; in der Tat folgt ja aus Ig~-zol  =< o~ und 

[p~,--lo ! ~ o~, class 

Iga-ql = Itt~-~tql ~ Ig . -Zol  + Igq-zol --< z~  

isk. Aus der Ungleiehung (~4) folgt, nunmehr dureh Summation, dass 

no+ N 

I um-~o I z ~ I ~tm-2o I ~ t~ q=no---~" 

wo, naeh der vorhergehenden Bemerkung, fiir jeden Index m--q auf der reehten 

Sei~e die Ungleiehung I~tm_q]~ 2~ gilt, falls T > T  o gew~hl$ is~. Da ferner ein 

Glied I fin ]2 offenbar hSchs~ens (2_hr+ I) ~fal auf tier reeh~en sei~e auftritt, kSnnen 

wir aus (I5) folgern, dass fiir T > T  o 

{r6) 

isg. Hiermit 

jedes T >  To, 

Y, I ~;.. I' --< (~v+  ~) ~ I~'.1 ~ < (~N + r) 4(2 h r+  I) 4 
I~ -k~ l  ~ I~nl ~ 2., 

sind wir am Ende des Beweises; denn aus (r3) mad (I6) folgt, fiir 

2: so.l'= y, io'. / 2: fo:l' + I<l'} 

Hilfssa~z 3. Es sei _/1~ ein Faurierexponent der FunCtion f(x), also 

M { f ( x ) e  - ' ~ }  ~- AM =k o. 

Dann gibt es zu jedem ~ > o  ein to>o und ein To>o derart, dass beijedem T >  To 

die Ungleichung 

(~7) 2~ I~,,1'< I ~ . 1 ' + ~  

besteht. 
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Bowel s .  

Wir setzen 

Die Richtigkeit dieses Satz folg~ leicht aus dem vorigen Hilfssatz. 

f (x)=A~dXm~+g(x) ,  also g(x)~-f(x)--A~da,.  ~, 

und bilden, vorl~ufig bei einem beliebigen T > o ,  die Fourierentwicklungen der 

drei rein periodischen Funktionen mit der Periode T: 

wo die erste Entwieklung dutch formale Addition der beiden letzten entsteht, 

d. h. wo a ~ = # , + r ~  ist. Nun erfiillt abet die Funktion g(x) fiir 20~-A~ die 

Bedingung des Hilfssatzes 2, d. h. es ist 

M{g(x) e-"% ~} = M {  f (x)e-' a,,~ ~} -- A~ -~ o, 

und es l~sst sich daher zu dem gegebenen d > o  ein oJ und ein To so bestimmen, 

dass 

2d+41A~l "~ 
I t ~ n - - A m  I ~- to 

isis. Ferner ist 
T 

f I ~ , lr~ l~=~  IA.e'~-~l'd~=lA~l '. 
0 

U m b e i  der Absch~tzung yon lanl'-----I~.+}'~6' den Fuktor 2 zu vermeiden, der 

auftritt, wenn man die Ungleiehung ] a + b 12 ~ 2 (I a 12 + I b I ~ ) verwendet, bedienen 

wir uns hier der etwas allgemeineren Ungleichung 

la+bl '_-<(I+c)lal '+(x+~)lbl  ', 

21A. I' wo e eine beliebige Zahl > o bedeutet. Wir  setzen e -  d trod erhalten 

/ ~r~ 

I ~ n - ~  I ~ ~ I @n--an I ~ ~' I t~n-am I ~ ~ I t~n--ara I a o, 

I ~,~-~m I -<- ~ -~" 

(I+21~ I') ~ ( ~ ) ~ ( I' ~) I' 



Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. 79 

Mit diesen drei Hilfss~tzen sind wir offenbar ein Stfick auf dem Wege nach 

unserem Ziel vorw~rts gekommen: dem Beweis, dass fiir hinreichend grosse Wer~e 

yon T die Summe :~la~] ~ nieht ~merkbar~) grSsser als :~]An] ~ is~; wir haben ja 

dureh diese S~tze erkannt, I) dass die Glieder a~e~n~ m it s e h r  grossen/~n niehts 

wesentliches zur Summe ~]an]  ~ bei~ragen, 2) dass die Glieder ane i~  ~, fiir welche 

~n in d e r  u n m i t t e l b a r e n  U m g e b u n g  e i n e r  yon  den  F o u r i e r e x p o n e n t e n  

l/n v e r s c h i e d e n e n  Z a h l  ~o liegen, auch niches wesentliches beitragen, und 3) dass 

die Glieder, fiir welche die zugehSrigen /~n in d e r  u n m i t t e l b a r e n  U m g e b u n g  

e ine s  F o u r i e r e x p o n e n t e n  A~ liegen, nicht mehr beitragen, als sie ~diir- 

fen~, d. h. nicht wesen~lich mehr als die Zahl ~Am] 2. 

Der Inhalt  dieser drei Hilfss~ze reicht aber anderersei~s lange nicht aus 

um den Beweis unserer Behauptung, ~1 an I s < ~ ] An ]3 + 6 (fiir T >  To) , streng zu 

fiihren. In  der Tat w~re ja fiir alle grossen Wer~e yon T, d. h. fiir enge aneinan- 

der liegende/~n, z. B. das folgendeVerhalten der Reihe ~ad~n  ~ mit diesen drei S~tzen 

vereinbar: Fiir alle/~n, die in einem gewissen Intervall, z. B. dem Intervalle o </~ < i, 

i 
liegen, in welches etwa gar keine Fourierexponenten _//~ fallen, sei an ~ V - ~ '  wo -,Y 

die (mit T ins Unendliehe waehsende) Anzahl der im betraehteten Interva/le gelegenen 

Exponenten/~n bezeiehne~. Dann g~ben diejenigen/~n, welehe in einem Teilintervalle 

der L~nge oJ gelegen sind, einen Beitrag zur Summe 21 an I ~, der asymptotlsch (d. h. 

flit T--~oo)gleleh N~o. = o~ w~e,  so dass, in ]~bereinstimmung mit dem 

Hilfssatze 2, eine ))unendliche kleine)) Umgebung elnes beliebigen Punl~es ~o un- 

seres In%ervalles nur einen >)unendlieh kleinen~ Beitrag zur Quadratsumme liefern 

wiirde; tro~zdem gs aber das G e s a m t i n % e r v a l l  o < ~ < I ,  obwohl es gar keine 

Fourierexponen~en ~/~ enth~l~, einen Beitrag, der n i c h t  ,nit T--+oo unendlieh 

klein wiirde, ns den konstan~en Beitrag I. 

Was uns fehlt, ist offenbar ein Satz, weleher besagt, dass ffir grosse Wer~e 

yon T der *wesentliehe>> Beibrag zur Summe 2[lan] ~ nut  yon Gliedern ane~n ~ her- 

riihr~, deren Exponenten /~n in d e r  U m g e b u n g  g e w i s s e r  e i n z e l n e r  P u n k t e  

liegen, und somit eine MSglichkeit wie die des obigen ~>Beispieles*, wo ein wesent- 

licher Beitrag yon einer g a n z e n  S t r e c k e  kam, ausschliesst. Wir werden nun in der 

Tat (in den n~chsten Paragraphen) einen solchen Satz beweisen n~,ml~ch das folgende 

L o m m a  I, (Lemma  f iber  fr(x).)  Zu jedem gegebenen 6*>0 und ; J > o  gibt 

es in dem abgesehlossenen Intervalle ~ ~ ~ ~ <= Q eine endliehe Anzahl M = M ( ~ * ,  ~) 
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yon _Punkten (Zahlen) P1, P~ . . . .  ,P~ ,  mit der folgenden Eigenschaft: Falls ea 

beliebig klein gewdhlt wird, gilt f i ir  alle hinreiehend grossen T ,  d. h. f i ir  jedes 

T >  To~ To(oJ), die Ungleichung 

*, 

wo 2" bedeutet, dass nur iiber diejenigen n su~miert werden soll, f i ir  welche die 

.Exponenten #~ innerhalb des Intervalles ( - -2 ,  2) abet ausserhalb der M Inter- 

valle (Pm-- w, P,~ + w) ( re=i ,  2 , . . . ,  M) gelegen sin& 

W i t  schllessen diesen Paragraph mit dem Naehweis, dass der Beweis des 

Fundamentalsatzes, wenn wi t  das obige Lemma vorweg nehmen, unmittelbar zu 

JEnde zu fiihren ist. Es sei also Jo>O beliebig gegeben; wir haben die Existenz 

eines To derart zu beweisen, (lass fiir T>1'o 

- - o t ~  

ist. Zu diesem Zwecke bestimmen wir zun~chst nach dem Itilfssatze x das 2 > o 

derart, dass fiir T >  T~ die Ungleichung 

3 

besteht. Danaeh setzen wir 0" = ~ und bestimmen zu diesem J* und dem obi- 
3 

gen 2 eine endliche Anzahl yon Punlr ten/) t ,  �9 �9  P ~  im Sinne yon Lemma I. Diese 

M PunkCe teilen wit in zwei Klassen, indem wir in die e r s t e  Klasse diejeni- 

gen aufnehmen, welche F o u r i e r e x p o n e n t e n  der gegebenen Funktion f ( x )  

sind, etwa 

/~, =Am,,  P',----Am,,..., P ~  = Am R , 

und in die z w e i t e  Klasse diejenigen, welche n i c h t  F o u r i e r e x p o n e n t e n  sind, 

etwa 

. . . ,  P =xs (B  + S =  M ) .  

Wir wi~hlen nun, nach den ~tilfssi~tzen 3 und 2, das ~ so klein, dass fiir ~edes 

T >  T~=T2(~) die M Ungleichungen 
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und 

~' , I=.P < IA,~I "~ + 6o (r=x,  2, .R) 
3M " "" 

~,I~,,,P < 6o 
3M [ e*,,-~ [ = o, 

(S=I, 2 . . . .  , S) 

bestehen, un4 wghlen schliesslieh zu diesem w, naeh dem Lemma, ein T o ( > T  ~, T~) 

derart, dass fiir T >  T O die Ungleichung 

3 

besteht, wo Z* im Sinne yon Lemma I bedeutet, dass fiber aUe diejenigen n zu 

summieren ist, fiir welche /~ i n n e r h a l b  des Intervalles ( - -~ ,  $2) aber ausser -  

h a l b  der M Intervalle (zP~--o~, /)~ + w) liegen. Hiermit ist der Beweis zu Ende; 

denn fiir jedes T >  To haben wir ja die Ungleichung 

R 8 

:~l~-I~--<Z*lo-r +ZI~-I ~+ Z Z Io,,m ~+Z Z I-.e 

,, < ~ + ~ o +  A ~  + 
3 3 = ~=1 

g 

=eo + Z]A~,[~_-__ eo + Z I A . I '  
r ~ l  

w  

Zurfiekfiihrung yon Lemma I auf ein Lemma fiber Verschiebungszahlen 

(Lemma II). 

In  den Beweisen der It i lfss~ze des w 7 haben wir die Voraussetzung, dass 

f(x) fast periodisch ist, nicht yoU ausgeniitzt; z. B. haben wir beim Beweise des 

Hilfssa~zes I nur  benutzt, dass f (x)  beschrgnlr~ und gleichmgssig stetig ist. Bei 

den folgenden Untersuchungen dagegen, wo es sich um die Herleitung des viel 

tiefer liegenden Lemma I handelt, werden wir die charalr~eristischen Eigen- 

schaf~en der fast periodischen FUnt~ionen, welche in ihrer Definition angegeben 

sind, direk~ heranziehen miissen. Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet der 

11--2464. .4aa mathemagica. 46. Imprim6 le 2 jufllet 1924. 
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folgende Hilfssatz, welcher die leicht verstii~dliche Tatsache ausspricht, dass die 

Fourierreihe 2a~d~n ~ der, mit einer hinreiehend grossen Feriode T periodischen, 

Hilfsfunk~ion fT  (X)nur eine >~geringe Anderung,  erf~hrt, wenn man x durch x + ~  

ersetzt, soferne �9 eine V e r s c h i e b u n g s z a h l  der urspriinglichen Funktion f (x )  ist. 

Hilfssatz 4. Zu jedem ~>o gibt es ein ~>o derart, dass, falls ~>o eine be- 
liebig gewdhlte zu ~ gehb'rige Versehiebungszahl tier Funktion f (x)  ist, fiir alle hin- 

reichend grossen T, d. h. fiir T>  To=To(J, ~, ~), die Ungleiehung 

E I.,,.1'1~- r < 

besteht. 

Beweis. Es sei ~ = gesetzt; danach sei eine beliebige Versehiebungs- 

zahl ~-~-~(e)>o gew/i]ll~, und schliesslich sei To=Max {~, ~ /  gesetzt. Ich 

behaupte, dass dieses e, das bel/eblg gew~tdte ~( ,)und dieses T o die Bedingungen 

des Satzes erfiillen. Es sei also T> T O und 

(x) = fr(x) ~ ~_~ a,,e'"~'; 

wir bilden die ebenfalls rein periodische und streekenweise stetige Funk~ion 

p (x+.) ,  welehe --  wie ans der Definition der Fourierkonatanten sofort folgt - -  

die Fourierentwieldung 

besitzt. Es ist daher 

T 

T [ I p  (~ ) -p  (x+,)I '  dx =El~ ' , , -  '~,,*;""'l ~= E I '~,, I" I ~--e""l ~. 
, . 2  
0 

N t m i s t a b e r  p ( x ) = f T ( x ) = f ( x )  fiir o < x < T ,  also ~ ( x + r  ftir 

- - v < x < T - - %  und wir erhalten somit die Ungleichung 

T T--~ T 

-;f Ip (x ) - -p (x+~) l '  d x =  I f (x ) - - f (x+~) l 'dx  + ~ Ip (x ) - -p (x+~) l '  dx 

0 0 T--v 

T--~ , �9 * ,=<_~ +~=d, 

womit die Behauptung 2[a,,  I~l I--ei~n ~ I~< r bewiesen ist. 
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Bevor wir auf die Bedeutung dieses Verhaltens der Fourierreihe yon f r  (x) 

cingehen, miissen wlr erst dem Hilfssatze 4 eine etwas erweiter~e Fassung geben, 

bei der nicht nur  e ine ,  sondern b e l i e b i g  v i e l e  (zu d e m s e l b e n  , g e h 5 r i g e )  

Verschiebungszahlen auftreten. 

Hilfssatz 5. Z u  jedem ~ > o  gibt es ein , > o  derart, dass, fa l l s  N eine belie- 

big gew~'hlte Anzahl  ist, und ~ ,  ~,  . . . , ~ beliebige zu �9 gehb'rige ~ositive Verschie- 

bungs~ahlen der Funkt ion f ( x )  sind, f i i r  T >  To~-To (~, ~, ~ . . . . .  ~ )  die Ungleichung 

besteht. 

Beweis. Die Richtigkeit  des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem vorigen 

Hilfssatze. In  der Tat, es sei e~-~(d) eine Zahl e i m  Sinne des Hilfssatzes 4; 

danach seien die _h r zu e geh5rigen positiven Verschiebungszahlen ~1, ~ , . . . ,  ~ be- 

liebig gew~hlt, und schliesslich seien T:  ~-T'o(d, ~, ~), To = To(d, ~, ~ ) , . . . ,  

T~ ~ =  T~o~(d, ~, v~v) die zugehSrigen Zahlen To ebenfalls im Sinne des vorherge- 

henden Hilfssatzes. Dann hat  die Zahl T o = M a x  (T~, T o , . . . ,  T~ ~) offenbar die 

erwiinschte Eigenschaft;  denn fiir T > T o  ist ja 

also aueh 
, I + I I ' + . . .  + I I' 

hr < ~ .  

Aus dem Hilfssatze 4 l~sst sich ot%nbar folgern, dass hSchstens diejenigen Glie- 

der a,e~n x einen *merkbaren* Beitrag zur Summe ~1 as 12 liefern kSnnen, fiir welche 

der Fair,or I I--ei~n~ I klein ist, d. h. fiir welche pn~, rood. 2z~ betrachtet, klein 

ist, dass also diejenigen Glieder ane~n x, fiir welche pn~ (rood. 2z~) n i c h t  k l e i n  

ist, *belanglos* sind; Hilfssatz 4 liefert also ein ,>Sieb>>, das uns erlaubt, mit  

Hilfe einer Verschiebungszahl ~, gewisse belanglose p beiseite zu schat~en. 1 Leider 

diirfen wir dieses Siebverfahren nicht unter  Hinzunahme yon neuen ~ successive 

1 0 b w o h l  dadurch ein System yon d i s c r e t e n  Punk ten  2 ~ m  herausgehoben wird, so dass 

die /~n ~usserh~lb kleiner Umgebungen dieser Punkte  belanglos sind, is t  dies noch keineswegs die 
Behauptung yon Lemma I. Die Lage jener Punkte  is t  n~mlich v o n d e r  gewiinsehten Feinhei t  der 
zugeh~rigen Umgebungen ~bh~ngig (weil ja das ~ in Hilfssatz 4, und  damit  auch das v, yon J 
~bh~ngt), weshalb diese Punkte  n ieht  als f e s t e  Punk te  Pm im Sinne yon Lemma I verwendet  
werden kSnnen. Dies is t  der Grund, der uns im Folgenden nStigt, n icht  nur  mi t  e i n e m  v sondern 
g l e i c h z e i t i g  mi t  v i e l e n  v zu sieben. 
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fortsetzen, weil eine Summe vieler einzeln >>belangloser>)GrSssen nicht wieder 

belanglos zu sein braucht; mit anderen Worten:  man daft  nicht schliessen, 

dass --  wie gross auch N gew~hlt wird ~ alle diejenigen Glieder ane~n ~ be- 

langlos sind, fiir welche unter den N P r o d u k t e n / ~ , , ~ l , / ~ . ~ , . . . , / ~  m i n d e s t e n s  

e i n e s  (mod. 2g  genommen) nicht klein ist. Dies geht auch aus dem Hilfssatz 

5 hervor, wo ja der gauze Bruch under dem Summationszeichen nicht )>gross~ 

auszufaUen braucht, wenn nur ein einzelnes Glied im Z~hler ,>gross>) ist. 

Wir kSnnen offenbar nur so viel schliessen, dass solche Glieder belanglos sind, 

fiir welche e in  g e w i s s e r  f e s t e r  P r o z e n t s a t z  dieser N P r o d u l ~ e  merkbar yon 

0 entfern~ ist; dies geschieht durch den folgenden Satz (in welchem wir iibrigens 

start z N und ~ ~ eben so gut d i n  und ~ mit beliebig kleinen J1 mad d2 hi~tten 

schreiben kSnnen). 

Hilfssatz 6. Zu jedem 8 '>o gibt es ein t= t (d ' )  derart, class, falls ~ ,  ~,. . . ,  ~ 

beliebige (und beliebig vide) zu t geh6rige positive Verschiebungszahlen der FunCtion 

f (x )  sind, f i ir  aile hinreichend grossen T, d. h. f i ir  T >  To= To(r t, ~,  . . . ,  ~,v), 

die Ungleichung 

Y, ' I - . I '<  ~' 

besteht, wo ~ bedeutet, dass die Summation nur iiber solehe n zu erstrecken ist, f i ir  

welehe mehr als ein Viertel der N Zahlen 

~nTl~  [Ltn~ 2, . . . ,  ~tnTN 

auf  der Kreis~eripherie (d. h. rood. 2g) betraehtet numerisch gr6sser als 

~ fallen). (d. h. in IntervaUe der Form 2 p ~ + ~ < z < 2 (p + z) ~ --  

sind 

Beweis. 

ot~enbar 

7g 
Fiir jede Zahl y, welehe rood. 2~  numeriseh grSsser als ~ ist, ist 

1~-~'~12> ~--e~ > s i n ' 6 - ~ - .  
4 

Falls yon N beliebigen Zahlen ~l, #2, �9 �9 #~ mehr als i N numerisch grSsser als 
4 

~- (rood. 2~) sind, wird daher 
6 

L~T. I_ 
(i8) I ~ -~ 'a '  12 + I ~ -~ 'a '  I ~ + -  + I ~ - ~ ' ~  I' 4 4 I 

N > N =~--6 
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( sein. Wir  w~hlen nun nach dem Hilfssatze 5 mit 3 = ~  die Zahl ~ so klein, 

dass, falls ~ . . . .  , ~r eine beliebige Anzahl yon positiven zu ~ gehSrigen Verschie- 

bungszahlen sind, fiir hinreichend grosse T die Ungleichung 

(~9) ~ i,~.1, I ~-e,~.~, I~ + . . .  + I ~-e'~.~rl '  ~' 
N < ~ 6  

- - r  

bes~eht. Hier  ist aber, nach (x8), der Bruch unter dem Summationszeichen grSs- 

I 
ser als ~ ffir jedes n, das in der ~' mi~genommen werden soll, und es folg~ somit 

aus (I9) , dass 

~ ,  i ~,, i~__< ~6~ ,  i ~,. i, I ~-~"~-~, I' + .-. +1 ~-s"-~-~ I ' 
N 

ist. 

I6 ~ I,~.1 ~1 ~ - ~ " ~ ' 1 ~ +  + I ~-e~"~Nl~ 
- N 

Die Charal~erisierung derjenigen n, fiber welche die Summation ~' in dem 

Hilfssatze 6 zu erstrecken ist, niianlich *yon den ~r Zahlen /~,*~1, ~nv~, . . . ,  ~n~r162 

rr (rood. 2z) sein~ ist keine besonders sollen mehr als ~ h r numerisch grSsser als 
4 

fibersiehtliche. Wir  werden aber zeigen, dass es yon diesem Satze aus mSglich 

ist zu dem Lemma I hinfiberzakommen, in welch letzterem die auff-retende 

Summation ~* ja viel einfacher erkl~rt wurde. Der Ubergang geschieht durch den 

folgenden Satz, der nicht - -  wie die frfiheren - -  yon der rein periodischen Hilfs- 

funktion f r (x)  und ihrer Fourierentwicklung handelt, sondern eine d i r e k t e  

A u s s a g e  f iber  d ie  V e r s c h i e b u n g s z a h l e n  ~ enth~lt, und sich darauf bezieht, 

wie sich 2V GrSssen der Form ~vl, ~ . . . .  , ~ r  wo /~ eine s t e t i g e  reeUe 

Variable ist, rood. 2~  ver~eilen. 

Lemma II. ( L e m m a  f iber  Y e r s c h i e b u n g s z a h l e n . )  Es sei s > o  und ~ > o  

beliebig gegeben. Dann gibt es in dem abgeschlossenen Intervalle ~ <=~ <=~ eine 

endliche Anzahl M = M ( e ,  ~) yon festen 1Junkten P1, P2, . . . ,  P~  mit  der folgenden 

Eigenschaft: Falls ea>o beliebiy klein gewdhlt uqrd, ldsst Mch eine (yon r abh~gige) 

Anzahl yon zu ~ geh~rigen ~osftiven Verschiebungszahlen ~1, %, �9 �9 ~ so bestimme~, 

dass f i ir  jede Zahl ~, welche innerhalb des Intervalles ( - -~ ,  ~ ) a b e r  ausserhalb 

der M Intervalle (P,~--r P,~ + w) gelegen ist, mehr als ein Viertel der N Produkte 
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(rood. 2 z) ,ind. numerisvh grb'sser als 

Den Beweis fiir dieses Lemma, welcher ein genaueres Studium der Eigen- 

schaften der Verschiebungszahlen erfordert, werden wir erst im n~chsten Para- 

graphen erbringen. Dagegen werden wir schon hier zeigen, wie man mit Hilfe 

yon Lemma I I  sofort ira 8tande ist das Lemma I aus dem Hilfssatze 6 abzuleiten. 

Es sei also ~*>o  mad ~ > o  beliebig gegeben; wir haben die Existenz einer end- 

lichen hn~ahl solcher, im Intervalle - -  ~ _--</z _--< $2 gelegener, PunkCe/)1,/)2, �9 . . ,  P u  

nachzuweisen, dass, falls ~ >  o beliebig klein gewi~hlt wird, fiir sUe hinreiehend 

grossen T die Ungleichnng 

Z*l.nl <  * 

bes~eht, wo ~* bedeutet, class nut  fiber diejenigen n summiert werden soll, fiir 

welche die Exponenten /~  i n n e r h a l b  des Intervalles ( - -~ ,  ~ ) a b e t  a u s s e r -  

h a l b  der M IntervaUe (Pm--~, P ~ + ~ )  gelegen sin& Zu diesem Zwecke be- 

s~immen wir zun~chst zu der gegebenen ZA.hl ~ ( Y *  ein ~ im S~nne des Hilfs- 

satzes 5, und danach zu diesem ~ und der gegebenen Zahl ~ die Puul~te /)1, 

P~, . . . ,  P~  im S~nne yon Lemmr II. Ich behaupte, dass diese M Punkte der 

oben angegebenen Forderung yon Lemma I geniigen. In  der Tat kiinnen wir 

nach dem Lemma II ,  falls co beliebig klein gewii.hlt wird, eine gewisse Anzahl 

yon zu ~ gehiirigen positiven u ~ ,  ~j . . . .  , ~ so finden, dass 

fiir j e d e  reeUe Zahl ~, welche iuuerhalb des Intervalles ( ~ ,  ~) abet ausserhalb 

der M In~ervalle (P~--~ ,  P~ + ~) gelegen ist, mehr als ein Viertel der ~ Produl~e 

(rood. 2g) sin(l; somit w e r d e n -  falls wir in dem Hilfs- numerisch griisser als 

satze 6 eben diese Verschiebungszahlen ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~ benutzen - -  gewiss si~nt- 

liche Zahlen n, fiir welche tz~ iuuerhalb des Intervalles ( ~ ,  ~) abet ausserhalb 

der In~ervalle (P~ - -~ ,  P~ § co) liegen, in der Summation ~ des Hil~ssatzes 6 

mi~einbegri~en, d. h. es wird 

Z * l . . i .  =< 

Hiermit sind wir aber mit dem Beweise zu Ende; denn na~h dem Hilfssatze 6 

ist ia  ~ ']an[~<(~'=~ * flit alle hlnreichend grossen T, und diese Ungleichung gilt 

also a fortiori, wenn ~ [ a .  [~ durch ~'*[a~ I ~ ersetzt wird. 
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w  

Beweis yon Lemma II. 

In  dem vorhergehenden Paragraphen haben wir den Beweis yon Lemm~ I 

und dami~ den Beweis des Fundamentalsatzes ~ auf ein Lemma I I  zurfick- 

geffihr~, das nichts mehr mit Fourierreihen zu tun hat, sondern lediglich yon 

den V e r s c h i e b u n g s z a h l e n  einer fast periodischen Funk~ion handelt. Bevor wit 

aber dieses Lemma I I  beweisen kSnnen, mfissen wlr zun~chst einige vorbereitende 

Bemerkungen und Hilfss~ze fiber Verschiebungszahlen vorausschicken. 

Falls ~ eine zu ~ gehSr~ge Verschiebungszahl unserer Funktion f(x} ist, d. h. 

falls die Ungleichung 

lf(  + I --< 

fiir alle x besteht, wird ~ natiirlich a fortiori als Yerschiebungszahl zu jedem 81 

gehSren, das > e  ist. Im Folgenden wird es zweckm~ssig sein, bei einem gege- 

benen z, yon seinem ~.~inimMfehler~ e~-e(~} zu sprechen, el. h. yon der unteren 

Grenze e aller Zahlen 8, zu welchen �9 als Versehiebungs~ahl gehb'rt; weil wir in 

der Ungleichung (20) das Zeichen ~ (und nieht < )  gew~Jalt haben, wird diese 

untere Grenze offenbar selbst zur ]Kenge der r gehSren, d. h. die Zahl e kann 

aueh als die k l e in sge  derjenigen Zahlen ~ charakterislert werden, zu welehen 

als Verschiebungszahl gehSrt. Well f (x)  beseh r~k t  ist, mit  der oberen Grenze 

G, und daher bei jedem beliebig gegebenen reellen | fiir alle x die Ungleichung 

] f ( x + ~ ) ~ f ( x ) l ~ 2 G  besteht, ist der obige Minimalfehler e(~) ffir a l le  reel- 

len ~ definiert, und diese Funl~ion e(~) genfigt im ganzen I n t e r v a l l e - - ~  < ~ < ~  

der Ungleiehung o~e(~)~2  G. 

Aus der - -  sehon in w 1 gemaehten - -  Bemerlmng, dass, falls ~a und ~2 

Verschiebungszahlen sind, welehe zu e~ bzw. ~2 gehSren, die Snmme ~ + ~  ge- 

wiss eine zu ~ +  e2 gehSrige Verschiebungszahl ist, folg~ sofor~, dass der Mini- 

malfehler e(~) ffir jedes Wer~epaar ~1, ~ der Ungleichung 

(2I a) 

genfigt. Es ist also auch e(xt)~e(--x2)+e(~l+x~), und, well e ( - -~)=e(+x)  ist, folgt 

hieraus welter, class 

(2I b) e(vl + n)~e(~l)--e(v~). 
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In  unseren weiteren ~berlegungen werden wir der Bequemllchkeit halber 

nieht mit b e l i e b i g e n  reeUen ~, sondern nur mit g a n z z a h H g e n  �9 operieren. 

Dass es mSglich ist mit den ganzzahligen �9 allein auszukommen, r~hrt yon 

dem folgenden, auch an sich ganz interessanten, Satz her: 

Hilfasatz "1. Zu jedem ~ > o  gibt es eine Liinge L-~  L(~) derart, dassjedes In. 
tervall dieser L~inge L mindestens eine ganze Zahl n mit e(n) ~ ~ entMilt, d. h. 
mindestens eine zu ~ gehSrige g a n z z a h l i g e  Y e r s c h i e b u n g s z a h l  n enth'filt. 

Beweis. Die Richtigkeit dieses Satzes folg~ sofor~ aus dem Satze H I  des w I, 

dass die Summe zweier fast periodischer FunkCionen wieder eine fast periodische 

FunkCion ist, oder vielmehr aus der dor~ bemerkten Tatsache, mit welcher dieser 

Satz begriindet wurde, d a s s e s  zu zwei fast periodisehen Funlr~ionen und einem be- 

liebig gegebenen ~ immer eine Lii~ge L 0 derart gibt, dass jedes Intervall dieser 

Litnge eine Zahl ~ enthiilt, welche g l e i c h z e i t i g  eine zu ~ geh5rige Verschiebungs- 
2 

zahl der beiden FunkCionen darstellt. Wi t  wenden - -  indem wir die gegebene 

Zahl ~ kleiner als 2 annehmen - -  diese Bemerlmng auf unsere l~mlr t ionf(x)  

und die in der Fig. 8 dutch die roll  ausgezogene Linie angegebene r e i n  

/x 
Fig. 8. 

p e r i o d i s c h e  FunkCion p(x) der Periode i an, wobei 5 <  i - so klein gew~hlt ist 
2 

(vergl. das Corollar des Satzes I[), dass, falls ~ eine beliebige zu - gehSrige 
2 

Verschiebungszahl der FunkCion f(x),  and 15'1 < J ist, ~+~'  gewiss eine zu 

gehSrige Verschiebungszahl der F i r e , i o n  f (x)  ist. Wegen -~ < I, muss often- 
2 

bar (wie aus der Figur sofort erhellt) jede z u -  gehSrige Verschiebungszahl 
2 

der rein periodischen Hflfsfunktion p (x) yon der Form n +  5' mit I~ '1< (i sein. 

Wir  bestimmen nunmehr die L~,nge Lo-~Lo (f, p, ~) derart, dass jedes Intervall 

gehSrige Verschiebungszahl ~* der FunkCion f (x)  ent- der L~nge L o eine zu~-  
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hi~lt, die g l e i c h z e i t i g  eine zu - gehSrige Versehiebungszahl der Fnnktion iv(x) 
2 

is~, und also gewiss die Form $ * ~ n * + 8 *  besitzt, wo 18"]<8 und daher, nach der 

Bestimmung yon 6, d ie  g a n z e  Zahl  n* e ine  zu ~ g e h S r i g e  V e r s c h i e b u n g s -  

zah l  der FunkCion f ( x )  ist. Hieraus folgt aber sofort, dass die Lgnge L ~ L o  + z 

die erwiinsehte Eigensehaf~ hat; falls n~mlieh (a --  L ,  a + L )  ein beliebiges Inter  - 

vail dieser Li~nge L ist~, kSnnen wir ja im kleineren Intervall ~ - -  u +  
2 ~ 

der L~nge L o eine der obigen gemeinsamen Versehiebungszahlen ~ * = n * + 6 *  tln- 

den, und wegon 16"~< ~ < z wird hierbel die ganze Zahl n* in das Intervall 
2 

o§ 
Fiir einen spi~teren Zweek veraUgemeinern wir diesen Hilfssatz 7 folgender- 

massen: 

Hil f s sa tz  8. JEs sei ~ eine reelle Zahl =~ o, und 8> o sowie 7 > o beliebig ge- 

geben. Dann liisst sich eine Lh'nge L ' : L ' ( v ,  8, 7, f )  derart bestimmen, dass jedes 

Intervall der Llinge L '  mindestens eine ganze Zahl n mit  e(n)<~e enthh'lt, deren 

Abstand von einem ganzen Multil~lum yon ~, kleiner als V ist. 

I 
B o w e l s .  Es sei zun~chst, wie oben, die Zahl 6 < - so bestimmt, dass, falls 

2 

8 
eine zu - gehSrige gerschiebungszahl der Funktion f ( x )  is~, jede Zahl ~+ d' mit 

2 

16'1< d eine zu e gehSrige Versehiebtmgszahl der Funktion f ( x )  sein muss, und 

danach werde die Zahl a < 6  und < ~- gew~hlt. Wir  benutzen hier zwei  rein 
2 

periodische Hilfsfunktionen, p~(x) mit der Periode z, und p~(x) mit der Periode 

I" ~, welehe dureh die Figuren 9 a trod 9 b detlniert sind. Well/h(o) +/~(o) = 2 ist, 

A I 
I f  

I 
I 

F i g .  9 a.  

1 2 - - 2 4 5 4 .  Acta mathematica. 45. I m p r i m 6  le 3 ju i l l e t  1924. 

2 
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A ' 'i 
- IVl  - v c  0 ~ I v l  

Fig. 9 b .  

folgt sofort --  falls die gegebene Zahl ~ kleiner als 2 angenommen wird - -  class ] e d e  

8 
z u -  geh5rige Verschiebungszahl der fast periodischen Funktion ,vl(x)+p~(x) die 

2 

Form nl+c~L~--m~,+~2 mit It'll<a, I~ l<a haben muss. Wir bestimmen nun die 

L~nge L'o derart, dass jedes Intervall der L~nge L' o mindestens eine zu - 
2 

gehSrige Verschiebungszahl v* der gegebenen Funl~ion f(x) enth~lt, welche 

g l e i c h z e i t i g  eine zu - geh5rige Verschiebungszahl der fast periodischen Hilfs- 
2 

funktion p~(x)+P2(X) ist und also, nach der vorhergehenden Bemerkung, gewiss 

die Form 

** =n*  + ~: =n~*~ + ~2" mit 1 8,* I < a, I ~* ] < a 

besitzt. Dann ist offenbar n* eine Zahl n im Sinne des Satzes, d. h. eine ganze 

Zahl mit e ( n ) ~ ,  deren Abstand yon einem ganzen Multiplum yon ~ kleiner 

als 2a<~/ ist; und wegen In* ~*[ < ~  wird daher die L~tnge L'~-L'o+Z die er- 
2 

wiinschte Eigenschaft besitzen. 

Im folgenden werden wir immer nur mit g a n z z a h l i g e n  Verschiebungs- 

zahlen ~ operieren; zur Abkiirzung nennen wir die M e n g e  aller ganzzahligen 

Verschiebungszahlen ~(e), welche zu einem gegebenen ~ gehSrt, die Verschiebungs- 
menge E~ unserer Funktion f(x). Bevor wir zu der n~heren Untersuchung dieser 

Versehiebungsmenge iibergehen, fiigen wir, um den innern Kern der Betrachtungen 

besser verst~ndlieh zu maehen, die folgende Bemerkung ein. 

Bemerkung. In dem speziellen Falle, wo die gegebene fast periodische 

Funktion r e i n  p e r i o d i s c h  mi t  de r  P e r i o d e  i i s t ,  besteht offenbar, bei jedem 

e>o ,  die Menge E~ aus s~ ,mt l ichen  ganzen Zahlen, d. h. sie ist einfach eine 

arithmetisehe Progression. Bei einer beliebigen fast periodischen Funl~ion wird 

die Menge E~ natiirlieh nieht mehr diese Eigenschaft haben; trotzdem hat sie 
aber gewisse Ziige mit einer solchen Progression gemeinsam. Nieht nur, dass 
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sie niemals beliebig grosse Liicken aufweist ~, is~ ihr eigen~iimlich, sondern auch 

yon der besonders charakteristischen Eigenschaf~ der >>Aequidistanz>) hat sie etwas 

beibehal~en. Bei einer streng aequidistanten PunkCmenge geh~ diese in sich 

fiber, wenn man sie so verschieb~, dass ein beliebiger Punk~ auf einen beliebigen 

anderen Punk~ der Menge f~ll~; bei unserer Verschiebungsmenge E,  werden wir 

mi~ Hilfe der Ungleiehungen 

__< + n") _-< + e(.") 

beweisen, dass sie, wenigstens bei passend gew~hl~em ~, doch >>ann~herungsweise>> 

diese Eigenschaf~ besiCzt, n~mlich, dass sie bei g e w i s s e n  u >)fast* 

in sieh fibergeh~. 

(Jberhaup~ beruht unsere ganze Untersuchung fiber die Ver~eilung der Zahlen 

tevl, ~e~,.. . ,/~v~v (rood. 2z), in welche der Beweis yon Lemma I I  ausmfindet, im 

Prinzip uuf dieser hier angedeu~eten >>~hnlichkeit>) zwischen der Folge der ganz- 

zahligen Verschiebungszahlen v~, ~ ,  ~a, . . .  und den Zahlen einer arithmetischen 

Progression. Auch das Lemma I I  selbst - -  welches behauptet, dass nur 

ffir die # aus gewissen sp~rlich ver~eilten kleinen In terwl len  der /~-Achse 

die GrSssen ~ ,  ~ e ,  . . . , / ~  so unregehn~ssig auf der Kreisperipherie gelegen 

1 Diese Eigenschaft der Verschiebungsmenge h~tte uns fiir den ~Tbergang yon Hilfssatz 4 zu 
Lemma I geniigt, wenn es dafiir ausreichend gewesen w~ire (vgl. die Bemerkung yon S. 83) start  unseres 
Lemma II einen e~was weniger aussagenden Satz zu besitzen, in welchem ein/z schon dann als ~unsch~d- 
lich,, angesehen wird, wenn nur e in  e s der N Produkte/z vl, ~v~, . . . .  /~ v jr , stat~ eines festen Prozent- 

satzes, rood. 2~ nicht zu nahe an 0 kommt. Der Beweis eines solchen ,,vereinfachten,, Lemma I I  w~re 
n~mlich so zu fiihren: Zun~chst w~re aus Stetigkeitsgrfinden sofort ersiehtlieh, dass, falls fiir ein be- 

s t immtes /z das Produkt mit einem der v, etwa Vm, numerisch g r S s s e r  als ~ (mod. 2 ~) ist, dasselbe, 
6 

und zwar mit  demselben Vm, fiir eine gewisse U m g e b u n g  dieser Zahl /~ gelten muss. Ferner 
ist  auch klar, dass die Menge derjenigen ~,  welche die ]~igenschaf~ haben, dass die s g m t l i c h e n  

P r o d u k t e  # v n numeriseh ~ -~ (rood. 2 ~) sind, keine Hiiufungspunkte haben kann - -  und dass 
6 

s o m i t  i m  I n t e r v a l l e  (--~2, ~)  nut  endlieh viele solehe iz, etwa # ~ - P l , - P ~ , . . - , - P M ,  liegen k6nnen 

- -  denn, falls die unendlich vielen Zahlen i~vl, I z v ~ , . . .  alle in das Intervall - - ~ ,  fallen 

und h e i n e  GrSsse yon hinreichend kleinem Betrage ist, mfissen notwendig, wegen vn+ z -  ~ < c, 

gewisse Zahlen der neuen Folge ( /z+h)vl ,  (tz+h)v2 . . . .  aus diesem Intervall her~uswandern. 
Aus diesen beiden Tatsachen erschliesst man nun leicht, dass sieh, bei hinreichend grossem ~r, die 
�9 unangenehmen~ Iz nut  in beliebig vorgesehriebenen Umgebungen der obigen Punkte -Pl, xP2, . . . ,  J~M 
befinden kSnnen. 

Der Leser wird sehen, dass der Beweis des ~wirklichen,, Lemma II, nach Gewinnung yon 
I-Iilfssatz 9, welcher auch eine Art yon ~Aequidistanz,, der Verschiebungszahlen nachweist, wesent- 
lieh nach diesem Schema verliiuft. 
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sind, dass ein unverh~Rnism~ssig grosser Bruchteil dieser Zahlen in eine feste 

Umgebung des Nullpunl~es fallen ~ kann als eine Verallgemeinerung eines 

bekannten Satzes aus der Theorie der Verteilung der Zahlen t~, 2~,  3 ~ , - . .  

(rood. 2~) betrachtet werden, welcher besagt, dass, wenn  n u r  /~ yon  de r  Um- 

g e b u n g  g e w i s s e r  P u n k t e ,  nfi~lich der Punkte 2 z r  wo r eine rationale Zahl 

mit einem *kleinem> Nenner bedeutet, a u s g e s c h l o s s e n  wird,  bei jedem ~grossem) 

N gilt, dass die N Zahlen ~, 2/~, . . . ,  hr/~ sich >>sehr>> regelm~ssig auf der Kreis- 

peripherie verteilen, d. h. so, dass die Anzahl derjenigen yon ilmen, die in ein 

bestimmtes Intervall der Kreisperipherie fallen, eineu Prozentsatz ausmacht, wel- 

cher ann~herungsweise gleich der relativen L~ia~ge dieses Intervalles ist. 

Wir  gehen nun zur genaueren Formulierung der in der obigen Bemerkung 

angedeuteten Aequidistanzeigenschaft der Verschiebungsmenge E~ fiber; um aber 

den diesbeziiglichen ttilfssatz bequem aussprechen zu kSnnen, fiihren wir die 

folgende Definition ein: 

De•nltion. Die Versehiebungsmenge E, unserer Funktion f(x)  soll ,fast perio- 

disch bis auf 1-2 Q heissen (wo Q eine positive ganze Zahl ist), wenn es eine positive 

GrSsse Q<, und eine Lh'nge I 0 derart gibt, dass, falls t eine beliebige Zahl der 

Menge E e ist (und also gewiss auch eine Zahl der Menge J~,), und wit alle 

Zahlen �9 der Menge E,, welche in einem Intervalle (o, I) mit I > I  o gelegen sind, 

um t verschieben (d. h. die Zahlen , + t  bilden), mehr als ( i - - ~ ) v o n  den so 

versehobenen Zahlen wieder unserer Menge E. angeh6ren. 

Es laute~ dann der 

Hilfssatz 9. Es sei die positive Grb'sse ~o und die positive ganze Zahl Q beliebig 

gegeben. 1)ann ldsst sich eine positive Grb'sse ~ <= ~o so bestimmen, dass die Verschie- 
I 

bungsmenge E, fast periodisch bis auf -Q ist. Mit andern Worgen: obwohl die 

Summe zweier, zu e gehSrigen, VerschieblmgBzahlen nicht wieder zu e sondern 

nur zu 2 e gehSren muss, so kalm man doch in der Verschiebungsmenge E~ so 

�9 feine~> (zu ~<~ gehSrige) Verschiebungszahlen auffinden, dass, wenn man nut  

um diese verschiebt, doch die >> G e s a m t h e i t  >~ der Verschiebungszahlen * fast ganz 

1 
in sich iibergeht, d. h. nut  einen Verlust yon ~ ihrer Anzahl erleidet. 
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Beweis .  Die Idee des Beweises ist, ein ~ so zu suchen (iibrigens > ~ ,  
2 

damit die s~mtliehen Verschiebungszahlen ~(~) nich$ zu diinn ges~t liegen, n~mlich, 

gem~ss Hilfssatz 7, in jedem Intervall der fes~en L~nge L (~ )  mindestens eine), 

dass bei jedem hinreichend grossen I nur ein s eh r  g e r i n g e r  P r o z e n ~ s a t z  

derjenigen ~ der ]~Ienge E~, welehe dem In~ervalle (o, I) angehSren, einen l~[inimal- 

fehler e(~) besitzen, welcher sehr  n a h e  an  e heranreieht; denn ffir alle fibrigen % 

ffir welche also e(~) nich~ sehr nahe an ~ kommt, etwa < e ~ #  ist, wird .]a, 

fails t elne beliebig gew~iMte Zahl der Menge E e bezeichnet, der l~[inimalfehler 

e(~+t) <e(~)+e(t)~ e(~)+~ kleiner als e ausfallen, d. h. es wird die verschobene 

Zahl ~+ t wieder der Menge E~ angeh6ren. 

Wir  haben im ganzen drei Zahlen e, e<~ und I o zu bestimmen. Die Zahl (~ 

sehreiben wir in der Form 
~o 

wo h r eine ganze Zahl > 8  ist, fiber die wir sparer als Funk~ion yon Q 

und e o vefffigen werden, und teilen das Intervall ~ < z ~ ~o in h r gleichgrosse 
2 

Teile der L~nge Q (siehe Fig. zo). Zur Abkiirzung werden wir yon einer Zahl 

n mit ~o< e ( n ) ~ o  sagen, dass sie in >)die r te Schublade~ f~llt (wo r eine der 
2 

Zahlen z, 2 , . . . ,  h r is~), falls ihr Minimalfehler e(n) dem r tea Teilintervall 

e O + ( r _ z ) # <  z ~ ~  + r e  
2 2 

Kleinsch. 
I I I l I f ' - - t  ) J j i 

o 9 ~o ' "  ..... " Eo 
2 Grossch. 

Fig. 10. 

angeh6rt. Wir  werden bald im Beweise - -  w o e s  sich darum handelt, in ~hn- 

lichem Sinne wie beim Beweise des MRtelwer~satzes, die Untersuchung auf ein 

festes Intervall o < x < Z  o zuriiekzuffihren - -  eine ganze Zahl ~, yon d e r n u r  be- 

kannt ist, dass sie in einer gewissen, sagen wir der ro ten, Schublade liege (wo r o 

eine der Zahlen ~ . . . .  , • - - z  bedeute~) um eine ganze Zahl t versehieben miissen, 

yon der wit nur wissen, dass sie der Verschiebungsmenge E e angehSrt, l~ber die 
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verschobene Zahl ~+ t kSnnen wir dann offenbar nur so viel mit Sicherheit aus- 

sagen, dass ihr Minimalfehler e(~§ den Ungleichungen 

2 e~ § (r~ < e(~)--e(t) =< e(v+t) ='< e(v)+e(t) =< eo~ + (r ~ § I)0 

geniigt, dass also ~ + t  in der ro t+n, (ro--I) t+~ oder (ro+X) t+n Schublade liegt, 

weshalb es bequem sein wird, ausser yon den N obigen Schubladen, den >>Klein- 

schubladen~, auch yon N - - 2  *Grosschubladem), mit den Nummern 2, 3 . . . .  , 5 r - - I ,  

zu sprechen, indem wir yon einer Zahl n sagen, dass sie in die r t+ Grosschublade 

f~llt, falls ihr Minimalfehler e(n) dem Intervall 

~o + ( r - 2 ) e < z = <  ~-" + ( r+  ~) Q 
2 2 

angehSrt (siehe Fig. 10). 

Es sei nun I0>2  L ( ~ )  eine feste L~nge iiber die wir ebenfalls spi~ter, und 

zwar als Funktion yon Q, ~0 und #, verfiigen werden. Bei ~eder ganzen Zahl 

n im Intervalle o < X < I o ,  welche der Menge E~o aber nicht der M e n g e  

E~_~ angehSrt, d. h. fiir welche ~-~ ist, sehen wir nnnmehr nach, in 
2 2 

welcher der N - - 2  Grosschubladen sie liegt, und greifen diejenige Grosschublade, 

oder eine derjenigen yon ihnen, heraus, welche die k l e i n s t e  Anzahl solcher 

Zahlen n enth~lt. Es sei :R ihr Nummer. Weil es offenbar zumindest 

N- -2  ( > ~ 1  Grosschubladen gibt, welchenichti ibereinander greifen, wirdunsere  
3 \ 4 /  

R t~ Grosschublade gewiss weniger als I o : N _  4 Io 4 N yon den erw~hnten Zahlen 

n im Intervalle (o, Io) enthalten. Die Zahl e des Satzes soU dann die Zahl 

~o 

2 

sein, d. h. die grSsste Zahl der R t~n Kleinschublade. 

Nach diesen Vorbereitungen kSnnen wir den Beweis unschwer zu Ende fiihren. 

Es sei also I eine beliebige Zahl > Io, und t eine beliebige Zahl der Menge 

Ee; wir betrachten das Intervall o < x < I  und werden die  A n z a h l  A de r j en i -  

gen ,  im I n t e r v a l l e  (o,I) g e l e g e n e n ,  Z a h l e n  ~ d e r  ]~{enge E~ abschi~tzen,  

w e l c h e  bei  e i n e r  V e r s c h i e b u n g  um t n i c h t  w i e d e r  in Z a h l e n  de r  M e n g e  
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E,  i i b e r g e h e n .  Diese Zahlen , sind offenbar unter  denjenigen Zahlen der 

Menge E~ zu suehen, die de r  R ten K l e i n s c h u b l a d e  angehSren; denn fiir jede Zahl 

der Menge ~ ,  welche nieht in dieser ~>~ussers~em~ Kleinschublade liegt, d. h. fiir 

welche e(~) < e~ + (R--I)Q ist, wird ja e(~+t) < e(~)+e_--<e sein, d. h. es wird 
2 

4+ t wieder der Menge E,  angehSren. Wir  teilen nun das Intervall (o, I ) i n  der 

in der Fig. 11 angedeuteteu Weise, d. h. wir tragen zuni~chst die Li~nge -To yore 

I 

< Z (p) <Lrp) 

Jo Jo 
Fig. 11. 

I 

s 

P u n ~ e  o ab, bestimmen danach (nach dem Itilfssatze 7) eine Zahl t' der Menge E e 

in einem Abstand < L (~) yon dem Endpunkte X=Io, danach tragen wir wieder, yore 

PunkCe t' aus, die Lgnge Io bis zum Punkte t' + Io ab, bestimmen eine zu E e gehSrige 

Zahl t" in einem Abstand vom Endpunl~e, welche kleiner als L (Q) ist, usw. Wir  be- 

trachten zuni~chst ein beliebiges der Intervalle der Li~nge Io, etwa das Intervall 

(t/p/, t ~~ Io). Falls , eine darin gelegene ganze Zahl ist, welche der R ten Kle in-  

s c h u b l a d e  angehSrt, muss - - n a c h  einer obigen Bemerkung - -  der )~entspre- 

chende~) (d. h. um --t(P) verschobene) Punkt  , - - t  (p) des Intervalles (o, Io) gewiss 

der R ten G r o s s c h u b l a d e  angehSren. Nun liegen aber im Intervalle (o, Io) we- 

4 Io Rten niger a l s ~ -  Punkte tier Grossehublade, und die Anzahl der Punkte �9 

unseres Intervalles (t Ip), t/p~ + Io), welche der /~to~ Kleinschublade angeh5ren, wird 

41o daher a fo r t io r i  kleiner als -~-  sein. Da ferner die Anzahl P der betrachteten 

I 
Intervalle der Form (t (p), t (p) +Io) kleiner als~o ist, finden wir fiir die Anzahl A t 

der in diesen P IntervaUen gelegenen � 9  Menge E~, welche bei der Verschie- 

bung um t n i c h t  wieder in Punkte der Menge E~ iibergehen, die Ungleichung 

I 41o 41 
A ~ < I o "  N = N" 

Was ferner die Anzahl A 2 derjenlgen solcher ~ betrifft, welche in den >~Rest- 

intervallem) liegen, finden wir durch eine grobe Abschiitzung --  indem wir fiir 

die ~)Zwichenintervalle~) mit Li~ngen < L(r einfach die Anzahl a l l e r  darin ge- 
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legenen ganzen Zahlen abschgtzen, und fiir das eventuelle ~Schlussintervall~ die 

4/0 obige Abschgtzung -~-  benutzen - -  dass 

41o I 4r  
A 2 < P L (O) + - ~  < )~o L (O) + - ~ "  

Die gesuchte Gesamtanzahl A--~A~+A. geniig4 somit der Ungleichung 

(2~) A < ~ -  + i o L ( q ) = I  + Io--J 

Andererseits ist die Anzahl B s i i m t l i c h e r  Z a h l e n  ~ de r  M e n g e  E. ,  welche 

dem Intervalle (o, I) angehSren, o f f e n b a r ( w e g e n e > ~ ) g r S s s e r  als I 

da ja in jedem Intervall  der Liialge L ( ~ )  mindestens eine solche Z a h l .  liegt; 

, 
(23) B > > - -  

Wi t  erhalten somit, aus (22) und (23), die Ungleichung 

B < I = 2 L  +L(q)]  __ + Io]  x Io 

Dutch Wahl  yon iV, also auch yon e ~  2-N' und danach yon I o kSnnen wir often- 

I 
bar jeden der beiden Summanden < ~-~ machen, so dass die gewiinschte Un- 

gleichung 
A I 
B q 

gilt, womit der Satz bewiesen ist. Wir  werden ihn im Folgenclen iibrigens nu t  
mit  Q = 4  verwenden. 
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Du uns nun dieser Satz fiber die >)Fastperiodizit~t>) der Verschiebungsmenge 

E~ zur Verffigung steht, kSnnen wir unserem Ziele, dem Beweis yon Lemmu II, 

direkt zusteuern. Da dieses Lemma, falls es ffir ein gewisses ~ bewiesen ist, a 

fortiori fiir jedes grSssere e gilt, dfirfen wir offenbar beim Beweise annehmen, 

duss die gegebene Zahl ~ aus dem Lemma die Bedingung des Hilfssatzes 9 (mit 

Q : 4 )  erfiillt, d. h. das s  d i e  V e r s c h i e b u n g s m e n g e  E~ f a s t  p e r i o d i s c h  b is  

a u f  z is~. Ferner werden wir, nachdem yon hier ab fiir alles folgende ~ lest- 
4 

gelegt ist, unter Q (<  e) und I o Zahlen Q und I 0 im Sinne dieses Hilfssatzes, d. h. 

im Sinne der Fastperiodizit~ yon E~, verstehen, und mit ~1, ~ ,  %, . . .  die der 

Menge E~ angeh5rigen p o s i t i v e n  (ganzen) Zahlen bezeichnen, wachsend geordnet. 

In  Lemma I I  dreht es sich durum, die Gesamtheit aller reellen tt mi~ tt i lfe 

einer passend" gewihlten festen Anzahl _h r yon Verschiebungszahlen % . . . .  , ~lv zu 

>>sieben>>. Wir  stellen zun~chs~ die Frage etwas anders, indem wir eine beliebige 

f e s t e  Zah l  # und die Gesam~hei~ aller ~n betrachten mid frugen, wie  d i e s e s  # 

b e s c h a f f e n  se in  muss ,  d a m i t  f i i r  j e d e s  h i n r e i c h e n d  g r o s s e  N, d. h. f i i r  

N > N o : N o ( t t ) ,  m e h r  als  e in  V i e r t e l  de r  N P r o d u k t e  

/ t % ,  t t$ .~ , . . . ,  /t~iv 

z (mod. 2 z) s ind.  n u m e r i s c h  g r S s s e r  als  

Um unsere An~wort (die eine einfache h i n r e i c h e n d e  Bedingung liefert) 

bequem formulieren zu kSnnen, sei die folgende Ausdrucksweise eingefiihr~: 

Falls eine Zahl x rood. 2 Z numerisch ~ ~ ist, werden wir sagen, dass sie in der 

>>o-Schublade>) gelegeu is~ (siehe Fig. 12); falls x dagegen rood. 2 ~  numerisch 

.'w 

o 

Fig. 12. 

13--2464. Acta mathema$1ca. Imprim6 le 3 juillet 1924. 
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> ~  ist, soil sie der ~grossen 7c-Schublade* angehSrig heissen, bzw. der *klei- 

n e n  ~ - S c h u b l a d e , ,  falls x rood. 2 z numerisch > ~- ist. Es ist klar, dass eine 
3 

Summe xl + x  ~ in die grosse z-Schublade fdllt, wenn xl in der o-Schublade, x2 

in der kleinen ~-Schublade liegt. Wir geben nunmehr die folgende Antwort auf 

die oben gestellte Frage: 

t{ilfssatz 10. Dafiir, dass die reelle Zahl ~ so beschaffen ist, dass f i ir  jedes 

N > No-~N o (~) mehr als ein Viertel der N Produkte ~ ~1, ~ ~ , . . . ,  ~ ~.v numerisch 

z (rood. 2z) sind (d. h. in die grosse z-Schublade fallen), ist hin- grSsser als 

reichend, class iz die folgende Eigenschaft besitzt: 

�9 Eigensehaft ~.)> Es soll in der Versehiebungsmenge E e (wo Q die obige Zahl 

< e ist) eine positive Zahl t derart existieren, dass das Produkt M t in der kleinen 

z-Schublade liegt. 

Mit anderen Worten: falls es nur e ine  ,)feine~ Verschiebungszahl t gibt, 

fiir die das Produl~ ~ t  in die kleine ~-Schublade f~llt, so wird es sehr v ie le  yon 

den >>groben>> Versehiebungszahlen �9 geben, fiir welche ~ in die grosse z- 

Schublade f~llt. 

Beweis. Der Beweis basiert darauf, class die Verschiebung um t einerseits 

die Menge der ~ fast ganz in sich iiberfiihrt, w~arend sie andererseits ein Pro- 

dukt ~ aus der o-Schublade in ein Produlr~ ~ (~+t) der (komplement~ren) 

grossen z-Schublade verwandelt. 

Es sei also ~ eine Zahl mit der Eigenschaft mr, und t eine positive Zahl 

in Er fiir welche ~ t in der kleinen ~-Schublade liegt. Wit  w~hlen N o derart, dass 

N o > 4 t  und N o > / o  

ist, wo I o die obige (yon tt unabh~ngige) Zahl bedeutet, und behaupten, class 

dieses N O unsere Forderung erfiiUt. Es sei also N >  iV o, und es bezeichne A die 

Anzahl derj'enigen der ~V Zahlen ~ ,  %, . . . ,  ~-, deren Produkte mit dem Faktor 

in die  g rosse  ~r-Schublade fallen, dagegen B = N - - A  die Anzahl der iibrigen 

dieser _IV Zahlen, deren Produkte mit ~ also in die  o - S c h u b l a d e  fallen. Wir  

haben zu beweisen, dass 

A > I N  
4 
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isis. Es bezeichne hierzu B~ die Anzahl derjenigen uniter den obigen B Zahlen, 

welche im In~ervalle o < x ~ ~ . - -  t liegen (wo ~lv-- t wegen ~lv ~ N positiv is~); 

dann ist B~>=B--t, well ja  das In~ervall v ~ - - t < x ~  iiberhaup~ nur t 

ganze Zahlen en~hil~; also is~ (wegen IV > hro > 4t) 

N 
B ~ B - - t > B - - - - .  

4 

Es sei nun �9 irgend eine dieser Bt  Zahlen; wir verschieben sie um t, d .h .  

wir bilden die Zahl ~ + t .  Diese Zahl ~ + t  wird dann im I n t ; e r v a l l e  

o < x ~ viv l i egen ,  und ihr Produk~ mit tt wird in die  g r o s s e  z-  S c h u b l a d e  

f a l l e n  (weil ja #~  in der o-Schublade und t t t  in der kleinen z-Schublade liegt), 

woraus folgt~, dass  ~ +  t g e w i s s  e ine  tier o b i g e n  A Z a h l e n  sein wird ,  f a l l s  

s ie  i iberhaupf~ zur  ~ e n g e  E~ gehSrt; .  Nun wissen wir aber nach dem Hilfs- 

sa~ze 9, wegen ~ : l v ~ N > N o > I o ,  dass yon den s~mtlichen _h r Zahlen ~i, ~ , . . . ,~ lv  

(und also um so mehr yon den B1 Zahlen) weniger als _I N bei der Verschiebung 
4 

um t nich~ wieder in Zahlen der Menge E~ fibergehen, und erhal~en somi~ 

N N 
A > B ~ - - - - > B - - - - .  

4 2 

N 
Hiermi~ is~ aber der Satz bewiesen; denn aus A > B - - -  und A + B =  N folgt 

2 

ja, dass A > ~ isis. 
4 

Wir  werden mmmehr un~ersuchen, wie sich die Zahlen, welche die Eigen- 

schaf~ ~ besi~zen, auf die tt-Achse verteilen, ttierzu beweisen wir zunichs~ den 

folgenden Satz, der besagt~, dass die Menge dieser Zahlen eine o f f e n e  Punkt- 

menge is~, und iiberdies eine wichtige G l e i c h m ~ s s i g k e i t s e i g e n s c h a f t  be- 

haup~e~: 

J 

!:Iilfssatz U: Falls die Zahl i~ o die Eigensehaft ~ besitzt, k6nnen wir ein so 

kleines Intervall i o um t~ o legen, dass 

I) jede Zahl t~ in diesem Intervalle i o ebenfalls die Eigenschaft ~ bezitzt 

und somit f i ir  jedes hinreichend grosse N mehr als ein Viertel der N Produkte 

I~vx, . . . .  I ~  numerisch .grSsser als ~ rood. 2z  sind, und dass 
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2) in der letzten Aussage die Worte >>liar jedes hinreichend grosse N>) gleich- 

mgssig in ~ gelten, d. h. dass ein yon l~ unabhS~giges _N'o~N'o(io) de~'art existiert, 

dass es f i ir  jedes ~ im Inte~'valle i o geniigt, 17> No zu wShlen. 

B e w e i s :  Dass #0 die Eigenschaft .~ besitzt, bedeutet, dass wir in E e ein 

positives t, etwa t~to,  so finden kSnnen, dass ~oto in der kleinen z-Schublade 

liegk Nachdem t o festgelegt ist, w~hlen wir das Intervall io so klein, dass 

fiir jedes te in diesem Intervalle alas Produkt  ~to, ebenso wie ltoto, in 

der kleinen z-Schublade liegt, was offenbar aus StetigkeitsgTiinden mSglich 

ist, weil die kleine z-Schublade ein offenes Intervall ist. Dieses Intervall io wird 

alsdann den Bedingungen des Satzes geniigen; denn I) besitzt jede Zahl ~ in io 

die  E i g e n s c h a f $  ~, da ja ihr Produlr~ mit einer passend gew~hlten positiven 

Zahl t der Menge Ee, n~nlich mit der Zahl t : t  o, in die kleine z-Schublade 

f~llt, und z) gibt es e in  y o n  ~ u n a b h ~ n g i g e s  N o derarr dass fiir jedes ~ in 

/o und jedes N > N  o mehr als ein Viertel der N Zahlen t ev l , . . . ,  ~ numerisch 

z (rood. 2 ~) ist; in tier Ta$ wurde die Zahl N o im Beweise des obigen grSsser als 

I-Iilfssatzes ~o, ausser der yon /~ unabh~ngigen Bedingung N o >  Io, nur der ein- 

zigen Bedingung No > 4t  unterwoffen, und wir haben ja hier fiir alle ~ in /o 

d a s s e l b e  t, n~mlich t-~to, verwenden kSnnen. 

Wir  betrach~en danach die ,) unangenehmen >> /~, d. h. die Zahlen /~, welche 

n i c h t  die Eigenschaf~ ~ besitzen. 1 Wir  beweisen den folgenden Sa~z, womit 

wit  uns dem Lemma I I  sehr n~hern: 

H i l f s s a t z  12. Die" Menge der Zahlen ~, welche nicht die JEigenschaft ~ be- 

sitzen, hat keine Hh'ufungsTunkte , und es liegt somit in jedem endlichen Intervall nur 

eine endliche Anzahl yon solchen Punkten. 

B e w e i s .  E s  s e i  ~1 eine ganz beliebige reelle Zahl; wir sollen zeigen, dass 

sie n i c h t  H~ufungspunkt yon Zahlen ~ is~, welche nicht die Eigenschaft ~ be- 

sitzen, d.h.  dass wir um den Punkt  #1 ein kleines Intervall (/zl--h j,/~1 + hi) derar~ 

1 Es sei bemerkt, dass diese Menge gewiss alle Multipla von 2 7~ enth~lt und also nicht leer 
ist; in der Tat wird, falls ~ u ~ 2 ~ n  ist, fiir j e d e  Zahl t der Menge E 0 gelten - -  da t jaganz-  
zahlig ist - - d a s s  das Produkt ~ t kongruent 0 rood. 2 7~ ist, so dass also k e i n e  Zahl t in EQ 
existiert, fiir welche /~ t in die kleine ~-Schublade f~llt. Dass die Multipla yon 2 u diese besondere 
Rolle spielen, liegt iibrigens nur daran, dass wit,  aus Bequemliehkeitsgriinden, eben mit den g a n z -  
z a h l i g e n  Verschiebungszahlen operiert haben. 
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legen kSnnen, dass s~mtliehe Zahlen tt =~/h innerhalb dieses Intervalles die Eigen- 

schaft z besitzen. Falls tt 1 selbst die Eigenschaft z besRzt, haben wir dies sehon 

in dem Hilfssatze I I bewiesen; wir diirfen daher (was iibrigens keine Hilfe beim 

Beweise ist) annehmen, dass tt 1 selbst n i c h t  die Eigenschaft ~ besitzt, also dass 

es keine positive Zahl t in EQ gibt, fiir welche tt 1 t in der kleinen z-Schublade 

liegt. Dagegen g i b t  es g e w i s s  Z a h l e n  t in EQ, f i i r  d ie  t h t  in d ie  o -Schub-  

l ade  f~ll~, und zwar ~ziemlich viele>~; wir werden n~mlich zeigen, dass 

es eine L~nge L'--L'(th) derar~ gibt, dass j e d e s  I n t e r v a l l  d i e s e r  L ~ n g e  L '  

m i n d e s t e n s  e in  s o l c h e s  t d e r  ~ e n g e  E e e n t h ~ l t .  In  der Tat :  

I) Fulls tt~-~o ist, ist dies sofort klar, weil bier fiir a l l e  t in /i7 e das Pro. 

dukt tel t gteich o ist~ und also in die o-Schublade f~llt, so dass wir daher als L' 
einfaeh eine Liinge L (Q) im Sinne des Hilfssatzes 7 verwenden kSnnen, d. h. 

eine L~nge L mit der Eigenschaft, dass jedes Int~ervall dieser Linge  mindestens 

eine ZaM der ]~enge E e enth~lt. 

2) Fulls tt~ ~= o, laute~ die Behauptung: Es gibt eine L~inge L'  derar~, dass 

jedes In~ervall dieser Linge eine Zahl t der Menge E e (also eine zu Q gehSrige 

ganzzahlige Verschiebungszahl t) enth~lt, ffir welche das Produkt  tel t yon 

einem ganzen MuRiplum yon 2 ~v um weniger als ~ abweicht, d. h. deren Ab- 

2 7 g  7g 
stand yon einem ganzen ~ul t ip lum yon ~--  ttl kleiner als 61tt~l ~ ist. Die Exi- 

stenz einer solchen L~nge L' haben wir aber, eben mit Hinblick auf diesen Be- 

weis, in dem Hilfssa~ze 8 nachgewiesen. 

Nachdem die Existenz dieser Li~nge L'  festgestellt ist, kSnnen wir nun leich~ 

den Beweis des Hilfssa~zes i2 zu Ende fiihren. In  der Tat kSnnen wir zeigen, 

dass die Zahl 
7g 

hi z L'  

yon der erwiinschten Art ist, dass also jede Zahl t t - -#~+h  mit o < l h l < h  1 die 

Eigenschaft ~ besitzr d. h. da s s  es zu j e d e r  s o l c h e n  Zah l  t t ~ t h + h  e ine  

p o s i t i v e  Zah l  t in Ee g i b t ,  f i i r  w e l c h e  das  P r o d u k t  t i t  in de r  k l e i n e n  

z - S c h u b l ~ d e  l ieg t .  Zu diesem Zwecke markieren wir in jedem der Intervalle 

(o, L'), (L', 2L'), . . . ,  ((n I) L', nL'), . . . ,  eine Zahl t der ~Ienge E~ mit der vorher 

erw~hnten Eigensch~t,  d. h. eine solehe Zahl t, fiir welehe das Produkt th t in 

die o-Schublade f~llt, lind bezeichnen diese t m i t  

t', t " , . . . , t  (n),...; 
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ich behaupte, dass es unter diesen Zahlen 

~ = ~ + h  in der kleinen z-Schublade liegk 

denken, dass wegen der Ungleichung 

eine gibt, deren Multiplum mit 

Hierzu brauchen wir nur zu be- 

die Folge ht ' ,  h t " , . . . , h t ( ~ l , . . ,  m o n o t o n  ist und der Ungleichung 

o <  Ihl ~< It<"+~)h--t("l hl <zL ' lh l  < 

geniigt; denn hieraus folgt sofort die Existenz eines t ("1, fiir welches ht  Inl (rood. 2z} 

im Intervalle (-~, ~ }  liege, und fiir dieses t(")wird ja (~1 + h)t ( " / - ~  t ( " )+ht  ("' 
$ 

in die  k l e i n e  z - S c h u b l a d e  (~ ,  5~} fallen, weil ~ , t ( " ) i n  der o-Schublade 
X J  -J  l 

Nunmehr sind wir im Stande das Lemma II, und damit den Fundamental- 

sa~z, zu beweisen. 

Beweis y o n  L e m m a  II. Es sei also ausser unserem e > o eine Zahl g2 > o 

beliebig gegen. Wir  markieren diejenigen Zahlen ~ des abgeschlossenen I n t e r -  

valles - - ~ 2 ~ 2 ,  welche n i c h t  die Eigenschaft xe besitzen. Von solehen 

Zahlen ~ gibt es, nach dem Hilfssatze i2, hSchstens eine e n d l i c h e  Anzahl; wir 

bezeichnen sie mit P1, P2 , - - . ,  P,~ und behaupten, dass diese Zahlen P,~ die 

Forderung des Lemma erfiillen. In  der Tat werden wir zeigen, dass sich, falls 

to beliebig klein gew~hlt ist, die Zahl N ~ N(w)  so gross bestimmen l~sst, dass, 

wenn wir die _h r ersten positiven ganzzahligen Verschiebungszahlen ~1, ~2,. . . ,  vlv 

der Menge E~ betrachten, fiir j edes  ~, welches innerhalb des Intervalles 

( - -~ ,  ~2) aber ausserhalb der M Intervalle (P,~--w, Pm+ w) liegt, mehr als ein 

Viertel der N Produkte 
~*~, ~*e,. . . , /~*~- 

z (rood. 2 z) sind. numerisch gr5sser als 

Zu diesem Zwecke bestimmen wit, nach dem Hilfssatze i i ,  zu jeder 

Zahl ~ im abgeschlossenen Intervalle - - ~ ~ 2 ,  welche n i c h t  eine der 

obigen M Zahlen P,~ ist, d. h. welche die Eigenschaft .~ besitzt, ein kleines In- 

tervall i (~) um den Punlr~ ~ herum und eine zugehSrige ganze Zahl N o derart, 
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dass fiir jedes N >  N 0 mehr als ein Viertel der Produkte der ~V Zahlen ~ ,  ~e, . . . ,  ~ 

(rood. 2 ~) sind. Dann mit einer beliebigen Zahl des Intervalles i (~) numerisch ~ 

))gehSrt~) zu j e d e m  P u n k t e  /~ des a b g e s c h l o s s e n e n  I n ~ e r v a l l e s  ~ / ~  

ein gewisses Intervall um den Punlr~ herum, n~mlich, falls /~ eine der M Zahlen 

/)m ist, das Intervall (Pro-- ~, P~ + ~), und falls /~ =~ P1, P-~,..., P~  ist, das Inter- 

vall i~u). Folglich gibt es nach dem H~i~.-BoR~,L'schen t ~ b e r d e e k u n g s s a t z  

unter diesen Intervallen eine e n d l i c h e  Anzahl, welehe sehon fiir sich das ganze 

Intervall - - ~ / ~  iiberdeclren. Von diesen letzten Intervallen lassen wir 

nun die (etwaigen) In~ervalle (P,,~eo, / )~+w) weg; dann bleibt eine endliche 

Anzahl yon Intervallen der Art  i(/~) zuriiek, etwa 

i i i 

welche gewiss a l le  P u n k t e  /~, w e l c h e  i n n e r h a l b  des I n ~ e r v a l l e s  (--~2, 52) 

a b e r  a u s s e r h a l b  d e r  M I n t e r v a l l e  (Pro--w,/)~+w) l i egen ,  i i b e r d e e k e n .  Zu 

jedem dieser R Intervalle gehSr~ aber ein Zahl No, etwa _N~, N~' , . . .  ,N(o R), und 

es ist klar, dass eine Zahl N, welche grSsser als diese R Zahlen ist, unserer 

Forderung geniigt. 

KAPITEL III .  

Fourierreihen mit l inear  unabhtingiger Exponentenfolge.  

Es sei f(x)  eine fast periodische Funktion, deren Fourierreihe ~.AneiAn ~ 

u n e n d l i c h  v ie le  Glieder enth~lt. Das Ziel dieses Kapitels is~ der Beweis 

des folgenden Sar 

Konvergenzsatz. Falls die Fourierexponenten An der Funktion f(x) ~ 2~ A,~e~,~ x 

linear unabha'ngig send, d. h. fal ls  bei keinem N eine Relation der Form 

CIA1 + C~A~ + ..- + C~Az,'=o 

mit rationalen nicht sh'mtlieh versehwindenden Zahlen C1, C2, . . . ,  CN besteht, wird 

nicht nur die Reihe •] An [~, sondern aueh die Reihe 2~[ A,, [ selbst konvergieren. 

Hieraus folgt sofort das 



104 Harald Bohr. 

Corollar. Fiir jede fas t  periodisehe Funkt ion f(x)oo2~Anetan ~ mit  linear un- 

abhdngiger Exponentenfolge ist die Fourierreihe ~.Aneia~ ~ im gewb'hnlichen Sinne 

konvergent, und zwar  gleichmh'ssig f i i r  --oo < x < oe, ,~it der Sum~ne f (x) .  

Denn die gleichmi~ssige Konvergenz der Fourierreihe f i i r - - o o  < x < 0o 

folgt sofort aus der Konvergenz der Majorantenreihe ~l A,, l, und aus der gleich- 

mi~ssigen Konvergenz yon 2~Ane~'tn ~ folgt welter (nach dem Corollar des Ein- 

deutigkeitssatzes), dass die Summe der Reihe mit der gegebenen Funktion f ( x )  

iibereinstimmt. 

Der Beweis verli~uft so, dass man aus der m i t t l e r e n  K o n v e r g e n z  der 

Fourierreihe 2~A, eian ~, also aus der Limesgleichung 

N 

(24) lira M { If(x)-~ A,, e'~,,~l ~ ) = o 
2 ~ r ~  oo 

1 

auf die g e w S h n l i c h e  K o n v e r g e n z ,  ja sogar auf absolute Konvergenz, schliess~. 

Der Grund fiir die MSglichkeit eines solchen Schlusses besteht darin, dass aus der Di- 
N 

vergenz von ~ ] An ] folgen wiirde, dass bei grossem N der Abschnitt ~ ,  An e 'a,* ~ 
1 

nicht nur in gewissen Punkten der x-Achse numerisch sehr gross sein wiirde, 

sondern dass diese Punkte sogar Intervalle ausfiillen wiirden, deren relative Li~nge 

(ira Vergleich zur ganzen x-Achse) fiir N--,ae nicht unendlich klein wi~re; dies 

ist aber mit der Limesgleichung (24) nich~ vertri~glich. ~ 

Wir teilen den Beweis in drei Paragraphen ein. 

Hilfssiitze aus der Theorie der diophantisehen Approximationen. 

Neben dem Fundamentalsatz aus Kapitel I I  ist das wesentlichste Hilfs- 

mittel beim Beweise des Konvergenzsatzes der beriihmte Approximationssatz: 

Dieses Benehmen im Spezialfalle der l inearen UnabhRngigkeit  der Exponenten  s teht  in  
interessantem Gegensatz zu dem Verhal ten in dem entgegengesetzten Sonderfalle, wo die Exponenten  
e ine  einfache ar i thmetische Progression bilden und also besonders stark l inear verkniipft  sind. In  der 

Tat  kann  man hier  nieht ,  wie aus der Theorie der gew~hnlichen Fourierreihen bekann t  ist, aus  
N 

der Divergenz der Reihe ~ ~a n ~ schliessen, dass die Abschni t te  ~ a n e i n k x  beliebig grosse Werte  

annehmen;  und selbst  wenn dies eintr i t t ,  1Rsst sich daraus n icht  folgern, dass die relative L~nge 
der entsprechenden Interval le  der x-Achse fiir ~--~ co ober einer festen posit iven Sehranke bleibt .  



Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. 105 

Kroneeker'seher Satz. ~s  seien h i , . . .  , ~ linear unabhSngige reelle Zahlen, 

und ~ ,  . . . ,  p~v beliebige reelle Zahlen. Dann gibt es ~u jedem e ~ o ein reelles 

x und dazu geh~rige ganze Zahlen g~ , . . . ,  gN, so dass die N Ungleichungen 

I I < = . . . . .  N )  

sSmtli~h erfi~Tlt sin& 

Geometriseh sagt dieser Satz aus, dass im Einheitswiirfel o ~< ~/~ < 

(n=  L . . .  , N) des N-dimensionalen Raumes die Ptmkte Q~, die aus den Punkten 

der Geraden 

( ~  ~ t v ~ )  

durch Reduktion der Koordinaten modulo I entstehen, i i be ra l l  d i e h t  liegen. 

Um im folgenden eine den Rand des Einheitswfirfels betreffende, im Wesen 

der Saehe nicht liegende Schwierigkeit zu vermeiden, ziehen wir vor, mit W~.YL, 

start Yon dem gewShnliehen N-dimensionalen euclidlsehen Raum EN, lieber yon 

dem ~ g e s e h l o s s e n e n *  N - d i m e n s i o n a l e n  e u e l i d i s e h e n  R a u m  G~ (der mit 

einem N-dimensionalen Torus homSomorph ist) zu sprechen, welcher aus ~1r ent- 

steht, wenn jedes System yon unter einander modulo I kongruenten Punkten 

(Vl,.--,  ~n) als ein einziger >>Punlr~>> aufgefass~ wird, wenn also zwei Wette- 
r r t r  t p  rF 

sys~eme ( ~ , , . . . ,  17~} und (V, , . . . ,  V~), fiir welche V~ ~ V~ (rood. I) sind, identifi- 

zier~ werden; dieser Raum G~ heisst ~euclidisch~, weil zu jedem Punlrt desselben 

eine Umgebung gehSrt, wo die euelidische Geometrie giiltig ist. 

Wir  brauehen den K~oN~.CK~R'schen Satz ~ dass die Punkte der obigen Ge- 

raden im gesehlossenen Raum G~ iiberall dicht liegen - -  in einer yon W~YL 

verseh~rften Form, wo er besagt, dass diese Punkte sogar f ibe ra l l  g l e i e h  d i c h t  

liegen. 1 Fiir die sp~tere Anwendung wird es bequem sein, diesen versch~ften Satz 

so zu formulieren, dass die betraehtete Gerade des N-dimensionalen Raumes 

nicht eben durch den Anfangspun~  (o, o , . . . ,  o), sondern durch einen beliebig 

gegebenen Punkt  (81, 02, . . . .  0~) des Raumes gezogen wird. 

Kroneeker-Weyl'seher Satz. Es seien ~tl,..., g~ linear unabh~ngige, und 81, .... 0~ 

beliebige reelle Zahlen. Es sei ferner im gesehlossenen Raum Glv ein ~arallel den 

Aehsen orientiertes Parallele~lged t ) mit den Seitenlh'ngen d,~ < I und devn Raum- 

1 H. WJ~YL, ~ber  die Gleichverteilung yon Zahlen rood. Eins, Math. Ann. 
S. 313--352. 

14--2454. Acta mathemat, iva. 45. Imprim6 lo 5 juillet 1924. 

Bd. 77, (1916), 
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inhalt I =  dxd~. "" d~r beliebig gegeben, und es bedeute ~ = - ~  (P, T) die Meage 

aller Werle x im Intervalle - - T <  x < T, f i ir  die der dutch die Koordinaten 

(01+x~1,..., Ozc+x~zr bestimmte Puakt  dent ParalleleTiIJed P aagehgrt Dana 

besteht bei jedem T > o die Menge ~ arts den Punkten einer endliehen Aazahl 

yon Iatervallen, und es gilt, wenn L(T)  die Summe dew Liingen dieser IntervaIle 

beseiehnet, die Limesgleiehung 

lira L ( T) ~- I .  
~-,| 2 T  

Mit anderen Worten: es ist die r e l a t i v e  Li~nge der Intervalle der x-Achse, 

ffir welche der Punkt Q~: ( 0 1 + x ~ l , . . . , O N + x ~ )  dem ParaUelepiped P ange- 
hSrt, gleich dem Inhalte I des Parallelepipedes, d. h. gleich tier a p r i o r i s c h e n  

W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  dass ein willldirlich gewithlter Punkt (~1, . . . .  W1r in das 

Parallelepiped hlneinfiillt. 

Was den Beweis  dieser V e r s c h ~ n g  des KBoNEc~ER'schen Satzes anbe- 
langt, sei bemerl~, (lass die darin behaup~ete gleichmll.ssig dichte Ver~ilung, 

wie vom Veffasser gezeigt t, direk~ aus dem t?beralldichtliegen gefolger~ werden 
kann. Es muss abet gleich hlnzugefiigt werden, dass sich bei vielen anderen 

Problemen fiber gleichm~sige Ver~eilung die ursprfingliche WEYL'sche Beweis- 

methode als die ~einzig richtige* erwiesen hat. 

Ein Hiifssatz fiber geometrisehe Wahrseheinliehkeit. 

Bevor wir den vorhergehenden Satz tiber diophantische Approximationen 

auf unser Problem anwenden kSnnen, mtissen wit zun~chst den folgenden 

Hilfssatz beweisen. 

e o  
�9 t i l t ~ t~ .  Es sei ~ , r .  eine divergente Reihe mit  ~ositiven Gliedera 

1 

die Zahl K > o beliebig gegeben. Dann gibt es eine positive Zahl w und eine 

positive ganze Zahl 1go mit  den folgenden Eigenschaften: ~e i  jedem N > No liisst 

sich im gesehlossenen euelidisehen Raume G~ eine endliehe An~ahl v=v(N)  yon 

1 Vergl. H. BOHR und R. COURANT, Neue Anwendungen der Theorie der d iophant i schen  
Approximationen auf die  Riemannsche Zetafunktion, Crelles Journal, Bd. 144, (1914), S. 249--274. 
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nieht iiber einander greifenden, parallel den Achsen orientierten Parallelepipeden 

Pt . . . .  ,19, (mit Seitenldngen < I) so finden, dass ihr Gesamtinhalt > w ist, und 

f i ir  jeden Punkt  (~71, '7~,. . . ,  ~Tlv) eines dieser 1)aralleletffpede die Ungleichung 

(25) r ~ e ~  > K 

besteht. Mi~ anderen WorSen: es ist bei jedem N >  No die W a h r s c h e i n l i c h -  

k eit,  dass der absolute Wer~ der Summe 

N 

S(~l, '2~, " " ,  '7~)= ~ r~ e 2 ~  
1 

die Zahl K iibersteig~, grSsser als w. 

Beweis. Es werde die ganze Zahl No so gew~hlt, dass 

No 
~ r~>  K + f l  

is~, wo J eine beliebige positive ZaM, e~wa i, bedeu~e~, und es sei dann, was 

offenbar aus Stetigkeitsgriinden mSglich ist, im No-dimensionalen Raum G~ro ein 

kleiner, parallel den Achsen orien~ier~er Wiirfel q' um den Punl~  (o . . . .  , o) so 

besgimmg, dass fiir j e d e n  Punl~  ('21, . . . .  ~2~Vo) dieses Wiirfels die Ungleiehung 

\ n = l  

besteht. Es bezeichne io(< i) den Rauminhal t  dieses Wiiffels q'; ich behaupte, 

dass die obige Zahl No und die Z a h l  

3 

den Forderungen des Satzes geniigen. 

Es sei also N eine fes*e ganze Zahl > N o. Wir  betrachten zungchst einen 

beliebigen Punl~  (~1 . . . .  , VNo, VNo+I . . . .  , ~2r Raumes Glv, fiir welchen d ie  No 

e r s t e n  K o o r d i n a t e n  (~1,... ,~2~o) e i n e n  P u n k t  des  R a u m e s  Glvo b e s t i m m e n ,  

w e l c h e r  im o b i g e n  W i i r f e l  q' g e l e g e n  ist .  Do.nn gill die Ungleichung 
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No+l 

woraus sofort hervorgeht, dass die gewiinschte Ungleichung 

(25) r ~ e ~  > K 

gewiss besteht, falls die (N--No) letzten Koordinaten (VNo+~,..., *TN) so gewi~hlt 
werden, dass sie die Ungleichung 

(26) ~ rne2~*n~ > - -  r 

\No+~ I 

befriedigen. 1 Es ist daher unser Hilfssatz bewiesen, falls es gelingt die Ex i s t enz  
e ine r  e n d l i e h e n  Anzah l  v = v ( N )  yon n i c h t  fiber e i n a n d e r  g r e i f e n d e n ,  

pa ra l l e l  den Achsen  o r i e n t i e r t e n  Wi i r f e ln  q'~',..., q: des (N--N0)-dimen- 

s iona len  Raumes  GN-~o mi t  e inem G e s a m t i n h a l t  > I d e r a r t  nachzu-  
3 

weisen,  dass fiir j e d e n  P u n k t  (~o+1,...,*TN) e ines  d iese r  Wf i r fe l  die obige 
U n g l e i e h u n g  (26) bes teht ;  denn die v Parallelepipede p l , . . . ,  p, des N-dimen- 

sionalen I~umes G~, welehe dadureh bestimmt werden, dass jedes yon ihuen bei 
Projektion auf den Raum G~-o den Wiirfel q' ergibt, wi~hrend ihre Projek- 

Es msg zur Erlguterung bemerkt  sein, dass es bei der folgenden Abschiitzung der Wshr-  
N ~'o 

scheinlichkeit  dafiir, class der Rest ~ den Anfang ~3j n ieht  herunterdrSckt ,  also dass etwa 

lVo+l I 

rne2~7~  > 0  ist, durehsus  wesentlieh ist, dass man die ganze Vektorsumme r n e ~ n  
\No+l ~ro+l 

zussmmenh~lt und nieht e ~ a  so ~rob verf~hrt sie in ihre einzelnen Glieder aufzul~sen und zu 
verlangen, dass jedes Glied fiir sich einen posit iven Realteil haben solle. Denn hierbei wiirde bei 

1 
Vergr~sserung yon IV um eine Einhei t  offenbar jedesmal ein neuer  Faktor  ~ h inzukommen - -  ent- 

sprechend der WahrscheinHehkeit ,  dass der neue Vektor gerade in die positive Halbebene zeigt - -  
und  man bek~me also n icht  fiir N--~oo eine feste positive untere Schranke fiir die gesuchte Ge- 
samtwahrscheinlichkeit .  
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tionen auf den komplement~ren Raum G ~ o  je auf einen der �9 Wiiffel g~',..., r 

fallen, werden ja alsdann yon der im Satze erwiinschten Art sein, d. h. ihr 
I 

Gesamtinhalt ist > Q. - = w und in jedem Punkt  (71 . . . .  , ~N) eines dieser Paral- 
3 

lelepipede gilt die Ungleichung (25). 

Um die Existenz solcher Wiirfel q'~',..., q:' des (N--N0)-dimensionalen 

Raumes GN-~Vo zu beweisen, betrachten wir zun~chst die Menge E der s~mt- 

l i c h e n  Punkte (~No+X . . . .  , ~ )  des Raumes G~-iVo, fiir welche die Ungleichung (26) 

besteht. Es ist diese ]Kenge E offenbar (aus Stetigkeitsgriinden) eine o f f e n e  

Menge, d. h. falls Q ein Punkt  tier Menge ist, wird eine gewisse Umgebung 

yon Q ebenfalls der Menge angeh5ren, und es ist daher die Menge E im Lebes- 

gue'schen Sinne messba r ,  etwa mit dem Masse F. Um unsere Behauptung, 

dass die Menge E eine endliche Anzahl yon nicht iibereinander greifenden, parallel 

den Achsen orientierten Wiiffeln mit einem Gesamtinhalt > i enth~lt, zu be- 
3 

griinden, geniig~ es daher nachzuweisen, dass  das Mass F der  Menge  E grSs- 

ser  als z is t ;  denn aus jeder o~enen Punktmenge mi~ einem Mass > c, l~ss~ 
3 

sich bekanntlich eine endliche Anzahl yon Wiirfeln herausgreifen, deren Gesamt- 

inhalt ebenfalls > r ist. 

Es ist hiermit der Beweis auf die Ungleichung F > z zuriickgefiihrt; wir 
3 

werden iibfigens zeigen, dass 
z 
2 

ist. Zu diesem Zwecke betrachten wit gleichzeitig mit unserer Menge E, welche 

aus allen Punktcn (~o+1, . . . ,  ~v) des Raumes Glv-iVo besteht, fiir welche die 
Ungleichung 

(26) ~R rne 2~in. > - -  d 

\No+~ / 

gilt, die Punktmenge E*, welehe aus denjenigen Punkten (17~o+1,..., V~) des 

Raumes G~-lVo besteh~, welehe die Ungleichung 
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befriedigt. Es ist klar, dass die beiden Mengen E und E*  mit  einander 

k o n g r u e n t  sind und daher d a s s e l b e  Mass  besitzen; denn fall8 der Punkt  

Q:(~tvo+l , . . . ,  ~ )  einer dieser beiden Mengen angeh~rt, wird der Punk~ 

Q l : ( ~ o + l + I , . . . , ~ r  weleher aus Q entsteht, wenn alle Koordin~ten um 

I ge~i~dert werden, offenbar der auderen Menge angeh~ren, so dass die eine Menge 2 

aus der anderen dutch eine einfache ~Parallelversehiebung~ hervorgeht. Nun 

erfiillt abet j e d e r  Punkt  (~o+1 , . . . ,  ~ )  des Raumes mindestens eine der Un- 

gleichungen (26) und (26"), d. h. die Vereinigungsmenge der beiden Punk~mengen 

E und E*  gibt uns den ganzen Raum G~-~'o. Hieraus folgt abet sofort, da E 

und E*  beide das Mass F haben und der ganze geschlossene Raum GN--tVo yore 

Masse i ist, dass 2 F ~ I sein muss, d. h. dass F ~ _I ist. 
2 

Beweis des Konvergenzsatzes. 

c~ 

Es sei f ( x )~  ~ A,~e~'% �9 eine fast periodisehe Funktion mit l i n e a r  unab-  
1 

h ~ n g i g e r  Exponentenfolge; wir haben die Konvergenz der Reihe s  zu be- 

weisen. Wir  fiihren den Beweis i n d i r e k t  und nehmen also an, dass ~[A~[ 

d i v e r g i e r t .  Es sei 

gesetzt; wir betrachten gleichzeitig mit der Fourierreihe 

(27) 

die Reihe 

(2s) 

eD eo 

1 1 

r 

~ ~n ~ t*ln, 

1 

wo ~h, ~2 . . . .  , ~Tn . . . .  y o n  e i n a n d e r  u n a b h ~ n g i g e  V a r i a b l e  bedeuten. Wir  

setzen nunmehr K ~ G +  x, wo G wie immer die obere Grenze yon [f(x)~ be- 
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zeichnet, und wenden den Hilfssatz des w i I auf die divergente Reihe mit posi- 

riven Gliedern ~ r .  und die Zahl K > I an. Der Hilfssatz ergibt uns alsdann 

die Existenz einer positiven GrSsse w und einer positiven ganzen Zahl No der- 

art, dass fiir jedes feste N > N  o die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafiir, dass der 
N 

A b s c h n i t t  ~.~r~e2~n der  R e i h e  (28) numerisch grSsser als K ist, grSsser als w 
1 

ausf~llt. Hieraus folgt aber welter nach dem Ku.O~CX~.R-W~.YL'schen Satze, 

dass fiir jedes N >  No die r e l a t i v e  L~nge  der IntervaUe der x-Aehse, fiir welche 
N 

der A b s c h n i t t  ~rne~t{~ ~ der  F o u r i e r r e i h e  (27) numerisch grSsser als K 
1 

ist, ebenfalls griisser als w sein wird. Nun gilt abet in jedem Punkte x, in 

welchem 

A~et~z > K 

ist, die Ungleichung 

f ( x ) - - ~ A ~ d A n ~  i :> Ane'a~ ~ - - I f ( x ) ] >  z - - g = I ,  
1 

und es w~re somit fiir jedes N > No 

T II l I M f(x)  -- ~ Anet~. ~ --~lim| - ~ f / ( ~ ) -  Ane'~* x dx > w. 
1 - - T  1 

Dies vertriigt sich 

N--~ av 

aber nicht mit dem F u n d a m e n t a l s a t z ,  naeh welchem fiir 

O .  

Hiermit ist der Konvergenzsatz bewiesen. 

Wir bemerken schliesslich noch, dass sieh dutch Kombination des Konver- 

genzsatzes mit dem Satze XI I  des w 3 dam folgende Resultat ergibt: Es se/ 

~41,-42,... eine beliebig gegebene Folge yon linear unabhh'ngigen Zahlen; dann ist 
dafiir, dass eine Beihe ~A~e~a~ ~ als Fourierreihe zu einer fast ~eriodisehen Funk- 
tion geh6rt, notwendig und hinreichend, dass ~] A~ I konvergiert. Denn einerseits 
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wird, falls ~[A, ]  konvergiert, (nach dem Satze XII) die Reihe ~ A ~ e ~ ,  �9 gewiss 

eine Fourierreihe sein, niimlich die Fourierreihe der Summe f(x)-~Y.A,e~,,~; und 

andererseits ist, falls ~ A n d ~  ~ die Fourierreihe einer fast periodischen Funktion 

bildet, (nach dem Konvergenzsatz) die Reihe :~] A, ] konvergent, 

Diese Tatsache zeigt besonders deutlich, wie gross der Unterschied ist 

zwischen Fourierreihen mit linear unabh~ngigen Exponenten und den gewShn- 

lichen Fourierreihen rein periodischer Funktionen, wo die Exponenten eine arith- 

metische Progression bflden. Denn es scheint bekanntlich nicht mSgHch zu sein, 

einfache notwendige und hinreichende Bedingungen aufzustellen, welche eine 

Zahlenfolge (an} erfiillen muss, um die Folge der Fourierkonstanten einer rein 

periodischen stetigen Punktion zu sein. 

ZUSXTZE. 

1. Zur Definition der FastperiodiziUit. 

Die Definition, dureh welche wir aus der Gesamtheit aller (fiir --oc < x <  oQ 

stetigen) Funktionen die Klasse unserer ,fast periodischen>~ Funktionen heraus- 

gehoben haben, war die folgende: Zu jedem ~>o soll es eine L~nge l : l (~)  derart 

geben, dass jedes [ntervall dieser L~nge mi~destens eine zu ~ geh6rige Verschiebungs- 

Zahl der Funktion f ( x )  enthh'lt. Es erhebt sich yon selbst die Frage, ob man 

nicht vieUeicht - -  unter Beibehaltung des Gedankens, die Existenz yon ~Ver- 

sehiebungszahlen~ zu fordern - -  andere und noch einfachere Definitionen h~tte 

aufstellen kSnnen, die ebenfalls zu wichtigen und abgerundeten Klassen yon 

Funlrtionen h~tten fiihren kSnnen, welehe auch als natiirliche Verallgemeinerung 

der Klasse der rein periodisehen Funktionen anzusehen w~ren. In diesem Zu- 

satze sollen einige Bemerkungen zu dieser Frage gemaeht werden, welche zeigen, 

class die bei einem ersten Versuche etwa am naheliegendsten erscheinenden 

Definitionen n i c h t  zu diesem Ziele fiihren. 

I. Zuniichst k5nnte man, um zu einer Verallgemeinerunff der rein perio- 

dischen Funktionen zu kommen, yon den zu betrachtenden Funktionen (die immer 

stetig gedacht sind) nut verlangen, da~s es iiberhaupt zu jedem ~ > o eine yon Null 

verschiedene Verschiebungs~ahl ~(~) geben soll. Dass aber hierdurch keine Klasse 

yon Funktionen abgegrenzt wird, welehe auch nur irgend etwas Charakteristisches 

yon den Eigenschaften rein periodischer Funktionen beibehalten haben, geht z. B. 
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daraus hervor, dass schon j e d e  F u n k t i o n ,  d ie  n u r  g l e i c h m ~ s s i g  s t e t i g  ist ,  

zu dieser Klasse gehSrt; in der Tat 1Ksst sich ja zu jeder solchen Funktion f (x) ,  
falls 8 ~  o beliebig gegeben wird, ein d so klein bestimmen, dass fiir alle x die 

Ungleichung I f  (x + ~)--f  (x) ~ ~ 8 besteht. 

II .  Es ist nach der obigen Bemerlrang klar, dass man, um wirklich 

periodenartige Eigensehaften zu erhalten, dafiir sorgen muss, dass zu jedem s > o  

Verschiebungszahlen ~-~(~) existieren, die nicht mat 8 gegen Null konvergieren. 

Es w~re demnach natiirlieh die folgende Definition aufzustellen: Zu unserer 
Funktionenklasse sollen diejenigen ~'unktionen f (x)  gerechnet werden - -  wir wollen 

sie zur Abkiirzung >>~eriodenartig, nennen - -  fiir welehe es eine absolute Konstante 

e > o  derart gibt, dass bei jedem 8 > 0  eine Versehiebungszahl ~=~(~) existiert, die 
>e ist. Es sei sogleich die Bemerlmng hinzugefiig~, (lass diese Definition yon 

dem besonderen Werte  yon e unabh~ngig is t ,  well die aufgestellte Forderung 

tats~chlich damit aequivalent ist, zu verlangen, class es zu jedem 8 unendlich 

viele Versehiebungszahlen v(e) gibt und under ihnen b e l i e b i g  g rosse .  Falls 
8 

n~mlich T beliebig gross gegeben wird und ~ >  e eine zu ~ gehSrige Versehie- 

bungszahl ist, wo die ganze Zahl ~V so gross gew~ilflt ist, dass hre> T ausf~llt, 

wird die Zahl ~ N ~  offenbar eine zu 8 gehSrige Versehiebungszahl sein, welche 

> T ist. 

Das Ziel dieses Zusatzes ist nun vor ahem der Naehweis, class auch diese 

Definition ~ im Gegensatz zu unserer Definition der fast periodischen Funk- 

tionen, wo ja  >>etwas>> mehr verlangt wurde - -  n i c h t  zu einer abgerundeten 

Klasse yon Funktionen fiihr~. In de r  Tat werden wir den folgenden, auch an 

sich ganz interessanten Satz beweisen: 

Es braueht die Summe zweier periodenartiger Funktionen nicht wieder ~erioden- 
artig ~u sein. 

Wit  werden zun~ehst ein charakteristisches Beispiel elner periodenartigen 

(iibrigens beschr~nkten und gleichm~ssig stetigen) Funktion konstruieren ~, aus dem 

wir dann  den 0bigen Satz unmittelbar werden ableiten k5nnen. 

B e i s p i e t  e i n e r  p e r i o d e n a r t i g e n  F u n k t i o n .  Wir  bemerken zungehst, 

dass es, am die >>Periodenar~igkeit,~ einer Funktion zu erkennen, offenbar geniigt, 

an Stelle aller ~>o,  nur eine Folge yon gegen Null abnehmenden Zahlen 8, etwa 

1 Nur aus Bequemliehkeitsgriinden werden wir sie aus geradlinigen Stricken aufbauen;  dass 
hierdurch ihre  Ablel tung unstet ig wird, i s t  vSllig belanglos. 

15~2454. Ac~a matheraatlea. 45. Imprim6 lo 5 juillet 1924. 
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I I I 
die Folge -, - ,  ..-, - ,  -.., ins Auge zu fassen; so werden wir in unserem Bei- 

2 3 n 

spiel die l~eriodenar~ig]{eit der angegebenen l~unk~ion f (x )  dadureh naehweisen, 

(lass wir eine 1~ihe yon w~hsenden positiven Zahlen ~ < ~ <  ... < ~ < - - .  derart 

1 
angeben, d~s ~, eine m~ - geh6rige Versehiebungszahl ist, d. h. dass bei jedem 

n---- 2, 3, �9 �9 �9 die Ungleiehung 

(29) ]f(x + ,,,)--f(x)I<=~ 
fiir aUe x besteht. 

Wi t  gehen nun achrittweise vor. 

~t,, S e h r i t t .  Zun~chst bflden wit eine Funlrtion f~(x), die iiberall gleich 

o ist, ausser in einem endliehen intervaUe, e~wa die Funktion 

o fiir I x I > 

(siehe Fig. ~3 a, S. 115, wo der besseren ~bersichtlichkeit halber der Masstab der 

Ordinate vergrSssert wurde). 

2 t~ S e h r i t t .  Die zweite Fnnl~tion f~{x) wird durch die Gleiehung 

definier~ (siehe Fig. I3 b), wo die positive Zahl ~ beliebig gew~hlt ist, mit der 

einzigen Einschr~nkung, dass die ))]~iigeb> nicht iibereinandergreifen, d. h. dass 

�9 ~ - - I > I ,  also ~ > 2  ist. Wie aus der Figur unmittelbar zu sehen, erfiillt diese 

Funktion ~(x} fiir a~Ile x die Ungleich-ng 

I fs (x + v~)--f~ (x) I ~ I.  
2 

Unter der ,>L~nge~ /j der zweiten ,~Hiigelkette~ werden wir die L~iJage des Inter- 

va]]es ( - -2~2-- i  , 2~t-Fi) also die Z~hl 2(2~2§ verstehen; hierbei haben wir 

auch die beiden ~Nullhiigel~, die ~iiber~ dem Intervalle ( - - 2 ~ 2 - - I , - - 2 ~ + I )  

bzw. ~)iiber~> (2 ~s--I, 2 ~ +  I) liegen, Iait zur Hiigelkette gereehnet (vgl. die Figur). 

3 ~r S c h r i t t .  Die dritte ~mlrt ion fs(x) wird dutch die Gleichung 



I 

,./' 

/ 

Q 

\ 

\ \ 

~J .~ 
I 

1 1 8  

+ 

I 

I 

I 
I 

/ 

I" "C~ 

I o'" 

t , '  
# , 

/ 
I . .r  

I . - "  

I .~ 
I . o "  "~1 
J . . "  

) o. 



116 Harald Bohr. 

definiert, wo % eine beliebig gew~.hl~ Zahl bedeu~t~, die nur >1~, d. h. 

>2(2~2+I )  sein soil. (Vgl. Fig. I3 c; in dieser Figur ist nu t  die rech~e ~>}Iglfte~ 

yon fs(x) gezeichnet; ausserdem ist der Masst~b der Ordiuate neuerlich gegnderr 

Es ist klar, dass fs(x), sowie f,(x), die Ungleichung 

I 
IA (x + , , ) - A  (x) I =< 

erffillt; fs  (x) effiillt aber ot~enbar ausserdem noch die Ungleichung 

IA(z + ',-,)-A (x) I --< ~. 
3 

Unter der Li~nge 18 der dritten Hiigelkette werden wir nun die L&nge des Inter- 

valles ( ~ 3 % - - 2 ~ - - I ,  3 z 8 + 2 ~ + I ) ,  d. h. die Zahl 2 ( 3 ~ s + 2 ~ + x ) ,  verstehen. 

Wir  fahren in dieser Weise fort und bestimmen die Fnnktionen f~(x), 
f a (x ) , . . . ,  indem wit die Funktion f,~(x) folgendermassen aus der ~mkt ion  fn-l(x) 

ableiten: 

n u~ S c h r i t t .  Es wird gesetzt: 

1 a - - 1  
f , , ( x ) = ~ . a  n--m n--m _ . . ---n-- fn-,(x+ml:,,) + f,~-l(x) + ~_~ --~-- f , , - l (x- -m, ,} ,  

wo ~ beliebig gewiiafl~ wird, nu t  so, dass ~ > / , - 1 ,  d. h. (wie (lurch Induktion 

sofort zu sehen) so, dass ~ > 2 ( ( n ~ I ) ~ - l + ( n - - 2 ) ~ , - 2 + - . - + 2 ~ , + I )  ist. Diese 

Funktion f,~(x) befriedigt offenbar nicht nut  (wie fn-1 (x)) die n- -2  Ungleichungen 

I fn(x+* , ) - f , , ( * ) l  =<~ (,'=~, 3 . . . . .  , , -~)  

sondern auch die neue: 

If,,(x + *,,)--f, (x) l < 5 .  
~t 

G r e n z i i b e r g a n g .  Wir  definieren nunmehr die gewiinschte Funkgion f ( x )  
durch die Limesgleichung 

f ( x ) = l i m  fn(x). 
n ~ o a  

Es ist ldar, dass dieser Limes existiel4; denn bei jedem festen x haben die 

Funktionswerte fi,(x) yon einer gewissen Simile an, d. h. fiir n>2f~.N'(x), einen 
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kons~anten, d. h. yon n unabh~ngigen Wert. Und es is~ ferner klar, (lass die 

Funktion f(x) p e r i o d e n a r ~ i g  ist, da sie bei jedem lessen n ~ 2  (und alle x) die 

Ungleichung 

(29) If(x +*n)--f(x) ] _--< _I 
n 

erffillt; in der Tat gilt ja fiir 2V>n die Ungleichung 

]f~(x +. . )-- f~(x) l  < i_, 
n 

welche, wenn wir N gegen Onen01ieh wachsen lassen (wghrend x und ,~ fest- 

gehalten werden), in die Ungleiehung (29) fibergeht. 

Wir  gelangen nunmehr zum B e w e i s e  unserer Behauphmg, dass  zwei  

p e r i o d e n a r ~ i g e  F u n k t i o n e n  e x i s t i e r e n ,  d e r e n  S u m m e  n i e h t  w i e d e r  

p e r i o d e n a r t i g  ist .  Wi t  benutzen hierzu zwei Funk*ionen 9(x) und ~(x) veto 

Typus :des obigen Beispieles, deren entsprechende Zahlenfolgen *n wir mit , '  und 

,~ bezeichnen. Es ist Mar, dass unsere Aufgabe, die Nicht-Periodenartigkeit yon 

9(x)+~p(x) zu zeigen, gelSst ist, falls wir durch Wahl  der GrSssen .'~ und .~ er- 

reiehen k5nnen, dass  k e i n e r  d e r  H i i g e l  d e r  e i n e n  F u n k t i o n  m i t  e i n e m  

de r  Hf ige l  d e r  z w e i t e n  F u n k t i o n  i r g e n d  e i n e n  P u n k ~  g e m e i n s a m  ha t ,  

abgesehen natiirlich veto >>Ausgangshfigel,) fiber dem Intervalle - - I < x ~ i ;  falls 

niimlich dies erreicht ist, wird ja die Summe 9(x)+~p(x) im Punkte x = o  den 

den Wer t  I + Z = 2  haben, aber in jedem Punkte x mit Ix] > I einen Were _--<z 

( besitzen, so dass zu einem gegebenen ~ < z  z .B .  zu ~ = 2  gewiss keine beliebig 

grossen Versehiebungszahlen existieren. Wir  bemerken zuni~chst, dass es offenbar 

genfig~ die . '  und . "  so zu bestimmen, dass bei j e d e m  f e s t e n  n keiner der 

Hiigel der n ~en Hilfsfuntr~i0n 9~(x) mit einem der Htigel der n ten tiilfsfnnlrtion 

~Vn(x) einen Punk~ gemeinsam hat  (natiirlich immer abgesehen veto Ausgangs- 

hfigel). Um nun die MSglichkeit einer solchen Bestimmung darzutun wenden wir 

das Yeffahren der vollst~indigen Indul~ion an. Wi t  best, immen zuni~chst .~ und 

�9 ~' so, dass 9~(x) nicht mit ~0~(x) in dem erwiLhntem Sinne kollidiert; dies ist 

mSglich, well wir ja die Zahlen .'~ und .~' ganz frei wghlen kSnnen, nur so, dass 
r ~ r 

sie beide > 2  sin& Wir  denken tins nunmehr auch noch die Zahlen %, .~, . . . ,  .~_~ 

und .~, .~ . . . .  , .~_l so bestimmt, dass 9n-i(x) und ~p~-~(x)koUisionsfrei sind; 

es handel~ sieh dann darum, nachzuweisen, dass es mSglieh ist . .  und .~ so zu 

wi~hlen, dass auch 9~(x) und ~pn(x) nicht kollidieren. Zu diesem Zwecke wghlen 
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wir zuerst ~ so gross im Verh~I~nis zu ~n-,' dass ~n(x) nicht mit ~/n-,(x) kolli- 

dier~, und dann ~: so gross im Verh~-nis zu ~'n, dass Wn(x)nieht mat ~,(x) 

kollidier~. Die Durehfiihrbarkeit dieses Verfahrens ist offenbar dadureh gegeben, 

dass, falls ~ , . . . ,  ~_~ festgeleg~ sind, ~n ganz  be l i eb ig ,  n u r  o b e r h a l b  e i n e r  

g e w i s s e u  S e h r a n k e  gew~hlt werden k~nn. Hiermit is~ unsere Behaupi~ng 

bewiesen. 

Nachdem sich somit gezeigt hat, dass bereits die Frage nach der Invarianz 

des Begriffes tier ~Periodenartigkeit~> gegenfiber Addition verneinend zu beant- 

worsen ist und daher auch diese Definition als nicht gut brauchbar beiseite ge- 

legt werden muss, bietet sich wolff unsere Definition der ~>Fastperiodizit~t~> als 

eine sehr naheliegende dar. Gerade die bei ihr aufgesteUte Forderung der 

Existenz einer L~nge /(~), dutch die tier Abstand der Verschiebungszalffen auch 

nach oben eingeschrKnlrt wird, macht ein derartiges gegenseitiges Verhalten 

zweier Funktionen ~(x) und ~p(x), wie es eben im Falle der ~Periodenar~igkeit~> 

geschilder~ wurde, unmbglich. Trotzdem muss es wolff iiberraschend erscheinen, 

dass man bereits dutch eine so einfache Art der Verallgemeinerung des Begriffes 

der Periodizit~t zu einer Funktionenklasse gelangen kann, die nicht nut  in sich 

abgerundet ist, sondern genau diejenigen (s~etigen) Funktionen ~_~mfasst, welehe 

in periodisehe Sehwingungen aufgelSst werden kSnnen; es w~re wolff kaum yon 

vorneherein zu erwart~m, dass man diese Fuuk~ionenklasse dureh Verschiebungs- 

eigenschaften charakterisieren kSnnte, o h n e  gezwungen zu sein den Verschiebungs- 

zalffen ganz andersartige Einschr~nkungen, die etwa dutch die Schwingungs- 

exponenten bedingt w~ren, aufzuerlegen. 

Ieh fiige lffnzu, dass mir bei der Aufsuehung der De6-~tion der Fast- 

periodizit~t der im n~chsten Zusatz zu besprechende BOHL-W~.N~B~.RG'sche Satz 

fiber diophantisehe Approximationen sehr nfitzlich gewesen ist, aus welchem 

unmittelbar gefolgert werden wird, dass jede Summe yon endlich vielen r e i n  

p e r i o d i s c h e n  Funktionen den in der Definition der Fastperiodizit~t aufgestellten 

Forderungen geniigt. 

SchliessHch sei noch in diesem Zus~mmenhange, wo yon der Definition einer 

verallgemeiner~en Periodizit~t die Rede ist, darauf aufmerksam gemacht, dass 

man sich bei gewissen Fragen - -  vor allem bei der Frage, wann eine gegebene 

Reihe ~A~e i~n  x eine ~Fourierreihe>> ist, d. h. zu einer bestimmten fast periodischen 

Funktion gehSrt - -  nicht, wie es in diesen beiden Abhandiungen geschieht, auf 

die Betrachtung s t e t i g e r  Funktionen b e s c ~ e n  kann. Schon im FaUe der 
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rein periodischen Funlr~ionen wurde ja eine einfache Beantwortung der erw~hnten 

Frage (wie sie durch den Ri~.sz-FiscH~R'sehen Sa tz  gegeben wird)erst  dann 

mSglieh, als man die be l l eb igen ,  nur im Lebesgue'schen Sinne integrierbaren 

Funktionen in die Betrachtung einffihrte. Solehe Untersuchungen, welehe fiir 

den Fall der fast periodisehen Funlr~ionen nieht ganz einfach erscheinen, wurden 

bei diesen ersten VerSffentlichungen ganz ausser Betracht gelassen. 

2. Aequivalenz des Corollares zu Satz III  mit einem Satz fiber diophantische 

Approximationen. 

In w I haben wir als Corollar des Satzes, dass die Summe zweier fast 

periodischer l~unktionen wieder eine fast periodische Funktion ist, das folgende 

Ergebnis fiir den Spezialfall r e in  p e r i o d i s c h e r  Funktionen gewonnen: 

Satz A. Die Summe 
hr 

T, (x) 
n : l  

einer beliebigen endliehen Anzahl yon stetigen rein periodisehen Funktionen ist eine 

fast periodisehe Funktion. 

Wir wollen bier zeigen, dass dieser Satz A seinem eigentlichen Inhalte naeh 

mit einem bekann~en Satz (dem unten stehenden Satze B)fiber diophantische 

Approximationen vSllig aequivalent is~. Dieser Satz, welcher wohl zuerst yon 

BoaT, 1 bei Gelegenheit seiner Arbeiten fiber die in der Einleitung genannten 

~>quasi-periodisehem> Funk~ionen aufgestellt und dann sparer y o n  W E N N B E R G  2 

bei einer Untersuchung fiber Dirichlet'sche Reihen wiedergefunden wurde, bildet 

eine Versch~rfung des bekannten DIRIC~L~.T-KRo~.c~.~'schen Satzes, nach 

welchem in _h r arithmetisehen Progressionen (mi~i), (mp~) . . . .  , (m~lv), welche 

alle yore Nullpunlr~e ausgehen, immer wieder PunkCe m~Pl, m~p~,. . . ,  m~p~ zu 

finden sind, die mi~ beliebig vorgegebener Genauigkei~ zusammenfallen. 

I p. BOHL, ~ b e r  eine Differentialgleichung der StSrungstheorie, Crelles Journal ,  Bd. 131 
(1906), S. 268~321.  (Yergl. insb. S. 279.) Hier  is t  der Satz zwar nur  fiir den Fall  ausgesproehen, 
wo die rezipr0ken Werte  der Zahlen p l inear  unabh~ingig sind, abet  daraus folgt sofort seine Giil- 
t igkeit  fiir beliebige p .  

S~ ~'ENNBERG~ Zur Theorie der Dirichlet 'sehen Reihen, Dissertation (Upsala 1920), S. 19. 
Es bedeutet  nu r  eine andere Formulierung des Satzes, w e n n  er hier  fiir s t e t i g e  s ta t t  fiir ganz- 
zahlige P a r a m e t e r  a u s g e s p r o e h e n  wird. 
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Satz B. Es seien 1~, �9 �9 �9 p~v beliebige reelle Zahlen =V o, und ~> o beliebig 

gegeben. Dann gibt es eine LSnge l ~ l  ~ , . . .  ,p~,  ~) derart, dass jedes Intervall 

dieser Lh'nge mindestens eine Zahl �9 entMilt, welche den N diophantischen Un- 

gleiehungen 

( i - ~ , . . . , N ;  m, ganz) 

geniigt, d. h. dass in jedem Intervall dieser I~nge l eine Zahl ~ gelegen ist mit 

der Eigenschaft, dass das Interval1 (v--a, ~+6) einen Punkt  j e d e r  der N arith- 

metischen Progressionen (m 1~) . . . .  , {m P,v) enthRlt. 

Beweis der Aequivale~ yon Satz A u.ud B. I) Wir  zeigen zun~chst, dass  d e r  

Sa tz  A u n m i t t e l b a r  aus  d e m  Sa tze  B g e f o l g e r t  w e r d e n  kann .  Es seien 

also die N rein periodischen Funktionen f~ (x) . . . .  , f ~  (~/ mit  den entsprechenden 

Perioden p l , . . .  ,pN beliebig gegeben; wir haben bei jedem ~>o  die Existenz 

einer L~nge l derar~ zu beweisen, dass jedes Intervall dieser Li~nge eine zu 

gehSrige Verschiebungszahl der S u m m e  F ( x ) ~ f n  (xl enth~lt. Zu diesem Zwecke 

w~hlen wir zun~chst, was aus S~etigkeitsgrfinden mSglieh ist, zu dem gegebenen 

das 6 > o  so klein, dass bei jedem fest~n n ~ - i , . . . ,  N die s~intlichen Zahlen 

der Form 

zu ~ gehSrige Verschiebungszahlen unserer Funk~on f~ (x) sind, und bestimmen 

danach zu diesem ~ und den gegebenen Perioden P l , . . .  ,10s eine L~nge 1 im 

Sinne des Satzes B so, dass jedes Interval] dieser L~nge eine Zahl ~ enth~lt, 

welche die Form besitz~ 

wo gleichzeitig 

p 

ist. Dann hat  dieses l offenbar die gewiinschte E i g e n s c h ~ ;  denn in jedem 

8 
Intervall der L~nge 1 liegt ja eine Zahl ~, welche g l e i e h z e i t i g  eine zu ~r ge- 

hSrige Versehiebungszahl jedes der N Summanden f~ (x) und daher gewiss eine 

zu ~ gehSrige Verschiebungszahl der S-mine F(x)  ist. 
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2) Andererseits ist aber auch klar, class de r  Sa tz  B aus  dem Sa tz  A 

g e f o l g e r t  w e r d e n  kann.  Wir  haben nur (ganz wie bei den Beweisen der Hilfs- 

sis 7 un4 8 in w 9) zu den gegebenen Zahlen pn und der gegebenen Zahl 

des Satzes B die dutch die Fig. 14 angegebenen stetigen rein periodischen Funk- 

tionen f~ (x) ( n - ~ I , . . . ,  N) mit den Perioden pn zu bilden und zu benutzen, dass 

i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 
-IP, l - d  o I IP,,I 

Fig. 14. 

naeh Satz A die Summe E(x)=Y.fn (x) fast periodisch wird. Denn hieraus folg~ 

ja die Existenz einer L~s l mit der EigenschafL dass jedes Intervall dieser 

I 
L~nge eine, etwa zu s = -  gehSrige, Verschiebungszahl z der FunkCion 2'(x) ent- 

2 

h/ilt, welche Zahl z, wie aus der Figur sofort hervorgeht, die gewiinschte Form 

t t 
�9 ~ m i  Pi  + d~ ..... m~pm+ d~v 

b e s i t z e n  m u s s .  

Wit  fiigen hinzu, dass Bo~L aus dem Satze B unm~ttelbar hat  folgern 

]~Snnen, class es zu jeder seiner >>quasi-periodischen~) Funktionen f (x)  eiue L~nge 

/ ~ / ( , )  derart gibt, dass jedes Intervall dieser L~i~ge eine zu ~ geh5rige Ver- 

schiebungszahl ~ enthiilt, also, in unserer Terminologie, dassjede quasi-periodisehe 
Funktion aueh fast ~eriodisoh ist. Wie schon in der Einleitung bemerkt, werden 

wir in der Abhandlung I I  ausfiihrlieh auf diese Frage eingehen und dabei zeigen, 

wie die BOHL'schen Funktionen innerhalb der allgemeinen Klasse der fast perio- 

dischen Funk~ionen in iibersich~licher Weise charakterisiert werden kSnnen. 

3. Uber die Integration fast periodiseher Funktionen. 

Es sei f ( x ) ~  ~ A ,  eta~ ~ eine beliebige fast periodische Fun~ ion  und F(x) 
irgend ein u n b e s t i m m t e s  I n t e g r a l  yon f(x). Da sich die verschiedenen un- 

bestimmten Integrale nu t  um eine additive Konstante unterscheiden, ist es gleich- 

giiltig welches unter ihnen wir betrachten, z. B. 
16--2454. A a a  mathematlca. 45. Imprim~i lo 5 juillet 1924. 
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T, 

0 

In  w 5 haben wit ohne Weiteres beweisen kSnnen (Satz XXIu dass bei 

jedem festen c > o  das Integral 

f f~y) d y, 

also die Differenz F(x+c)--F(x) ,  wieder fast periodisch ist. In diesem Zusatze 

werden wir die viel tiefer liegende Frage erSrtern, warm auch die FunkCion /7 (x) 

selbst fast periodisch ist. 

Man sieht unmittelbar, dass es zur Fastperiodizitdt von F(x) notwendig ist, 
dass die Fourierreihe yon f(x) kein konstantes Glied enthh'lt, (lass also 

M ( f  (x)} = o 

ist. In  der Tat folgt aus M{f(x)}=c=Vo,  d. h. aus 

T fS,x/ 
O 

I 
d x ~ l i m  ~ F(T).=c, 

dass F ( T ) : c T + o ( T )  ist, so dass also F(T) nicht einrn~l beschr~nkt bleibt. 

Die Bedingung M { f ( x ) } ~ o  g e n i i g t  abet n i c h t  - -  wie es bei den rein perio- 

dischen Funktionen der Fall ist - -  um die Entwickelbarkeit yon F(x) in eine 

Fourierreihe, d. h. ihre Fastperiodizit~t, zu sichern. Fiir diese Tatsache hat 

bereits BoH~ ein Beispiel gegeben, indem er eine quasi-periodische Funktion f(x) 
der erw~hnten Ar~ konstruiert hat. Innerhalb der allgemeineren Klasse der fast 

periodischen Funktionen wird es aber noch leichter sein ein solches Beispiel unter 

den Funktionen mit linear unabhi~ngigen Fourierexponenten anzugeben, wie wir 

am Ende dieses Zusatzes zeigen werden. 

Bevor wir die Frage behandeln, warm F(x) wieder fast periodisch ist, be- 

merken wir zunii.chst, dass man mit Hilfe partieller Integration sofort zeigen 

kann, dass, falls dos Integral F(x) fast periodisch wird, seine Faurierentwicklung 
dutch die Reihe 

F(x) ~ C+ Z An eia, ~ (C=eonst.)  
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In  der Tat finde~ man bei jedem Z =~ o 

T 

M{F(~) e-'~}= ~_~Ii~ ~ fF(~)e-'~dz 
0 

T T 

) = :c~| F(x)  - - i Z J  + x)e-iZ~dx 
o o 
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. ~ - ' (T)  ; z , +  z ~i~ -r--  e- ~ :~ <S(x)e-"~) = ~Z • M ( f ( x )  e -"~) ,  

da ja naeh einer obigen Bemerkung die vorausgesetzte Fastperiodiziti~ yon F(x) 
die Gleichung M ( f ( x ) } =  o, d. h. die Limesgleichung F(T)-=o (T), zur Folge hat. 

Fiir seine spezielle Klasse der quasi-periodischen Funktionen hat  Bo~L die 

Frage naeh der Quasiperiodizit~ des Integrales /~(x) vollstiindig erledigt, indem 

er zu dem schSnen Resultat gelangt ist ~, dass die blosse Forderung der B e- 

schr i~nkthe i~  yon F(x) fiir die Quasiperiodizi~t dieser Funlr~ion genfig~. Bei 

Betrachtung des scharfsinnigen BoHL'schen Beweises finder man, dass er unmittel- 

bar auf die fast periodischen Funk~ionen fiber~ragen werden kalm, indem die 

einzige Eigensehaft der Funktion f(x), die BOHL zum Beweise heranzieht, eben 

diejenige ist, welche unserer Definition tier Fastperiodiziti~t zu Grunde liegt. ~ 

Unser Beweis des folgenden Satzes fiber fast periodisehe FunkIionen ist daher 

eine fast wSrtliche Wiedergabe des Beweises, den BoRT, fiir die quasi-periodischen 

FunkIionen gegeben hat. 

Satz. Fiir die Fastperiodizitgt des Integrals F(x) ist nicht nur notwendig 
sondern auch hinreiehend, da~vs F(x) besehrdnkt bleibt. 

Beweis .  Es daft  offenbar f (x) ,  und also auch F(x), r ee l l  angenommen 

werden. I~aeh Voraussetzung ist die Funktion F(x) b e s c h r ~ n k t ;  wir bezeiehnen 

ihre untere und obere Grenze mit kl bzw. k 2 (wo kt<k~ angenommen werden kann, 

da im Falle kl-~k 2 das Integral F(x)  kons~ant ist). 

1 Vgl. P. BOI{L, t)ber eine Differentialgleichung der StSrungstheorie, 1. c., S. 283. 

Gerade dieses Integrationsproblem ist es gewesen, das BOt{L zur Aufstellung seines im 
Zusatze 2 besprochenen Satzes tiber diophantisehe Approximationen geftihrt ha~, aus welchem er 
sehliessen konn~e, dass seine Funk~ionen ~fast periodischen,, Charakter tragen, d. h. dass eine 
.L~inge l (~)~ existiert. 
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Es sei , > o  beliebig gegeben. Der Beweis wird dadurch erbrach~, dass  

e ine  Z a h l  e l ~ e l ( * , f ( x ) )  so a n g e g e b e n  wird,  dass  j e d e  zu ~1 g e h S r i g e  

Y e r s c h i e b u n g s z a h l  d e r  g e g e b e n e n  F u n k t i o n  f ( x )  a u c h  e ine  zu ~ ge-  

h S r i g e  V e r s c h i e b u n g s z a h l  des  I n t e g r a l e s  F(x)  is~. 

Zu diesem Zwecke wi~hlen wir zwei feste Werte x~ mad x~ (wir werden im 

folgenden den kleineren unter ihnen mit ~ und ihren Abstand [x~--x~[ mi$ d 

bezeichuen) derart, dass 

F (x~) < k~ + 6 und F (x,) > k~ 6 

ist, und bestimmen danach die Liinge l =  1 ~ derar~, dass in jedem Intervall 

dieser Liinge mindestens eine zu ~ gehSrige Verschiebungszahl � 9  Funktion 

f ( x )  gelegen ist. Wir  werden zuniichst nur beweisen, dass die Schwingungen yon 

F(x)  eine gewisse ))Regelmi~ssigkeit~ aufweisen, n~mlich, dass  s i ch  in j e d e m  

I n t e r v a l l e  ( a , a + L )  de r  Li~nge L = l + d  zwei  W e r t e  z~ u n d  z~ so f i n d e n  

lassen ,  (lass 

(3o) una 
2 2 

ist.  In  der Tat kSnnen wir nach der Definition der L~nge 1 eine Yerschiebungs- 

zahl ~ = ,  ~ der Fmlktion f ( x )  so wiihlen, dass die Zalfl ~+~ in das In~ervall 

(a, a+l)  fiillt und daher die beiden Zahlen x~+~-=z~ u.nd x ~ + ~ = z ~  in d~.s 

grSssere Intervall (a, a + L )  zu liegen kommen; dann gilt die Relation 

g s X2 

Z l a:l  

x~ 

= d V 

Xl 

a[so die Ungleiehtmg 

__ e 2 e e : k2_kt__ -;* 
F(z~)- -F(z l )  >= (F(z~)--F(x~)) d ~ > k2--k~ 6 6 2 
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diese Ungleichung F(z~) - -~ ' (Z l )>  k~--k 1 -  -~ is~ aber nach der Bedeukmg yon 
2 

kl und k~ nur  mSglich, wenn .F(zl) und F(z~) die gewiinschten Ungleichungen 

(3o) erfiillen. 

Wir  behaupten nun, dass die ~)kleine~) Zahl ' 1 ~ - ~  die oben erwi~hnte 

Eigenschaf~ besitzt, dass also jede ~feine)), d. h. zu ~1 gehSrige, Verschiebungszahl 

der Funk~ion f(x) eine zu e gehSrige Verschiebungszahl der F u n ~ i o n  F ( x ) i s L  

d. h. die Ungleichung 

(3~) ~ ~ ( x + , ) - ~ ( ~ )  I =< 

fiir alle x befriedig~. 

Es ist ein yon BOHL herriihrender Kunstgriff den Beweis der Ungleichung 

(3 I) dadurch zu erbringen, dass die beiden >)einsei~igem~ Absch~zungen 

(32 a) 

u n O  

(32 b) 

~ ( z + , ) - - ~ ( x )  _--> - -  

P ( x + ~ ) - - F ( x )  < 

fiir sich abgeleitet werden. 

a) Zum Beweise der Ungleichung (32 a) ws wir zu dem beliebig gege- 

benen x eine Zahl z~ aus dem In~ervalle (x, x+L) ,  fiir welche F ( z l ) < k l +  -~ ist~. 
2 

Dann is~ 

= + + ff(y)e y-ff( )ev 

I~ I 2 2L  : --e.  

b) Der Beweis der Ungleichung (32 b) verli~uf~ ebenso, nur  dass wir hier 

einen Punkt  z~ im Intervalle (x,x+L) benutzen, in welchem F(z2)>k2 - - ~  is~. 
2 

Wir erhal%en dann in analoger Weise: 
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x + v  ra+v 

F(x+,)-~'(~)=(F(,, +,)- ~(,,))+ fill)e,~-ff(~,) 
x 

z) ,f ~ + ,t: 

= (~(~, + , ) -F( , , ) )  + f / o ) e y - f f ( y ) e ~  
x x~-v 

r~ 

dy 

2 2 - - i  ~-- ~" 

Hiermit ist der Beweis zu Ende. 

Wir beschliessen dlesen Zusatz mit einigen Bemerkungen fiber den Fall einer 

linear unabhdngiger Exponentenfolge, wo die Verh~ltnisse besonders iibersichtlich 

liegen, well ja hier die Fourierreihe :~ An eian ~ wegen der Konvergenz yon ~ ] An ] 

im gewShnlichen Sinne konvergiert, sogar gleichm~ssig ffir alle x. Es sei 

f ( x ) c ~ A ~ d ~ n  ~ eine beliebige fast periodische Funl~ion mit einer derar~igen 

Exponentenfolge (womit iibrigens speziell gesagt ist, dass die Reihe kein konstantes 

Glied enth~lt). Dann gilt der Satz, dass eine notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafiir, dass das Integral F (x) wieder fast periodiseh ist, einfach darin besteht, 
dass die Reihe ZI An 
konvergiert. 

Einerseits ist Mar, dass diese Bedingung n o t w e n d i g  ist; denn, falls F(x) 
fast periodisch ist, lautet ja nach einer obigen Bemerkung ihre Fourierentwicklung 

so dass die Reihe mit linear unabh~ugigen Exponenten 

A n  e i A n  x Zc~ 

die Fourierreihe einer fast periodischen Funl~ion, n~.mllch der Funlr~ion F (x)--C, 
ist und somit nach dem Konvergenzsatz (Kapitel III) absolut konvergieren muss. 

Andererseits ist die Bedingung aber auch h i n r e i c h e n d .  Denn aus ihr 

folgt, dass die Reihe 
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~.~ A,, e~a~,~ 
(33) i .4n 

gleichm~ssig konvergier~ und daher (nach dem Corollar des Satzes VI) durch ihre 

Summe G (x) eine f a s t  p e r i o d i s c h e  Funktion bestimmt; diese Funktion G (x) 

ist aber auch e in  u n b e s t i m m t e s  I n t e g r a l  yon f(x), well ja die aus der Reihe 

(33) dutch gliedweise Differentiation entstehende Reihe Y~Ane~an ~ gleichm~ssig 

konvergiert mit der Summe f(x), und somit G(x) differentierbar ist mit dem 

Differentialquotienten G' (x) = f (x). 
Mit diesem Satze ist auch die Richtigkeit der obigen Bemerkung bewiesen, 

dass das Fehlen des konstanten Gliedes in einer Fourierentwieklung f ( x ) ~  A,  da~ ~ 
nicht fi~Y die Fastperiodizith't des Integrales F(x) geniigt. In der Tat kSnnen ja 

Koeffizienten An und 

dass zwar die Reihe 

aber n i c h t  die Reihe 

konvergiert. 

linear unabh~ngige Exponenten ~4n so gew~hlt werden, 


