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Du point de rue de Weierstrass-Mdray, le fait le plus important dans l'dtude 

des fonctions analytiques est le suivant: une foncflion analytique est complStement 

d~finie si on donne tousles coefficients du ddveloppement de Taylor en un point 

rdgulier. 

On peut se poser la question suivante: La nature d'une fonetion analytiquc 

holomorphe ~ l'origine dtant connue, peut elle ~tre ddfiuie par une sdrie partielle 

de ses coefficients sans rien dire sur les autres coefficients? Par les roots *la 

fonction es~ d~finie* j'entends qu'eUe est ddterminde ~ une fonction entiSre prSs, 

ou bien ~ une fonction prSs, dour le rayon d'holomorphie est sup~rieur ~ celui de 

la fonction ~ ddfiuir. 
' o ,  

La r~ponse ~ cette premmre question suppos~e positive on peut se demander 

si le caract~re de la suife partlelle qui ddfiuit la fonction ddpend de la nature 

de cette fonction et queUe est eerie ddpendance? 

J'~tablis dans ce travail quelques thdorSmes qui rdpondent aux questions 

proposdes. On peut r~sumer ces thdorSmes dans l'dnoncd suivant: 

(A): Si on donne sait le earaet~re, soit la distribution des singularit~s d'une 

fonetion analytique, eelle-ci est d~finie par un groupe partiel de ses coefficients; la 

nature du groupe (e'est-~.dire la eroissanee des indices des coeffidents qui servent 

d~finir eette fonetion) ddl~end de ces dngularit~s. 

Faisons maintenant quelques conventions, qui viennent assez na~urellement: 

Appelons suites eompl~raentaires deux suites d'entiers n ~ ( i ~ l , 2  . . . .  ) et 

n'j ( j ~ l ,  2 . . . .  ) dont la rduuion forme la suite de tousles nombres entiers positifs. 
17--2454.  Acta mathenmtiea. 45. Imprim6 le 8 juillet 1924. 
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Soit 
ar a ~ , . . e a ~ i , . . .  

une suite de hombres complexes, tels que lira ~/] a~] soit fini. 

Nous dirons que la suite de coefficients a~,~ (j----l, 2, . . .) est fonction de 

la suite an~ ( i :  1, 2 . . . .  ) si, un proc~d4 ~tant fix~, la dlfF4rence des deux fonctions 

quelconques f~ (x) et f~ (x) ddfinies par ce proc~d~ (le proc~d~ en question peut se 

rdduire s l'indication des singularihis de la fonction comme c'est dans le cas 

actuel), et qui satisfont aux conditions 

" 

x ~  a n x n 
~ 0  

si n = n , ,  

est une fonction enti~re. 

Ou m~me si on ne consid~re que des singularit~s snr le cercle de convergence, 

on dira que la suite an,j est fonction de la suite a~ si la difference f t  (x)--f~ (x) 

est holomorphe ~ l'int~rieur d'un cercle dont le rayon est sup4rieur au rayon 

d'holomorphie de chaque fonetion f l  (x) et f~ (x). Le probl~me capital qui se pose 

apr~s avoir donn~ la suite a ~ ( n ~ l ,  2 , . . . )  de coefficients de la s~rie de Taylor, 

qui d~finit une fonction analytique r ( x ) ~ a n  x n, est de trouver les relations qui 

existent entre la suite an et raUure de la fonction ~ (x), - -  principalement de 

trouver des renseignements sur les singularit~s de cette fonction. Les d~fiuitions 

quc nous venons d'adopter permettent de substituer au fair (A) le fair CA') qui 

donne dans les cas g~n~raux une solution th~orique de ce probl~me. 

(A'). Si on donne soit le earaet~'e, soit la distribution des singularit~s d'une 

fonetion analytique, holomorphe ~ l'origine, on peut indiquer une suite de hombres 

entiers n~ telle que, an $tant les coefficients de eette fonetion, la suite an'j est fonetion 

de la suite a,~. La  croissance de la suite n~ dgTend de ees singularitds. (Les suites 

m e t  n'~ sont compl~mentaires.) Cela vent dire que: la nature 1 des singularit~s 

d'une fonction 6rant ddfinie, les coefficients d'ordre n~( i=l ,  2 , . . . ) d~ f in i s sen t  la 

partie principale des r d'ordre n~. 
Oa bien la distribution. 
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No. 1. Je  suis oblig6 de rappeler quelques th~or~mes que j 'ai ddmontrds 

dans mon mgmoire ~)Sur les s~ries de Taylor qui prgsentent des lacunes~) (Annales 

de l'Ecole Normale sup~rieure t. 40. 1923): Th~or~me 1. Etant  donn~e la sdrie 

(1) ~ a,  x ~', 

je suppose qu'il existe une suite de ~,~ 

Z~,, Z,~,... Zni,... 

satisfaisant s la condition 

l i ra  (~. t§ ~ ; 

je dis que la s6rie (1) a sur le cercle de convergence au moins un point qui n'est 

pas p61e. 

Thdor~me 2. E~ant donnde une s~rie enti~re 

(1) ~.,,x~,, 

de rayon de convergence dgal ~ R et dont les ha sont tels qu'il existe tree suite 

Z~,, Z~,, . . . Z~i, . . . 

satisfaisant s la condition 

lira (Z,~+l--2v)~i)= m, 

off p est un nombre entier posi~if, la fonction repr~sent~e par la s6rie (1)ne peut 

pas 8tre raise sous la forme: 

~(x)= ~' ( x ~ ) ,  
[v(~)]~+~ 

off ~p~ (x) est une fonction r~guli~re dans un cercle de rayon sup~rieur s R; P(x) 

es~ un polynome de la forme 

P(x)=(x-xy' (x-x,)"... (~-x~)'~ 

I~'JI=R (j-~l,2,... k) 

vj 6rant des nombres entiers positifs, et q un entier quelconque. 



132 S. Mandelbrojt. 

Th6orbme 3. Si la sdrie 
OD 

est telle qu'il existe une suite 

satisfaisant g la condition 

A n t ,  g n s , .  �9 �9 L n  t ,  �9 �9 �9 

J~ng + 1 
lira = ~ ,  

la fonetion reprdsentde par cette s6rie n'a d'autres singularit~s que des eontinus 

non-bornds. 

Th~orbme 4. Soit 

Zl, Z~ . . . .  Z .  . . . .  

une suite d'entiers ne eontenant qu'un nombre fini de multiples de ehaque nombre 

I~ appartenant ~. une suite quelconque de hombres premiers 

P l ,  ~ 2 ,  �9 �9 . P ~ ,  �9 �9 - ,  

la fonetion, repsdsent6e par la sdrie 

~ an  x 2n 

poss6de sur le eerele de convergence un ensemble non rdduetible de points singuliers. 

No. 2. Je  passe ~. la d6monstration du thdor~me suivant: 

Th~orbme I. 8i  l'ensemble E donn6 des points sin#uliers d'une fonetion ana- 

lytique, holomorphe ~ l'origine, est tel, qu'aue~ne partie de eet ensemble n'est un 

continu non borne, la fonetion est d~finie (~ une fonetion enti&re prgs) par une suite 

partielle de eoeffldents 

(1) an1, ~ a t + l ,  a r i a + 2 ,  �9 �9 �9 a n j + / ~  �9 . �9 a n  t ,  a n i + l ,  �9 �9 �9 ani+k l ,  �9 �9 �9 

la suite m dtant une suite queleonque d'entiers positifs, et satisfaisant ~ la eondition 

t i m  ~- = oo . 
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Soient ~ (x)= ~ b: x" et ~,  (x)= ~,  b~ x" deux fonetions analytiques admettant 
~ 0  ~1~0 

l'ensemble E comme l'ensemble de points singuliers et dont les coefficients jouis- 

sent de la propri6t6 suivante: 

b'n~=b'n =an, 
t t J  

�9 . �9 ~ ~ �9 . �9 

t p~  

pour i~ - - -1 ,2 , . . .  

Soit f(x) la diff&enee de ees deux fonctions: 

Y, 

On a 6videmment: 

( i=1 ,  2, . . .) 

Soit ~n la suite de nombres entiers positifs qui n'entrent pas dans la suite 

m, h i + l ,  . . .  m+k~ ( i~1 ,  2, . . .). 

On peut donc 6crire 

On eons~te  facilement que: 

r eao 

ofi i,~=m--1. 

X,~+I-----~ + 2 + k~, 

E t  en ver~u de la condition (2) on a 

~ + 1  ~ i  + 2 + k i 
(2') lira --  - -  ~ .  

L'ensemble de points singuliers de la fonetion f(x) est une partie Can point de 
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rue  de la thgorie des ensembles l 'ensemble lui-m~me est aussi sa propre par~ie) 

de l 'ensemble E .  I1 ne contient  donc aucune par~ie qui soit un  continu non born& 

Si on supposait  

lira V i e .  [ = ~ - + 0  

on serait en contradiction gvident~ avee le th6or~me 3, ~noneg dans le no. prge~dent. 

Le th~or~me I e s t  done d6montr6. Cornme on voit il est essentiel d ' indiquer 

l 'ensemble E ,  en donnant  les affixes de tous ses points (il ne suffit pas d ' indiquer 

ses propri&~s)? 

No. 3. TMorbne II .  Une fonction n'ayant sur le eerole de convergence de 

rayon R d'autres points singuliers que les l~oints d'affixes aj (3"=1, 2, . . . k), ces 

singularit& ~tant telles que la fonction lmisse ~tre repr&ent~e sous la forme 

f (x )~-  
(x) 

qA q-~ q k 

q~, vj ~tant des entiers positifs li& ~ a s, et ~ (x) dtant holomorphe dans un cerele de 

rayon sup&ieur ?~ R,  cette fonetion est ~finie (?~ une fonction de rayon d'holomo~Thie 

sul~&ieur ~ R pr&) par la suite 

(1) a~, a,,t+l , . . .  an~+kl ( i = 1 ,  2 , . . . ) ,  

les nt dtant des entiers positifs quelconques et ks satisfaisant h la condition 

(a) lira a) n,]= 

p ~tant le plus petit commun multiple des hombres vl, v2 . . . .  vk. 

f ( x )  peut &re raise sous la forme 

f (x )=  

Remarquons que 

P(x) 6rant un  polynome dont  les z6ros sont les points d'aftlxes aj ( j -~l ,  2, . . . k). 

Deux fonetions f l  (x) et f8 (x) admet tan t  les m~mes points singuliers aj avec les 

x On peut donc dire, que si une fonction lmalytique reprdsentde par une sdrie enti~re de 
rayon de convergence fini, n 'a pas comme singularit~s des continus non-born~s ~ la suite des coef- 

ficients qui n 'ent rent  pas dans (1) est fonction de In suite (1). 
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mSmes nombres correspondants  qi, ~ donnen$ par  soustract ion r u n e  de l 'aut re  

une  fonct ion du mSme caract~re, c'es~-~dire 

A (x)- - f ,  (x)----.F (x )=  _ 

1 1 ~ 

[P(x)]; 

~u ayan t  un  rayon  de convergence sup~rieur s R.  

On a comme dans le th~or~me precedent  

la suite X~ adme~tant  une suite par~ielle 

tel le  que 

On a donc 

Z-t+ l : s  + ki + '2. 

).nt+l--2P-1 )~nt--'--ki-- (2 p - l -  1) ni + 1--2P-1. 

I1 ~ s u l t e  de (3) imm~diatement  

l im O~r - -2  p-1 ~ni): GO. 

L'~galit~ 

lim Vlc .l= 

est donc impossible en ver tu  du th~orbme 2 ~nonc~ dans le n ~ precedent.  1 

Th~or~me I I I .  Une fonction n'ayant que des p~les sur le cercle de convergence 

est ddfinie par la suite (1), les ki satisfaisant h la condition 

(4) lira k ~ = ~ .  

La  d~mons~ration de ce th~or~me s 'appuie sur le th~or~me 1 du num~ro precedent.  

En  ou~re elle diff~re peu de la d~mons~ration du ~h~or~me precedent.  Pour~an~ 

eUe peu t  prSter ~ une remarque:  

1 On pourrait faire ici une remarque route semblable ~ celle que nous avons falte dans la 
note (page 134). Les thfior6mes III. V. VI donnent lieu aux retirees remarques. Ceci correspond au 
fair (A') de l'introduction. 
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Dans le thgor~me precedent on a pr~cis~ les affixes des points singuliers aj, 

tandis que dans ce th4or~me ceci n'est plus n~cessaire. On le comprend facilement 

si l 'on remarque que la fonction /V(x) darts ce cas n'admet que des pbles sur le 

cercle de convergence, quels que soient les pSles de fx (x) et ceux de f~ (x) sur ce 

eercle. Mais si les ai ou bien les q~ et ~j du th~or~me pr~cSdent ne sont pas les 

m~mes pour f~(x) et f~(x) la fonction F(x)  correspondante aurait des singularit~s 

sur lesqueUes on ne pourrait plus faire des conclusions immddiates. 

On volt donc que le thdor~me I I I  est plus g~n~ral que le cas particulier du 

th~orbme II,  obtenu en y faisant p = 0 .  

No. 4. I1 est maintenanL s propos d'indlquer un fair qui n'est pas li6 s~c t e -  

ment aux th6or~mes pr6c~dents, mais dont les consequences peuvent ~tre utiles, 

ce fail  pouvant presenter quelques int~r~Ls quand on se trouve dans l'ordre d'iddes 

d'Eisenstein. 

Th~or~me IV .  

une suite partielle 

telle que 

(1) 

la s~rie 

Si l'on peut extraire de la suite ~ de hombres entiers 19ositifs, 

~ m ,  ~ , ~ ,  �9 �9 �9 ~ . . . .  

ao 

~ 1  

dont le rayon de convergence cst ~gal h un et dont les coefficients sont entiers, admet 

le eercle de convergence eamme r 

On salt d'apr~s le th4or~me Hadamard-Fabry que lorsque on ne fair pas la 

restriction sur les coefficients a,  il faut pour pouvoir tirer la conclusion du th~or~me 

(c.-a.-d. que le cercle de convergence est une coupure) que tous les ~ jouissent 

de la propri4t~ (1). 

Remarquons qu'on ne peut pas remplacer darts notre thaor~me les coefficients 

entiers par des coefficients p. e. rationnels, car on peut former une telle s~rie 

avec des lacunes saLisfaisant s la cond]Lion (1) eL pour~anL eUe n'admeL qu'un 

seul point singulier dans tout le plan. 

De m~me la condition relative au rayon du cercle de convergence est n4cessaire. 1 

Pour  d6montrer le th~or6me IV je rappelle un th~or~me dfi s M. CARLSONS: 

1 J e  d 4 v e l o p p e r a i  ees  r e m a r q u e s  d a n s  u n  a u t r e  trava i l .  

,Ober Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten,. Math. Zeitsehr. 1921. 
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La fonetion repr6sent6e par une s6rie enti~re avec des coefficients entiers, 

convergente ~t l'int6rieur du cercle de rayon 1 est ou bien une fonction rationnelle, 

ou bien admet le cercle de convergence comme coupure. Dans le premier cas la 

fonction est de la forme 

(1--xP )q 

Si on se rapporte maintenant ~ l'6nonc6 du th6or~me IV on volt que ~ (x) est 

ou bien une fonction rationnelle ou bien admet le eercle de convergence comme 

coupure; or, la premiere hypoth~se est impossible en vertu du th6or~me 1 6nonc6 

dans le no. 1; il en r6sulte la v6rifieation du th6or6me. On pourrait en tirer la 

conclusion suivante: 

La suite (1) du th6or~me HI ,  satisfaSsant ~ la eonRition (4), d~finit eompl~te- 

ment la fonetion, si on salt que les eoffieients de la s6rie eorrespondante sont 

entiers, et si on connait un point r~gulier sur le cercle de convergence de rayon 1. 

Ainsi p. e. routes les s6ries, dont le cercle de convergence est de rayon 1, 

les coefficients entiers, le point d'affixe --1 r6gulier et dont t o u s l e s  coefficients 

de la suite 

a.~, and+l,. . ,  a.~+k~ (i-~1, 2, . . . )  

lira k~---- 

sont 6gaux ~ 1, se r6duisent s la seule fonction 

1 
(x)-- 1 - x  

(s un polynome pros 6videmment). 

Si on combine le th6or~me 4 avec le th6or~me de M. Carlson, on pourrait 

remplacer dans le th6or~me IV la condition {1) pour ~ par celle s laquelle saris- 

font les i(~ dans le th6or~me 4. 

No. 5. Th~orhne V. Si l'ensemble de points singuliers sur le cerde de con- 

vergence de rayon R d'une fonetion dnalytique est r$duetible 1, la fonctio~ est d$finie 

(& une f~e t ion  de rayon d'holomorphie s~p$rieur & R pros) par une suite partielle 

de coefficients 

i U n  e n s e m b l e  est dit r6duct ib le ,  s i  u n  de ses  e n s e m b l e s  d6riv6s success i fs  e s t  fini. 

18--2454.  Acta maChematica. 45. Imprim6 le 8 juillet 1924. 
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(L) 

a p ~ ,  t 2 a p ~ ,  . . . a / p t ~  . . . 

ala2~ a a / h , . . ,  a / l ~ . . .  

. . . .  . �9 �9 * . . 

a~,.~, a 2 ~ , . . ,  a ~  . . . .  

�9 �9 �9 , . . . . .  ~ 

P~, P~, �9 . .  Pi, �9 �9 �9 ~tant une suite quelconque de hombres premiers .  

Remaxquons d'abord que, si E~ et /~s sont deux ensembles r6ductibles, fl en 

est de m6me de chaque partie de 1~. somme de ces deux ensembles (pax suite de 

la somme elle-m~me aussi). 

Soient f l  (x) et f j  (x) deux fonctions admet%ant le m6me ensemble r6duetible 

comme ensemble de points singuliers sur le cerele de convergence de rayon /~, 

et dont les s6ries correspond~ntes ont comme coefficients d'ordres: 

Pl ,  2 1 h , . . .  i 1 ~ 1 , . . .  

p~, 2 p ~ , . . .  ip~ . . . .  

�9 ~ �9 * . . . . . .  

p~, 2 p ~ , . . .  i p ~ , . . .  

�9 ~ �9 . , �9 �9 . �9 �9 

ceux qui figurent dans le tableau (L). Soit F(x) la difference des deux fonctions 

f l  (x) et A (x). 
L'ensemble des points singuliers de F ( x )  sur le cercle de rayon R e s t  r6ductible. 

D'autre part  la fonction 

t L ~ |  

satisfait g l'hypoth~se du th6or~me 4 relative aux lacunes (ou bien ~. la croissance 
de la suite ~). 

Son ensemble de points singuliers sur le cercle de convergence devrait donc 

~tre non r~ductible s'il n'~tait pas nul. La contradiction est ~vidente, et le 
th~or~me V e s t  d6montyr~. 

No. 6. J 'ai  d~fini dans ~Sur les s~ries de Taylor qui pr~sentent des lacunes~ 

une classe sp6ciale de s~ries enti~res que j 'ai nominees ~les s6ries enti~res de la 
classe (A)~. 
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Soit ~ x ~n une sdrie enti~re dont les coefficients sont dgaux s z6ro ou bien 

un. Soit X'. une suite de nombres entiers qui complbte la suite ~ c'est&-dire 

les deux suites ~ et ~'~ forment route la suite des nombres entiers positifs. 

Supposons qu'il existe une sdrie ~ a. x dont le cercle de convergence est 
~1 

d'un rayon au moins dgal s un, et que la fonction reprdsentde par la sdrie 

Cn X n ~ a n  X X'n -{- ~ X ~n 

~ 1  ~ I  ~ 1  

aclmet le point d'affixe un comme point rdgulier. La sgrie ~ x ~ sera alors dire 

s~rie de la classe (A). 
Je ddmontre ensuite (voir le m~me mdmoire} le thdor~me suivant: ~>Si la 

os ov 

sdrie ~ "  est de la classe (A), la sdrie ~,a~x ~ d'un rayon de convergence fini, 
n ~ l  n = l  

les an dtant d's.illeurs arbitraires, possgde sur le cercle de convergence au moins 

deuY points singuliers~. 

Soit une sdrle ~P~x ~'~ telle que  la suite 
~-~1 

A':, ~'s~ "" �9 ~'n,. �9 �9 

ne contienne qu'un nombre fini de multiples d'un nombre premier Iv. Pour plus 

de clartg supposons m~me que cette suite n'admet pas du tout des multiples de 

p; ce  fair ne restreint pas la gdndralitd. 

Regardons ensuite la sdrie 

c o  

1 - :  ~ x. p 

dont les seuls points singuliers sont des pSles simples d'affixes 

2 i ~  4 i ~  2 (p----l) ir~ 

i ~  e p ~ ~ ~ . . .  e P 

1 
La pattie principale du pSle d'affixe 1 d~ant dgale t~ p(1--x) '  

I,. sdrie 

il est dvident que 
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| 1 p 
qD(x) ~- Z b, x "=-  x " - -  Z p x  ~p - 1 - x  1 - x p  

~ 0  ~ 0  

repr4sente une fonction holomorphe autour du point d'affixe un. 

D'autre part les coefficients correspondants aux puissances ~ sont 4gaux ~ 1. 

La s4rie 

~ x ~ n  

est donc une s4rie de la classe (A). 
w 

D'apr~s le th~or~me cit~ tout ~ l'heure route s4rie ~ an x ~" poss~de sur le 

cercle de convergence au moins deux points singuliers. 

De plus: xl 4rant un point singulier de la s4rie i a, x r" sur le cercle de 
? 1 = 1  

convergence, il est facile ~ d~montrer que sur ce cercle se trouve au moins un 

point singulier d'affixe x 1 e P , m 6rant un des nombres 1, 2 , . . .  p - -1 .  (Voir le 

m4moire cit4.) 

En partant de cette remarque il devient 4vident que: 

Th~or~ne 5: Si la suite it'n ne contient pas des multiples de ~ hombres premiers 

ou bien n'en contient qu'un nombre fini, la s6rie ~ a,  x ~'" d'un rayon de con- 

vergence fini, et dont les coefficients sont d'ailleurs arbitraires poss~de au moins 

k +  1 points singuliers sur le cercle de convergence. 

:No. 7. On peu$ maintenant tr~s facilement d~montrer le th4or~me suivant: 

Thdor~me VI .  S i  une fonetion analytique n'a que m points singuliers sur le 

cercle de convergence de rayon R,  cette fonetion est d~finie (~ une fonetion de rayon 

d'holomorphie sup~rieur h R pros) par  la suite de coefficients 

ap,, a2m, �9 �9 �9 a t p l  

(L') a~, a ~ , . . ,  a ~  

a p 2  m , a ~ p ~ m  , �9 . . ~ i P ~ r a  

Yl, ~ ,  �9 . �9 pa,~ $tant des hombres ~remiers distinets quelconques. 
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Si on donne les affixes des points singuliers, on peut rempIacer dans cet $nonc~ 

2m par m. 

Supposons en effet qu'il existe deux s~ries enti~res 

P n 

n = l  n = l  

qui satisfont ~ux conditions suivantes: 

1 ~ Elles ont un m~me rayon de convergence ~gal ~t R. 

2 ~ Pour  n ~gal ~ jp~, j dtant un entier posi~if queleonque et k prenant 

une des valeurs 

1, 2 . . . .  m 

o n  a 

Cn ~ ~tn ~- an. 

3 ~ Chacune de ees fonctions n'a que m points singuliers sur le cercle de 

convergence. 

La fonction 
F (x) =f~  (~)--f, (~) 

poss~de au plus 2m points singuliers sur le cercle de convergence (si les affixes 

des m points singuliers qui interviennent dans l'~nonc~ sont dorm, s, _F(x) poss~de 

au plus m points singulim~ sur le cercle de convergence). F(x)  peut ~tre raise 

sous la forme 

F ( x )  = 2n r n  X 

oh X, satisfont s la condition du th~or~me 5, off fl faut remplacer k par 2m. 

La fonction F(x )  devrait done avoir au moins 2m+ 1 points singuliers sur 

le cercle de convergence, si elle en a un sur le cercle, ee qui est contradictoire 

la remarque pr~e~dente. 

No. 8. Le r Hadamard-Fabry permet de tirer une consequence in- 

t~ressante si on se place dans l'ordre d'idges que nous avons adoptS. 

Je  rappelle ce th~or~me: 

L~ s~rie 

an  X , 

~ 1  
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la suite An satisfaisant ~. la condition 

admet le cercle de convergence eomme coupure. 

Pax un raisonnement tout  semblable ~ ceux qui serva~ent ~ ddmontrer la 

plupart des thdorbmes de eet ouvrage on peut arriver ~ la conclusion suivante: 

Une fonction ~ an x ~n ayant sur le cerele de convergence un point rdgulier 
~ I  

donnd est ddfinie par une suite 

a n ~  a n ~ ,  , . . a n l ~  �9 �9 �9 

qui comprend tous les coefficients saul ceux dont les indices n~ satisfont ~ la condition 

�9 ~ O 0  lira (hi+ 1 - -h i )=  . 

lYIais si on ne consid~re que les sdries qui admettent le cercle de convergencc 

comme coupure, aucune suite partielle ne ddthait la fonction. 

C'est-~-dire, deux sdries r (x) ~- ~ b. x ~ et ~ (x)-~ ~ c. x" qui ont les m~mes 

coefficients d'ordre nl, n~, . . . ,  la suite n~. dtant quelconque, qui admettant  en 

outre le m~me cercle de rayon R comme coupure, ne different pas en gdndral, 

d'une fonction dont le rayon de convergence est supdrieur s R. 

Soit en effet 
p P �9 

n 1 ~  ~2  2 ~  . . . T ~ i )  . . . 

la suite qui complete la suite 

n 1 ~  ~ S ~  � 9  ~ � 9  

r 
(c.-a.-d., les deux suites n~ et n~ f o m e n t  ensembles la suite de t o u s l e s  nombres 

wp 

entiers positifs). Choisissons paxmi les n~ une suite de nombres n~ tels que 

Ip n t l  tim ( n , + , -  , )=  ~ .  

Soit maintenant 
pp 

Cn 1,  Cn~ ,  . , .  Cn~', . . .  

une suite de hombres positifs tels que 

1.  
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Soit 

~ ' ~ ~ " " "  ~ i  ' " " "  

une suite contenue dans n~ et qui n'est pas contenue dans n~. Soit, enfin, 

b,r b ' "  b ,', ~,  % , . . .  ~ . . .  

une suite satisfaisant s la eonditon 

l 
I<- 

D'apr~s le th6or~me que j'6t~blis darts ~)Sur les s6ries etc.~ on reconnai~ qu'il y 

a un ensemble de puissance continue de valeurs de ~ (0 ~< ~--< 2z) telles que les 

s6ries 

(1) 

off 

P n 

a n x  , 

r pour  ~ r  

Urn ~ bn >> ~ ~-  n' i "  

admettent le cercle de convergence comme coup~ve, et il n'y a qu'un ensemble 

d6nombrable de valeurs de r telles que ees s6ries (1) soien~ prolongeables en dehors 

du cercle de rayon /~. 

Si on prend deux s6ries {1) qui ne sont pas prolongeables, qui correspondent 

s deux valeurs de ~: ~1 et ~0~, leur diff6rence admet le cercle de convergence 

eomme eoupure, d'apr~s le th6or~me Hadamard-Fabry. Pour~an$ elles admettent 

les mgmes coefficients d'ordre n~ ( i=1 ,  2 . . . .  ). 

No. 9. Je  veux faire enfin la remarque suivante: Si les conditions qui entrent 

dans les hypothbses des th~orbmes II,  I I I ,  V, VI son~ v6rifi6es dans tout le plan, 

on pourrait remplacer la locution ~>(s une fonc~ion de r~yon d'holomorphie sup~- 

rieur s R pros)* par la suivante: ~(s une fonction enti~re pros)*. 

Si par exemple, dans le th6orbme V on sai~ que la fonc~ion, dont les coeffi- 

cients qui en~rent dans le tableau (L) son~ donn6s, admet comme singularit6s dans 

~out le plan un ensemble r6ductible elle est d6finie s une fonction en$i~re prbs. 

T 


