
WEITERE UNTERSUCHUNGEN ZUR THEORIE DER 
ALGEBRAISCHEN KORPER. 

VON 

0YSTEIN ORE 

in KRISTIAlqIA. 

In meiner Abhand/ung ~Zur Theorie der algebraischen KSrper~, Acta 

mathematica, Bd. 44 ~, habe ieh allgemein die Aufgabe behandelt, die Primideal- 

zerlegung einer vorgelegten Primzahl 10 in" einem KSrper P (~) zu bestimmen. 

Es sei der KSrper P (~) durch die Gleiehung 

bestimmt, wo 

f ( a )  = o 

f ( x )  --~ x '~ + a 1 x ' ~ ' 1  + - . .  + a n  = o (2) 

Meine eine irreduzible Gleichung mi% ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet. 

Aufgabe war dann, die Primidealzerlegung der Primzahl 1o dlrekt aus den arith- 

me%ischen Eigenschaf~en der Gleichung (2) abzuleiten und in der Weise die 

Dedekindschen Untersuchungen fiber Primide~.le zu verallgemeinern und zu ver- 

vollstiindlgen. Bekann%lich versagen die Dedekindschen Methoden in dem Falle, 

dass die Primzahl 1o ein Index~eiler der natfirlichen Ordnung 

[I, e ,  . . . ,  ~ - 1 ]  

ist. Bei meinen eben erws Untersuehungen, wo ich speziell diese Prim- 

zahlen un~ersuehe, treten gewisse Ausnahmefi~Ue auf, wofiir die Bes~immung der 

Primideale sich besonders schwierig gestaltet. Der Zweek der vorliegenden At- 

Acta m~thematic~, Bd. 44, pp. 219--314. Diese Abhandlung wird im Folgenden mit  a 
bezeichnet. 

19--2454. Acta m a t h ~ i v a .  45. Imprim6 le 16 ]uillet 1924. 
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beit ist zu zeigen, dass in jedem KSrper solche Zahlen ~ des KSrpers 

existieren, dass bei der Gleichung, welcher ~ geniigt, solche Anomalien nicht 

eintreten kSnnen. 

die Primfunktionzerlegung yon f ( x ) ( m o d p ) ,  wo 

mein vom Grade ~ ist. 

Damn ist ~mmer eine Ide~lzerlegnng 

Es sei 

f (x) ~ q~, (x) e' �9 ~ ,  (x)e' . . . ~,(X) e' (rood p) (3) 

die Primhmktion ~t (x)aUge-  

ID ~ al .  a e . . . a s  

mSglieh, wo keines der Ideale ai Einheitsideal ist. 

alle zu einander relativ prim und durch 

a, = (p,  ~ , ( a )  e, ) 

bestimmt. 1 

Um nun aus (4) die Prlmidealzerlegung 

(4) 

Diese Ide~le sind ausserdem 

yon p zu erhalten, muss man 

die Ideale a~ in ihre Prlmidealfaktoren zerlegen. Dies geschieht nun in der 

Weise, dass man fiir jeden Primfunk~onteiler ~ ( x )  yon f ( x ) ( m o d p )  eine •nt-  

wick lung (p , ~ (x)) bildet. 

Es sei ~(x) eine 

also etwa 

WO 

ist. 

beliebige Primfunkfion, welehe (modp) in f ( x )  aufgeht, 

f (x) ~ ~ (x) e . ~ (x) (rood p), (5) 

V., (x) ~ o (moaa p,  ~, (x)) 

Man kann nun immer f (x)  in der Form 

t 

f ( x )  = ~ f ,  r . v (~)' (6) 

darstellen, wo die Polynome Q~ (x) hSchstens vom Grade m - - I  sin& Wenn dann 

auch die Exponenten a~ so gew~hl~ werden, dass (wenn Q l ( x ) ~  o ist) 

M ~ n  s e h e  a .  p .  2 6 6 .  
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Q, (x) ~ o (mod/~) 

ist, wird die Summe (6) eine Entwicklung (p, ~0(x)) yon f (x)  genannt. 

Zu den Gitterpunkten (ai, t~i)  kann man ein Nv.wTo~rsches Polygon kon- 

struieren, das im Punkte (o, o) anf~ngt und im Punkte (t, at) seinen Endpunlr~ ha~. 

Wegen der Kongruenz (5) folgt, dass es in diesem Polygone gewiss Selten 

gibt, welche oberhalb der X-Achse liegen miissen. Die erste Seite des Polygons 

wird aber im allgemeinen mit der X-Achse zusammenfallen kSnnen. Die Gesamt- 

heir der Seiten, welche nicht mit der X-Achse zusammenfaUen, bilden zusam- 

men ein Newtonsches Polygon, das ich das Haupt~olygon der Entwicklung (p, ~ (x)) 
nenne. 1 

Die Seiten des Hauptpolygons werden mit 

81,8~ . . . .  & 

bezeichnet, wo 

Y-Achse besitzt. 

es soll 

die Seite 8~ die Projektionen l~ und h~ auf die X-Achse bzw. 

Die GrSssen /~ und h~ sind beide g~nze rationale Z~hlen, und 

h~ ~ -  ~t �9 ~ 

gesetzt werden, wo A~ zu x~ relativ prim ist. 

Bezeichnet man mit ~i(x) die Summe der GHeder in der Entwicklung 

(p, ~ (x)), wofiir die entsprechenden Punkte auf der Selte St liegen, so wird ~i (x) 

die Form 

+...  + Q~+,,.~, (x) . f , )  

haben, wo die Exponen$en a und ~ gewisse ganze rationMe, positive Zahlen 

bedeuCen und ebenso 7 eine ganze rationale Zahl ist. 

Setz~ man bier 

R~.~(x)=Q~+~.~,(x) ( s = o ,  ~, 2 , . . .  ~), 

so is~ 
~, (x) = ~ (~ )~ . f .  ~, (~), 

i Man sehe a. K~p. I I .  w 2. 
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WO 

9 ,  (x) = 1~,, o (x) . 9 (x)', + tr  ~ (x) . ~ ( x ) ' , -  ~, . p ' ,  + - . .  + tr ~, . (x) . f ,  . 

Da nun ailgemein 

B~,0 (x) = R~-I, ,,_~ (x) ~ o (modd T, ~ (x)) 

ist, kann man ein Polynom Ai (x) yon hSchstens (m--i)  um Grade so bestimmen, 

dass 

R , .  o (x ) .  A , ( x )  - -  ~ (modd p, 9 (~))- 

WO 

Dann heisst das Polynom 

/~ (~) = ~ (x) ~, + s , ,~ (~)  . ~ (~)~,- ~, . p~, + . . .  + s , .  ~, (x) f ,  , (7) 

s , , ,  (x) ~-  R , , , ( x )  . A ,  (x) (modd p, ~ (x)), 

der Faktor  der ~u,~ Seite in der Entwickhmg (p, ~ (x)). 

Das Polygon (p,~(x))  yon J~(x) ist gleich der i ua Seite S~; die Koeffizien- 

ten S~.,(x) k~.nn man ausserdem (moddT,  9(x) )  reduzien annehmen, d. h. sie 

sollen hSchstens vom Grade m - - i  sein. 

Wenn nun zwei Polynome g (x) trod h (x) dasselbe geradlinige Polygon L 

besitzen, so sagt man 

g (x)--- h (x) (rood L),  

wenn in der Differenz g (x)--h (x) alle repriisentierenden Punk~e oberh~lb L Ilegen. 

Den Fak~or der ~'~ Seite kann man dann eindeutig in Primfaktoren (rood S~) 

zerlegen, so da~s man 

f~ (x) ~- f l  (i) (x) . f~(') (x) . . . ~ )  (x) (rood Si) (8) 

hat, wo 

~') (~) = ~ (~).i ')- ', + s(/~ (~). p~. ~ (x)(.J~-~)', + . . .  + s i '  ,'.? (~). p , J  ,, (9) 

ein Polynom bedeutet, wofiir das Polygon (p, 9(x ) )  eine Gerade mit  der Neigung 

xi ist, und ausserdem soil ~ 0  (x) (rood S~) irreduzibel  sein, womit man bezeichnet, 
hi 
dass f~)(x) nicht kongruent  dem Produkte zweier Polynome sein kann, welche 

Xi geradlinige Polygone yon der Neigung ~ besitzen. 
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Setzt man 

so folg~ aus (7) 
iVxi 

j~ (~) 

149 

Wenn  dann 9~ (x) die Zerlegung (8) (rood S~) besitzt, besteh~ auch eine Zerlegung 

l~(x,y)~2(i~)(x,y) ~p~)(x,y) ,IJ(')(x,y)(moddp,qD(x)) 
. . . .  T t i  

wo y ats unabh~ingige Variable betraehtet  wird. Hier ist ~J.I)(x, y) (moddp,  r (x)) 

irreduzibel und ausserdem 

- - E l "  

Die Primfunlr~ionzerlegungen (8) der Fal~oren der Seiten spielen nun fiir 

die Primidealzerlegung yon p im KSrper P (~) eine sehr wichtige Rolle, indem 

man n~.mllch folgendes beweisen kann: 

Wenn  die PrimfunkCionzerlegung yon f(x)(modp) durch (3) gegeben ist, so 
war, wie friiher bemerkt, 

p~---tl 1.Q~.. . t ls  

~ i t  a, = (p,  ~ (~) e, ). 

Um n u n  ein Ideal ~ ~ (p, ~ (~)e) welter zu zerlegen, bestimmt man  fiir die 

Pr imfunkt ion ~ (x) die Entwieklung (1~, ~ (x)} yon f(x). Daun ist mit  den friihe- 

ren Bezeichnungen 

wo keines der Ideale Pi das Einheitsideal ist und diese Ideale ausserdem alle 

zu einander relativ prim sin& 

Die PrimfunkCionzerlegung yon j~ (x) (mod St) sei nun durch (8) gegeben, wo 

erstens vorausgesetz~ werde, class alle Primfunk~ionen fJ:~l (x) yon einander verschieden 

seien. Wenn dies fiir alle Polygone (p, ~ (x)) und alle Seiten St dieser Polygone 

der Fall ist, so hat  das Ideal P~ die Primidealzerlegung 
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wo P imid   hat, 

Wenn zweitens nicht aUe Primfunktionen in (8) verschieden sind, also etwa 

so ist auch 

(~) - 2 7  (x) '(,'1. 2~  ~ (~)~1. " I,) . . ~ "  (~)~,, (rood &), 

eine Idealzerlegung yon P~, wo keines der Ideale P~ das Einheitsideal is~ und 

diese Ideale alle zu einander relativ prim sind, sie brauchen aber nicht Primideale 
zu sein. 

In meiner oben zitierten Arbeit (a) babe ich auch Ausdriicke fiir die Prim- 

ideale ~J/) und im allgemeineren FaUe fiir die Ideale p~0 als grSsste gemeinsame 

Faktoren fiir Hauptideale angegeben. Die Primidealzerlegung der Primzahl p 

kann daher vollst&udig bestimmt werden, wenn man nur eine ganze primitive 
Zahl 0 des KSrpers bestlmmen kann, so class in der Gleichung, welcher 0 geniigt, 

fiir aUe Seiten der Polygone (p, ~ (x)) die entsprechenden Faktoren der Seiten 

keine mehrfache Primfunktionen besitzen. 

Es sei f (x)  ~- o die Gleichung, welcher eine ganze Zahl des KSrpers geniigt. 

Diese Gleichung soll hn Folgenden regulffr in Bezu 9 auf die Primzahl p heissen, 
wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt: 

I) f ( x )  soll irreduzibel und yore Gra~le n sein. 

2) Wenn ~ (x) eine Primfunktion (mode) ist, welche (modp) in f (x)  auf- 
geht, so sollen in dem Hauptpolygone (p, ~ (x)) die Faktoren der Seiten 
S~ nie mehrfmmhe Primfnnlrtionteiler (rood S~) besitzen. 

Die Bestlmmung der Primidealzerlegung der Primzahl p ist demnach auf die 
Bestimmung einer reguliiren Gleichung in Bezug auf p zuriickgefiihrt. Es soll 

im Folgenden n~chgewiesen werden, dass es in jedem K6rper und fiir jede Prim- 

zahl regulh're Gleivhu~gen gibt. 
Welter soll bewiesen werden, d~ss man diese reguliixen Gleichungen yon 

einer speziellen Form ~nnehmen daft. 
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Es sei in P (~) 

2 .  

die Primidealzerlegung der Primzahl i~, wo allgemein 

N ~  ~ ID~ 

und folglieh 

e~ m~ § . . .  § e r m r - - ~ n .  

Ieh setze nun zuni~ehst 

(Io) 

(ii) 

wo das Ideal IP nieht  durch das Primideal ~ teilbar ist; welter wird 

NV - = f  
angenommen. 

Daun geniigen alle gauze Zahlen ~ des KSrpers der Kongruenz 

)~'~--~ ~ o (modV), (I4) 

und fla es naeh (I3) pm inkongruente gahlen (rood ~) gibt, so hat  die Kongruenz 

(I4) ebenso viele Wurzeln wie der Grad pm der Kongruenz. Weiter  ist aber auch 

x P m - - x  (rood p) 

kongruent  dem P r o d u k ~  aller Pr imfunkt ionen (rood p), deren Grade Teller yon 

m s i n &  Wenn daher ~ (x) eine beliebige Pr imfunkt ion ~n ~" Grades bedeutet, so 

ist folglich 

x P m - - x  = ~ (x) . �9 (x) (rood p), 

wo ~ (x) ein Polynom yore Grade p ro_  m bedeutet. 

Naeh (I4) ergibt sich daun aueh 

fiir jede g~nze Zahl des KSrpers. Da abet eine Kongruenz nicht mehr  in- 

kongruente LSsungen besitzen kaun, Ms ihr Grad angibt, so zeigt dies, dass es 

m gauze, fiir den Modal ~ inkongruente Zahlen 
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des KSrpers gibt, so dass 

0ystein Ore. 

9 (a,) = -  o (rood ~) (i = z, 2 , . . .  m). 

Es sei nun a eine beliebige dieser Zahlen. W e n n  dann # = B (a) eine ganze 

Zahl des KSrpers ist und B (a) ein Polynom in a,  so kann # nur  dann dureh 

tei lbar sein, wenn 

R (x) =- o (modd p,  r (x)). 

Sonst  kSnnte man n~nl ich  die Polynome A (x) und B (x) so bestimmen, dass 

woraus fiir x = a 

folct. 

A (x). ~ (x) + B (x). R (x) ~ I (mod V), 

B (,0.  _R (,~) - ~ (rood ~) 

Die Zahl a war also eine LSsung der Kongruenz 

(x) - o (~od  ~). 

Es sol] nun gezeigt werden, dass man dann aus a i m m e r  eine LSsung a~ der 

Kongruenz 

9~ (x) ~ o (rood ~h) (I5) 

herleiten kann, derar t  dass 

ah = a (rood ~). (z6) 

Es wird angenommen,  dass dies fiir alle Exponenten  bis h - - I  bewiesen worden 

sei; dann soll gezeigt werden, dass, wenn ah-x eine Wurzel  der Kongruenz 

(x) ~ o (mod ~h-~) (i7) 

mit  ah-x-----a (mod ~) ist, man daa~us eine Wurzel  ah yon (I5) bereehnen ka.nn, 

woffir (I6) gilt. 

Ieh  beweise zunii~hst, dass 

~' ( ~ - 1 ) -  ~' (.) ~ o (rood ~) 

ist. Dies folg~ leieht daraus, class eine P r imikm~ion  (rood p) immer (rood p) zu 

ihrer Derivierten relativ prim ist. Man kman niimlieh dann die Polynome A (x) 

und B (x) so bestimmen, d ~ s  

A (x). 9 (x) + B (x). 9~' (x) ~ z (rood T), 
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und fiir x-~a  folgt daraus 

B (a). ~' C a)--- x (mod 0), 

d. h. ~ '  (6) kann nieh~ dureh ~ teilbar sein. 

Dies zeigt, dass man die Kongruenz 

(I8) 9~ (ah-x)+7.9~'(aa-1)--o (rood 0 h) 

immer 15sen kann, und da r (an-x) naeh (17) durch Oh-1 teilbax ist, muss aueh die 

Wurzel 7 der Kongruenz (18) mindestens durch 1~ h-~ teilbar sein. 

Die ganze Zahl 

is~ dann eine Wurzel der Kongruenz (15). Man hat  niimlich 

? ~ 2  PP ! *t , 

Hier sind die Zahlen 

" , 
' "  

2! 3! 

wie man leicht~ einsieht~, alle ganz, trod da 7 z durch ~h-~ te i lb~  istG, sind die 

Gtieder 

~. 9~ ~ah-~j, ~. ~ ~a~-xj,... 

sieher flurch 0 h (h>=2) teilbar. Es ist daher nach (19) und (18) 

Weiter ist 

ah~-ah--l=--a (rood 0). 

Es ist folglich bewiesen, dass man immer eine ganze Zahl a des KSrpers 

bestimmen kann, so dass ~(a) durch ~h ~eilbar wird, wobei h beliebig angenom- 

men werden kann, 

Diese Zahl a kann man aber auch so wiihlen, dass fiir ein gegebenes h die 

Zahl ~ (a) genau durch }h, d. h. dureh }h aber nicht durch }h+a teilbar wird. 

Wenn dies niimlieh fiir a nicht der Fall is~, so muss ~ (a)----o (rood }~+x) sein. 

Man setzt dann a x ~ a + ~ ,  wo die ganze Zahl {/ genau dutch ~h teilbar ist, und 

so folgt 
20--2454. Acta mathelrc~#ica. 45. Imprim6 le 16 juiUet 1924. 
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w o r E t u s  

Es seien nun 

Oystein Ore. 

~," (~) 
(a , )=~ Ca) + ~. ~'(~,) + ~ - 7 . 1  + . . .  

9(a,)~fl.9'(a)~o (rood Oa+,). 

diejenigen Primidealteiler yon 1o, deren Grade gleich m sind, wofiir also N ~ = p  m. 

Welter soll Io durch ~ teilbar sein. Den Zahlen 

el, e 2 , . . ,  e, 

kann man dann eine andere Reihe yon positiven, ganzen rationalen Zahlen 

hi, h ! , . . ,  h, 

so zuordnen, dass allgemein h~ zu e~ reh~tiv prim ist. 

Nach den eben durchgefiihrten Hilfsuntersuchungen kann man nun, wenn 

(x) eine beliebige Prlmflmktion (mod p) yore Grade m bedeutet, die Zahlen 

so bestimmen, dass 

und weiter auch so, dass 

gp(a,)= o (rood ~,) i f = I ,  2 . . . .  8) 

9(a,)-~o (moO. ~h/+l) 
i f = i ,  2 , . . .  8) (20) 

Die ganze rationale Zahl h wird nun beliebig fest angenommen, jedoch so, 

dass h grosset als alle h~ ist. Dann sind die Kongruenzen 

immer liisbar, und da 

(a)------9 (a,) (rood r,~) 

so folgt wegen (20), d a u  auch 

if---I, 2 , . . .  s) 

( / = I ,  2 . . . .  S), 
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9 (~ )=  o (rood ~) 

9 (#) ~ o (rood Okh'+~) 
( i=I ,  2 , . . .  s) 

w  

Ich  schreibe nun die Primidealzerlegung (IO) yon p in der  Form 

.19 ~ am~ " tlm2 " "" a m  s , 

wo das Ideal  a~, die Primidealzerlegung 

C I m i ~ l , m  i " ~,~n t " ' "  ~ r i ,  mt  

besitzt, wo aUe Primideale Oj, ~ den Grad  m, haben. 

Zu den Zahlen 

e l ,  mi~ e 2 ,  mt~ �9 �9 �9 ~ eri, m, 

( i = I ,  2 , . . .  s) 

( i = I ,  2 , . . . s )  

kann man eine andere Re,he yon posit,yen, ganzen rat ionalen ZaMen 

h i ,  m i ,  h2 ,  ra i ,  �9 �9 �9 hr i ,  m~ 

so bestimmen, dass immer h j , ~  zu ej, ~ relativ prim ist lind ausserdem 

h a ,  m ,  

e l , i n  t 

was offenbar ,miner mSglich ,st. 

Es sei nun 

155 

(2i) 

eine Re,he  yon Pr imfunkt ionen (mod 10) derarr dass 9,(x) vom Grade m~ ,st. 

Nach w 2 ,st es dann ,miner mSglich, gauze Zahlen des KSrpers 

&l ,  "92, - . .  ,9, 

so zu bestjmmen, class 

9 '  (&') - -  o ( rood a.aj, =,~ (j = I ,  2, r,) (i = I ,  2, 8) ,  T ~ , m t  ] . . . . . .  

h2, m t h r  i ,  m ,  
- -  < < . .  < - - - - ,  (22) 

e~, tat e q ,  mf 
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aber auch 

~). 
J ,  m i ~ ~ , �9 . 

Die Zahl H wird nun grSsser als alle Zahlen 

h~, ~, (j = I, 2 . . . .  ri) ( i =  I, 2, . . .  s) 

gewghlt. Da dann die IdeMe 

A ,  = ( ~ , ,  ~ ,  ~ .  ~ ,  . . . ~ , ,  ~ ,  ) "  ( i  = ~ , 2 ,  . . .  8) 

alle zu einander relativ prim sind, so sind die Kongruenzen 

0 ~ ,  (mod A,) ( i=  I, 2 , . . .  s) 

sicher auflSsbar. Fiir die gauze Zahl 0 hat  man dann 

9 '  (0) = 9 '  (,9,) (mod A,) ( i =  I, 2 , . . .  s), 

und folglich is~ die gg.hl 

dureh die Ideale 

genau in der Potenz b4, ~, teilbax. 

Es wird nun die Gleichung 

~, (0) ( i=  ~, 2 , . . .  ~) 

Oj, =, (j ~--I, 2 . . . .  ri) 

F ( ~ ) = o  

gebilde~, welcher die in dieser Weise bestimmte Zahl 0 geniigt, mad es soll ge~eigt 

werden, dass diese Gleichung eine regulh're Gleichung in  Be~ug a u f  die Pr im~ahl  p 

sein muss. 

Die PrimfunkCionzerlegung yon F(x) sei (lurch 

F ( x )  - -  T~ (x) a' . T~ (x)a" . . . Tt (x) at (rood p) 

gegeben. ~Ian kann dann ztm~chst zeigen, dass unter den Primfunl~ionen W~(x) 

alle Primfunktionen 9~(x) vorkommen miissen. Es ist n~.mHch 

~,. (o) ~ . ~,, (o)a~'. . .  ~ ,  (o)", ~ o (..-,oa p) 
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und folglich das Produk~ 

(o) = ~ (6). ~ (o) . . .  ~,  (o) 

durch alle PrimideaReiler yon p teilbax. Nun kann aber eine Zahl H(0) nur dann 

durch den PrimideaReiler ~ yon p teilbar sein, wenn 

//(x) ~ o (modd p, 9~ (x)), 

wo q~ (x) die Primfunktion (rood p) ist, wofiir r (~)~ o (mod l~). Daher muss 
H(x) (modp) durch alle Primfunktionen ~0~(x) teilbar sein. 

Man kann darum 

F(x) - ~i (x)ol. ~ (x)o~... r Q(x)(modv), (23) 

schreiben, wo Q (x) ein Polynom ist, das durch keine der Primfunktionen ~i (x) 

(rood p) teflbar ist. Weiter sind aUe a~ grSsser als Null. 

l~an bilde daun die Polygone (p, ~(x))fiir F(x). Da nun ~(8)durch 

l )~ '~  teilbar ist, folgt nach Satz 26 (a), d a s s e s  in dem Hauptpolygone (p, ~(x)) 3, mi 

sicher eine SeRe mit der Neigungszahl 

hi ,  mi 
( j : I ,  2 , . . .  r,) (24) 

~j, mi 

gibe. Da wei~er hi, m i zu ej, m~ relativ prim ist, muss diese Sei~e eine Projektion 

auf die X-Achse besitzen, deren Liinge ein MuRiplum yon ej, m~ isb, also e~wa 

ej, ~ .  ej, ~i' Da weiter keine andere Neigungszahlen als (24) vorkommen kSnnen, 

da sons~ ~ (0) nach dem eben zitierten Satze auch durch andere Primidealteiler 

yon pals 

teilbar wiirde, so muss nach (~3) die Gesamtprojektion des Hauptpolygones (p, ~ (x)) 

auf die X-Achse gleich a~ sein, folglich 

r~ 

~, ~, ~ e#, ~ - a ~ ,  
j ~ l  

und daraus folgt 
s $ ri  

Z a,. m,- -~Z m, Z ej , , ,  . ej,,n i. (25) 
i=1 i=1 j ~ l  
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Wenn nun F ( x )  den 

na~h (23) 

Grad IV hat und q den Grad yon Q (x) bedeutet, so ist 

i=1 

und die Gleichung (25) ergibt dann 

De aber n~ch (21) 

so ist 

also  

und folglich, da ~j, ,~ ~ I, 

s ri  

N--q+  y~ ,,, y,~j..,,. ~,,~,. 
t=1 j= l  

ri 

N ( a ~ ) = p  ~=i , 

8 ri 

~=t  Y, 9, m i 
N ( p ) = f  =~ ~=~ , 

~ ~--- ra~ Z ej, t~f 
i=l j=t 

(26) 

8 ri s ri 

wo das Gleichheitszeichen nur dann richtig ist, wenn alle ~, ~ 

ergibt sich aus (26) 

N ~ q + n ,  

= 1 s i n &  Daun 

und da ~V_<n vorausgesetzt werden kann, erhiflt man q =  o und 

ri 

j= l  J=l 

also alle ~j ,~ -~  I .  F ( x )  w i rd  also irreduzibd und yore Grade n. 

A tlS q = o fo]~r~ Q ( x ) =  I uI ld  daher 

F(=)-- Vl (x)~. ~. (z)~. . .  V. (x)". (mod p). 
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Da immer ~j, m ~  I ist, wird weiter das Polygon (p, ~ (x)) aus r~ Seiten be- 

stehen, welche die Projektionen 

auf die X-Achse besitzen, w~hrend die Projektionen auf die Y-Achse gleich 

h,,, 

sin& Da ej, m i zu h~, ~ relativ prim ist, werden die Faktoren aller Seiten sieher 

flit diese Seiten irreduzibel, und kSnnen daher keine mehrfachen Primfunktionen 

fiir diese Seiten enthalten. 

Die Gleiehung F ( x ) = o  ist folglich regulh'r i~z Bezug auf ~. 
Man sieh~ wei~er ein, dross man immer eine solche reguliire Gleichung des 

KSrpers bestimmen kann, class die Faktoren der Seiten alle irreduzibel sin& 

Wenn eine Seite die Neigamgszahl ~ hat, so kann man die reguli~re Gleichung 

aueh so wiihlen, class der FaVor dieser Sei~e yon der Form 

wird, wo Q(x) ein Polynom yon hSehsC~ns (m--~) t~m Grade ist. 

{}4. 

Man kann folglich immer flit die Untersuchung eines algebraisehen KSrpers 

eine regul~re Gleichung in Bezug auf die Primzahl p zu Grunde legen, und in 

diesem FaUe gestaltet sieh die Bestimmung der Eigenschaften der Primzahl p 

besonders einfach. 

Wenn die Primfunktionzerlegung der regnl~.~en Gleichung f ( x ) ~ o  durch (3) 

gegeben ist, so gibt (41 eine Idealzerlegung yon ~ an. Wenn welter durch (8) 

die Primhmktionzerlegung des Faktors der z ~n Seite in der Entwicklung (p, ~ (x)) 

yon f (x l  gegeben ist, so hat  das Ideal a die Primidealzerlegung 

. . . . . . . . . . . .  t k ) , 

wo der Grad des Primideals ~.~ gleich m.  ~J:l ist. 

Durch das Dedekindsehe Kriterium' kann man immer bestimmen, warm eine 

�9 DED]~KIND, R.: ~ber  den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ide~le und der Theorie 
der h~heren Kongruenzen. GSttinger Abhandlungen. 1878. w 2. 
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vorgelegte Primzahl p ein Teiler der KSrperdiskriminante, aber kein Tefler des 

Index ist. Unter hnwendung yon Polygonen kann man das Dedekindsche Kri- 

terium folgendermassen aussprechen: 

A. Die Primzahl p ist ein Teller der K6rperdiskriminante, aber kein Teller 
de8 Index dann und nur dann, wean alle Polygone (p, q~ (x)) veal(x) geradlinig sind 

und fiir diese Geradea entweder h i - f i  oder l~ - I  ist. 
Wenn die Gleiehtmg f ( x ) ~ o  in Bezug auf 10 regul~ix isr kann man aueh 

ein einfaches Kri~erium fiir Indextefler mageben. Soll niianlich p ein Teiler des 

Index, aber kein Teiler der KSrperdiskV.Iaintm~e sein, so k•.nn in der Primideal- 

zerlegung yon p kein Primidealteiler mehrfaeh vorkommen. Folglich miissen alle 

~ gleich I sein, und daher sind alle Neigtmgszalflen /~ 

Man kann daher den folgenden Satz aussprechen: 

B. Wenn f(x)-~o eine regulate Gleiehung in Bezug auf p ist, so ist die 
Primzahl p dann und nur dann ein Teiler des Index, abet kein Teiler der KSrper- 

hi 
diskriminante, wenn in sdmtliehea Jaolygonea ~,  ~ (x)) alle Neigungszahlen ~. ganz sind. 

Dabei is~ natiirlieh vorausgese~zr da~s in der Primfunktionzerlegung (3) 

yon f(x) mehrfache Primfunk~ionfak'toren (mod p) vorkommen, d. h. class die 

Primzahl 10 ein Teiler der Diskriminazate der Gleichung f(x)----o ist. 

Wenn f(x)  niehr regulgr is~, so is~ die Ga~azzahligkeit ~.ller Neigungszahlen 

hi 
zwar eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung daafiir, class p ein 

Teiler des Index, aber kein Tefler der KSrperdiskriminamte ist. 

Wenn f(x) reguliir und die Primzahl p ein Teiler der Diskriminmate yon 

f(x) ist, und l~einer der Fglle A oder B eintritt, so ist die Primza~l p ein 

gemeinsmmer Tefler des Index und der KSrperdiskriminamte. 


