WEITERE UNTERSUCHUNGEN ZUR THEORIE DER
ALGEBRAISCHEN KORPER.

vox

OYSTEIN ORE

in KRISTIANIA.

In meiner Abhandlung »>Zur Theorie der algebraischen Korper», Acta
mathematica, Bd. 447, habe ich allgemein die Aufgabe behandelt, die Primideal-
zerlegung einer vorgelegten Primzahl p in’ einem Korper P($) zu bestimmen.

Es sei der Korper P(9) durch die Gleichung

f®)=o (1)

bestimmt, wo

Sly=a"+a, 2" 14+ - +an=0 (2)

eine irreduzible Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet. Meine
Aufgabe war dann, die Primidealzerlegung der Primzahl p direkt aus den arith-
metischen Eigenschaften der Gleichung (2) abzuleiten und in der Weise die
Dedekindschen Untersuchungen iiber Primideale zu verallgemeinern und zu ver-
vollstiindigen. Bekanntlich versagen die Dedekindschen Methoden in dem Falle,
dass die Primzahl p ein Indexteiler der natiirlichen Ordnung

[1,9,...,9* ]

ist. Bei meinen eben erwihnten Untersnchungen, wo ich speziell diese Prim-
zahlen untersuche, treten gewisse Ausnahmefille auf, wofiir die Bestimmung der
Primideale sich besonders schwierig gestaltet. Der Zweck der vorliegenden Ar-

! Acta mathematica, Bd. 44, pp. 219—814. Diese Abhandlung wird im Folgenden mit a
bezeichnet.

19—2464. Acta mathematica. 45. Imprimé le 16 juillet 1924,
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beit ist zu zeigen, dass in jedem Korper solche Zahlen w des Korpers
existieren, dass bei der Gleichung, welcher w geniigt, solche Anomalien nicht
eintreten koénnen.

§ 1.

Es sei
fl@) =@, (@) . g, (@)7... @z} (mod p) (3)

die Primfunktionzerlegung von f(x)(modp), wo die Primfunktion g¢(x) allge-
mein vom Grade m; ist.
Dann ist immer eine Idealzerlegung

P=0,.0...0 @)

moglich, wo keines der Ideale g; Einheitsideal ist. Diese Ideale sind ausserdem
alle zu einander relativ prim und durch

a; = (p, pi(9)4)
bestimmt.?

Um nun aus (4) die Primidealzerlegung von p zu erbalten, muss man
die Ideale a; in ihre Primidealfaktoren zerlegen. Dies geschieht nun in der
Weise, dass man fiir jeden Primfunktionteiler g¢(z) von f(z)(modp) eine Ent-
wicklung (p, @ (x)) bildet.

Es sei ¢(z) eine beliebige Primfunktion, welche (modp) in f(x) aunfgeht,
also etwa

fla)= g (z¥.yz)(mod g}, {5)

wo
Y {z) # 0 (modd p, @ ()

ist.

Man kann nun immer f(x) in der Form
Flay= D 7 Q). p(zf (6)

darstellen, wo die Polynome @;(x) hochstens vom Grade m—1 sind. Wenn dann
auch die Exponenten a; so gewihlt werden, dass (wenn Qi(x) 7 o ist)

! Map sehe a. p. 266.
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@i(@) = o (mod p)

ist, wird die Summe (6) eine Entwicklung (p, ¢ (x)) von f(zx) genannt.

Zu den Gitterpunkten (e;,{—¢) kann man ein Nzwronsches Polygon kon-
struieren, das im Punkte (o, o) anfingt und im Punkte (¢, e;) seinen Endpunkt hat.

Wegen der Kongruenz (5) folgt, dass es in diesem Polygone gewiss Seiten
gibt, welche oberhalb der X-Achse liegen miissen. Die erste Seite des Polygons
wird aber im allgemeinen mit der X-Achse zusammenfallen konnen. Die Gesamt-
heit der Seiten, welche nicht mit der X-Achse zusammenfallen, bilden zusam-
men ein Newtonsches Polygon, das ich das Hauptpolygon der Entwicklung (p, ¢ (2))
nenne.!

Die Seiten des Hauptpolygons werden mit

Sll Sg,...Sk

bezeichnet, wo die Seite S; die Projektionen /; und k; auf die X-Achse bzw.
Y-Achse besitzt. Die Grossen ; und k; sind beide ganze rationale Zahlen, und
es soll
li = & . li .
b= o %, (t=1,2,...%)
gesetzt werden, wo A; zu x; relativ prim ist.
Bezeichnet man mit 1;(x) die Summe der Glieder in der Entwicklung
(p, @ (x)), wofiir die entsprechenden Punkte auf der Seite S; liegen, so wird v; (x)
die Form

Yi(@) =@ @ p? . (Q (@) . @ @i + Qpes, @ (@~ P + Qroay,(x) . ()i =24

+ oot Qe () 1)

haben, wo die Exponenten ¢ und § gewisse ganze rationale, positive Zahlen
bedeuten und ebenso y eine ganze rationale Zahl ist.
Setzt man hier
Ry (@) = Qyis. 2 () (s=o0,1,2,...8)
go ist
Vi (%) = @ (@) pP. s (),

! Man sehe a. Kap. II. § 2.
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wOo
@i(r)=R; o(@). pla)fi + Rs, 1 (x) . p(x)i— 4. p% + - + Ri, ;. (x) . phi.

Da nun allgemein

By o(2) = Ri—1,¢;_, (2) = 0 (modd p, p ()

ist, kann man ein Polynom A;(x) von héchstens (m—1)*® Grade so bestimmen,
dass

Ri,o(). Ai(x) = 1(modd p, ¢ ().
Dann heisst das Polynom

file) =@ @) + Seala) . (@i~ h. pii + - + 85 () P, (7)
wo

Si,a(z)ERi,a(x) A (-7/') (mOdd y %4 (x)),

der Faktor der " Seite in der Entwicklung (p, ¢ (x)).

Das Polygon (p, @ (z)) von fi(z) ist gleich der % Seite S;; die Koeffizien-
ten S;,(x) kann man aunsserdem (modd p,q (x)) reduziert annehmen, d. h. sie
sollen hochstens vom Grade m—1 sein.

Wenn nun zwei Polynome g¢(z) und h(x) dasselbe geradlinige Polygon L
besitzen, so sagt man

g (@)= h(z)(mod L),

wenn in der Differenz g (x)—%(x) alle reprisentierenden Punkte oberhalb L liegen.
Den Faktor der ' Seite kann man dann eindeutig in Primfaktoren (mod S;)
zerlegen, so dass man

[l@) =) £9@). .. £ @) (mod §) ©

hat, wo

f§i) @)=¢ (ar:)‘;'i)- 4 4 S;'i,)l @.pe. 9 (z)(-}ﬁ~l)ii 4+ -+ S;,:‘,)é.-) (). p,}ﬂ, #; (9)

ein Polynom bedeutet, wofiir das Polygon (p, @ (x)) eine Gerade mit der Neigung
% ist, und ausserdem soll j}‘) (z) (mod S,) ¢rreduzibel sein, womit man bezeichnet,
dass fj‘." (r) nicht kongruent dem Produkte zweier Polynome sein kann, welche

geradlinige Polygone von der Neigung % besitzen.
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Setzt man

so folgt aus (7)

L) — gt 8110+ 4 Sile) = Pl 9).

Wenn dann f;(x) die Zerlegung (8) (mod Si) besitzt, besteht auch eine Zerlegung

Fife,y) =90z, ) . vz, y). .. 9z, 9) (modd p, 9 (2))

wo y als unabhiingige Variable betrachtet wird. Hier ist Y\(z, y)(modd p, p (%))
irreduzibel und ausserdem

2O _ o, pik).

pPom N\

Die Primfunktionzerlegungen (8) der Faktoren der Seiten spielen nun fiir
die Primidealzerlegung von p im Korper P(3) eine sehr wichtige Rolle, indem
man ndmlich folgendes beweisen kann:

Wenn die Primfunktionzerlegung von f (x) (mod p) durch (3) gegeben ist, so
war, wie frither bemerkt,

p=a1.a2...as

mit a; = (p, @i (3)%).
Um nun ein Ideal a = (p, @ ($)?) weiter zu zerlegen, bestimmt man fir die

Primfunktion @ (x) die Entwicklung (p, ¢ (x)) von f(z). Dann ist mit den frithe-
ren Bezeichnungen

A
a=Ps. Ps... P},

wo keines der Ideale P; das Einheitsideal ist und diese Ideale ausserdem alle
zu einander relativ prim sind.

Die Primfunktionzerlegung von f;(x) (mod S;) sei nun durch (8) gegeben, wo
erstens vorausgesetzt werde, dass alle Primfunktionen fj(f’ (x) von einander verschieden

selen. Wenn dies fiir alle Polygone (p, @ (x)) und alle Seiten S; dieser Polygone
der Fall ist, so hat das Ideal P; die Primidealzerlegung
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Pi=p.pf...p,

wo das Primideal p{ den Grad &.m hat, also Np{) = pPem st

Wenn zweitens nicht alle Primfunktionen in (8) verschieden sind, also etwa

Fi@) =0 @A 0. . AP @) (mod S),
so ist auch

Pi=Po.PY.. PO

eine ldealzerlegung von P;, wo keines der Ideale P} das Einheitsideal ist und
diese Ideale alle zu einander relativ prim sind, sie brauchen aber nicht Primideale
zu sein.

In meiner oben zitierten Arbeit (a) habe ich auch Ausdriicke fiir die Prim-
ideale p{ und im allgemeineren Falle fiir die Ideale P{” als grosste gemeinsame
Faktoren fiir Hauptideale angegeben. Die Primidealzerlegung der Primzahl p
kann daher vollstindig bestimmt werden, wenn man nur eine ganze primitive
Zahl 6 des Korpers bestimmen kann, so dass in der Gleichung, welcher 8 geniigt,
fiir alle Seiten der Polygone '(p, @ (x)) die entsprechenden Faktoren der Seiten
keine mehrfache Primfunktionen besitzen.

Es sei f(z) = o die Gleichung, welcher eine ganze Zahl des Korpers geniigt.
Diese Gleichung soll im Folgenden regulir in Bezug auf die Primzahl p heissen,
wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

1) f(z) soll irreduzibel und vom Grade » sein.

2) Wenn ¢ (x) eine Primfunktion (mod p) ist, welche (mod p) in f(x) auf-
geht, so sollen in dem Hauptpolygone (p, ¢ (x)) die Faktoren der Seiten
S; nie mehrfache Primfunktionteiler (mod S;) besitzen.

Die Bestimmung der Primidealzerlegung der Primzahl p ist demnach auf die
Bestimmung einer reguliren Gleichung in Bezug auf p zuriickgefiihrt. Es soll
im Folgenden nachgewiesen werden, dass es tn jedem Kdorper und fiir jede Prim-
zahl reguldre Gleichungen gibt.

Weiter soll bewiesen werden, dass man diese reguliren Gleichungen von
einer speziellen Form annehmen darf.
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§ 2.
Es sei in P (9)
p=pl.ps...0" (x0)

die Primidealzerlegung der Primzahl p, wo allgemein

Ny, = p™
und folglich
eemy+ - +em=mn. (x1)
Ich setze nun zuniichst
p=yp. P, (12)

wo das Ideal P nicht durch das Primideal p teilbar ist; weiter wird

Np=p~ (r3)
angenommen.
Dann geniigen alle ganze Zahlen 2 des Korpers der Kongruenz

#"— 1= o (mod ), (14)

und da es nach (13) p™ inkongruente Zahlen (mod p) gibt, so hat die Kongruenz
(x4) ebenso viele Wurzeln wie der Grad p™ der Kongruenz. Weiter ist aber auch

2*" —2 (mod p)

kongruent dem Produkte aller Primfunktionen (mod p), deren Grade Teiler von

m sind. Wenn daher ¢ (z) eine beliebige Primfunktion m*® Grades bedeutet, so
ist folglich

2" —x=g (z). @ () (mod p),
wo @ (z) ein Polynom vom Grade p™—m bedeutet.
Nach (14) ergibt sich dann auch
p(1). ®(A)=o (mod p)
fir jede ganze Zahl des Korpers. Da aber eine Kongruenz nicht mehr in-

kongruente Losungen besitzen kann, als ihr Grad angibt, so zeigt dies, dass es
m ganze, fiir den Modul p inkongruente Zahlen

al, as,. . .am
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des Korpers gibt, so dass
@ (@) = o (mod p) t=1,2...m).

Es sei nun « eine beliebige dieser Zahlen. Wenn dann 8 = R (a) eine ganze
Zahl des Korpers ist und R (a) ein Polynom in «, so kann 8 nur dann durch
p teilbar sein, wenn

R (x) = o (modd p, ¢ ().
Sonst konnte man nimlich die Polynome 4 (z) und B (x) so bestimmen, dass

A(x).p(x)+B(z). R (x) = 1 (mod p),
woraus fiir x =«
B(a). R () = 1 (mod p)
folgt.
Die Zahl « war also eine Liosung der Kongruenz
@ () = o (mod p).

Es soll nun gezeigt werden, dass man dann aus « immer eine Losung «, der
Kongruenz

@ () = o (mod p") (15)
herleiten kann, derart dass

or = a (mod p). (16)

Es wird angenommen, dass dies fiir alle Exponenten bis h—1 bewiesen worden
sei; dann soll gezeigt werden, dass, wenn a;—; eine Wurzel der Kongruenz

¢ (z) = o (mod p*~) (17)

mit @—; = (mod p) ist, man daraus eine Wurzel a, von (15) berechnen kann,
wofiir (16) gilt.
Ich beweise zuniichst, dass

@ (ar—1)=g¢’ (a)= o (mod p)
ist. Dies folgt leicht daraus, dass eine Primfunktion (mod p) immer (mod p) zu

ihrer Derivierten relativ prim ist. Man kann nimlich dann die Polynome A (x)
und B{x) so bestimmen, dass

A(@).p@)+ B(x). ¢ (z)=1 (mod p),
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und fir x=ea folgt daraus
Bla).¢' (@)= (mod ),

d. h. ¢ (a) kann nicht durch p teilbar sein.
Dies zeigt, dass man die Kongruenz

(18) @ () +7.¢ (er—1)=0 (mod p*)

immer 16sen kann, und da ¢ (es—1) nach (17) durch p*! teilbar ist, muss auch die
Wurzel y der Kongruenz (18) mindestens durch p*—! teilbar sein.
Die ganze Zahl

ap=ap—1+y

ist dann eine Wurzel der Kongruenz (r5). Man hat nidmlich

(z9) @ (@n—1+9)=@(en-1)+y ¢ (an—1)+ %tp"(ah_l)-l— e

Hier sind die Zahlen

TV T R

2! 3!

wie man leicht einsieht, alle ganz, und da * durch p?*—? teilbar ist, sind die
Glieder
},2

3
L9 @), L ),

sicher durch p* (h=2) teilbar. Es ist daher nach (19) und (18)

glan)=glar—1+y)=gpla1)+1-¢'(ar—1)=0 (mod p*).
‘Weiter ist

or=ar1=c (mod p).

Es ist folglich bewiesen, dass man immer eine ganze Zahl o« des Korpers
bestimmen kann, so dass @(e) durch p* teilbar wird, wobei & beliebig angenom-
men werden kann,

Diese Zahl « kann man aber auch so wihlen, dass fiir ein gegebenes h die
Zahl @ (a) genau durch p*, d. h. durch p* aber nicht durch p*+! teilbar wird.

Wenn dies niimlich fiir ¢ nicht der Fall ist, so muss ¢ (¢)=o0 (mod p**?) sein.
Man setzt dann ¢,=a+f, wo die ganze Zahl 8 genau durch p* teilbar ist, und
so folgt

20—24584. Acta mathematica. 45. Imprimé le 16 juillet 1924,
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pla)=¢l)+8 ¢'(a) +‘32ﬁ2¥ + .-
woraus
o(a,)=8 ¢'(a)=0 (mod p**!).
Es seien nun

pl) ”2)"' Dl

diejenigen Primidealteiler von p, deren Grade gleich m sind, wofiir also Ng=p™.
Weiter soll p durch p* teilbar sein. Den Zahlen

€, €5, ... 6
kann man dann eine andere Reihe von positiven, ganzen rationalen Zahlen

hl! h’!!“' h.

so znordnen, dass allgemein k; zn e relativ prim ist.
Nach den eben durchgefiihrten Hilfsuntersuchungen kann man nun, wenn
@ (z) eine beliebige Primfunktion (mod p) vom Grade m bedeutet, die Zahlen

o), @, ... @
80 bestimmen, dass
gle)=o0 (mod p;) (i=1,2,...9)
und weiter auch so, dass
g (@)=o0 (mod p*)
(=1, 2,... 8 (20)

@ (@)=0 (mod ph"“)

Die ganze rationale Zahl % wird nun beliebig fest angenommen, jedoch so,
dass h grosser als alle h; ist. Dann sind die Kongruenzen

3=q; (mod n:') (e=1,2,...9)
immer l6sbar, und da
¢ (9)=p (@) (mod p}) (i=1,2,...9),

so folgt wegen (20), dass auch
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P9 =0 (mod v
(t=1,2,...9)
p (320 (mod p?‘“)

ist.
§ 3.
Ich schreibe nun die Primidealzerlegung (10) von p in der Form
D=0y Gy~ iy
wo das Ideal ay, die Primidealzerlegung

ehm- e’:sm. er.'m. .
Oy =Dy, Ve, it =1,2,...9) (21)

besitzt, wo alle Primideale pj,m; den Grad m; haben.
Zu den Zahlen

€1,mys €2,myy -y Crymg (t(=1,2,...9)
kann man eine andere Reihe von positiven, ganzen rationalen Zahlen
kl,mi, h?,ml-, v hri,m‘

so bestimmen, dass immer hj,m, zZu 6, m; relativ prim ist und ausserdem

hl m, h‘z h
» My » My T My

< <o =2, (22)
el, my e?, my er{, m;

was offenbar immer moglich ist.
Es sei nun

P1 (x)» Ps (x)s ce q’n(-'”)

eine Reihe von Primfunktionen (mod p) derart, dass ¢:(x) vom Grade m; ist.
Nach § 2 ist es dann immer moglich, ganze Zahlen des Korpers

S . %

80 zu bestimmen, dass

@i(F)=o0 (mod n;?;"’:") J=1,2,...7) i=1,2,...9),
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aber auch
i (F)=o0 (mod b;{;n:"“) =1,2,...m) =1, 2,...9).
Die Zahl H wird nun grosser als alle Zahlen
B, m; J=1,2,...7) (t=1,2,...9)
gewihlt., Da dann die Ideale
Ai=(p1,m; P2, mg -+ - Dy m))¥ (t=1,2,...9)
alle zu einander relativ prim sind, so sind die Kongruenzen
0=39; (mod A (t=1,2,...9)
sicher auflosbar. Fiir die ganze Zahl § hat man daun
@:(0)=@:(3) (mod A4, (=1, 2,...59),

und folglich ist die Zahl
durch die Ideale

genau in der Potenz hj ., teilbar.

Es wird nun die Gleichung

F(xl=o0

gebildet, welcher die in dieser Weise bestimmte Zahl 6 geniigt, und es soll gezergt
werden, dass diese Gleichung eine regulire Gleichung in Bezug auf die Primzahl p
sein muss.

Die Primfunktionzerlegung von F(z) sei durch
Fl)=%,(@)". ¥ )" ... ¥)" (mod p)

gegeben. Man kann dann zunichst zeigen, dass unter den Primfunktionen ¥;(x)
alle Primfunktionen @:(x) vorkommen miissen. Es ist ndmlich

PO . 00" ... P 0)*=0 (mod p)
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und folglich das Produkt
II(O)="r.(0). ¥ (6) ... ¥ (6)

durch alle Primidealteiler von p teilbar. Nun kann aber eine Zahl IT (6) nur dann
durch den Primidealteiler p von p teilbar sein, wenn

II (z) = o (modd p, ¢ (x)),

wo @ (x) die Primfunktion (mod p) ist, wofiir ¢ (f)=o (modp). Daher muss
II () (mod p) durch alle Primfunktionen g@;(x) teilbar sein.
Man kann darum

Fx)= @, (@)% @, (@)=, .. ps()%. Q(x) (mod p), (23)

schreiben, wo @(x) ein Polynom ist, das durch keine der Primfunktionen g;(xz)
(mod p) teilbar ist. Weiter sind alle @; grosser als Null.
Man bilde dann die Polygone (p, ¢:(z)) fiir F(x). Da nun ¢;(6) durch

hi, mg

Y, teilbar ist, folgt nach Satz 26 (a), dass es in dem Hauptpolygone (p, @:(x))

sicher eine Seite mit der Neigungszahl

hj. m;

, (i=1, 2,... ) (e4)
eJlmi

gibt. Da weiter hj, m, 2u 6, m, relativ prim ist, muss diese Seite eine Projektion
auf die X-Achse besitzen, deren Linge ein Multiplum von e;, n, ist, also etwa
&,m;- €,m;. Da weiter keine andere Neigungszahlen als (24) vorkommen kénnen,

da sonst @;(f) nach dem eben zitierten Satze auch durch andere Primidealteiler
von p als

Dl,mi, 1)2,mz~ L pri,mi

teilbar wiirde, so muss nach (23) die Gesamtprojektion des Hauptpolygones (p, @: ()
auf die X-Achse gleich a; sein, folglich

Zej,mi €, mi::ai’
=1

und daraus folgt

=1

s s 7L
Za,-. m,-:Z my Z &, m; - €, m;- (z5)
i=1 i= J=1
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Wenn nun F(z) den Grad N hat und q den Grad von Q(xz) bedeutet, so ist
nach (23)

]
N=q+2a;m¢,
i=1

und die Gleichung (25) ergibt dann

N=g+ 2 m D ejm &, m (26)

=1  j=1

Da aber nach (21)

Ni)=p =
so ist
2 i
ZmZem
Np=p—" =
also

s 4]
n= 2 me 2 ej, mg
i=1 i=1
und folglich, da &, m, =1,
& 43 8 i
m; Zsj,mi .ej,m,-g z m; Zej.m‘=72,
j=1 i=1 i=1 =1

wo das Gleichheitszeichen nur dann richtig ist, wenn alle & n,=1 sind. Daunn
ergibt sich aus (26)

Nzg+n,
und da N = vorausgesetzt werden kann, erhiilt man ¢=o0 und
D D&, my - €, m=n,
=1 j=1

also alle &, m;=1. F(x) wird also irreducsbel und vom Grade n.
Aus ¢g=o0 folgt @(x)=1 und daher

Fl)=g,(@)". @@ ... @:(2)% (mod p).
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Da immer ¢, m,;=1 ist, wird weiter das Polygon (p, ¢:(x)) aus r; Seiten be-
stehen, welche die Projektionen

€, myy €2,myy - o - e’i-""i
auf die X-Achse besitzen, wihrend die Projektionen auf die Y-Achse gleich
hl, My hﬂ, Mgy « v o hf{, my

sind. Da ¢, m, 20 hj, », relativ prim ist, werden die Faktoren aller Seiten sicher
fiir diese Seiten irreduzibel, und kénnen daher keine mehrfachen Primfunktionen
fiir diese Seiten enthalten.

Die Gleichung F{x)=o0 ist folglich reguldr tn Bezug auf p.

Man sieht weiter ein, dass man immer eine solche regulire Gleichung des
Korpers bestimmen kann, dass die Faktoren der Seiten alle irreduzibel sind.
x
)
auch so wiihlen, dass der Faktor dieser Seite von der Form

o)+ Q) . p*

wird, wo Q(z) ein Polynom von hichstens (m—1)t™ Grade ist.

Wenn eine Seite die Neigungszahl > hat, so kann man die regulire Gleichung

§ 4

Man kann folglich immer fiir die Untersuchung eines algebraischen Kérpers
eine regulire Gleichung in Bezug auf die Primzah! p zu Grunde legen, und in
diesem Falle gestaltet sich die Bestimmung der Eigenschaften der Primzahl p
besonders einfach.

Wenn die Primfunktionzerlegung der reguliren Gleichung f(x)=o durch (3)
gegeben ist, so gibt (4) eine Idealzerlegung von p an. Wenn weiter durch (8)
die Primfunktionzerlegung des Faktors der s*® Seite in der Entwicklung (p, ¢ ()
von f(x) gegeben ist, so hat das Ideal a die Primidealzerlegung

a= (.00 B O B DY,

wo der Grad des Primideals pfY gleich m . & ist.
Durch das Dedekindsche Kriterium*® kann man immer bestimmen, wann eine

¢ DEDEKIND, R.: Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie
der hoheren Kongruenzen. Gottinger Abhandlungen. 1878. § 2.
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vorgelegte Primzahl p ein Teiler der Korperdiskriminante, aber kein Teiler des
Index ist. Unter Anwendung von Polygonen kann man das Dedekindsche Kri-
terium folgendermassen aunssprechen:

A. Die Primzahl p ist ein Teiler der Korperdiskriminante, aber kein Teiler
des Index dann und nur dann, wenn alle Polygone (p, g (2)) von f(x) geradlinig sind
und fir diese Geraden entweder hy=1 oder l;=1 ist.

Wenn die Gleichung f(xr)=o in Bezug auf p regulir ist, kann man auch
ein einfaches Kriterium fiir Indexteiler angeben. Soll ndmlich p ein Teiler des
Index, aber kein Teiler der Korperdiskriminante sein, so kann in der Primideal-
zerlegung von p kein Primidealteiler mehrfach vorkommen. Folglich miissen alle

A; gleich 1 sein, und daher sind alle Neigungszahlen -[h' ganz.
i

Man kann daher den folgenden Satz aussprechen:
B. Wenn f(x)=o0 eine regulire Gleichung in Bezug auf p ist, so ist die
Primzahl p dann und nur dann ein Teiler des Index, aber kein Teiler der Korper-

diskriminante, wenn in siémtlichen Polygonen (p,p(x)) alle Neigungszahlen hz" ganz sind.

Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dass in der Primfunktionzerlegung (3)
von f(x) mehrfache Primfunktionfaktoren (mod p) vorkommen, d. h. dass die
Primzahl p ein Teiler der Diskriminante der Gleichung f(z)=o0 ist.

Wenn f(x) nicht regulir ist, so ist die Ganzzahligkeit aller Neigungszahlen

h zwar eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung dafiir, dass p ein

Teiler des Index, aber kein Teiler der Korperdiskriminante ist.

Wenn f(x) regulir und die Primzahl p ein Teiler der Diskriminante von
f(z) ist, und keiner der Fille A oder B eintritt, so ist die Primzahl p ein
gemeinsamer Teiler des Index und der Korperdiskriminante.



