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La plupar~ de rues premiers M~moires se rapportent g l'Analyse infinib6- 

simale e~ g la G6om6trie: j 'ai 6t6 ensuite amen6, par rues fonctions de Pro- 

fesseur de m6canique g la Sorbonne, ~ m'occuper de M6canique rationneUe. 

J 'ai toujours eu peu de gout pour le dgveloppemeut des th6ories g6n6rales 

et j 'ai plut6t recherch6 les questions pr6cises et limit6es pouvant ouvrir des 

voles nouvelles. Faut-il approuver ou critiquer ceL~e disposition d'esprit 

traiter de pr6f6renee un cas particulier simple e t a  en laisser de cbt6 la g6n6- 

ralisation? Quoiqu'il en soit, on reconnaltra, dans ce qui suit, bien des exemples 

de cette tendance. I2 e n e s t  r6sult6 que je me suis occup6 de sujets vari6s qu'il 

est parfois difficile de ramener ~ u n  m6me point de rue. J'exposerai d'abord 

les travaux d'Analyse, puis ceux de G6om6trie, enfin ceux de M6canique. II 

m'arrivera de citer des noms de math6maticiens qui ont trait6 ou continu6 eer- 

taines th6ories. Mais que les auteurs non cit6s me pardonnent; je ne puis faire 

de cet expos6 une histmire des questions qui sont trait6es. 

Analyse math6matique. 

En analyse, je me suis oceup6 de la th6orie g6n6rale des fonctions d'une 

variable complexe, en parficulier des fonctions uniformes sur une surface de Riemann 

avee ou sans eoupures, des applications g quelques fonctions par~ieuli~res telles 

que les fonctions e]liptiques, les fonctions eul6riennes et analogues, les fonctions 

p6riodiques g6n6rales, puis de la th~orie des 6quations diff~rentielles taut  au 

point de rue  des propri6t~s des int6grales que de la formation et de la signification 

des invariants; j 'ai donn6 les premiers exemples de la d6termination d'une singu- 

larit6 d'une fonction d'apr~s son d6veloppement en s6rie enti~re; enfin j 'ai 6tudi6 

quelques d6veloppements en s6rie particuliers conduisant g des suites de poly- 

nomes dont l'une a servi de base ~ d'importants travaux de ~f. Pincherle. 

Bans leurs recherches snr les polynomes 61eetrosph6riques, MM. Guillet et 

Aubert t o n t  renconkr6 des s6ries proc6dant suivant les inverses de polynomes 

donn6s. Je me suis propos6 d'6tudier, d'une fa~on g6n6rale, ce genre de d6ve- 

loppements dans divers articles. 

t Uom~tea re~u, ,  t. I55, x912, p. 139, 2o4, 7o8, 820. 
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Je me suis attach6 ~ franchir, sur certains points, le passage difficile entre 

la th6orie des fonctions d'une variable et celle des fonctions de deux ou plusieurs 

variables; c 'est  g cet ordre d'id6es qu'il faut rappor~er la d6couverte des fonctions 

hyperg6om6trique de deux variables et des 6quations aux d6riv6es partielles cor- 

respondantes, l'6tude des polynomes qui s'y rattachent et leur application au 

calcul approeh6 des int~grales doubles; la th~orie des fonctions m6romorphes 

quadruplement p6riodiques de deux variables et leur expression directe par des 

quotients de fonctions (9; la th6orie des fonctions m6romorphes de deux variables 

trois ou deux paires de p6riodes; l'6tude des fonctions de deux variables 

quadruplement p~riodiques de troisi~me esp~ce avec des singularit6s essentielles; 

la d6termination des coefficients des d6veloppements des fonctions ab61iennes 

en s6ries trigonom6triques par des int6grales de fonctions g multiplicateur; 

l'indication d'une m6thode pour poser le probl~me de l'inversion des int6grales 

doubles; l'6tude des fonctions harmoniques de trois variables r6elles, la classification 

de leurs singularit6s, l'extension du th6or~me de M. Mittag-Leffler gces fonctions; 

l'application des th6or~mes g~n6raux aux fonctions harmoniques adme~ant un, 

deux ou trois groupes de p~riodes; les d~veloppements en s6ries trigonom6triques 

de ces derni~res fonctions dont les applications sont nombreuses en physique 

math6matique; la g6n6ralisation des polynomes d'Hermite et de Didon; la 

d6finition des polynomes de Bernoulli ~ deux variables et enfin l'introduction 

des fonctions de Bessel g plusieurs variables. Ces m6thodes et ces r6sultats quoique 

exposes pour des fonctions de deux ou trois variables peuvent ~tre 6tendus g 

des fonct~ions d'un nombre queleonque de variables. 

Entrons maintenant dans quelques d6tails. 

Th6orie des fonctions d'une variable. 

D~veloppements en s~rie d'une fonction holomorphe dans une aire limit~e 

par des arcs de cercle. - -  Le th6or6me de Cauchy donne le d6veloppement en 

s~rie enti~re d'une fonction holomorphe dans l'int6rieur d'un cercle; celui de 

Laurent, le d6veloppement d'une fonction holomorphe dans l'aire comprise entre 

deux circonf6rences concentriques. Je consid6re (z 5, z6, z7) 1, d'une manibre g6n6- 

rale, une aire S limit6e par des arcs de cercle tournant tous leurs convexit6s vers 

I Les num6ros plae6s entre parenth6ses correspondent ~ I~ table bibliographique plac6e ~ la 
fin de cette Notice. 
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l'int6rieur de l'aire, et ayant pour centres respectifs les points th, a~ . . . .  , a,,, et 

je ddmontre que route fonetion f ( x )  holomorphe dens eette sire est d6veloppable 

en une s6rie de la forme 

~=, ,=| A(k) 
k ~ l  ~ 1  

convergente en t o u s l e s  points de l'aire. Mais cede s6rie a, de plus, la propri6t6 

suivante: elle converge encore en t o u s l e s  points de l'aire ind6finie situ6e 

l'extgrieur de tousles eereles, et sa somme est alors dgale fe zdro. Voil~ done un 

ddveloppement qui est convergent en deux parties du plan sdpardes l'une de l'autre, 

et qui, dens une des parties, a pour somme f ( x )  et dans l 'autre zdro. C'est 

Weierstrass qui a signald le premier ce fair singuMer sur un exemple qui se pr& 

sente dans la thdorie des fonctions elliptiques; apr~s lui, Tannery en a donnd an 

exemple beaucoup plus simple. On voit que notre mdthode, trds gdndrale, permet 

de reprdsenter route fonction analytique uniforme par un d~veloppement de ce 

genre, dans une sire choisie convenablement. Par  exemple, la sdrie (z7) 

n ~  
n = = sin - -  

~,=1 ne  5 ( I - U X ) " + ( I + i x ) " + ( z + x ) " + ( I - - i x ) "  

a pour somme I dens une partie du plan et z6ro dans l'autre. On conclut de 

lg un moyen de former une s6rie de fractions rationneUes, convergente dens 

plusieurs aires s6par6es, et repr6sentant line fonction f l  (x) clans une des aires, 

une autre fonction f2 (x) dens une autre des aires, et ainsi de suite, de sorte que, 

dens chaeune des aires, la s6rie repr6sente une fonction diff6rente. On peut faire 

(18), sur lea d6veloppements de ce genre, cede remarque que, s/ les eereles ~imi- 

tant l'aire S n'ont auasn point eommun, le ddveloppement en s&ie, par notre nu!thode, 

n'est possible que d'une manibre; c'est ce qui arrive dans les th6or~mes de Cauchy 

et Laurent; si, au eontraire, deux as plusieurs de ees eercles se coupent as seule- 

ment se taschent, le d2veloppement est possible d'une infinit~ de manibres. Par 

exemple, si le cercle de centre a x a  un point commun avec un autre cercle limite, 

on peut prendre arbitrairement terrains des coefficients correspondents eu nombre 

aussi grand qu'on le veut. 

I1 est possible de g6n6raliser consid~rablement ces r6sultats et de former le 

dgveloppement d'une fonction f (x) ,  holomorphe dans l'aire S limit~e par des ares 
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de cercles de centres a~, a ~ , . . . ,  a , ,  en s~rie de la forme 

k=l ~=o d x ~ 
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off ~p (x) d6signe une fonction uniforme donn6e qui a pour pSle simple le point 

x = o ,  et qui poss~de d'autres p61es quelconques en nombre fini ou infini. En 

gdn~ral, ce d6veloppement est encore convergent dans des aires autres que S, et 

repr~sente dans ces aires des fonctions enti~rement diff~rentes de f (x) :  j 'examine 

les divers cas qui peuvent se pr6senter, et dont la discussion ne saurait trouver 

place ici. Je  me borne s dire que des cas particuliers dignes d'int4r~t sont ceux 
H' (x) 

qui consistent & prendre pour ~ (x) Ia fonction cot x ou Z (x) = ~ �9 

J 'a i  form6 par un proc~d6 analogue des d6veloppements en s4rie, propres 

repr6senter une fonction holomorphe dans une aire Hmit6e par des arcs d'ellipse 

et, comme cas limite, par des segments de droites. J 'en conchs  une forme de 

d6veloppement en s6rie pouvant repr4senter, pour toutes les valeurs de la variable, 
l'int6grale g6n6rale d'une 6quation diff6rentielle lin6aire dont les coefficients sont 

uniformes et ont un nombre fini de points singuliers; car cet~e int~grale est holo- 

morphe & l'ext6rieur d'un contour ferm6 inSn~ment rapproch4 de la ligne bris6e 

obtenue en joignant par des droRes les points singuliers dans un ordre quelconque. 

Fonctions d'un point analytique. - -  Le c616bre M6moire de Weierstrass sur 

les fonctions analytiques uniformes (M~moires de l'Acad~mie de Berlin, 1876) a 

6t6 le point de d6part d'un grand hombre de travaux sur la th6orie des fonctions. 

Je  me suis propos6 (2, 3) de traiter, suivant les id6es de Weierstrass, la 

th6orie des fonefions uniformes d'un point analytique: voici ce que l'on entend par 

cette dgnomination. Soit F (x ,  y ) = o  une 6quation alg6brique irrSductible reprg 

sentant une courbe d'ordre m e t  de genre p; on appelle point analytique (x, y) 
le syst6me des deux nombres form6 par une valeur quelconque attribu6e ~ x et 

par une des m valeurs correspondantes de y. Une fonction de la variable x sera 

dire fonetion uniforme du point analytique (x, y) si cette fonction n'a qu'une valeur 
en chaque point (x, y); telle serait, par exemple, une fonction rationneUe de x eL 

y. Si Yon convient, avec Riemann, de repr6senter le point (x, y) par un point 

d'une surface compos6e de m feuillets superpos6s, la fonction sera uniforme sur 

eerie surface. $'6tends d'abord s ees fonetions la notion de p61es et de points 

singuliers essentiels, puis je donne l'expression g6n6rale d'une de ces fonctions 
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avec un nombre fini de points singuliers, pSles ou points singuliers essentiels. 

L'616ment analytique ~. l 'aide duquel nous exprimons ces fonctions est l'int~grale 
abdlienne normale de seeonde esT~ee attach6e ~ la courbe F ( x ,  y)=o.  C e d e  intd- 

grale est, eomme l'on sait, nne fonction du point analytique (x, y) finie partout, 

except6 en un point x = ~ ,  Y=*1 off eUe devient infinie du premier ordre avec un 

r6sidu 6gal ~ l'unR~; je la d6signe par Z(~, 7), en met*ant ainsi en 6videnee le 

point (~, ~) off elle devient infinie. Cette fonction Z(~, 7) est une fonction ration- 
nelle du param~tre (~, 7) ayant pour p61es les points critiques et les points (x,y) 

et (xo,y0), ces derniers avee des r6sidus - - I  et + i ,  comme il r6sulte du th6or~me 

sur l '6change du param~re  et de l 'argument  dans les int6grales de t-roisi~me 

I I 
esp~ee. EUe joue, dans ce~te th6orie, le m~me r61e que la fonction 

dans la th6orie des fonctions uniformes de x. Ainsi l'expression g6n6rale d'une 

fonction f ( x ,  y), ayant le seul point singulier (a, b), est 

f ( x , y ) = f ( x o ,  yo)+~.~ 1.2.  -- i )  Z('-l)(a'b)' 

off Z ~-11 (~, 7) d6signe la d6riv6e d'ordre (v--I) de Z(~, 7) par rappor~ g ~, et 

ceL~e expression est enti~rement analogue ~. l 'expression 

~ ao 

f (Xo) + A, 
,=1 . 2 . - - ( , , - - , )  

\ x - - a  Xo-- a 
d a ~ - 1  

d'une fonetion uniforme f ( x )  ayant le seul point singulier a. Comme daus la 

th~orie de Weierstrass, une fonc~ion f ( x ,  y) ayant  plusieurs points singuliers est 

la somme de plusieurs expressions analogues ~ la pr6c6dente. 

I1 y a cependant en~e  les deux theories une diff6renee considerable qu'il 

impor~e de signaler en peu de roots: c'est que, dans les expressions que donne 

WeiersLTass pour les fonctions uniformes d'une variable x, les coefficients des sdries 
sont arbitraires, tandis que, dans les expressions des fonctions uniformes d 'un 

point analytique (x, y), les eoeffieients des sdries sont assujettis ~ v6rifier ~ relations 
qu'il serait ~rop long d' indiquer ici. 

Nos formules se d6duisent ~out~s par nn proe6d6 uniforlne du tJa~or~me 

suivant: 
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Si l'on forme, d'une part, la somme des r~sidus dune fonction uniforme d'un 

point analytique ayant un hombre fini de points ainguliers et, d'autre part, la somme 

des coefficients de x -~ dans les ddveloppements des m ddterminations de la fonction 

au voisinage du point ~ ,  ees deux sommes sont ~gales. 

Passant ensuite ~ l%tude des fonctions qui ont une infinit~ de points sin- 

guliers, je d~montre g~ leur ~gard un th6or&me qui est la g~n~ralisation de celui 

de M. Mittag-Leffler et qui permet de former une fonotion uniforme du point ana- 

lytique (x, y) n'ayant d'autre point singulier essentiel que le point (a, b) et admettant, 

pour p~les, lea points (a,, b,), avec des parties principales donn~es d'avanee, le point 

(a~, b,) $tant assujetti ~ tendre vers (a, b) quand ~ ero$t ind$finiment. Comme je 

l'ai appris depuis par ]ff. Mittag-Leffler, ce th6or~me avait dr6 trouv6, mais non 

publi6, par Weierstrass, avec qui je suis tr~s honor6 de m'6tre reneontr6 snr ce 

point. J'6tends, de m6me, aux fonetions d'tm point analytique, la m6thode de 

d~eomposition en facteurs primaires que Weierstrass a indiqu6e pour former une 

fonction uuiforme avee des z6ros donn6s, et je suis conduit ~ rexpression g6n6- 

rule d'mae fonction d'un point analytique admetCant un seul point singulier essen- 

tiel et des z6ros en nombre infiui se rapprochant ind6finiment de ce point essen- 

tiel. Ces th6or~mes g6n6raux sur les fonctions uniformes d'un point an~.lytique 

(x, y) conduisent, duns le cas partieulier off le genre p est 6gal ~ l'uuit6, ~ des 

th6or~mes sur les fonctions uniformes doublement p6riodiques. On peut alors 

exprimer x et y par des fonetions ellip~iques d'un param&tre u, de sorte qne 

toute fonetion uniforme du point (x, y) devienne fonetion uuiforme de u, et r6ci- 

proquemenr On arrive ainsi ~ 6tendre les th6or~mes de ~[M. WeiersCrass et 

MitCag-Leffler aux fonetions doublement p6riodiques ~ points singuiiers essentiels 

dont MM. ttermite t et Pieard ~ ont donn6 des expressions g6n6ra~es. 

La formule c61~bre connue sons le nora d'int~grale de Cauchy peut, de 1~. 

fa~on suiv~.nte (2, 3), 6ire 6tendue aux fonetions d'tm point a~a~.iy~ique: 

Tra~ons sur l'un des feuillets d'une surface de Riemann une courbe fermde C 

qui ne comprend dans son int~rieur aucun point de ramification de la surface; soient 

f ( x ,  y) une fonction du point analytique (x, y) uniforme et rdguli~'e sur toute la 

portion de la surface de l~iemann ext~rieure ~ C, et (x, y), (xo, Yo) deux points de 

cette portion de surface, on a 

1 Cours profess~ h la Facultd des Sciences. 
2 Comptes rendus, novembre x879. 
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Z (~, ~) f(~, ~) d ~, 

l'intdgrale dtant prise le long de la courbe C. 

On d6duit de ee t~  formule des d6veloppements en s~rie pour les fonetions 

d'un point (x, y) holomorphes dans une aire limit6e par des arcs de cereles, ana- 

logues ~ eeux que j 'ai donn6s (15) pour les fonctions uniformes sur une portion 

de plan. Lorsque le genre i0----1, on obCient une formule digne d 'a~ention rela- 

tive aux fonctions ~ deux p6riodes. 

D6veloppements en s~rie suivaut les inverses de polynomes donn6s. Con- 

sid6rons une suite donn6e de polynomes (so, 2I, 22, 23) 

/~ (~),/ ' ,  ( ~ ) , . . . , / ' ,  (~) 

d'un degr6 marqu6 par l'indiee, dans lesquels le coefficient de la plus haute 

puissance de x est 6gal ~ l'unit& Les racines du polynome P~ (x) sont suppos6es, 

quel que soit n, ~ l'int~rieur d'un cercle fixe de centre 0 et de rayon d6termin6 

R; autrement dit, ces racines, r6elles ou complexes, ont leurs modules inf4rieurs 

R. On a, des lors, pour Ix  I > / ~ ,  

P . ( x ) = ~  ~+ + ~~  + ' '  ' 

s6rie convergence. Soit, d'autre part, 

une fonction d6velopp6e en s6rie suivant les puissances positives de i_ ~. l'ext~i- 
x 

rieur du eerele R. 

On pourra, par la m6thode des coefficients ind6termin~s, calculer les coeffici- 

ents a, du d6veloppement 

a I a~ an  

(~) f ( ~ ) -  t,1 (~) + ,_'-,,~,~--~ + . . .  + ~_~j~ + . . .  

I 
en ordonnant les deux membres suivant les puissances de - . 

x 
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Ce d~veloppement n'est possible que d'une mani~re. 

th~or~me de Cauchy, il est utile de connai~re le dgveloppement de 

Posons alors 

" y  = + + + . . . ,  

Pour l'application du 

I 
, avec x ~ y  

les Pn grant dorm,s, 

pr~c~dente en ~crivant 

et calculons les coefficients Q~ par la m~thode g~n~rale 

i = x +  y y~ 
x - y  x ~ + ~ + ;  

on tvouve Qo=i  et Yon voit que Q, est un polynome de degr4 ~ en y, que nous 

dgsignerons par Q, (y), dont le terme de degrd le plus ~lev~ est y ' ;  les r~sultats 

obtenus pour le calcul des Q, (y) peuvent ~tre r~sum~s dans le th~or~me suivant. 

L'intdgrale 

, ~ f Q~(x) d x, I~= ~ ~ ~.+~(~) 
c 

~rise le long de la circonf&enee G dans le sens ~ositif, est @ale ~ g&o si ~ n  et 
l'unit~ si v=n.  

Fonctions elliptiques. 

Th6orie gdn~rale. - -  Abel et Jacobi ont repr~sent~ les fonctions elliptiques 

d'une variable x par le quotient de deux fonctions enti~res admettant chacune 

une des deux p~riodes et se reproduisant multipli~es par une exponentieUe lin~- 

aire en x quand on ajoute ~ la variable la deuxi~me p~riode. En appliquant les 

principes de la th~orie des fonetions pos~s par Weierstrass, on peut a priori, 

d'une mani~re for~ simple, arriver ~ cede expression des fonctions eUiptiques (26). 

Soit f ( x )  une fonction doublement pdriodique d'une variable se compor~ant, 

en t ous l e s  points ~ distance finie, comme une fraction rationneUe. Cede fonction 

peut, d'apr~s les rdsultats trouvds par Weierstrass, se met~re sous la forme du 

quotient de deux fonctions enti~res ~ (x) e% %0 (x) n'ayant ~as de z&os commu~s. 

Ce~te forme n'est pas unique, car on peut 4videmment multiplier le num~ra%eur 
22--24~i4. Ac~a mathcmatica. 45. Imprim6 le 27 avril 1925. 
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et le ddnominateur par une m~me fonction enti~re n'ayant Tas de zdros, c'est-&-dire 

par une exponentielle dont l'exposant est une fonction enti~re de x, e g(~). En 

disposant convenablement de cette fonetion g (x) et s 'appuyant sur d'importants 

r4sultats dus & Guichard (Annales de l'~,cole Normale, I887), on arrive & mettre 

la fonction elllptique f (x )  sous la forme du quotient de deux autres fonctions 

enti~res �9 (x) et h v(x), qui remplissent les conditions earact~ristiques des fonetions 

d 'hbel  et de Jacobi et qui peuvent, par suite, ~tre exprim~es & l'aide des fonctions O. 

Cette m~thode est importante en ce qu'elle s'~tend (56) et (58, 59) aux fonc- 

tions de deux variables ~ quatre paires de p~riodes. 

Expression nouvelle des fonctions elliptiques. - -  D'apr~s les th~or~mes 

g~ndraux de la th~orie des fonctions, on reconnalt a priori l'existence d'une in- 

finit6 de repr6sentations analytiques d'une fonction m~romorphe duns tout le plan, 
c'est-k-dire uniforme et n 'ayant  que des p61es & distance finie, ces representations 

analytiques ~tant assujetties & donner la fonction pour routes les valeurs de la 

variable. Si l'on se limi~e am: reprdsentations qui donnent la fonction sous forme 

du quotient de deux s~ries eonvergentes pour routes les valeurs de la variable, 

il existe encore une infinit~ de reprdsentations diffdrentes. Les plus simples sont: 

i ~ eelle qui donne la fonction sous forme du quotient de deux s~ries enti~res, 

par exemple celle qui donne les fonctions eUiptiques sous forme du quotient de 

fonctions O; 2 ~ celle qui donne la fonction sous forme d'nne s~rie unique mettant  

en ~vidence les p61es et les parties prineipales correspondantes, s~rie qui est 

d~finie par le th~or~me de ]~I. Mi~ag-Leflter. Plus g~n~ralement, en admettant 

que la fonetion air pour z6ros les points 

et pour p61es les points 

a l ,  a 2 ,  . . . ,  

bl, b~, . . . ,  

a v ,  . . . 

b,, �9 . . , 

on pourra la regarder comme le quotient de deux fonctions m~romorphes 

P(z) 
Q(z)' 

la fonction P (z) ayant pour z6ros une partie des points a, et pour pbles une 

partie des points b,; la fonction Q (z) ayant pour z6ros les autres points b, et 

pour pbles les autres points a,. Ges deux fonctions P e t  Q sont, d'aprbs le 

th~or~me de M. Mittag-Letfler, repr~sent~es par des s~ries convergentes daus tout 
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le plan. La seule difficult6 qui se pr4sentera et qui pourra ~tre consid4rable sera 

de calculer les coefficients des s4ries e~ surtout eeux de la pax~ie enti~re des d4ve- 

loppements. J 'ai  fair ce caleul pour les fonctions elliptiques (27) en prenant, pour 

Q (z), une fonction entibre ayant pour z6ros les pbles de la fonction situ6s dans 

une moiti6 du plan et, pour P (z), une fonction ayant pour pbles les pbles de la 

fonction situ6s dans l 'autre moiti4 du plan. Ces recherches se rattachent t~ rues 

4tudes (39) et (4o) sur les fonctions que Heine a introduites comme une g6n4- 

ralisation des fonctions eul~riennes /', et t~ des rdsultats que Poinear6 a indi- 

qu4s clans ses ]K6moires sur les invariants ari~.hm6tiques (Comptes rendus, I879, 

et Congr~s de l'Association fran~aise pour l'avancement des Sciences, Alger, I88I). 

EUes donnent les fonetions eUiptiques sous une forme nouvelle mettant  en 6vi- 

denee la double p6riodicit6 d'une mani~re diff6rente de eelle qui se pr4sente dans 

les expressions eonnues. Voici comment: l a  fonction elliptique est le quotient de 

deux s4ries P (z) et Q (z), d'une forme simple, qui aAmettent s6pax6ment lu p6riode 
/ ?~i  ) 

et se reproduisent divis4es par ~q~e ~ - -~  quand on augmente z de la deux- 

i~me p6riode w'. 

Sur un probl~me d'interpolation relatif  aux fonctions elliptiques. - -  La 

formule d'interpolation de Lagrange donne imm6diatement la solution de la 

question suivante: 

F o ~ e r  une fraction rationnelle de degr~ n dent les infinis, au nombre de n, 

sont eonnus et qui prend des valeurs donn~es pour (n+ I )  valeurs partieuli~res attri- 

b~es ~ la variable. 

Je me suis propos6 (25) de r6soudre une question analogue qui peut s'4- 

noncer ainsi: 

Former une fonetion elliptique d'ordre n dont lea infinis, situds dans un pa- 

ralldlogramme dldmentaire, sont connus et qui prend des valeurs donndes pour n 

valeurs attribudes ~ la variable. 

Ce probl~me se r4sout pax une formule enti~rement semblable ~ ceUe de 

Lagrange, avec cette diff4rence que, dans un cas particulier, le probl~me est im- 

possible ou ind4termin4. 

Sur une m6thode 41~mentaire pour obtenir les d6veloppements en s~ries 

trigonom~triques des fonctions eUiptiques. ~ Les fonctions elliptiques obtenues 

d'abord par Abel et Jacobi, sous forme d'un quotient de deux fonctions enti~res, 
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ont 6re ddveloppdes par Jacobi en s6ries trigonom6triques simples. La mdthode 

que je donne, pour obtenir les coeffcients de ces derniers d6veloppements, repose 

sur la rdsolution d'un syst~me d'dquations Hn6aires (24); eUe fournit directement 

l'expression du ~nultiplieateur et du module en produits infinis, sans que l'on soit 

oblig6 de passer par l'interm6diaire de la fonction W (q) de Jacobi. Cette m6thode 

a provoqu6 de la part de Poincar6 de profondes recherches dans lesquelles il a 

indiqu6 les conditions g6n6rales de son emploi. 

Sur les fonctions doublement p~riodiques de troisibme espbce. - -  On sait 

que Hermite appelle fonetions doublement p~riodiques de troisi~ne esT~ee des 

fonctions qui se comportent comme des fractions rationnelles pour routes les 

valeurs finies de la variable z, et se reproduisent, multipli6es par des exponen- 

tielles du premier degr6 par rapport s z, quand on augmente z de l'une ou de 

l 'autre des p6riodes o et o'. 

On peut exprimer routes ces fonctions par une exponentielle du second 

degr6 en z multipli4e par le quotient de deux produits de fonctions O ne conge- 

nant pas le mSme nombre de facteurs au num6rateur qu'au d6nominateur; elles 

se divisent donc en deux groupes: I ~ eeUes off il existe plus de fonctions O au 

d6nominateur qu'au num6rateur; 2 ~ celles off, au contraire, il existe plus de fonc- 

tions O au num6rateur. 

Pour les fonctions doublement p6riodiques de premiere et deuxi~me esp~ce, 

Hermite a indiqu6 un autre mode d'expression, inerrant en dvidence les points 

o5 ces fonctions deviennent infinies et la fa~on dent elles y deviennent infinies; 

la f o m u l e  d'Hermite, appel6e formule de d~eomposition en 616ments simples, est 

analogue s la formule de d6composition des fractions rationnelles en fractions 

simples et est, eomme ce i~  derni~re formule, de la plus haute importance pour 

l 'int6gration et le d6veloppement en s6rie des fonetions de premiere et seconde 

esp~ce. 

Pour les fonctions doublement p6riodiques de troisi~me esp~ce, il n'existait 

pas de formule analogue: la difficult6 ~tait de trouver la nouveUe fonction devant 

servir d'616ment de d6composition. C'est cette fonction que j 'ai r6ussi ~ former 

(28 k 33); ici, je demande la permission de citer, dans le Trait~ des fonctions 
elliptiques du regretf~ Halphen, un passage auquel le sentiment de rive sympathie 

que j 'ai toujours eu pour l 'auteur me f a r  attacher le plus grand prix: r 

Chapi~e XII I ,  nous avons trouv6 les d6veloppements de plusieurs fonetions de 

troisibme esp~ce, les inverses des fonctions a, les inverses de leurs produits deux 
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deux. Ces d6veloppements et beaucoup d'autres analogues avaient 6t6 form6s 

par 1~I. Biehler dans une th~se remarquable, dont on doit recomm~.uder l'6tude~; 

mais c'est 1K. Appell qui, en cr~ant le nouvel 61~ment simple, a conduit cette 

partie de la th6orie au plus haut  degr6 de perfection.~) Cet 616ment simple est 

une s6rie dont la composition a quelque ressemblance avec celle des fonctions 0. 
~ t o ' t  

Soient n un entier positif et q la eonstante e = , l'616ment simple est la fonction 

de deux variables ind6pendantes z et u, dgfinle par la s~rie 

v = +  oo 2 n * ~ t  

z ,  (z ,  st) = ' 

qui devient infinie routes les fois que la diff6rence z - - u  est de la forme p o J + p ' o '  

( p e t  1o' entiers). & l'aide de cet 616ment, on peut 6crire route fonction double- 

ment p6riodique de troisi~me esp~ce, sous forme d'une somme de termes ne deve- 

nant chacun infini qu'en un point du parall~logramme des p6riodes et d'une par~ie 

enti~re, s'il y a lieu. Soit une fonction de troisi~me esp~ce 2'(z) ramen6e, ce qui 

est toujours possible, s v6rifier deux relations de la forme 

2 m ~ z i  

F ( . + o , ' ) = .  ,o 

oh m d6signe un entier non nul, positif ou n6gatif. 

Si m est positif, la fonction F(z) a dans un parall61ogramme des p6riodes 

m z6ros de plus que d'infinis: en par~iculier, elle peut n'avoir que m z6ros et pas 

d'infini. Toute fonction de cette esp~ce, ayant m z~ros et pas d'infini, est une 

fonction lin6aire et homog~ne de m fonctions 

go (z),  

1/n6airement ind6pendantes. Si la fonction 2'(r devient iufiuie du premier ordre 

en p points a, b, . . . ,  l, avec les r6sidus correspondants A, B,  . . . ,  L,  on peut 

l'6crire sous la forme suivante 

E(z)~- - -Axm(a ,  z)--BZ,n(b, z) . . . . .  Lg,.(1, z)+ G(z), 

t Sur lea dJveloppements en s~ries des fonctions doublement p~riodiques de troisi~me esp~ce, 
Th~se par Ch. BIEHLleR, Gauthier-Vfllars, x879. 
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G(z) d~signant une fonction enti~re v~rifian~ les m~mes relations que F(z), c'est- 

~-dire une fonction de la forme 

~(~)=Xo go(~) + x, g,(~) +. . .  + z~_~ a~_~ (z), 

o5 les ~ sont des constantes. Les r~sidus A, B , . . .  L sont enti~rement ind& 

pendants des p51es; quant aux coefficients ~0, ~ ,  �9 �9 ~ - ~ ,  on arrive ~ les calculer 

(32), soit par la m~thode des coefficients ind~temin~s, soi~ par la consideration 

de l'int~grale 

f F(x) ~,(x, z) dx, 

prise sur le contour d'un paxall~logramme dl4mentaire. 

Si, au contraire, l 'entier appel6 m est n~gatif, m-~--/~, la fonction admet, 

dans un paraU~logramme des p4riodes, /~ in~nis de plus que de z~ros: supposons 

encore qu'elle devienne infinie du premier ordre aux points a, b , . . . ,  1 avec les 

r~sidus A, ~ ,  . . . ,  L,  on aura 

_F(g)-~Ag~(z, a)+ BZ~(z, b)+ ... + Lg~(z, /); 

les rdsidus A, B , . . . ,  L ne sont plus ind~pendants des pbles: ils sont li~s aux 

pSles par /~ relations 

Ag~(~)+Bg~(b)+ ... +Lg~q)=o, (k=o, ~, 2 , . . . ,  ~--~). 

Ces ~ relations sont d'ailleurs suffisant~s pour rendre le second membre de 

la derni~re formule de d~composition doublement p~riodique de troisi~me degr~: 

c'est ce que l'on v~rifie, en cherchant l'effet de l'addition de la seconde p~riode 

co' au premier argument de g~(z, u). 

Ainsi, et c'est 1~. une circonstance tr~s remarquable, la m~me fonction 

Zn(z, u) serf d'~l~ment de d~composition dans les deux cas: dans run  des cas, 

z e s t  la variable et u un param~tre qui coincide successivement avec les cliff,rents 

pSles; dans l'autre, c'est le premier argmnent z qui ser~ de paxam~tre e~ le 

second u de variable. 

0es r~sultats donnent imm~diatement les d~veloppements des fonctions 

doublement p~riodiques de troisi~me esp~ce en s~ries trigonom~triques (32). En 

effet, pour d~velopper une quelconque de ces fonctions en s~rie, il suffira de 
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connaltre le d6veloppement de r616ment simple. J'indique, en consequence, des 

d6veloppements en s6ries des quatre fonctions 

~.(~,u),  ~,~ z + - - , u  , ~,+ z , u +  , ~. z + - - , u +  �9 
2 

On se trouve alors en possession de m~thodes et de formules g~ndrales 

permettant de trouver facilement les d~veloppements en s6ries des fonctions 

doublement pdriodiques de troisi~me esp~ce, et comprenant, comme cas particuliers, 

les formules, si pr~cieuses pour rArithm4tique, qne Biehler a 4tablies dans 

son excellente Th~se, en suivant la voie ouverte par Hermite. Quelques-unes 

des s~ries que j'ai obtenues de cetCe fa?on on~ dt~ reproduites par Hermite dans 

tm ~[~moire insdr~ au Tome C du Journal de Crelle. Cette m~thode de ddveloppe- 

ments en sgrie permet de d~montrer une loi g4n~rale 5nonc~e par Hermite 

et v~rifi~e par Biehler sur un grand nombre d'exemples, loi qui donne nne 

propri~td arithm4tique extrSmement remarquable des coefficients des d4veloppe- 

ments en sdrie des fonctions de troisi~me esp~ce, suivant les puissances de q: 

Si l'on ddveloppe une fonction doublement p~riodique de troisi~me esTeee en une 

s~rie ordonnde par rapport aux puissances de q, on volt apparaitre dans les sinus 

et cosinus qui forment le coefficient de q4 les c o m b i n a i s o n s -  des diviseurs 
2 

eonjuguds ~ et ~' de iV; le signe + convenant au eas oi+ il y a au num$rateur m fonc- 

tions 0 de plus qu'au ddnominateur, le signe - - ,  au cas o~ il y a au ddnominateur 

m fonetiens 0 de plus qu'au numdrateur. 

L'~l~ment simple 2,(a, z), consid~r~ eomme une fonction du second argument, 

v~rifie une ~quation diff~rentielle lin~aire avec second membre dont les coefficients 

sont compos~s avec des fonctions O et leurs d~riv~es, et dont l'int~grale g~n~rale 

s'exprime ~ l'aide de fonctions O et de la fonction g,(a, ~) (1o6). 

Enfin on peut rattacher les formules de d6composition en 616ments simples 

des fonctions doublement p6riodiques de troisi~me esp~ce au th6or~me de ]Yl. 

Mittag-Leffler: dans cette application (33), les degr6s des polynomes ~ retrancher 

de la partie principale croissent ind6finiment. 

Signalons ~ eette occasion une 6tude int6ressante ~ faire: ~ savoir l'~tude 

des z~ros de la fonction 2n(Z, u). J 'ai  indiqu~ dans les Acta (43) une m~thode 

g6n6rale pour obtenir des relations entre des g,, d'indices difP6rents. 
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Fonctions partieuli~res. 

Fonctions analogues aux fonctions circulaires. - -  Lea fonctions circulaires 

se prdsentent comme formant la partie rdeUe et le coefficient de ~ dans le 

ddveloppement de e ~ - ~ ;  ce fair m'a conduit (46) ~ dtudier les trois fonctions de 

deux variables O e t  ~ qui naissent du ddveloppement de l'exponentieUe e ~~ 

off a e t  a s sont les racines cubiques de l'unitd. Les propridtds de cea fonetions 

permettent de concevoir un calcul de quantitds complexes daus l'espace, semblable 

au calcul des imaginaires dans le plan. A cette occasion, il se prdsente des 

syst~mes de trois familles de surfaces, telles que lea plans tangents en un poin~ 

commun ~ trois surfaces, appartenant respectivement aux trois famillea, forment 

un tri~dre rdgu[ier dont les ar~tes sont dgalement inclindes snr la droite ayant 

pour dquations x--~y-~z. 

Gdndra[isant ce rdsultat (47), j 'dtudie n fonctions Yl, Ys , , . . ,  Yn de (~z--z) 

variables inddpendantes x~, xs . . . .  , x~_l, satisfaisant aux dquations diffdrentielles 

dyl ~'Yz dxl  + Ys dx~ § "'" + y .  dx.~-l , 

dyz-~ys dx.~ + y~ dx.z + "" + Yl d x . - ~ ,  

�9 �9 . . . . . . .  o * . . . .  , 

dy,~-yl  dxl  + yz dxz + "'" + Y,~-I dx,~-l , 

qui constituent rextension natureUe des dquations 

d y l ~ y j  dx ,  dys-~yl dx ,  

auxqueUes satisfont les sinus et cosinus hyperboliques. Les fonctions ainsi obtenues 

admettent (n-- i)  groupea de pdriodes conjugudes et sont [ides par une relatiou 

algdbrique. 

Fonctions analogues aux fonctions euldriennes. - -  La fonction F ( x ) n e  

diff~re que par un facteur exponentiel de la [imite du produit inflnl don t  le 

n - 

terme gdndral est ~--~ne"; eUe eat fomde avec la moitid des facteurs primaires 

qui constituent la fonction sin ~x. En suivant le mode de gdndralisation employd 

pour passer des produits ini~is qui ddfinissent les fonctions circulaires aux produits 

infinis qui ddfiuissent lea fonctions elliptiques, on est amend (38)~. considdrer des 
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fonctions fortunes avee la moiti~ des facteurs primaires qui constituent la fonc- 

tion O. Ces nouveUes fonetions peuvent s'exprimer ~ l'aide de la fonction 0 

que Heine a d~couverte, en g~n~ralisant la s~rie hyperg~om~trique de Gauss. 

On a ainsi une double s~rie de fonetions: d'un ebt~, les fonetions simplement 

p~riodiques et les fonctions doublement p~riodiques, et, de l'autre, les fonctions 

eul~riennes et les fonctions de Heine. Mais, tandis qu'il n'existe pas de fonc- 

tions uniformes ~ plus de deux p~riodes, il existe des fonctions qui sont semblab- 

les ~ la fonction eul6rienne F et ~ la fonction 0 de Heine, et qui sont fortunes 

l'aide de plusieurs quantit~s imaginaires co, eol, oJ~, . . . ,  e0n, comme la fonetion 

0 est fortune avee deux quantit~s oJ, eoj. Je  m'oceupe (38--40) de l'6tude des 

principales propri~t~s de ees fonetions, puis j 'applique les plus simples d'entre 

elles ~ diff6rents probl~mes de caleul fonctionnel et ~ l'6valuation de la limite 

de eertaines s~ries et produits infinis. 

Soient ~, co~, ~ ,  . . . ,  oJ~, (n § i) quantit~s imaginaires, telles que les modules de 

soient moindres que l'unit~; la fonetion que j'~tudie est d~finie par l'~quation 

le produit ~tant ~tendu ~ tou~es les vMeurs enti~res positives ou nulles de m~, 

m~, . . . ,  m,.  J ' indique (n+ z) ~quations aux differences finies auxquelles sat isf~t  

eetCe fonetion O, des formules pour la multiplication de l 'argument x et la 

d~eomposition de eette fonetion 0 en faeteurs prim~ires. Lorsque le nombre n 

est ~gM ~ l'unitd, on retrouve les fonetions 0 de Heine. Le eas off n = z  m~rite 

une attention partieuli~re (40): en divisant la fonetion 0 ( - - x +  ~ + o~ [ ~, m~, o~) 

par la fonction 0 (x t e o, o~, o~), on obtient une fonction poss~dant les propri~t~s 

suivantes: elle a la p~riode ~, et, quand on augmente la variable x de o~ 

ou e%, eUe se reproduit mul~ipli4e par une fonction O aux p~riodes (o~, o~) 

ou aux p4riodes (~o, o~). On peut, s l'aide de cette nouvelle fonetion, exprimer 

route fonction uniforme qui admet la p~riode ~ et se reproduit multipli~e par 

une fonction elliptique aux p~riodes o~ et o~, quand on fair croltre x de o~. 

Le cas par~iculier, off les p~riodes o~- et o~ sont ~gales, avait 4t4 consid4r~ ant& 

rieurement par ]K. PicardY; j'indique, pour ce cas, une relation entre la fonction 

0 et la d~riv~e d'une fonction O par rapport ~. une ~riode. 

Comptes rendus, II mars 1878. 
23--2454.  Acta ma~h6matica. 45. Implim~! le 28 avril 1925. 
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P~riodicit6 g~n6rale. - -  Une fonction d'une variable x est p~riodique, 

lorsqu'elle ne change pas de valeur, quand on fair l'op~ration qui consiste 

~. ajouter une certaine constante ~. x; on peut se placer ~ un point de rue 

beaucoup plus g~n~ral, en consid~rant des fonctions d'une variable x qui ne 

changent pas de valeur, quand on fa~t, sur x, une operation d~termin~e ~ (x), 

par exemple quand on ~l~ve x au carrY, [~(x)-~x~l. La fonction ~ (x )~ tan t  

donn~e, pour obtenir des fonctlons poss~dant cette proprietY, je forme des 

s~ries qui, lorsqu'eUes sont convergentes, conservent la m~me somme quand 

on y remplace x par ~(x). J ' indique (35), comme exemple, les cas o~ ~(x) 

a l'une des deux valeurs x ~ ou xS--~. Me proposant ensuite (36)de  traiter 

un cas off ~(x) est une fonction transcendante, j 'ai suppos~ ~ ( x ) ~ - s i n - x ,  et, 
2 

pour simplifier le calcul, j 'ai modifi~ la m~thode g~n~rale. Cette m~thode permet 

~galement de former une fonction de x, se reproduisant multipli~e par un facteur 

~(x) donn~ d'avance, quand x se trouve remplac~ par ~(x); il suffit, pour cela, 

de multiplier ou de diviser le terme g~n~ral de rues s~ries par une esp~ce de 

factorieUe. Ces nouvelles fonctions, qui constituent une sorte de g~n~ralisation 

des fonctions p~riodiques de seconde esp~ce, se pr~sen~ent, comme je l'ai montr~ 

(~o2, ~o8, ~o9) , d a n s  l'int~gration de certaines ~quations diff~rentielles lin~aires. 

A la suite des deux Notes que j 'ai publi~es snr ces fonctions, M. Rausenberger 

a fair une ~tude de la ~riodicit~ gdndrale dans les Matematisehe Annalen, de 

l'ann~e ~88I. 

S~ries et polyn6mes. D~termination de la nature d'une singularit~ d'une 

fonction d~flnie par une s~rie entibre. - -  On salt quel d~veloppement ont pris, dans 

ces derniers temps, les recherches sur la d~termination des singularit~s des fonc- 

tions d~finies par des d~veloppement en s~ries de puissances. Je  crois avoir donn~ 

les premiers exemples de d~termlnations de ce genre. 

Soit une s~rie ordonn~e suivant les puissances positives croissantes d'une 

variable x.  Cette variable ~tant r~elle et les coefficients de la s6rie Stant positifs 

partir d'un certain rang, la s~rie, convergente pour de petites valeurs de x, 

deviendra divergente quand x tendra, en croissant, vers une certaine limi~e qu'on 

peut toujours ramener ~. ~tre l'unit~, ~. moins que la sSrie ne converge pour 

routes les valeurs de la variable. La question qui se pose alors est de savoir de 

quelle fa~on la fonction d~finie par la s~rie devient infiuie pour x~- I .  J e  r~sous 

cette question (8), en supposant que le produit du coefficient de x n par une cer- 
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taiue puissance de n t e n d e v e r s  une limite pour n infini: dans cette hypoth~se, 

la fonction devient infinie comme une puissance n~gative de I--X, ou comme 

- - l o g ( z - - x ) ,  dans un cas par~iculier. Ce tJa~or~ne, qui peut 6tre utile pour 

trouver la somme de la s~rie dans le voisinage de la valeur critique i ,  est un 

cas par~iculier d'une proposition que j 'ai indiqu~e post~rieurement (iz) et qui 

donne la limite du rapport de deux s6ries divergentes pour lesquelles le rapport 

des termes g~n6raux tend vers une limite: Soient deux s~ries f ( x ) ~ - ~ u ~ x  ~, 

~o(x)=2~v~x ~ clans lesquelles les coefficients u~ et v~ finissent ~ar rester 2~ositifs et 

qui sont eonvergentes ~our x < I  et divergentes ~our x = I ,  si le ral~port u2 tend vers 
vn 

.f(x) tend vers eette m~me une limite quand n augmente ind$finiment, le rapport 

limite quand x tend vers l'unit~. 

Sommation de certaines s6ries. - - I 1  existe deux classes ~tendues de s~ries 

et de produits convergents dont on peut ~valuer les limites ~ l'aide de transcen- 

dantes connues (37). Ce sont: z ~ les s6ries et les produits convergents dont le 

terme g~n~ral est une fonction ratlonnelle du rang n; leurs limites s'expriment 

l'aide de la fonction F et de ses d6riv~es; 2 ~ les s~ries et les produits conver- 

gents dont le terme g~n~ral, de rang n, est une fonction rationneUe de q~, q 

d~signant une constante dont le module est different de l'unit6; leurs limites 

s'expriment au moyen de la fonction 0 de Heine et de sa d6riv~e. Je  montre, 

en outre (40), que ces m~mes transcendantes perme~ent de r~soudre cer~ains pro- 

blames de calcul fonctionnel. 

PolynSmes et op6rations f o n c t i o n n e l l e s . -  Cer~ains polynSmes, ceux de 

Legendre par exemple, s'offrent comme formant les coefficients du d~veloppement 

d'une fonction g~n~rat~ice suivant les puissances d'une variable. J 'a i  ~tudi~ (I4) 

h ~ 
les polyn6mes P ,  qui forment les coefficients de dans le d6veloppement 

I .2 ...~ 

de f (h )e  hx suivant les puissances positives de h , f (h )  d~signant une fonction quel- 

conque de h d~veloppable en s~rie enti~re. Ces polyn6mes partagent, avec la 

fonetion x", eerie propri6t6 que la d~riv~e de run  d'en~re eux est ~gale au pre- 

cedent multlpli~ par le degr6 n. Si la fonction f (h ) sa t i s fa i t  ~ une ~quation 

diff~rentielle lin~aire ~ coefficients rationnels, les polyn6mes correspondants saris- 

font ~ des ~quations ~ff~rentielles de m~me nature dont j 'indique le mode de 
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formation. Les d~veloppements en s~rie proe~dant suivant ces polynbmes ont 

~t~ ~tudi~s par Halphen x, ~. la suite d'un dSveloppement particuHer indiqu4 par 

L~auf~ ' (I3, ~4)- 
A cet~e occasion je d~finis une operation fonctionneUe consistent ~. remplacer 

dans une s~rie ou un polynSme ~ u~ x ~ la puissance x ~ par le polynbme Pn. Cette 

opgration joue un rble fundamental dans les belles recherches de M. Pincherle 

(Acta mathematica, t. xo). 

Autres polyn6mes. - -  Signalons encore I ~ Ice polynSmes en a qui forment les 
1 

coefficients des puissances de x dans le d~veloppement de e - a  (I + a x) ~ en s~rie enti~re 

(I2); ces polynSmes sont li~s ~ la somme des produits des n premiers entiers p ~i0; 

2 ~ certains polynbmes (92) naissant de la s~rie hyperg~om~trique du second ordre 

une variable ind~pendante; 3 ~ les polynbmes de Bernoulli qui expriment, pour des 

valeurs enti~res de la variable, la somme des puissances semblables des n premiers 

entiers (x35); faisant, ~ ces polynbmes, rapplication d'une m~thode donn~e par 

Darboux s, j ' indique leurs expressions approch~es quand leur degr~ est tr~s 

grand; j'~tudie ensuite (I38) les d~veloppements en s~rie proc~dant suivant ces 

polynbmes, d~veloppements qui pr~sen~ent des particularif~s curieuses; c'est ainsi 

que, pour (~--z)- l ,  il existe un d~veloppement qui converge seulement pour des 

valeurs enti~re~ de x; 4 ~ des polynbmes ~ une et ~ deux variables (I39) analogues 

aux polynbmes de Legendre et aux polynbmes d'Hermite. 

Fractions continues. - -  Une note (I34) contient l'expression g~n~rale de la 

r~duite de rang n d'une fraction continue p~riodique au moyen des racines de 

l'unit~. 

Dans uue autre publication (I35), (x36 biB) j'ai mon~r~ comment on peut rat~a- 

chef un nombre complexe ~. des fractions continues ~. termes r~els, nof~mment 

la fraction 
a 

I (~tplfe~ rends, t. XCI~, p. 78I et 823; Bulletin des $eiences math~matiques etastronomi- 
qttes, 2 me s~rie, t. V, p. 462. 

I ~omptes rendus, t. XC, p. x4o4. 
* Journal de Mat~matiques, 3 me 8t~rie, t. IV, p. 5 et 377; I877. 
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off b eL a sont des hombres r~els e~ positifs tels que 

181 

b~- -4a<o .  

O~ est conduit ~ a~tribuer ~ la fraction une valeur complexe f donn6e par 

b a 

La fraction continue consid$rde est une fraction de StielLjes, de la forme 

partieuli~re 

b+~ 
b z .+- - -  

I 
b - 4 - ~  

b z +  " .  

Si l'on suppose b r6el e~ positif, ~ complexe, eette fraction est convergente 

I 
et d6fini~ une fonction ~(~). Pour z--------, elle se r6duit ~ la fraction propos6e a 

qui es~ flivergente. Mais si la variable complexe z tend vers la valeur r6elle 

n6gative - -~ ,  la fonction ~(z) tend vers I'une des deux racines complexes x ou 
a 

i 
y de l'6quation en jr, la limlte 6rant x ou y suivan~ que z tend vers - - -  par des 

a 

valeurs complexes situ6es au dessus ou au dessous de l'axe des quantit~s r6elles. 

Les deux valeurs complexes de �9 qu'on est conduit ~ ratf~cher ~ la  fraction 

propos6 ~r termes r6els sont, d'apr6s eela, les deux limites vers lesquelles tend ~0(z) 

I 
quand z tend vers - - -  de la fagon indiqu6e. a 

J 'a i  6t6 amen6 (I37) ~ g6n6raliser les d6veloppements 616men~aires en 

fractions continues, en consid6rant des d6veloppements qui se rattaehent ~ la 

recherche de la racine n lbrae d'un nombre ~ une unit6 pros, comme les fracLions 

continues des 616ments se rattachen~ ~ la d6termination d'un hombre ~ une unit6 

pr6s (n~I) .  Ces recherches ont 6t4 ~tendues e~ c o m p l ~ e s  par M. ArInand Cahen 
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Fonctions et int6grales ab~liennes. Fonctions p~riodiques de plusieurs 
variables. Int~grales de fonctions ~ multiplicateurs. 

En I885, le Journal  Acta mathematica annongait, dans les termes suivan~s, 

l'ouver~3~e d'un concours interna~onal. 

~Sa Majest~ Oscar II ,  d~sireux de donner nne nouvelle preuve de l'int~r~t 

qu'Elle porte s l'avancemen~ des Sciences math~matiques, int~r~t qu'EUe s d~js 

t~moign~ en encourageant la publication du Journal: Acta mathematics, qui se 

~rouve sous Son auguste protection, a r~solu de d~eerner, le 2I jsnvier I889, 

soixan~i~me anulversaire de Sa naissance, un prix ~ une d~couver~e impor~n~e 

dans le domaine de rAnalyse msth~mstique sup~rieure. . .~ 

~Sa Majest~ a daign~ eonfier le soin de r~aliser Ses intentious ~ une 

Commission de trois membres: 3K. Carl V~reiers~rass ~ Berlin, M. Charles Hermite 

Paris, ~I. GSsts Mi~sg-Leffler s Stockholm...~? 

C'est ~ ce concours que j 'envoyai nn M6moire Sur lea int~gralea des fone- 

tions ~ mult,~licateurs et lea d~velop~ements des fonetions ab~liennea en s$ries 

trigonomdtriquea. On ~rouvera dans le tome I3 des Acts mathematica un rappor~ 

d6taill6 d'Hermite sur ce M6moire. Voici le r6sum6 des questions qui y sont 

~ i t 6e s .  

On connalt l'int6r~t que pr6sentent rant pour l'analyse que pour l'arithm6- 

tique les dgveloppements des fonctions doublement p~riodiques en s6ries Vrigono- 

m6triques. Le probl~me analogue du d6veloppement en s6ries t~igonom6triques 

des fonctlons de deux variables ~ qua~re paires de p6riodes n 'svsit  pss encore 

6t6 sbord6. Le principal objet du M6moire est d'arriver g nne expression des 

coefficients de ce genre de d6veloppemenk Pour cela j'6~udie d'abord nne classe 

de fonetions, d6jg consid~r6es par Prym (Journal de CreUe t. 70) que j'appelle 

fonetions g multiplicateurs et qui sont Is ggn6ralisation de celles que ron  obtien- 

drai~ en rempla?ant, dans nne fonction doublement p6riodique de seconde esp~ce, 

l 'argument par l'int~grale elliptique de premiere esp~ee correspondante.. Voici 

comment ces fonctions sont d6finies. 

Par~ons de la consid6ration d'une relation alg6brique de genre 10 et de Is 

surface de Riemann correspondante, rendue simplement connexe au moyen des 

coupures introduites par Riemsnn. Les fonctions s multiplicateurs sont des 

fonctions nniformes sur ceY~e surface, n'ayan~ d'au~res singulari~s que des p61es 

et dont les valeurs, aux deux bords d'une eoupure, ne different rune  de l'auOre 

que par des facteurs ou mul~iplicateurs constants: il y a en tout 210 mul$iplica- 

teurs eorrespondant aux 2 p p6riodes d'une intg~grale ab61ienne de premiere esl~ce. 
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Le probl~me qui se pose alors est de former l'expression gdn~rale des fonctions 

admettant 2p multiplicateurs donn4s d'avance. J 'indique cette expression sous 

deux formes diffdrentes: sous la premiere forme, qui met en ~videnee les z~ros 

et les infinis, la fonction est repr~sent6e par une exponentielle dont l'exposant 

est une somme d'int6grales ab~Mennes de premiere esp~ce, avec des coefficients 

arbitraires, et d'int~grales normales de troisi~me esp~ce avec des coefficients 

entiers; sous la deuxi~me forme, qui met en ~vidence les pSles et les parties 

principales correspondantes, elle est donn~e par une somme d'~l~ments simples. 

J'avais d~j~ rencontr~ ant~rieurement ces fonctions ~ propos de l'int~gration de 

certaines dquations diff~rentielles (98) et je les avais ~tudi~es pour elles-m6mes 

dans un Mgmoire ~tendu; darts ee ]~[6moire, j'avais indiqu4 la premiere forme 

de l'expression g~n~rale de ces fonctions et j'avais ~galement donn6 une formule 

de dgcomposition en ~ldments simples; mais eette formule pr~sentait cet incon- 

v4nient que l'~l~ment simple devenait infini, non pas en un seul, mais en 10 

points; pour arriver s une formule plus parfaite, j 'ai dfi avoir recours ~ la 

notion d' in~grales de fonctions s multipHcateurs, de m~me .que, pour d~composer 

en ~l~ments simples une fonction alg~brique par la formule de Riemann-Roch, 

on est oblig4 de se servir d'int~grales de fonctions alg4briques. Je  ddmontre 

ensuite plusieurs th~or~mes, parmi lesquels je cite le suivant qui est une gdn4- 

ralisation de la proposition c~l~bre d'Abel, sur les int~grales de diff~rentielles 

alg~briques: la somme des valeurs que prend une in~4grale ab~lienne de premiere 

esp~ce aux z~ros d'une fonction s multipHcateurs est ggale s la somme des 

valeurs qui correspondent aux infinis de la m~me fonetion, augment4e d'une 

constante d4pendant uniquement des multiplieateurs. Ce th4or~me conduit ~ des 

consdquences importantes sur le nombre des constantes arbitraires qui figurent 

dans l'expression d'une fonction ayant des multipHcateurs et des pSles dorm,s. 

Je  prouve apr~s cela que, eomme il arrive d~j~ pour les fonctions algdbriques de 

genre sup~rieur ~ z~ro, les r~sidus et les pSles d'une fonction ~. multipHcateurs 

ne sont pas ind4pendants les uns des au~res: fl existe en g~n~ral 10--I relations 

entre les pSles et les rgsidus correspondants d'une fonction s multiplicateurs, et 

I0 darts un cas special, comprenant en particulier eelui des fonetions alg~briques; 

ce cas spgcial se pr6sente lorsqu'il existe une fonction sans z~ros ni infinis, ad- 

inerrant les multipHcateurs dorm,s. C'est ainsi, par exemple, que, pour les fonc- 

tions doublement p~riodiques de seconde esp~ce d'une variable u, ( p ~ ) ,  il n 'y 

a, en g~n~ral, aueune relation entre les pSles et les r4sidus, tandis qu'il en 

existe une lorsque les multiplicateurs sont ceux d'une exponentieUe de la forme e a". 
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Je  donne la classification des int~grales des fonctions ~. multiplicateurs en 

int~grales de premiere esp~ce qui sont ~oujours finies, en int~grales de seconde 

esp~ce n 'ayant que des p61es, et en int~grales de troisi~me esp~ce o5 s'offrent 

des infinis logarithmlques. Nous citerons en particulier cette proposition qu'en 

g~n~ral il existe p ~ i  int~gTales de premiere esp~ce lin~airement ind~pendantes, 

et p dans le cas particulier dont il a ~t~ question pr~c~demment. Les modules 

de p~riodicit~ de ces int~grales, le long des coupures, sont li~s aux mul~iplica- 

teurs par des relations qul deviennent identiques lorsque les multipUcateurs se 

r~duisent ~ l'unit~ et que les int~grales deviennent ab~liennes. Entre les modules 

de p~riodicit~ de deux int~grales de premiere esp~ce ~ multiplicateurs inverses, 

existe une ~quation qui coincide, dans le cas particulier des multiplicateurs ~gaux 

l'unit~, avec la relation d'une importance capit~le d~couverte par Riemann, 

entre les modules de p~riodicit~ de deux int~grales ab~liennes de premiere esp~ce. 

Enfin je forme les i n t ~ d e s  normales de fonctions ~ multiplicateurs de seconde 

et de troisi~me esp~ce; j'~tablis des relations entre les modules de p~riodicit~ de 

ces int~grales et leurs multiplica~eurs, puis d'autres entre ces modules et ceux 

d'une int~grale de premiere esp~ce aux multiplicateurs inverses. L'ensemble de 

ces r~sultats rend manifeste l'analogie de la nouvelle th~orie avec ceUe des int~- 

gralcs ab~liennes: la difference de nature analy~ique entre les deux genres de 

quantit~s appara~t ~outefois dans cet~e circonstance, qu'il existe une in~grale  de 

troisi~me esp~ce avec un seul infini logarithmique, tandis qu'une int~grale ab~- 

lienne de troisi~me esp~ce poss~de au moins deux infinis de ceff~e nature. 

Apr~s avoir ainsi ~udi~ les fonctions k multiplica~eurs et leurs in~grales, 

j 'arrive ~ la seconde partie du m~moire qui a pour objet le calcul des coefficients 

du d~veloppement en s~rie tr igonom~rique des fonctions ab~liennes. Pour cela 

j 'exprime d'abord ces coefficients par la formule de Fourier, puis, ~ l'aide d'un 

changemen~ de variables, j 'arrive ~, des in~grales de fonctions ~ multiplicateurs, 

que je cherche ~. r&luire par l'application des th~or~mes g~n~raux ant~rieurement 

donn~s. En traitant d'abord le Cad dimple des fonctions eUiptiques, j'ob~iens 

ainsi une m~thode qui donne diree~me~t  les coefficients du d~veloppement en 

s~rie trigonom~trique de s n u  sans l'in~ervention des fonctions O. J'applique 

ensuite la m~me m~thode g~n~rale aux transcendan~es de GSpel et de Rosen- 

h a i n e t  je trouve les coefficients, sous forme d'une fonc~ion rationnelle des 

constantes p, q, r qui figuren~ dans led fonctions O ~ deux variables, mul~i- 

pli~e par une int~grale d~finie o5 entrent deux entiers arbit~dres. Cet~e in t~  

grale d~finie porte pr~cis~ment sur une fonction ~ multiplicateurs: elle se r~duit, 
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dans des cas tr~s particuliers, & des fonctions de la nature des fonctions de 

Bessel. 

Mais ici apparalt une difffirenee entre les d~veloppements des fonctions 

elliptiques par la formule de Fourier et eeux que j 'ai trouv~s pour les fonctions 

abfiliennes. On salt que l'on ne peut pas faire l'inversion d'une int4grale ultra- 

elliptique de premiere esp~ce, eomme l'on fair ceUe d'une int4grale elliptique; 

mais on peut chercher "~ faire cette inversion, en restant dans le domaine des 

variables r~elles et appliquant les idles que Weierstrass a d~velopp~es dans un 

~[~moire Ueber eine Gat tung  reell l~eriodischer Func t ionen l  : ce nouveau probl~me, 

d'une grande importance au point de rue  des applications, se ram~ne & celui que 

j'ai traitS. I1 conduit ~galement (85) & la considdration des fonetions de Bessel 

& plusieurs variables, dtudides depuis par Akimoff, par Pdr~s et par Jekhowsky 

(Comptes rendus t. I62, I7o , I72, ~79, Bulletin astronomique t. YXX1T et 

XYXV, Bulletin des Sciences mathdmatiques t. XLI). 

Dans les derni~res pages du M~moire, je montre que la m~thode suivie 

s'applique aussi aux dgveloppements, en sgries trigonomdtriques, des fonctions 

hyperelliptiques de genre quelconque et m~me de certaines fonctions irrationnelles, 

et que le mode de raisonnement, employ~ pour l'~tude des int~grales de fonctions 

s multiplicateurs, peut ~galement donner des r~sultats utiles pour l'~tude de 

l'int~grale g~n~rale d'une classe ~tendue d'~quations diff~rentielles lin~aires & 

coefficients alg4briques. Suit nne classification de ceUes de ces dquations dont 

l'int4grale gdn~rale n'a, sur la surface de Riemann, d'autres singularitgs que des 

p61es et des points logarithmiques (voir aux ~quations diff~rentielles). 

F o n c t i o n s  ~ multiplicateurs exponentiels. - -  Les fonetions & multiplicateurs 

constituent, comme le montre l'analyse prgc~dente, des fonctions analogues aux 

fonctions doublement p~riodiques de seconde esp~ce. Je  me suis proposg d'gtudier 

de m~me (29) eertaines fonctions d'un point analytique, qui peuvent ~tre envisa- 

g~es comme analogues aux fonctions doublement p~riodiq~es de troisi~me esp~ce. 

Si l'on eonsid~re une eourbe alg~brique de genre p e t  si 1'oll appelle u I1) (x ,y) ,  

(i----I, 2 , . . .  p) les int6grales abgliennes normales de premiere esp~ce correspondantes, 

les fonctions consid~r~es sont des fonctions du point analytique (x, y ) q u i  ne 

changent pas, quand ce point dgcrit un cycle normal de rang i ~ p a i r ,  e t  qui se 

reproduisent multipli~es par e -mu(~)(x,y) quand le point d~crit le cycle normal de 

1 Monatsbericht der Akademie der }Vissensehaften zu Berlin, x866, p. 97. 
24--2454.  Aeta mashe~a$iea. 45. Imprim~ le 28 avril 1925. 
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rang 2 i, m d6signant un entier positif ou n4gatif. Supposons encore que ces 

fonctions n'aient que des pbles sur la surface de Riemann; alors: I ~ si m est 

positif, elles ont sur cette surface un nombre de z6ros d4passant de mp  celui 

des infinis; 2 ~ si au contraire m est n6gatif et 4gal ~ --/~ elles ont p p  infinis 

de plus que de z6ros. Les fonctions de la premiere sorte sont les inverses de 

celles de la seconde. Je  donne l'expression g4n6rale de ces fonctions par une 

fraction rationnelle en x et y, multipli6e par des fonctions O oh l'on a remplac4 

les variables par les int4grales ab~llennes correspondantes. Quand m est positif, 

les r6sidus et les pbles sont ind4pendants les uns des autres; quand m est n4gatif, 

il y a des relations n6cessaires entre les pbles et les r4sidus correspondants. 

Des fonctions de cette nature et leurs int~grales ont 6t6 6tudi6es dans les 

theses de MM. Lacour (I895) et Suchar (I897). 

Extension d'un th6orbme de Liouville aux fonctions ab~liennes. - -  Liouville 

a d~montr~ le th~or~me suivant sur les fonctions doublement p~riodiques: 

Si l'on eonsid~re lea ~dros et les infinis d'une fonetion elliptique qui sont situds 

dans un mOme parall~logramme ~l~mentaire, la somme des z~ro8 ne diff~re de eelle 

des infinis que par des multiples des pdriodes. 

Comme ce th6or~me est un cas particulier du th6orSme d'Abel, on est conduit 

penser que l'on peut d~duire, du th6or~me d'Abel, une proposition stir les fonctions 

ab61iennes aaaalogue ~. celle de Liouville star les fonctions eUiptiques. C'est ce que 

j 'ai r6ussi ?~ faire (60, 6I) pour le systSme des fonctions ab6liennes qui expriment 

les sommes des puissances semblables des limi~es sup6rieures des int6grales ab61ien- 

nes, dans les 6quations d'inversion de Jacobi. 

Sur les fonctiona &b61ienaes (65). - -  Dans une Lettre ~. Hermite 1, Jaeobi 

d6montre que les fonctions de deux variables ~ quatre padres de p6riodes qui 

r6sultent de l'inversion des int6grales ultra-elliptiques sont des fonetions alg~- 

briques de fonetions d'une variable. Depuis il n'a 6t6 fafit, ?~ ma connaissance, 

aucune recherche sur le m6cauisme par lequel se mauifeste, dans ce mode d'ex- 

pression, la quadruple p6riodicit6 des fonctions ultm-elliptiques. D'aprSs Weier- 

stress, route fonction m~romorphe de deux variables x et y, ~. quatre .paires de 

p6riodes, peut s'exprimer ratiolmellement g raide de trois fonctions de mSme 

nature, li6es par line 6quation alg~brique irrdductible. Ces fonetions sont des 

Journal de Math~mati~s, t. VIII. 
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fonctions rationnelles de six quantit~s X~, X~, X~, Y~, Y~, Ys dont les trois pre- 

mieres d~pendent de x seul et sont li~es par une relation algdbrique, les trois 

derni~res de y seul et sont li~es par la m~me relation; ces fonetions rationnelles 

ne changent pas quand on fair snr X1, X~, Xa une certaine substitution ration- 

nelle et qu'on op~re de mSme sur Yi, Y~, Y~. On est ainsi conduit s envisager 

les fonctions abdliennes ~ un point de rue  alg~brique dont je donne des exem- 

ples ~l~mentaires. 

Sur r inversion des int6grales ab61iennes. - -  Dans leur Theorie der Abel- 

sehen Funetionen, Clebseh et Gordan g~ndralisent le probl~me de l'inversion, en 

int4grant un syst~me d'~quations aux dgriv~es partielles dans les premiers membres 

desqueUes entrent les int~grales ab4liennes de premiere esp~ce et des int~grales 

normales de troisi~me esp~ce; ils indiquent une m~thode pour passer, par con- 

tinuit4, de ce cas, ~ celui off certaines int~grales de troisi~me esp~ce sont rem- 

plac~es par des int~grales de seconde esp~ce. Des exemples de l'int~gration d'un 

tel syst~me avaient ~t~ donn~s auparavant par Rosenhain 1, puis par Clebsch, 

l'occasion de ses recherches sur les courbes des genres o et I. Enfin Elliot ~ a 

int~gr6 un syst~me d'~quations off figurent les int~grales de premiere esp~ce, avee 

des intggrales normales de deuxi~me et troisi~me esp~ce. II restait done ~ en- 

visager des syst~mes d'~quations contenant, en outre, les d~riv~es d'ordre quel- 

conque des int4grales de deuxi~me esp~ce par rappor~ au param~tre. L'4tude de 

ces sys~mes conduit au th~or~me g~n~ral suivant (62, 63): 

Soient x et y deux variables lides par une relation algdbrique et qD i (x, y) une 

fonction rationnelle quelconque de x et y; il existe toujours d'autres fonctions ration- 

nelles de x et y 

poss~dant la prowidt~ suivante: le syst~ne d'~quations diffdrentielles 

~ , ( x l , y l ) d x l + ~ i ( x ~ . , y , ) d x 2 + " . + ~ , ( x n ,  y , ) d x ~ = d u ,  ( i=x,  2 , . . .  ,n) 

d~finit lea n points analytiques (x~, yi), en fonetion de ul, u , , . . . ,  un, de telle fa~on 

que route fonotion rationnelle sym~trique de ees n points soit uniforme en ul, u,, . . . , un. 

1 Savants dtran.qers, I85I. 
Annales de l'Ecole Normale, 2e s~rie, t. XI. 
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Signalons sp~cialement les cas off le genre de la relation qui lie x et y est 

o ou i ;  la m6thode d'int6gration employ6e dans le cas g6n6ral, off le genre est 

quelconque, est une g6n~ralisation de la m~thode de Clebseh; eUe est diff6rente 

de celle d'Elliot. I1 serait trop long de reproduire iei les th6or~mes partieuliers 

(63) relatifs aux fonc~ions rationnelles et aux fonctions elliptiques; ils sont 

signaler comme pouvant faire p~n6Crer la notion du probl~me d'inversion de 

Jacobi dans m~ enseignement 616mentaire. 

Fonctions de deux variables s. quatre paires de p6riodes sans singularit~s 

essentielles ~ distance finie. - -  Les fouctions doublement p6riodiques d'une vari- 

able qui se comporCent, ~ distance finie, comme une fraction rationnelle, peuvent 

routes, ainsi qu'il est bien connu, s'exprhner par des eombinaisons rationnelles de 

fonctions O d'une variable. Apr~s la d6couverte des fonctions O de plusieurs 

variables faite par GiSpel et Rosenhain, on a d5 se demander imm6diatement si 

route fonction de n variables avec 2 n groupes de p6riodes, se eomportant ~ dis- 

farce finie comme une fraction rationnelle, pourrait ~tre exprim6e ~ raide des 

fonctions O de n variables. Au premier abord il semble que non, car les p~riodes 

d'une fonetion O de n variables ne peuvent pas ~tre choisies arbitrairement: eUes 

sont li6es par n (n--I______))) relations bien connues. Cependant, dans une conversation 
2 

qu'il eut avec Hermite en I86O, Riemann avait affirm6 que ces relations doivent 

n6cessairement exister enLTe les 2 n groupes de p6riodes d'une fonction de n 

variables, tout  au moins apr~s une ~-ransformation d'un degr6 convenable effectu6e 

sur ces p~riodes; mais il n 'a donn6 aucune indication sur la m6thode qui l'avait 

conduit ~ ce th6or~me d'une importance capitale. Weierstrass a, ensuite, ~.nnonc6 

quelques-uns de ses 61~ves qu'il poss6dait une d6monstration de ce th6or~me; 

mais il n 'a ni publi6 ni indiqu6 la m6thode dont it faisait usage. Dans une 

Note pr6sent6e ~ l'Academie des Sciences le 3 d6cembre I883, Poincar6 et E. 

Picard, s 'appuyant sur ce ~h6or6me de Weierstrass, que n + z fonetions ~n&omorphes 

de n variables 5 2 n groupes de pdriodes sont lides par une relation algdbrique, ont 

donn6 une d6monstra~ion du th6or6me de Riemann fond6e sur la eonsid6ration 

d'int6grales de diff6rentielles totales et sur la th6orie des int6grales ab6liennes. 

En me bornant au cas le plus simple de deux variables ind6pendantes, je 

me suis propos6 (58) et (59) de ~raiter direc~ement la question par une m6thode 

qui s'6tend d'eUe-m6me au cas d'un nombre quelconque de variables. Par tant  de 

l'expression d'une fonction de deux variables, sans singulari~6s essentieUes 
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distance finie, sous forme du quotient de deux fonctions enti~res, telle qu'elle 

r~sulte d'un th~or~me que Poincar4 a ~tabli dans le tome I I  des Acta, je montre 

que, si cette fonction admet ~luatre paires de p~riodes, on peut toujours les 

amener s v~rifier la relation de Riemann et exprimer la fonction par le quotient 

de deux fonetions enti~res compos~es avee des fonetions O de deux variables. 

Je  n'ai donc pas s m'appuyer sur l'existence d'une relation alg~brique entre trois 

fonctions de deux variables ~ quatre paires de p~riodes; la mdthode suivie permet, 

au contraire, de dgmontrer l'existence de cette relation: cet~e m~thode est l'ex- 

tension naturelle de celle que j 'ai suivie ant~rieuremen~ pour les fonctions ellip- 

tiques (25). Voici quelques indications s ce sujet. On commence par ddmontrer 

le th4or~me suivant: 

E tan t  donndes deux fonctlons enti~res H ( x ,  y) et K ( x , y )  de deux variables 

indd~endantes v~rifiant l'identit~ 

H(x, y'{-I)--H(x, y ) - ~ K ( x +  I, y)--K(~, y), 

il  existe une troisi~me fonction enti~re G (x, y) vdrifiant les deux dquations 

G (x+ (x, U)=H (x, u), 

G (x, y +  x ) - -G  (x, y ) = K ( x ,  y). 

Pour cela, en modifiant la m~thode que Guichard a donn~e (Annales de l'Eeole 

normale, novembre I887), pour d~montrer un th~or~me analogue relativement aux 

fonctions d'une variable, on forme, ~ raide d'une int~grale d~finie affectge de 

coupures, des fonctions enti~res ~n(~) v~rifiant les identit~s 

+ ( .=o,  1 ,2 , . . . ,  

et se compor~ant, quand n est tr~s grand, de telle fa~on que, si 

H (z)=ao + aa z + a2 z~ + . "  + an z" + "'" 

est une s~rie convergente quel que soit z, il en soit de m~me de 

G (z)---~ao lPo (Z) + ax ~pl (z) + a~ lp~ (z) + .. .  + an lpn (z) + ""; 

cet~e derni~re s~rie d4finira alors une fonction enti~re vgrifiaut la relation 

G (z + x)-- G (z)-~H (z). I1 est dvident que les fonctions ~ .  (z) ne different des 

polynSmes de Bernoulli r (z) que par une fonction enti~re admettant la p~riode x : 
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c'est ce que je vdrifie en montrant, ~ raide des expressions des polynSmes de 

Bernoulli par des intdgrales ddfinies donndes par Hermite, que Y).--r est un 

polyn6me en e ~z~ et  e -2~z~. La fonction ~Pn (z) une fois form6e, la ddmonsffra- 

tion du thdor~me prdliminaire est des plus faciles. 

u maintenant comment se trouve rdsolue la question principale. D'apr~s 

un th6or~me de Poinear6 (Acta mathematica, t. II) une fonction analytique uni- 

forme f ( x ,  y) de deux variables x et y se eomportant comme une fraction r~tion- 

neUe en t o u s l e s  points ~ distance finie, peut s'dcrire sous la forme 

f(x, v ) = .  (x', v)' 

les fonctions 9 et Ip 6tant entibres et ne s'annulant simultandment qu'aux points 

o5 la fonction f est inddtermin6e. Ce mode de reprdsentation n'est pas unique; 

on en obtient 6videmment une infinitd d'autres possddant les m~mes propridtds, 

en multipliant le nulndrateur et le ddnominateur par une m6me fonetion en- 

tibre n'ayant pas de zdros, c'est&-dire par une exponentieUe dont l'exposant est 

une fonction enti~re e g(~.u). Si l'on suppose que la fonction f admette quatre 

groupes de pdriodes (2 ~i, o), (o, 2 re i), (a,/~), (a', ~) on arrive, en ddterminant con- 

venablement g (x, y), g mettre la fonction f sous la forme du quotient de deux 

nouvelles fonctions enti~res ~ (x, y) et ~t(x, y) vdrifiant les relations 

. ( x + 2 ~ i ,  y ) _  
�9 (x, u) 

~ (x+  2 g i ,  y) 
(~, V) 

~(x ,  y+ 2 ~ i) (~ (X, y + 21v i)  ___ 

o ( ~ + , , , v + a )  = 'e(~+,~,  v+t~) 
�9 (x, v) ~ (~, v) 

�9 (~+.', v+~') = ~(x+. ' ,  v+tr) 
�9 (~, y) q' (~, u) 

= I ,  

e ~ �9 

n~ 

: e a Z + b v + ~ - ~ Y  + c ,  

~ t  

: e~tX , ~ a "  C" +b Y+'~i~ y+ , 

off a, b, a', b' ddsignent des entiers non nuls tous en m~me temps, les pdriodes 

6rant li6es par rdquation 

a d + b g +  n'~g. = a' a+b'r162 ~Vi~. 
2 ~q~ ~ 2 rf. $ 
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Faisant alors un changement lin6aire de variables, qui substitue aux variables 

x et y d'autres variables X et Y, on amine les fonctions q} et ~ ~ admettre les 

groupes de p6riodes (2 ~r i, o), (o, 2 ~ri) et g v6rifier des relations de la forme 

q~(X+A, Y + B )  T ( X + A ,  Y+ B) _ eUX+C, 
~(x, Y) �9 (x, Y) 

q)(X+A', Y+B') T (X+A ' ,  Y+B')_e~r+c,  ' 
a~ ( x ,  r )  - ~ ( x ,  Y) - 

avec B = A'. On retrouve alors les 6quations caxact6ristiques des fonctions O, 

fournissant imm6diatement ces fonctions par la m6thode des coefficients ind6ter- 

min6s. 

Ce th6or~me fondamental 6rant d6montr6, il devient facile d'6tablir l'existence 

d'une relation alg6brique entre trois fonctions de deux variables, sans singularit6s 

essentieUes, admet~ant quatre paires de p6riodes. Je  n'insiste pas sur cette 

d~monstration. 

Fonctions de deux variables ~ deux paires de p6riodes sans singularit~s 
essentielles h distance flnie. - -  Une fonction d'une variable ~ une p6riode oJ, 

sans points essentiels ~ distance finie, peut toujours ~tre mise sous la forme du 

quotient de deux fonctions enti~res, sans z6ros communs, admettant s6par6ment 

la pgriode m e t  pouvant, pax suite, s'exprimer par la formule de Fourier. I1 est 

naturel de se demander s i  une proposition analogue s'applique aux fonctions de 

deux variables. Tout d'abord, une fonction f (x ,  y) de deux variables admettant 

les deux paires de p4riodes (2~i ,  o) et (o, 2~ri) et n 'ayant  pas de singularit6s 

essen~ielles s distance fiuie, peut toujours ~tre mise sous la forme, (58) et (59), 

f (x, y) = r (x, y) 
, (x, v)' 

et ~p d6signant deux fonctions enti~res ne s 'annulant simultan6ment qu'aux 

points d'ind6termination de f e t  v6rifiant chacune les deux relations 

~o ( x + 2  ~ i ,  y) = ~o (x,v), 
(x+2~i, y) = , (x ,v) ,  

(x, y +  2 z i )  = e ~  9 (x, y), 

~ ( ~ ,  y + 2  ~ i )  = e"~ ~V (x, y), 

o5 n d6signe un entier. 
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Si cet entier n e s t  nul, les fonctions enti~res r et y) admet~n t  s~par4ment 

la p~riode 2 g i pax rapport ~. x et y, sont donn~es par la formule de Fourier. 

S i n  est diffdrent de z4ro, il est ais4 d'ob~enir l'expression g~ndrale des fonc~ions 

et ~p. Mais il est plus simple de remarquer que ron  peut, avec des fonctions 

d'une variable, f o r m e r  une fonction enti~re O~(x, y) v~rifiant les deux relations 

on (x + 2 ~ i ,  ~) = ~,, (x, ~), 

de teUe fa~on que, si r on  pose 

(x, y) = ~ (~, .~) e~ (~, ~), 

O,, (x ,  y + ~ ~ i) = e - ' ~  O~ (x,  .v), 

(x, ~) = ~ (x, y) ~ (x, y), 

les fonctions ~ et h u sont des fonctions enti~res admettant les deux paires de 

p~riodes (2 g i, o) et (o, 2 g i). On pourra donc met~re la fonetion f sous la forme 

du quotient de ~) par ~F, ~ et h u ~ n t  des fonctions enti~res admettant s~pax& 

ment les deux paires de p~riodes et d~veloppables, par cons~quentl par la s~rie 

de Fourier. On arrive ainsi ~ une expression analogue ~ ceUe des fonctions 

d'une variable avec une p~riode, avec cette difference que l'expression ci-dessus 

n'est pas irr~ductible. 

Sur des expressions triplement ou quadruplement p6riodiques.- Les lone- 

tions ab~liennes de genre deux sont des fonctions de deux variables, avec quatre 

paires de p~riodes simul~an~es, n'admei~ant pas de singularit~ essentieUe ~ distance 

finie; eUes se r~duisent, dans des cas limites, ~ des fonetions de deux variables 

trois paires de p~riodes, dont le premier exemple a ~t~ donn~ par Rosenhain 

dan son M~moire couronn~. La question qui se pr~sente natureUement ~ l'esprit 

est d'~tudier les expressions les plus simples triplement ou quadruplement p~rio- 

diques, avec des singulari~s essentieUes ~ distance finie. 

Un premier proc~d~ pour former ces expressions est le suivant (54): 

Soieht b et ~ deux constantes donn~es, m un entier quelconque, al, a2 , . . ,  a,~; 

al ,a~, . . .an des conshmtes assujetties K la condition ~a~--~at~m~ et soit, 

d'autre par~, 

(x) = ~1 (x + a~) e~ (x + a,). �9 �9 ~ (x + a~) 
O~ (x + . ~ )  O~ (x + ~,). �9 �9 e~ (x + "n)' 

la fonction 01 ~tant form~e avee les p~riodes w et w'. Si ron  d~signe pax f (y )  

une fonction uniforme de y adme t~n t  la p~riode b, la fonction 
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est une fonction uniforme de x et y admet tant  trois paires de pgriodes conjugu4es, 

savoir pour x les p~riodes oJ, oJ', o et pour y les p~riodes eorrespondantes 
2~y~ 

o, b-~, b. Dans le eas particulier off f (y)  est une fonction rationnelle de e b 
oJ 

la fonction ~ (x, y) est de la nature de eelles qui ont ~t~ eonsid~r~es par Rosen- 

hain; entre trois de ces fonctions il existe une relation alg~brique; il en existe 

une, en particulier, entre ~ ,  6-x-x' 0-yy' car les d~riv~es partielles de ~ sont alors 

des fonctions de m~me nature que ~. On peut, par un proe~d~ analogue, ~ormer 

des expressions ~ quatre paires de p~riodes. 

Une antre fa?on de former des expressions quadruplement  p~riodiques con- 

siste ~ se servir de s~ries infinies et ~ imiter ce que ron  fair pour les fonctions 

elliptiques, quand on repr~sente ces fonetions par des s~ries de termes simplement 

p~riodiques. C'est ce que j'avais r~nssi ~ faire en me proposant de publier une 

~tude complete sur ce sujet, quand une Note de M. E. Pieard (Comptes rendus) 

x8 mars ~889) sur cette m~me question m'obligea ~ publier, dans la s~ance 

suivante (Comptes rendus, a5 mars ~889) , les principaux r~sultats que j'avais 

obtenns (55), et que je vais rapidement  r~sumer. Consid~rant une s~rie dont  le 
terme g~n~ral est 

8~.~=a-~ b-~/~ (e~+~+~, e~+~+~), 

Off ~(Z,  t) d~signe une fonction rationneUe de z et t, a, b, a , ~  des eonstantes, 

m e t  n des entiers variant de - - ~  ~ + ~ ,  je remarque que, si eette s~rie 

est convergente, elle d~finit une expression uni~orme en x et y admet tant  les 

paires de p~riodes (z ~ i ,  o) et (0)2 ~ i )  et se reproduisant multipli~e par le facteur 

a ou le facteur b quand on augmente x et y de la paire de p~riodes (~, 7) ou 

(fl, ~). On obtient, de eette fa~on, des s~ries analogues ~ ceUes qu 'Bermite  prend 

eomme point de d~part de la th~orle des fonetions doublement p~riodiques de 
deuxi~me , I espeee. En supposant les constantes a et b ~gales ~ l'unit~, la s~rie 

d~finit une expression quadruplement p~riodique. On peut  se proposer de former, 

de 1~ m~me fapon, des expressions quadruplement p~riodiques de troisi~me esp~ce, 

c'est-~-dire des expressions de reproduisant multipli~es par une exponentieUe, dont  

Annales dr l'Ecole IV~male, 3me s~rie, t. II, I885. 
25--2554. A ~  r ~ h ~ .  45. Imprlm6 le 29 av~l 1925. 
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l'exposanL esL une foncLion lin6aire de z eL y, quand on augmen~ ces variables 

d'une paire de p6riodes. Je monLre que, dans l'hypokh~se a=7,  on obtienL des 

expressions de ceLLe nature en mulLiplianL le ~erme g~n6ral Sin., de la s6rie 

employ6e pr6c6demmenL par le Lerme g6n6ral d'une s6rie O de deux variables 

consLruite avee les groupes de p6riodes (a, ~) et ~, $). D'une fagon g6n6rale, 

l'6Lude des fonctions uniformes quadruplement p6riodiques de Lroisi6me esp6ce 

pr6sen~e des particularit~s que nous indiquons dans le paragraphe suivanL. 

Fonctions de deux variables quadruplement p6riodiques de troiai~me esp~ce 
avec des singularit6s essentielles. - -  Soil une fonction quadruplement p~riodique 

de ~roisi~me esp~ce de x eL y; je suppose essenLiellement que ron  ne puisse pas, 

en mulLipliant ceLte fonction par une exponentielle dont l'exposant est du second 

degr6 en x eL y, la ramener ~ ~tre quadruplement p6riodique de premiere ou de 

seconde esp~ce, c'est-~-dire ~ se reproduire multipli6e par l'unit~ ou par une con- 

stante quelconque, quand on ajoute aux variables chacune des quatre paires de 

p~riodes. 

On saiL, d'apr~s un th~or~me 6nonc~ par Riemann et d~monLr~ par Weier- 

sLrass, par Picard et Poincar~ et par moi-m~me (58), (59), qu'une fonction 

quadruplemenL p6riodique de deux variables de premiere esp~ce qui n'a p~s de 

singulariL6s essentielles ~ distance finie, peut ~oujours 6~re ramen6e ~. avoir pour 

paires de p~riodes les quantit6s 

(2 o), (o, 2 O, a), f ) ,  

v6rifianL la relation 8----a'. Si la fonetion admet des singularit6s essentieUes, les 

paires de p6riodes (g, ~) et (a', ~') sonL enti~rement arbiLa~ires. M . E .  Pieard a 

donn6 des exemples de fonctions de ee genre3 I1 en est de m~me pour les fonc- 

tions quadruplement p~riodiques de deuxi~me esp~ce, comme je l'ai montr6 par 

des exemples. A cet 6gard, il y a, entre les fonctions quadruplement p6riodiques 

de deux variables de premiere eL de deuxi~me esp~ce d'une part, eL de Lroisi~me 

esp~ce d'auLre part, ceL~e di~6rence remarquable que, m~me si une fonction de 

Lroisi~me esp~ce admeL des singularit~s essenLielles, on peuL toujours ramener ses 

p6riodes ~ v~rifier la relation de Riemsnn 8~a ' .  

Je d6monLre ce Lh6or~me (57) et je donne quelques exemples g~n~raux de 
foncLions ou expressions de deux variables quadruplemenL p6riodiques de troisi~me 

1 Commie8 ~'end~,8, Ier semestre I889; B ~ l r  de ~z ~qoc~t~ z~t]~r~t/qzse, t. XVII, p. I3I , 1889. 
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esp~ce, en suivant une m~thode analogue ~ celle qui serf ~ former l'~l~ment 

simple dans la th~orie des fonctions doublemen~ p~riodiques de troisi~me esp~ce 

ou en imitant ce que fair Halphen dans son Trait~ des fonctions elliptiques, t. r, 

p. 468. 

Exemples de fonetions de plusieurs variables admet taut  un groupe de 
substitutions lin~aires entibres. - -  Fuchs a obtenu, par rinversion des int~grales 

de certaines ~quations diff~rentielles lin~aires, des fonctions de deux variables 

ind~pendantes x et y qui ne changent pas de valeur quand on remplace x et y 

par ax+by+c et a ' x + b ' y + c ' .  Je forme directement, ~ l'aide de s~ries ou de 

produits infinis, des fonctions de cette nature n 'ayant  pas de singularit~s essen- 

tieUes ~. distance finie. J ' indique d'abord un exemple ~l~mentaire, en composant 

avec des fonctions (9 une fonction ~0 (x, y) qui v~rifie les relations 

(x+2 ~i ,  y) = ~  (x, y+ 2 ~ i ) = ~  (x+ 2 a, y + x ) = ~  (x, y) 

et qui admet, par suite, un groupe de substitutions lin~aires enti~res. Viennent 

ensuite des produits infinis v~rifiant les m~mes relations. Je m'occupe enfin (5I) 

de fonctions de trois variables form~es avec Ia fonetion suivante, analogue ~ la 

fonction ~9, 

On peat  construire (52) avec eet ~l~ment ~ (x, y, z) des fonctions admettant 

un groupe de substitutions lin~a~res enti~res. Rivereau a d~termin~ les z~ros de 

la fonc~ion ~0 (x,y,z) (Annales de la F~eult~ de Marseille, z89z ). 

Ces tr*.vaux abou~issent ~ l'~tude des fone~ions O du 4rae degr~ (86, 87) 

(88, 89) (90, 9 I) et de certaines fonetions de plusieurs variables x~, x~ , . . ,  x~ qui 

admettent la p~riode 2 z~i par rapport ~ chaque variable et qui ne changent pas 

quand on augmente chaque variable x~, x s , . . ,  xn de la pr~c~dente et x x d'une 

certaine constante. 

Autres fonctions de plusieurs variables complexes. 

Sur des fonctions uniformes de deux points analytiques qui sont laiss6es 

invariables par  une inflnit6 de transformations rationnelles. - -  Les fonctions 

fuchsiennes de Poincar~ sont des fonctions d'une variable Iaiss~es invariables par 

une infinit~ de substitutions lin~aires; ]K. E. Picard a ~tudi~ des fonctions de 
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deux variables poss~d~nt eette m~me proprietY. Je d~montre qu'il ne peut pas 

exister de fonctions uniformes d'un senl ~ n t  analytique d'une r du trremier 
genre qui remplissent des conditions analogues. On se demande alors s'fl ne serait 

pas possible de former des fonctions uniformes de deux points analytiq~s (x, y) (x',y') 
appartenant s une courbe du premier genre, qui gardent la m~me valeur, quand 

on remplace les deux points par deux autres points (xl, Yl) et (xl', Yl')d~duits des 

premiers par une transformation rationuelle telle que, les deux points (x, y) et 

(x', y') grant supposes connus, les coordonn~es des deux autres points (x~, yl) et 

(x~', y~') soient d~termin~es par des ~quations du second degr~ ayant pour coeffi- 

cients des fonctions rationnelles de (x, y), (x', y') et rgciproquement. Je forme (4 8) 

des fonctions de cette nature, en m'appuyant sur un probl~me d'inversion r~solu 

par Rosenhain et sur les propriSt~s des fonctions ab~liennes. L~. transformation 

rationnelle r~versible, qui n'alt~re pas les nouvelles fonctions, est susceptible d'une 

interpretation g~om~trique simple. 

Extension des th~orbmes de Weierstrass et de M. Mittag-Leffler k certaines 

fonctions de deux variables complexes, m Cet~e extension (45)se rapporte ~ une 

classe particuli~re de fonctions de deux variables: eUe est suivie d'une application 

la formation de cer~ines fonctions de deux variables ~ deux p~riodes. 

Problbme de l'invermon des int~grales multiples, m Une int~grale d~finie 

simple est une int~grale ~tendue ~ une ligne, situ~e dans le plan des variables 

complexes, dont on donne les extr~mit~s: elle d~pend alors des deux variables 

d~finissant ces deux extr~mit~s. Je consid~re de m~me une int~gr~e double (77--79) 
portant sur une fonction donn~e mais ~tendue ~ un champ dont la d~finition 

d~pend d'un certain nombre de variables: l'int~grale est alors une fonction de ces 

variables. En prenant pour la fonction sous le signe d'int~gration une fonction 

alg6brique, on peut poser un certain hombre de probl~mes analogues aux pro- 

blames classiques sur les int~grales ab~liennes, notamment un probl~me analogue 

eelui de l'inversion d'~.pr~s Jacobi. 

En supposant, pour simplifier, les variables r~elles, prenons, par exemple, 

pour champ d'int6gration, un cercle quelconque du plan 

xS +y2--2 a x - - 2  b y - - c ~  o. 

La d~finition de ce champ d~pend de trois variables a, b, r Consid6rons les trois 

6qnations 
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f f  d x  d~/ = u, 

f f  (x + y) dx. dy -~ v, 

f f (x~ + y~) dx  dy -~ w. 

On voit facilement que ces trois ~quations d~finissent a + b, a ~ + b ~, c, comme fonc- 

tions uniformes de ~, v, w (79). 

Int~grales  eul~riennes.  - -  S~ries hyperg6om6tr iques  ~ Polyn6mes .  

Int~grales eul~riennes et s6ries hyperg6om6triques d'une variable. - -  La 

fonction hyperg6om~trique d'une variable d~finie par la s~rie classique a ~t6 

Studide, depuis Gauss, par un grand hombre de g~om~tres; elles eomprend, comme 

cas particuliers, la plupart des fonctions 616mentaires, et les relations auxqueUes 

elle satisfait fournissent, ainsi que l'a montr~ Gauss, une m6thode g~n~rale pour le 

d6veloppement de ces fonctions en fractions continues alg6briques; cette fonction 

hyperg~om~trique joue un rble importan~ dans beaueoup de questions de Math~- 

matiques pures et appliqu~es, notamment dans la th6orie des fonctions sphgriques 

et dans plusieurs d~veloppements en s~ries employ~s en M~canique e~leste; eUe 

v~rifie une 6quation diff6rentielle lin~aire du second ordre qui peut lui servir de 

dgfinition, et c'est en se pla?ant ~ ce point de rue que Riemann a ~udi6 la 

fonction ~(a,  #, y, x) dans un M6moire qui contient les germes de la th~orie des 

~quations diif6rentielles lingaires, telle qu'elle a ~t6 d~velopp~e depuis par Fuchs; 

enfin, g et h d6signant deux des quatre quantitgs o, Z,x,  oo, cette fonction peut 

~tre repr~sent~e par des int4grales d~finies de la forme 

g 

4tudi~es par Euler clans le ca~ g=o,  h~-z, et par Jacobi dans les antres cas; 

e'est en pa~a~t de ces int~grales que Jacobi a trouv~, par des transformations 

faciles, routes les solutions de l'~quation diff~rentielle de la s6rie hyperg6om6trique 

indiqu~es par Gauss et Kummer. 

La th~orie de la sgrie hyperg4om4trique de Gauss est dans un rapport ~troi~ 

avec eelle des int~grales eul~riennes qui ont ~t~ ~tudi6es ~ rant de points de rue 

dit~6rents. J'ai obtenu une formule tr~s g~n~rale comprenant, comme eas patti- 
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cullers, un grand nombre d'intdgrales ddfinies, exprimables ~ l'aide de l'intdgrale 

euldrienne F, entre autres les int~grales euldriennes de premiAre espAce et les 

intdgrales qui se pr~sentent darts la th~orie des polynbmes de Legendre et de 

Jacobi. J'ai montrd, en effet (9), que l'intdgrale ddfinie 

1 

0 

7, z) F(a+n,~--n,7,  x) dx, 

oh n ddsigue une constante quelconque, s'exprime au moyen de la fonction F, 
du moment qu'elle est fmie; si la constante n est nuUe, cette int~grale s'exprime 

au moyen de 1,, fonction euldrienne F et de sa ddrivde. Parmi les applications 

de eette formule gdndrale, je donne d'abord (xo) la ddtermlnation des coefficients 

du ddveloppement de la fonction hypergdomdtrique de Gauss, en sdrie de poly- 

nbmes de Jacobi, 

r, x), 

o5 m est un entier poaitif, polynSmes repr&entds par une formule de Jacobi 
analogue ~. celle que O. Rodrigues a donnde pour les polynbmes de Legendre; 

les coefficients de ce ddveloppement ont des valeurs simples. Puis, supposant 

m et m' quelconques (non entiers), je caleule (xo) l 'in~grale 

1 

f ~-~ (I--x)~+~-v X~ X,~, 

0 

dx 

qui, d'apr~s Jacobi, est nulle lorsque met m' sont des entiers diffdrents ; je montre 

que cette intdgrale est encore nulle, qua.nd met m' sont deux r~ines distinctes 

d'une dquation transcendante, dont le premier membre s'exprime ~ l'aide de la 

fonction F et dont le second membre est une constante arbitrairement choisie; 

lorsque ron prend m-~m', l'int~grale est dvidemment diffdrente de zdro; je donne 

alors sa valeur. On peut dddu/re de ce rdsultat la ddtermination des coefficients 

Am du ddveloppement d'une fonction en sdrie de la forme ~Am Xm, la sommation 

dt~nt dtendue aux valeurs de m qui sont mmines de l'dquation transcendaute citde 

plus haut; on sait que certains problbmes de Physique conduisent ~. des ddve- 

loppements de ce genre. Peude temps aprAs leur publication, ees rdsultats ont 

~td gdndralis~s par Calla~dreau (Comptes rendus, x 4 jnillet x879). 
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Fonctions hyperg~om~triques de deux variables. - -P lus i eu r s  g~om~tres, 

entre autres Clausen 1, Poehhammer z, Thomae s, Goursat ~, ont g~n~ralis~ les r~sul- 

tats dorm,s par Gauss et Riemann dans la th~orie de la fonction F(a,8,y, x) en 

formant des fonctions hyperg~om~triques d'une variable eonstruites d'une fa~on 

analogue ~. celle de Gauss et v~rifiant une ~quation diff~rentieUe lin~aire d'ordre 

sup~rieur. Ant~rieurement ~ Poehhammer, Hermito avait indiqu~ une int~grale 

d~finie analogue ~ celle d'Euler, eontenant un ~aram~tre  variable et v~rifiant une 

~quation differentielle d'ordre sup~rieur qui eomprend, comme cas particulier, celle 

de Gauss. Je me su/s plac~ ~ un tout autre point de vue, et je me suis propos~ 

de former des fonctions de de~x  variables ~ d ~ e ~ d a n t e s  x et  y, analogues K la 

fonction hyperg~om~trique de Gauss, en suivant le mode de g~n~ralisation qui 

conduit des fonctions O d'une variable aux fonctions O de plusieurs variables. 

Cette question se posait tout naturellement; en et~et, les polyn6mes de Legendre 

d ~ (~- -~)~  
d x ~ s'expriment ~ l'aide de la s~rie de Gauss; or Hermite, ayant ~tudi~ 

les propri~t~s des polynbmes K d e ~  variables 

O x  ~ Oy ~ 

a montr~ que ces polynbmes sont enti~rement analogues ~ ceux de Legendre; on 

pouvait done penser qu'il existait des fonctions hyperg~om~triques de deux vari- 

ables comprenant, comme cas particuliers, les polynbmes d'Hermite, de m~me que 

la fonction de Gauss eomprend eeux de Legendre. Dans la 2me ~dition de son 

H a n d b u c h  do" Kugel func t ione% Heine commence de la fagon suivante (IIe volume, 

P. 357) l'expos~ des r~sultats que je lui avais COmmuniques et au sujet desquels 

il m'avait ~crit plusieurs lettres: 

~Euler et Pfaff se sont d4j~, oecup~s de s~ries hyperg4om~triques d'ordre 

sup~rieur, c'est&-dire de s~ries dans lesquelles, au lieu de deux ~l~ments au 

numgrateur et d 'un  41~ment au d~nominateur comme dans la sSrie de Gauss, en- 

trent un plus grand nombre d'dl~ments au num~rateur et au d~nominateur, de 

telle mani~re que la permutation des 414ments du num4rateur ou de ceux du 

d~nominateur n'alt~re pas la valeur de la s4rie. Ces s~ries servent K l'in~gration 

1 Journal de Crelle, t. 3. 
Journal de Crelle, t. 7x. 

a Mathematische An~zlen, t. 2. 
�9 Annales de l'Ecole Normale, ame s~rie, t. XII. 
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d'6quations diff6rentielles lin6aires d'ordre sup6rieur, eomme la s6rie de Gauss 

serf ~ rint6gration d'une 6quation du second ordre, et occupent aiusi une place 

d&ermin6e daus l'A~alyse (voir un M~moire de Thomac, Math. Annalen, t. LI). 
Elles s'imposent K l 'attention par plusieurs propri~t~s int~ressantes, parmi lesquelles 

je citerai celles que Clansen a donn~es daus le tome I I I  du Journal  de Cre l le , . . .  

� 9  Partant  de ee fair que ma g~n~ralisation de la s&ie de Gauss avec un facteur q 1 

comprend eomme cas particulier les fonctious O d'une variable, tandis que les O 

d'ordre sup&ieur contiennent plusieurs variables, je eherchai une g~n~ralisation 

de la s4rie de Gauss contenant deux variab~s et conservant les propri~t~s essen. 

tielles de la s&ie de Gauss. C'est cette g~n4ralisation que M. Appell a t rouv~e. . .~  

Voici maintenant ranalyse des prineipam[ r~sultats que j 'ai obtenus daus 

cette voie: 

Jc  consid~re (66) quatre s&ies F~, F~, F~, F~, qul peuvent &re regard~es 

comme autant de g~n~ralisations dii~rentes de la s~rie de Gauss. On le recon- 

naltra imm4diatement en comparant les termes g~n~raux de ces s~ries au terme 

g~ngral de la s~rie de Gauss: par exemple, les deux s4ries que j 'appelle 

F~ (a, ~, f ,  7, 7', x, y) et F~ (a, ~, 7, 7', x, y) ont respectivement pour terme g4n~ral 

, (,~+ ~)...(~ +,, + ,- ~): @+ ~)... @+ m- ~) f~: + ~).-.: +,,- ~) 
~, (~,+ ~)... ~ + ~-~)~,' (/§ ~)...(/+,,-~) 

Xm ~/n 
} 

I ' 2 " ' ' ~  I ' Z ' ' ' ~  

(~ ((~-F I)" ".(g+m + ~--I) # (#-F I)- �9 - ~ + / + . - - I )  X" ~#" 
y (y-~- I). - -~ + i - - I )  r' (y'-~- I)- - -~' + . - -  I ) I ' 2 " - ~  I ' 2 " " n '  

les entiers m et n variant de o ~ co. Ces quatre s~ries sont convergentes pour 

des valeurs de x et y dont les modules sont suffisamment petits: ainsi la s~rie 

F~ est convergente quand la somme des modules de x et y est inf&ieure K l'unit~, 

et la s~rie F~ quand la somme de leurs racines carries est inf~rieure ~. l'unit& 

Les quatre s~ries d~finissent donc des fonc~ious holomorphes de x et y dans le 

voisinage des valeurs x ~ o  et y----o; comme pour les fonctions de Gauss, les 

d~riv~es partielles de ces fonctious sont des fonetions de m~me nature. I1 existe, 

pour les fonctious de deux variables, un grand nombre de formules semblables 

celles que donne Gauss: Relationes inter functione~ eontiguas; puls des formules 

permettant de transformer ces fonctions, de les ramener les unes aux antres dans 

Cette g~n6ralisation de Heine consiste h remplscer, dans le terme g6n6rst de la  s~rie de 

Gauss, un  facteur tel  que a + k  par  l 'expression I--qa+k se r~duisant h g + k  pour ~ffiI. 
l--q 
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certains cas particuliers. On peut reprdsenter ces fonetions par des int~grales 

ddfinies qui rappellent l'int6grale ddfinie d'Euler servant ~ reprdsenter la fonction 

de Gauss. Ainsi, en faisant 

f (u, v)=-u ~-~ v# -~ (z--u--v)r-.-='-~, 

on trouve que la fonction ~'~ est ~gale ~ un facteur constant multipli6 par l'int6- 

grale ddfinie double 

f f  (x--ux)-tJ (x--vy)-a' f (u ,  v) du dr, 

prise entre les limites u>_o, v--o, r--u--v~o.  En partant de cette expression de 

la fonction 2'2, j'6tends s cette fonction certaines propri6t~s que Jacobi a d& 

montr~es pour la fonction de Gauss et qui se rattachent all d6veloppement de 

F(a, z, 7, x) en fraction continue (68). 

L'une des propri6t6s les plus importantes de la fonction de Gauss est qu'elle 

v6rifie une 6quation lin6aire du second ordre: les fonctions de deux variables 

poss~dent une propri6t6 toute semblable. EUes satisfont chacune ~ deux 4quations 

diffgrentielles lin~aires simultan6es, aux d6riv~es partielles. Par  exemple, la fonc- 

tion Fa satisfait aux deux ~quations diff6rentieUes 

+ x) 

(U--U') Y] 

off ~, q, r, s, t d~signent, comme d'ordinaire, les d~riv~es partielles premieres et 

secondes de z par rapport ~ x et y. Les ~quations que v~rifient 2" 8 et F~ sont 

du m~me genre: elles rentrent  routes dans le type d'6quations simultan6es de la 

forme 

r-~als+a~p+aaq+a~z, 

t=bl s+ b~p+ bsq+ b~z, 

off les a e~ les b sont des fonctious de x et y telles que (z--at  bl) ne soit pas 

identiquement nul, et off la condition d'int~grabilit6 est remplie identiquement, 

c'est-s quels que soient x, y, z,p, q, s. L'~tude de ces ~quations diff~rentielles 

s 'impos~t: eUe r~v~le cette eirconstance que les propri~t6s de l'int~gr~.le g~n6rale 

pr~sentent de nombreux points de ressemblance avec celles de l'int~grale g~n6rale 

d'une ~quation lin6aire s une variable indgpendante, telles qn'elles rgsultent des 

travanx de Fuchs (rzS). Ainsi, lorsqu'on conaait qu~tre fonctious lin6airement 
26--2554. Acta mathe~aa$/va. 45. Imprim6 le 29 &wil 1925. 
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ind6pendantes vdrifiant les deux 6quatious simultandes, rintdgrale gdndrale de ces 

6quations est 6gale ~ une combinaison lindaire de ces quatre fonetions avec des 

coefficients constants arbitraires. On peut aussi, comme pour les dquations lindaires, 

montrer que, si les coefficients et la q~s.ntitd I sont des fonctions ddve- 
i--a I b I 

loppables en s6ries convergentes proeddant suivant les puissances positives crois- 

santes de X--Xo et Y--Yo, on pourra satisfaire ~ ces 6quations par une fonction 

z d6veloppable de la m~me fa~on, les valeurs de cette fonction et des trois ddri- 

vdes p, q, s 6taut arbitraires pour x~-x0 et Y=Yo. Enfin, si ron prend quatre 

intdgrales lindairement inddpendantes et si l'on suppose que les variables imagi- 

naires x et y cldcrivent, dans le plan sur lequel elles sont reprdsentdes, des eourbes 

fermdes, la valeur finale de chacune de ees intdgrales est une eombinaison lindalre 

et homog~ne ~ coefficients constants des valeurs initiales des quatre intdgrales. 

En appliquant ces th6orbmes aux dquatious simultandes que vdrifient respective- 

ment les fonctions Fz, Fs, ]P~, on arrive ~. trouver l'intdgrale gdndrale de chacun 

de ees sysf~mes d'dquations simultandes, exprimde ~. l'aide de quatre fonctions 

hypergdomdtriques particuliAres. On arrive, en outre, ~ prolonger ehacune de ces 

fonctions ~ l'extdrieur des rdgions o5 les sdries ddfinissant primitivement ces fonc- 

tions cessent d'etre convergentes; ee qui permet d'dtablir des relations fort 

nombreuses du genre de celles que Gauss donne dans son Mdmoire ~1)eterminatio 

seriei nostr~e per ~equationem differentialem, et dont Kommer a fair plus tard une 

dtude approfondie. 

La fonction Fx se eomporte autrement que les trois autres: eUe vdrifie trois 

6quations diffdrentielles lindaires simultandes aux ddrivdes partielles du second 

ordre et non deu~ 6quations seulement. Je  d6montre, pour ee syst~me d'6qua- 

tions, des thdor~mes analogues aux prdcddents, avec cetts diff6rence qu'un syst~me 

fondamental d'int~grales est form6 de trois fonctions au lieu de quatre. Ces 

6quations admettent un grand nombre d'intdgrales exprimables ~. l'aide de la 

fonction ~'1 par des formules telles que 

( x - x ) ' v "  s,', ,', t, t'), 

t e t t '  d6signant des fonctions rationnelles et du premier degr6 de x et y.  J 'ai  

indiqu6 beaucoup de ees intdgrales (69); M. Goursat x en ~tudiant la question d'une 

mani~re systdmatique, en a trouv6 jusqu'~, so/~mnte. 

Uomptes rendus, 23 oetobre 1882. 
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Pour achever le r~sum~ des principales proprig~s des fonetions hyperggo- 

m4triques de deux variables, il nous reste s dire un mot des polynSmes qui s'y 
rat.tachent. On peut exprimer, s l'aide de la fonction ~'~, les polynSmes qu'Her- 

mite a indiqu~s comma g~n~ralisation des polynSmes de Legendre e~ des poly- 

nSmes cos (n arc cos x) (Comptes rendus, t. LX), les polynSmes de plusieurs 
variables qui ont gt~ ~tudi~s par Didon (t. V, VI, VII  des Annales de l'Ecole 

Normale), e t l e s  polynSmes qua j'ai form,s (66) 

~r~n+n [Xm+r---1 yn+?'--I (I - - X - - y )  m+n] 
Urn, n = x 1-~ yl-?' 

Ox ~ Oy n 

aualogues aux polynbmes de Jacobi; ainsi 

U~,~-C2 'z  ( - - m - - n ,  re+r ,  n + ~,', r, r', x, y), 

d6signant une cons~ante connue. Ces polynSmes poss~dent des propri~t~s 

semblables ~ celles des polynSmes d'Hermite et des fonctions Y~ de Laplace; la 

propri~t6 fondamentale est que l'int~grale double 

~tendue ~ raire du triangle limlt~ par les trois droites x~o ,  y~-o, I--X--y~--o 

est nuUe, rant qua m + n  est different de ~+~;  cette in~grale, au contraire, n'est 
pas nulle quand m + n~/~ + ~ et j'indique alors sa valeur. Ces formules permet~ent 

de calculer les coefficients du d~veloppement d'une fonction de deux variables 

x et y e n  s~rie proc~dant suivant les polynSmes U~,n. Le calcul se simplifie 

par l'introduction d'un polynSme adjoint exprimable aussi ~ l'aide de la fonetion 
~ .  Les m~mes propositions s'~tendent ~ des polynSmes d~finis d'une fa?on plus 

g~n~rale, en ajoutant, dans les polynSmes U~.n, le facteur (I--x--y) ~ en avant 
du signe de differentiation et le facteur inverse sous le signe de differentiation 

(7o). Elles r~sultent routes d'une propri~t~ g6n~rale des fouctions satisfaisant 

l'~quation d i~rent ie l le  unique, obtenue en ajoutant les deux ~quations diff~ren- 
tieUes de la fonction E~, et faisant ~ + ~ = d ,  ~quation qui est int~ressante 

~tudier pour elle-m~me et dont un grand nombre d'int~grales s'expriment ~ l'aide 

des fonctlons Ej et F~. Cette propri~t~ est la suivante: Les quantit~s 7,7', 

I-~-~-~-{~--~--~ ~tSE[lt supp0s~es positives, soient ~ une int~grale de l'~quation, et 
~l une in~grale de l'~quation obtenue en rempla~an~ a et d par a +  X et d--X; 
l'int~grale double 
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f f  x7-1 yy'-i (I--x--y)a+8-~-~ ' ~1  dx dy,  

6tendue au m~me triangle que plus haut est nuUe, si les fonctions ~ et z 1 et 

leurs d6riv6es premieres restent finies dans les limites d'int6gration. I1 est int~- 

ressant de remarquer que ce th~or~me comprend, comme cas tr~s partlculier, le 

th6or~me fondamental relatif aux fonctions Yn(8, ~) de Laplace: en effet, l'~qua- 

tion diff6rentielle bien connue, ~. laqueUe satisfont les fonctions Yn, se ram~ne 

la forme g6n~rale pr6e6dente par la substitution sin 0 cos ~,~]/~,  sin 0 sin ~ ] / ~ ;  

il comprend ~galement, comme cas limi~e, certaines formules donn6es par 1termite 

sur les polyn6mes qui naissent de la differentiation d'une exponentielle dont l'expo- 

sant est un polynSme homog~ne et du second degr6 en x et y. 

Dans les recherches que nous venons d'exposer, les variables x et y sont 

regard6es comme ind6pendantes. Si on les suppose exprim6es en fonction d'une 

variable t, c'est-s li6es par une relation, les quatre fonctions hyperg6om6ta~ques 

deviennent des fonctions d'une variable ind6pendante et v6rifient, la premiere F1, 

une ~quation diff6rentielle lin6aire du troisi~me ordre, les trois autres, lV'~, F~, ~'~, 

des ~quations d~ffgrentielles lin6aires du quatri~me ordre (I3I). L'ordre de ces 

gquations peut s'abaisser lorsqu'on 6tablit certaines relations par~culi~res entre 

x et y. Ainsi la fonction F~ v6rifie une 6quation du troisi~me ordre quand 

] /~ -b  ~ / y ~  ~; de m~me ~'~ quand x § y~- I. Ces th6or~mes, qui peuvent s'6tendre 

~. des syst~mes g6n6raux d'6quations aux d6riv~es par~ielles simul~n~es, semblables 

cedes que v6rifient nos fonctions, trouvent leur application dans une question 

pos6e par Tisserand ~ au sujet d 'un d6veloppement employ6 en M6canique c61este. ~ 

Soit p~l(p,  z) le polynSme de degr6 N en ~ qui f o m e  le coefficient de @~ 
l--p 

dans le d6veloppement de (I--2 @Z+@~) "-~- effects6 suivant les puissances posi- 

tives de 6}; il s'agit de trouver une f o m u l e  g6n6rale donnant le d6veloppement 

du polynSme P{~ (p, ~} suivant les cosinus des multiples de x et y, quand on 

pose g:~u cos x-b �9 c o s  y .  

Tisserand d6~erm~ne le coefficient B~)~ de 4 cos i x  cos jy  dans ce d6veloppement 

pour les valeurs P ~ 2 , ~ 3 ;  et de plus, il montre que, s i p  est de la f o m e  2 ~ § 3, 

entier, le coefficient B ~,~ s'exprime ~. ra ide d'un polynSme hyperg6om6trique du 

second ordre. En calculant di ree~ment  le coefficient g6n6ral, j 'ai fair voir (73} que, 

1 Comptes rendus, 15 et 22 octobre I883. 
2 Voyez aussi un M6moire de M. RADAU: Sur le d6veloppement de l'expre~sion (Annale8 

l'Observatoire, M~moires, t. XVIII, 1884). 
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quels que soient le nombre i~ et les constantes p e t  ~, ce coefficient s'exprime 

l'aide d'une des fonctions hyperg~om4triques de deux variables par la formule 

_ _  N+i+j  i+j - -N  i + x , j + x , ~ , ~ )  
2 2 

le facteur C ~tant une constante dont je donne la valeur; le d~veloppement de 

la fonction F~ qui figure dans cette expression, s'arr~te de lui-m~me, car le second 

~l~ment est un entier n~gatif. Dans la s~ance du ~9 novembre I883, Radau 

a commun~qu~ ~ l '4cad~mie des Sciences de Paris une m~thode permettant 

d'~tablir rapidement cette m~me formule. Mais, dans l'application ~ la M~canique 

c~leste, que Tisser~nd avait en vue, p et �9 ne sont pas ind~pendantes et l 'on a 

~cOs~-J-, ~-~sin ~ ~r --, /~+~--I. 

I1 est donc important de rechercher queues simplifications cette relation 

aporte ~ l'expression du coefficient ~ P .  Dans les cas signal,s par Tisserand, 

cette relation permet de le r~duire ~ un polynSme hyperg~om~trique d'une seule 

variable du premier ou du second ordre, et, dans ces cas, le coefficient consid~r~ 

comme fonction de J satisfait ~ une ~quation diff~rentielle lin~aire du deuxi~me 

ou du troisi~me ordre. Callandreau a montr~ (Comptes rendus s~ance du 26 

novembre I883) que, dans le cas g6n~ral, le coefficient ~B~) P consid~r~ comme 

fonction de J v~rifie une ~quation diff~rentielle lin~aire du troisi~me ordre, qu'il 

n'a d'aiUeurs pas fortune compl~tement. Au moment o~ Callandreau a publi~ 

cette Note j'~tais, de mon c6t~, arriv6 ~ ce m~me r~sultat: je forme (73) cette 

~quation et j'indique les cas dans lesquels elle se r~duit au second ordre ou peut 

~tre ramen~e ~ celle de la s~rie hyperg~om~trique d'ordre sup~rieur. 

Dans routes rues recherches sur rues fonctions hyperg~om~triques de deux 

variables, je me suis principalement plae~ au m~me point de rue  qu'Euler, Gauss, 

Jacobi, en m'effor~ant de montrer que ces fonctions constituent bien l'extension 

de la fonction de Gauss. Les recherches que ~ .  E. Picard a faites post~rieurement, 

dans une autre direction, sont venues confirmer cette mani~re de voir. De m~me 

que Riemann d~finit la fonction hyperg~om~trique de Gauss par ses trois points 

critiques et les exposants correspondants, M. E. Picard 1 s'est propos~ de d~finir d'une 

I Co~npteS rend~$, mai I88o; Annales de l'Ecole Normalc, oct~bre I88I. 
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fa~on analogue certaines fonctions de deux variables ind~pendantes: il retrouve 

ainsi une de nos fonctions hyperg~om~trique de deux variables, la fonction F~. 

M. Goursat a montr~ ensuite 1 que les s~ries F~ et F 8 sont susceptibles d'une d~fini- 

tion analogue. 

De nombreux math~maticiens ont g~n~ralis~ les fonctions sph~riques en 

consid~rant des potentiels ou des fonctions harmoniques et des formules analogues 

la formule de Green, dans l'espace ~ q dimensions. Les polynbmes V~,~ 

qu'Hermite a cr~ds comme g4n~ralisation des polynSmes de Legendre et associ4s 

am: polynbmes Um, n peuvent ~tre rattach~s ~. ce point de vue; ce sont de v~ri- 

tables fonctious sph~riques sur rhypersph~re dans l'espace h q dimensions. 

Les polynSmes Um,~ d'Hermite et leurs analogues peuvent de m~me ~tre 

rattach4s aux fonctions sph~riques clans l'hyperespace (82). Ces theories ont fair 

robjet de nombreuses recherches de M. Kamp,~ de F4riet; elles ont abouti ~. un 

ouvrage que je publie chez Ganthier-Villars en collaboration avec lui. 

La litt~rature relative K cette th4orie route fran?aise a ~t~ expos~e 

par M. Lambert et moi dans un suppldment ~. rEncyclopddie des Sciences 

math4matiques. 

Calcul approch~ des in~gra les  doubles. - -  Les polynSmes ~, deux variables 

analogues aux polynbmes de Legendre et aux polynSmes cos (n arc cos x) d~couverts 

par Hermite (Journal de Crelle, t. 64, et Comptes rendus, t. LX) ont conduit Didon 

des rdsultats intdressants, d'une graude g~ndralitd, relatifs ~, des polynomes 

U,~,.(x, y) de degr4s m+n tels que l'on air 

f f  K(z, y) U.,,, U~,,. dx dy=o, 

taut que (m--/~)S+(n--~) s n'est pas nul, K(x, y) ~tant une fonction donn~e et le 

champ d'int~gration ayant une forme d~termln4e. Certains de ces polynSmes 

peuvent ~tre rattach4s aux sdries hyperg4om~triques de deux variables. Les 

polynSmes de Legendre interviennent daus ls m~thode de Gauss pour le calcul 

approch~ des int~grales d~finles simples et les polynbmes plus g~n~raux carac- 

t~ris~s par les conditions 

b 

f (x) (x) dx=o 

i Compb~s rendus, 13 et  27 novembre 1882. 
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dans le calcul approch~ des int~grales de la forme 

o5 K(x) est une 

et Heine. 

207 

b 

f K (x) f (z) d 
a 

fonction donn~e, comme l'ont montr~ Christoffel, Tchebicheff 

II y a lieu de penser que les polynSmes d'Hermite et les polynSmes de 

Didon interviendront de m~me dans le calcul approch~ des int~grales doubles 

de la forme 

I = f f  K(x, y)f(x, y) dx dy, 

K ~tant une fonction d~termin~e servant s la dafmition des polyn6mes et le champ 

d'intggration ayant tree f o m e  donn6e. 

Je me suis proposg (76) de mettre ce fair en ~vidence dans des cas simples 

pouvant servir de types ~ une th~orie g~n~rale. J%i tout d'abord indiqu~ quel- 

ques propri~t~s nouvelles des polynbmes d'Hermite g~n~ralis~s par Didon, entre 

autres une liaison tr~s simple entre une certaine forme quadratique et la notion 

de polynSmes associ~s introduite par Hemi te .  Puis, arrivant ~. l'objet principal 

du M~moire, je pose le probl~me comme il suit. Soient K une fonction de x 

et y gardant un signe constant daus le champ d'int~gration et f (x ,  y) une fonc- 

tion d~veloppable, dans le champ d'int~gration, en une s~rie d e puissances en- 
fibres et positives de x et y; pour ~valuer l'int~grale double I, je prends un 

polynSme ~ (x, y) de degr~ /9 en x et y, contenant par consequent un nombre 

n~- (p+ I ) ( p +  2) de coefficients, et je d~termine ces coefficients par des ~quations 2 

lin~aires en exprimant que le polynSme ~ prend la m~me valeur que la fonction 

f e n  n points (xl, yl), (x2, y2), . . . ,  (xn, y~) situ~s daus le champ d'int~gration et 

n'appartenant pas ~ une courbe d'ordre 19: la valeur approch~e de l'int~grale 
est alors 

J=f f  K~d:edy. 

Comme le fair Gauss dans sa m~thode d'~valuation approchge des int~grales 

simples, il s'agit eusuite de d~terminer les points (x~,y~), de ma~i~re ~ obtenir 

la plus grande approximation possible, au seus de Gauss. Je forme les ~quatious 

qui d~terminent ces points. Sans entrer dans des data~ls sur le cas g~n~ral, je 

me borne ici ~ indiquer deux r~stflt~ts particuli~rement simples. 
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Tout d'abord, le eas le plus simple de t~us est le ea~ de p = o ,  n = i .  On 

substitue alors ~ la fonetion f (x ,  y) une oonsta~e ~g~le ~. la valeur qu'elle prend 

en un point (xl, yl) pour le moment ineonnu: il s'agit de d~terminer ee point de 

telle fa~on que l'erreur eomm~se soit 1~ moindre possible. On trouve que le 

point doit ~tre ehoisi au centre de gravit~ du champ d'int~ffration, Is densit~ 

en cha~fue point ~ta~t ~gale ~ K(z, y). Si ron  forme le polyn6me le plus g~n~- 

ral P du ~remier degr~, s'annulent en oe point on d~montre que ee polyn6me 

poss~de la propr/~t~ exprim~e par l '~qu~ion 

f f  KP  dx dy=o; 

c'est done le polyn6me le plus g~n~ral du premier deffr~ remplissa~t les condi- 

tions des polyn6mes de Didon; en l'~g~lA.~t ~ z~ro, on obt/ent une droite arbi- 

ira/re passa.nt par le point fixe ehereh~. 

Voiei ensuite un second exemple simple. Supposons que le champ d'int~ffra- 

tion soit un eerele de centre 0 et de rayon I et q u e / ~ I .  Prenons trois points 

(x~, y~), (x~, y,), (x~, y~) sur un eercle coneentrique, et rempla~ons la fonetion 

f (x ,  y) par un polyn6me du premier d e ~  devenant ~gsl & f aux trois points. Pour 

que rerreur eommlse soit la plus petite possible, il faut que les points soient les 

som~ets d'un triangle ~uilat~ral queleonque inser/t d~n~ le eerele de oentre 0 

I 
et de rayon ~] /~ .  

Nous eiterous, eomme se rattachant s ees reeherches, une Note de M. 

Bourguet (Comptes rendus, I898, t. ~26) et la fin de la th~se de M. Angelesco 

(Paris i9~6 ). 

Fonetions harmoniques de variables r~elles. 

Th~orie g~n~rale. - -  J 'ai cherch~ (~o) ~ ~tendre les th~or~mes de la th~orie 

des fouctions d'une variable complexe aux fonetions harnwniq~,  e'est-~-d/re au~ 

fonctions de trois variables r~elles, v~rifiant, 1~ o5 elles existent, l'~quation aux 

d~riv~es partielles 

O~ F O' F O' F 
~F---- ~ + --~y, + ~ =o. 

En convenant de consid~rer x, y, ~ comme les eoordonn~es d'un point M 

par rapport ~ trois axes rectangulaires, une fonetion F v~rifiant l'~quation J F - ~ o  

pourra ~tre d4fiuie d a ~  tout l'espaee ou seulement dans une portion de l'espace 
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en exceptant certains points, ou certaines lignes ou certaines surfaces. La th~orie 

de ees fonetions se rapproehe tout naturellement de celle des fonctions d'une 

variable imaginaire u ~ x * i y ,  si l'on se rappeUe qu e la partie rdelle d'une fonc- 

tion analytique de x*iy vdrifie une dquation aux d~rivdes partieUes analogue, 

mais ~ deux termes seulemenk Thomson et Tait ont montr~ qu'il existe 

une s u i t e  de fonctions harmoniques }r (x, y, 2) ddfiuies pour toutes les valeurs 

enti~res positives ou ndgatives de rindice �9 homog~nes et du degr@ �9 en x, y, z. 

Ces fonctions jouent, clans la pr~sente th~orie, le m~me rble que la partie rdeUe 

de l'expression ( a . i b ) ( x * i y )  � 9  la thdorie des fonctions d'une variable imagi- 

naire. Par  exemple, une fonction harmonique uuiforme, finie et continue dans 

l'intdrieur d'une sphere ayant pour centre l'origine, y est ddveloppable en une 

sdrie procddant suivant les fonctions K, ~ indices positifs; une fonetion harmo- 

niclue uuiforme fmie et continue entre deux spheres ayant pour centre commun 

rorigine, est ddveloppable dans eet espace en une double sdrie procddant suivant 

les fonctions F', ~, indices positifs et ndgatifs; th~or~mes tout semblables ~. ceux 

de Cauchy et de Laurent pour les fonctions d'une variable imaginaire. Je montre 

(IIg), en g~n~ral, qu'il existe des d~veloppements en s~rie, propres ~ representer 

une fonction harmonique uuiforme et admettaut des d~rivdes en tous les points 

d'un volume limitd par des portions de surfaces sph~riques, d~veloppements qui 

pr~sentent les mSmes particularitds que ceux que j'ai donn~s pour des fonctions 

analytiques d'une variable, holomorphes dans une aire limitde par des ares de 

eercle. Je  d~duis ees propositions du thdor~me de Green. 

Prenant ensuite une fonction harmonique finie, continue et uniforme dans 

tout respaee, saul encer ta ins  points singuliers, je m'oecupe d'abord de elasser 

ces points en p61es et points singuliers essentiels; ce qui se fair ais~ment ~. raide 

des fonetions V,; puis je ddfiuis le r ~ d u  de la fonction en un pble ou en un 

point essentiel isol& Les points singuliers ~t~mt ainsi classds, j'indique rexpres- 

sion la plus g~n~rale d'une fonetion n'ayant que des pbles: une fonction de cette 

nature doit 8tre regardde eomme analogue ~ la partie r~eUe d'une fonction 

rationneUe d'une variable imaginaire: elie est dgale ~ une somme de fonctions de 

la forme V~(x--a, y--b, z~c) ~ indices positifs ou n~gatifs. En supposant en- 
suite une fonci~ion qui poss~de un nombre fini de points singuliers, parmi les- 

quels des points singuliers essentiels, je donne rexpression gdndrale de cette 

fonction sous forine d'une somme de fonctions n'ayant chacune qu'un point 

singulier. Je ddmontre enfin, pour les fonctions harmoniques uniformes, un 

thdorbme analogue ~ eelui de Canchy sur la somme des rdsidus relatifs aux pbles 
27--2454. Acta ~ a ~ c ~  45. Imprimd le 1 mai 19~5. 
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situ~s dans un contour, et un th~or~me analogue s celui de M. Mittag-Leffler four- 

nissant l 'expression d'une fonction harmonique ayant pour p61es, un nombre 

in~ni de points donn~s, avec des parties principales assign@es ~ l'avance. 

Fonctions harmoniques ~ un, deux ou trois groupes de p6riodes. - -  Pour  

appliquer ces th~or@mes g~n~raux ~ des exemples int~ressants par eux-m@mes, 

j 'ai fair (I2o) une ~tude g~n~rale des F(x ,  y, z) admet tant  trois groupes de p~riodes 

(a, b, c), (a', b', c'), (a", b", c"); j 'entends par 1~ que ces fonctions prennent aux 

points (x + a, y + b, r + r (x + a', y + b', z + c'), (x + a", y + b", z + c") les re@rues 

valeurs qu'au point (x, y, z). On peat  repr4sent~r cette propri4t4 par l ' image 

g~omdtrique suivante. Considdrons les trois segments de droites par tant  de 

rorigine pour aboutir aux trois points (a, b, c), (a', b', c'), (a", b", c") et, sur ces 

trois segments, construisons un parall~ldpip~de; sur les faces de ce parall~16pip~de, 

pla~ons des parall~lSpip~les dgaux et orient 's  de la re@me fa~on; puis, faisons 

la re@me op4ration pour les nouveaux parall414pip~des et ainsi de suite, ind4fmi- 

ment, de mani~re ~. remplir tout  l'espace d 'un rdseau de parall~ldpip~des ~gaux 

et orient,s de la m~me fa~on, se touchant  par leurs faces dgales. La fonction 

2 '  poss~de cette proprietY, qu'elle reprend les m~mes valeurs aux points places de 

la m~me fa~on dans tous ces paralldl~pip~des. 12 suffira, d'apr~s cela, de con- 

naltre la fonction F dans un  de ces paraU~l~pip~des que nous appelons ~arall~l~- 
~ip~de dl~mentaire, pour la connaltre dans tout  l'espace. On volt que ces fonc- 

tions sont semblables ~. la partie r~elle d'une fonction doublement pSriodique 

d'une variable imaginaire u - ~ x + i y ,  qui reprend les m~mes valeurs aux points 
d 'un plan places de la m~me fa~on dans un r~seau de paraU@logra.mmes. Cette 

similitude se poursuit  d~ns la plupar~ des propri4~s;  ainsi: 

Une fonction ~ 3 groupes de p~riodes finie en tousles points d'un parall~l~ip~de 
$lg~nentaire, est une r Si la fonction admet dans un parall~l~d~de dl~nen- 
taire un hombre fini de points singuliers, la somme des rgsidus relatifs ~ yes ~oints 
est halle. 

Jusqu'ici ces fonctions sont congues seulement in abstracto il s 'agit d'avoir 

leurs expressions analytiques. Pour  cela, je commence par construire, ~. l 'aide 

d 'une s~rie, une fonction Z(x ,  y, z) v4rifiant l '~quation du potentiel et prdsentant 

, . , ,  H' (u) 
la plus grande analogie a v e c l a  fonction ~u~=-~-~(u), ~. ra ide  de laquelle on 

peut, comme l'a montr~ Hermite, reprdsenter routes les fonctions eINptiques. La 

fonction Z(x,  y, z) nous permettra, de re@me, de repr@senter toutes les fonctions 
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trois groupes de p6riodes ayant clans un parall~l~pip~de un nombre fini de 

points singuliers: elle est essentieUement ddfinie par la condition d'avoir, pour 

pbles du premier degr6 avec le r~sidu § z, tousles sommets du r6seau des parelldl~- 
pin,des. Par l'application du th~or~me analogue ~ celui de ~ .  Mittag-Leffler, j'arrive 

s 6crire cette fonction sous forme d'une s6rie qui converge absohment, c'est-s 

ind~pendamment de l'ordre darts lequel on prend ses termes. Cette fonction 

n'admet pas les groupes de p4riodes (a, b, c), (a', b', c'), (a", b", c"), pas plus que 

la fonction Z(u) n'admet les deux pgriodes des fonctions elliptiques; elle v~rifie 

des 6quations de la forme suivante 

Z ( x §  a, y+b, z+c) - -Z  (x, y, z ) = A x §  B y +  Cz+ E, 

les le~res A, B, C, E d6siguant des constantes qui d6pendent des neuf quantit6s 

a, b, c, a', b', c', a", b", c"; ces constantes sont lides par des relations que ron  

6tablit ~ priori et qui permettent de les calculer dans certains cas, autrement 

que par des s6ries, par exemple darts le cas off les parall616pip~des 616mentaires 

sont des cubes (IZ9). La fonction Z(x, y, z) une fois construite, on a tr~s simple- 

ment l'expression d'une fonction ~ 3 groupes de p6riodes n'ayant que des pSles, 

par une somme compos~e de fonc~ions Z et de leurs d6rivSes. On peut remplaeer 

Z par une fonction ~ trois groupes de p6riodes, mais non harmonique (IZS). Je 

donne ensuite l'expression d'une fonction s trois groupes de p6riodes avec un 

nombre fini de points singuliers parmi lesquels il y a des points essentiels, puis 

j'6tends ~ ces fonctions certains r~sultats que j'avais d6montr6s auparavant 

pour les fonctions doublement pdriodiques. Lorsque ron  fair croltre ind6finiment 

une ou deux dimensions des paralldl6pipbdes 61dmentaires, on obtient des fonc- 

tions n'ayant que deux ou un groupe de pdriodes: parmi ces derni~res se trouve 

une fonction qui a 6t6 employ6e par Ohervet pour exprimer le potentiel d'une 

masse liquide limit6e par deux plans parall~les, et travers6e par un flux perma- 

nent d'dlectricitd. J'ai donn6 depuis d'autres applications de la fonction Z(x, y, z) 
des questions de Physique math6matique du m~me genre (~38): ces applications 

se trouvenr analysges plus loin. 

Dans la th~orie des fonetions simplement et doublemen~ p6riodiques d'une 

variable, les expressions de ces fonctions par des s6ries simples de sinus et de 

eosinus sont de la plus haute importance, prineipalement pour les applications. 

Je me suis propos6 (z2~), (zzz), de d6velopper, de la m6me fa?on, les fone~ions 

v~rifiant l'~quation d2 ' -~o  et adme~tant un, deux ou trois groupes de 2~riodes. La 

possibilit6 de ces d~veloppements est eertaine d'apr~s le ~h6or~me de Fourier. 
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De m~me que, dAns ht thdorie des fonctions d'une variable imaginaire, les fonc- 

tions pdriodiques lea plus simples, apr~s lea fonctions pdriodiques holomorphes, 

sont ceUes qui admettent une infinitd de pbles distribuds rdguli~rement dans le 

plan comme cotg ~ ou s~u; d~us la thdorie des fonctions harmoniques de trois 

variables x, y, z, les fonctions pdriodiques les plus simples, apr~s les fonctions 

pdriodiques holomorphes en tousles points ~. distance finle, sont celles qul 

admettent une ini~nltd de pales distribu~s rdguli~rement dans respace, le mot 

j~le dtaut employd ici dana le sens que nous lui avons donnd prdcddemment. 

Ces fonctions pdriodiques se prdsentent dans la rdsolution de diffdrentes questions 

de Physique mathdn~tique, a~nsi qu'fl rdsulte d'une remarque de Riemsnn I, de 

plusieurs Notes prdsentdes ~ l'Acaddmie des Sciences par M. M. Boussinesq ~, de 

Saint-Venant et Flazaant s, et Chervet ~. Les ddveloppements en sdries trigono- 

mdtriques indiquds se pr~tent facilement au calcul numdrique; ils prdsentent une 

grande analogie avec ceux des fonctions simplement et doublement pdriodiques 

d'une variable complexe. Les fonctions dont est donnd le ddveloppement sont 

les suivA.ntes: 

I ~ D'abord une fonction C I aya~t pour pSles les points de l'a~e 0x 

d'abscisses ma (m entier). Cette fonction eat ddveloppable en une sdrie procddant 

suivant les cosinus des multiples de 2~x; le coefficient du terme gdndral s'ex- a 

prime ~ l'aide d'une intdgrale ddfmie qui se rattache aux fonctions de Bessel et 

qui a did employde par Riemann dans la solution d'une question de Physique 

mathdmatique: Zu~" Theorie der Nobili'schen Farbe~r~zge ~. La fonction que 

Riemann introduit pour rdsoudre ce probl~me est une combinaison lJndaire des 

fonctions C~; de m~me la fonction introduite par Chervet e, darts un autre pro- 

blbme de Physique, est une dii~drence de deux fonctions Cz. Un autre mode de 

d~veloppement de cette fonction a did donnd par Lerch (Journal de Jordan, 

fasc. IV, z899). 

~o. La seconde fonction Cz a pour l~les les points du plan ~ Oy de coor- 

donndes ma et nb (met ~ entiers); elle se prdsente dana dL~drentes questions de 

Physique, notamment clans la ddtermination du potentiel en un point d'une masse 

8chwere, Electricit~t und Magn~tismus, bearbeitet von HATTENDORFF, p. 8 4. 

t 3, 3! janvier, 3 ~ mai I87O. 
8 3, Io, ~4 svril x88Z; I~, x9 novembre I883. 
4 24 septembre I883; II  f~vrier I884. 
6 PaE~ANN'S Gesammelte mathematische Werke, p. 54- 
�9 Contpt6s rendus, 24 septembre I883. 
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fluide ind6finie, ayant la forme d'un prisme droit ~ base rectangle, travers6e par 

un flux d'61ectricit6 (239), ou dans l'6valuation des vitesses aux cliff,rents points 

d'un liquide qui s'6eoule par le fond d'un vase prismatique ~ base rectangle 1, 

enfin dans la d~termination de la fonction de Green pour un prisme droit ind6- 

fini ~ base rectangle. Dans tout respaee situ6 d'un m~me c6t6 du plan des 

coordonn6es x Oy,  par exemple pour routes les valeurs positives de z, cette fonc- 

tion et routes ses d6riv6es sont d6veloppables en s6ries trigonom6triques, proe6- 

dant suivant les sinus et cosinus des multiples de 2~___x et 2zy  a --~-.  Les coefficients 

des  deux dSveloppements pr6c6dent~ s'obtiennent ~ raide d'une formule tir6e de 
la th6orie des f0nctions O. 

3 ~ Enfm la troisi~me fonction (24o) est la fonction Z(x ,  y, z) qui ser~ s former 

des potentiels s trois groupes de p6riodes, avec cette restriction que les parall616- 

pip,des 616mentaires sont rectangles. Cette fonction intervient dans rexpression 

de la fonetion de Green dans l'int6rieur d'un parall616pip~de rectangle ou du 

potentiel d'une masse liquide traversge par un flux permanent d'61ectricit6 et ayant 

la forme d'un parall616pip~de rectaugle. Je donne un d6veloppement de cette 

fonction en s6rie trigonom6trique, valable en tous les points de l'espaee compris 

entre deux faces oppos6es d'un des paraU616pip~des dldmentaires, ees faces 6rant 

prolong6es ind6finiment: les coefficients de ce d6veloppement s'obtiennent, sous 

forme finie, pax l'application des th6or~mes g6n6raux relatifs aux  fonetions 

v6rifiant l'6quation z t V = o .  Ce d6veloppement, qui se rapproche de celui de 

log O ( x + y i ) O ( x - - y i ) ,  s'appliquera, par exemple, ~ l'expression de la fonc~ion de 
Green pour l'int~rieur d'un parall616pip~de rectangle, relic qu'eUe a 6t6 donn6e 
par Riemann. 

P o t e n t i e l s  multiformes. - -  Les fonctions pr6e6dentes sont des fonctions 

harmoniques unlformes de ~rois variables r6elles. A la suite d'une conversation 

dans laquelle le professeur ]~. Klein, de l'Universit6 de GSttingen, m'avait paxl~ 

de l 'intention qu'il avait d'6tudier les fonctions harmoniques non uniformes, 

analogues aux parties r6eUes des fonetions alg6briques d'une variable complexe, 

je lui eommuniquai (126) l'exemple suivant d'une fonetion de ce genre. La partie 
r4elle de 

I 

V ( x - a - i a ' )  ~ + ~y--b-- ib ' )  ~ + ( z - -o- - ie ' )  2 ' 

t Voyez diff6reates Notes de M. BousslN~.sQ (Gom~tes rendus des sdances de l'Aeaddmie des 
Science~, s~ances des 3 et 3I janvier, 30 m~i 187o ). 
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off x, y, ~, a, b, c, a', b', c' sont rdels, est une fonction W(x,  y, z) v4rifiant l'4qua- 

tion J W - ~ o  et admettant, pour ligne singuli~re, un cercle; lorsque le point 

x, y, z partant d'une position (x o, Yo, z0) d4crit une courbe ferm6e C revenant en 

ce point ,  la fonction Y reprend ou non sa valeur iuitiale, suivant que la courbe 

C passe un nombre pair ou impair de lois dans le cercle. On a bien 1~ une 

propri4t6 analogue k eelle de la fonction algdbrique V--uu~a d'une variable com- 

plexe u. 

Equations diff~rentielles k une variable ind~pendante - -  Invariants.  

Equations d i~rent ie l l es  lin~sires b u n e  variable ind6pendante. ~ Les 

analogies entre les 6quations diff~rentielles iln4aires et les 6quations alg4briques 

ont 4t~ depuis longtemps signal4es, hlnsi Lagrange a d6montr~ que, si 1'oll 

eonnait une int~grale particuli~re d'une 4quation diff6rentielle lin6aire, on peut 

abaisser d'une unit~ rordre de cette ~quation, de m4me que l'on peut diminuer 

d'une unit4 le degr4 d'une ~quation alg4brique dont on connalt une racine. La 

th~orie du plus grand conunun diviseur de deux polynSmes et celle de l'61imina- 

tion ont conduit Libri, Liouville, Brassinne ~ des th6ories analogues sur les 6qua- 

tions dit~6rentielles lin~aires; et ces questions ont 4t6 reprises et eompl4t4es par 

Thorn4 et Frobenius (Journal de Crelle, t. 74 et suivauts); Frobenius a introduit 

la notion de l'irr4ductibilit4 des 4quations difl6rentielles lin4aires (Journal de 

Crelle, t. 76) e t a  d4montr4, ~ ce sujet, plusieurs th6or~mes importants sugg4r4s, 

sans doute, par les th4or~mes analogues de la th6orie des ~quations alg4briques. 

La d~composition des polynbmes en faeteurs a 4t4 l'origine de la th6orie de la 

d6composition du premier membre d'une 4qu~tion diff4rentielle lin6aire en facteurs 

premiers symboliques (Floquet, Annales de rEcole Normale Sup6rieure, ann4e 

I879; Suppl6ment). Le M4moire fondamental de Fuchs (Journal de Crelle, t. 66) 

qui depuis a ~t4 expos4 et compl4t6 par Tannery (Annales de rEcole Normale 

Sup6rieure, ~.nn~e i874 ) et qui a pour objet l'4tude des fonctions d6finies par une 

4quation diff4rentielle lin4aire, pr6sente plus d'une analogie avec le M6moire 

c61~bre de Puiseux Sur lea for~ctf~.~ ~lg~br~zws (Journal de Math4matiques, t. XV). 

En6u, dans un autre ordre d'id4es, la th4orie des invariants des formes alg4bri- 

ques a 6t4 4tendue aux 4quations di~6rentielles lin~aires, dans deux Notes pr& 

senses  par Laguerre ~. l'Acad4mie (Comptes rendus de l'Acad6mie des Sciences, 

t. L X X X V I I I ,  p. H6 et 224), duns une Communication de Brioschi ~ la Soci6t6 

Math4matique de France (Bulletin, t. VII) et &ms le M4moire couronn4 d'Halphen 
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Sur la r~duction des dquations diff~rentielles lin~aires aux formes int$grables (Journal 

des Savants gtrangers, t. XXVIII ,  N ~ ~). 

Mais il restait une partie des plus importantes de la th~orie des ~quations 

alg~briques qui n'avai~ pas encore son analogue dans la th~orle des ~quations 

diff~rentielles lin~aires: je veux dire la partie qui traite des fonctions sym~triques 

des racines d'une ~quation, de la transformation des ~quations et de l'extension 

des theories de Galois. C'est ce nouveau Chapitre de la th~orie des 4quations 

diff~rentiel[es lindaires q u e  j 'ai commencd en re'occupant de rextension des th~o- 

r~mes sur les fonctions sym4triques et sur la transformation. 

J 'ai  eu d'abord s m'occuper de chercher queUes sont les fonctions des int~- 

grales d'une 4quation diff~rentielle lin~aire qui sont analogues aux fonctions 

sym~triques des racines d'une gquation alg~brique. Soient y~, y~ , . . ,  y~ les ~l~- 

ments d'un syst~me fondamental d'intggrales d'une ~quation di~rent ie l le  lin~aire 

d'ordre n; les fonctions, analogues aux fonctions sym~triques, sont des fonctions 

alggbriques enti~res de y~, y ~ , . . ,  y~ et de leurs d~riv~es qui se reproduisent multi- 

pliges par un facteur constant diffgrent de zgro, quand on remplace YD Y~,. . .  Y~ 

par les ~l~ments z~, z~ , . . ,  z~ d'un autre syst~me fondamental. Je forme rexpres- 

sion g~n~rale de ces fonctions e~ je d~montre le th~or~me fondamental (97, ~o3) 

analogue au th~or~me sur les fonctions sym~triques: So/t 

d n y d n-1 y d ~-~ y 
d x ~ + a~ ~ + a~ d-~-  ~ +. . .  + a~ y = o 

une dquation diff~rentielle lindaire sans second membre; toute fonction alg$brique 

enti~re de Yl, Y~, . . .  Y~ et des d$riv~es de ces fonctions qui se reproduit multipli& 

~ar un facteur constant quand on template ees fonctions par les dl~ments d'un autre 

syst~me fondamental d'int~grales, est dgale ~ une fonction alg$brique enti~re des coef- 

s de l'dquation diff~rentielle et de leurs d$riv$es, multiplide par une puissance 
de e -fatd~. 

Comme applications, il convient de citer: I ~ une m~thode d'~llmlnation 

de la fonction entre deux ~quations diff~rentielles lin~aires, semblable ~. l'~limi, a- 

tion alg~brique par les fonctions sym~triques (Io3); 2 ~ une m~thode g~n~rale de 

formation de certains invariants et semilnvariants des ~quations dif~rentielles 

lin~aires, ~ savoir ceux qu'il faut ~galer ~ z~ro pour exprimer qu'il y a, entre les 

~l~ments d'un syst~me fondamental, une relation alg~brique ~. coefficients constants 

(Io3); 3 ~ une m~thode g~n~rale pour la transformation des ~quations diff~rentielles 
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lindaires; 4 ~ l'int6gration de certaines dquations lindaires entre les intdgrales 

desquelles il existe une relation alg6brique. 

Ces m6thodes sont applicables ~. une classe d'6quations diff6rentielles lin6aires, 

s coefficients doublement p6riodiques, dont on peut t~ujours trouver l'int6grale 

g6n6rale. 

Equations diff~rentielles lin~aires ~ coefficients alg~briques. - -  Supposons 

que, dans une des 6quations de M. E. Picard ~. coefficients doublement p6riodiques, 

on remplace la variable ind6pendante par l'int6grale elliptique de premiere esp~ce 

correspondante; on formera une 6quation, ~ coefficients alg6briques, dont l'int6- 

grale g6n6rale n'aura d'autres points singuliers que des p61es et des points critiques 

alg6briques et pourra s'exprimer par des combinaisons lin6aires de fonctions 

exponentieUes ayant pour exposants certaines int6grales elliptiques de premiere 

et troisi~me esp~ce. Pr~sent~ de cette fa~on, le th6or~me d~montr6 par M. E. Picard 

peut ~tre g6n6ralis6 de la mani~re suivante (98). 
Soit une 6quation diff6rentielle lin6aire dont les coefficients sont des fonc- 

tions rationneUes de x et y, la variable y 6rant li6e ~ x par une 6quation alg6- 

brique F(x,  y)-~o de genre p. Je suppose que l'int6grale g6n6rale n'ait d'autres 

points critiques que des p61es ou des points critiques alg6briques, ~ savoir les 

points critiques de la fonction alg6brique y de x; je suppose, de plus, que ces 

coefficients remplissent des conditions teUes que la variation 6prouv6e par l'int~- 

grale g6n6rale, quand le point analytique (x, y) parcourt deux cycles successifs, 

soit ind~pendante de l'ordre de succession de ces cycles. Sous ces conditions, 

l'6quation a, pour int~grale particuli~re, une exponentielle dont l'exposant est 

compos6 tin~airement avec des int6grales ab~liennes de premiere et troisi~me 

esp~ce, attach6es ~t la courbe alg6brique F(x,y)=o. Cette int~grale particuli~re 

6rant d6termin6e, l'int~gration de l'6quation lin6aire se ram~nera ~ celle d'une 

6quation d'ordre (n--I) ~ laqueUe on pourra appliquer le m~me th~or~me et qui 

admettra une int~grale de la m~me forme, et ainsi de suite jusqu'~, ce que l'~qua- 

tion soit int6gr6e. Mais ce r6sultat est purement th6orique car il n'existe pas 

actuellement de m6thode permettant de reconnaltre que l'int6grale ne change pas 

quand on change l'ordre de succession des cycles. 

En laissant de cbt~ cette condition de permutabilit~ des cycles, et imposant 

seulement aux coefficients de l'~quation diff~rentielle des conditions telles que 

l'int6grale g6n~rale n'ait d'autres points singuliers que des pbles, des points cri- 

tiques alg6briques et des points critiques logarithmlques, on peut classer les 6qua- 
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tions diff~rentielles remplissant ces conditions en trois esp~ces correspondant aux 

trois esp~ces d'int~grales ab~liennes (IOI). Les ~quations de premiere esp~ee sont 

ceUes dont l'int~grale g~n~rale reste 2artout finie; la deuxi~me esp~ce comprend 

les ~quations dont l'int~grale devient infinie, mais seulement ~ la mani~re d'une 

fonetion alg~br~que; enfin la troisi~me esp~ce comprend celles dont l'int~grale 

g~n~rale a des points critiques logarithmiques. On se trouve alors en presence 

de ees questions, qu'on peut r~soudre s l'aide des principes de Fuchs: une rela- 

tion alg~brique F (x, y)--o gtant donn~e, former, parmi les gquations diffgrentielles 

lin~aires d'ordre n ~ coefficients rationnels en x et y, les gquations les plus g~ng- 

rales de premiere, de seconde et troisi~me esp~ce avee des points singuliers donngs. 

Ces questions ont ~t~ trait~es en partie par M. Suchar (Journal de Math~matiques 

de Jordan, x9o2 ). 

Parmi les gquations lin~aires ~ coefficients alg~briques, j 'ai ~tudi~ encore 

(IO4) des ~quations diff~rentielles lin~aires binSmes de la forme 

d ~ g  
dx ~ ~ ~p (x, y) z, 

05 ~ (x, y) est une fonction rationneUe de x et ?/, la variable y ~tant li6e ~ x 

par une 6quation alg6brique de genre I~ .  J ' indique le moyen de reconnaltre si 

une de ces ~quations admet pour int~grale particuli~re une exponentielle dont 

l'exposant est 1me int6grale ab~lienne, et de trouver cette int~grale si elle existe. 

En appliquant la m~thode g~n~rale aux cas 1o=o ou l 0=I ,  j 'arrive ainsi ~ int~grer 

une elasse nouvelle d'~quations lin~aires ~ coefficients rationnels ou doubtement 

p~riodiques, dans des cas o~ l'int~grale g~n~rale peut n'~tre pas uniforme et 

admettre des points singuliers essentiels. La m~thode que j'emploie est bas~e sur 

les formules de d~eomposition en ~l~ments simples, d'apr~s la formule d'Hermite 

et la formule g~n~rale de Riemann-Roch. 

Equations diff~rentielles lin~aires transformables en elles-m~mes. - -  Les 

~quations diff~rentielles lin~aires, ~ coefficients simplement ou doublement p~riodi- 

ques, sont caract~ris~es par ce fair qu'elles ne changent pas de forme, quand 

on augmente la variable ind~pendante d'une ou de deux p~riodes. On peut 

concevoir des ~quations diff~rentielles lin~aires poss~dant une propri~t~ du m~me 

genre, mais beaucoup plus g~n~rale, et en conelure la propri~t~ suivante d'une 

de leurs int~grales (Io8). Soit une ~quation diff~rentielle Hn~aire d'ordre n 

d~finissant u en fonction de z; je suppose qu'en changeant la fonction et la 
28--2454. Ac~ m a t h ~ / c ~ .  Imprim6 le 1 real 192@. 
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variable ind6pendante, c'est-~-dire en posant z'=q~(z), u '=u~(z) ,  on puisse ddter- 

miner les deux fonctions ~ et ~ de telle fa~on que rdquation entre u' et z' 

reprenne la forme primitive. I1 existe alors une int4grale particuli~re u=F(z)  
de r4quation propos4e, qui v~rifie la relation 

(z)] = 

A dtant une constante. Dans le eas off n ~ 2 ,  ces deux fonctions ~ et ~ existent 

toujours, et ron  obtient des rdsultats ddj~. signalds par Knmmer dans son Mdmoire 

snr la fonction F(a, ~, 7, z) et ~tendus depuis par divers g~om~tres entre autres 

par Brioschi. Des dquations fonetionnelles de ce genre ont ~t~ dtudides par 

Abel, par Schroeder, Korkine et enfin par M. Koenigs 1 ~. qui ron  dolt d'im- 

portante thdor~mes sur l'existence et rexpression gdndrale des solutions holomor~ 

phes de certaines dquations fonctionnelles. Ces thdor~mes permettent d'dtudier 

et d'intdgrer des dquations lindaires spdciales rentrant  clans le type prdcddent. 

J 'admets, avee M. Koenigs, que la fonetion ~ (z) est uniforme dans rintd- 

rieur d'une r~gion R du plan et jouit de la propridt~ que, si z est int~rieur 

e e t t e  rdgion, il en est de m~me du point z l ~  ~ (z); alors, si l'on pose gdndrale- 

ment z t + l ~  (zi), les points de la suite z,z~,z2 . . . .  zp, sont tous ~ l'intdrieur de 

la r~gion /1: ils doivent converger r~gul/~rement vers une l/mite x qui n'est pas 

pour ~ (z) un point singulier essentiel, et qui est un zdro de la fonetion z - - ~  (z). 

Ces conditions dtant remplles, je suppose que les coefficients de rdquation diffd- 

rentieUe sont holomorphes ou m&romorplws au point limite, hypoth~se qui ~carte les 

gquations dont les coefficients sont des fonctions doublement pdriodiques, ou des 

fonctions fuchsiennes. Je  montre (io8) et (IO9) que routes ees dquations sont 

intdgrables s ra ide de la fonction B(z) introduite par M. Koenigs, et m~me 

qu'elles peuvent, par une substitution convenable, ~tre ramen~es s avoir leurs 

coefficients constants. Cette substitution est celle qu'Halphen a employee (Md- 

moire couronnd, Savants dtrangers, t. XYVIII)  pour ramener rdquation s la forme 

qu'il nomme canonique: l'application des thdor~mes de ]K. Koenigs montre que 

cette forme canonique est s coefficients constants. 
Lorsqu'on prend le cas particulier off 

az+b  
(z) = c z +  d' 

i Recherches sur les substitutions uniformes (Bulletin des Sciences mathbnatiques, I883); 
Recherches sur les int~grales de certaines dquations fonctionnelles (Annales de l'Ecole Normale, 
8mnde I884, suppl6ment); Nouvelles recherches sur les dquations fonctionnelles (ibid., novembre I885). 
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les 6quations que ron  obtient sont ceUes qui ont 6t6 int6gr6es par Halphen 

(Comptes rendus, t. XCII, p. 779). 
On peut 6tendre une partie des r6sultats pr6c6dents ~ des 6quations non 

lin6aires; par exemple, aux 6quations consid6r6es par Abel ~, par ]K. R. Liouville ~, 

par Elliot ~, par Rivereau ~, et par nous-m~me (ILO). 

Ainsi, les 6quations homog~nes mais non lin6aires par rapport s la fonction 

du d~u 
ineonnue u et s ses d6riv6es ~-z' d z  ~ ' ' ' ' '  conservent la mSme forme qua~d on 

fair le eha~gement de fonction et de variable 

(z), (z). 

I1 pourra arriver qu'un choix convenable des fonctions ~ et ~ les transforme en 

elles-m~mes. Si la fonction ~ (z) remplit les conditions suppos6es par M. Koenigs 

et si les coefficients de l'6quation sont holomorphes ou m6romorphes au point 

limite x, la consid6ration des invariants permet d'6tendre s ces 6quations une 

notable partie des r6sultats pr6c6dents. 

Equations diff~rentielles non lin~aires. Equations r~ductibles ~ des 6qua- 
tions lin~aires. - -  Parmi les 6quations dit~rentielles n o n  l i n ~ a i r e s ,  j ' a i  ~tudi6 une 

classe 6tendue d'6quations r~ductibles aux ~quations lin~aires (107). Ce sont les 

6quations diff6rentielles qui sont alg6briques par rapport s la fonction inconnue 

et ~. ses d6riv6es y', y " , . . ,  y('), qui contiennent d'a~lleurs la variable ind6pendante 

x d'une fa~on queleonque et dont l'int6grale g6n6rale s'obtient, en prena~t l'int& 

grale g6n6rale d'une 6quation lin6aire d'ordre (n+ 1), et en 6tablissa~t une rela- 

tion alg6brique entre les constantes arbitraires qui figurent darts cette dernibre 

int6grale. J'indique le moyen de reconnaltre si une 6quation diff6rentielle donn6e 

poss~de cette propri6t6 et de l'int6grer darts le cas de l'affirmative. On a l e  

th6or6me suiva~t: 

Pour qu'une ~quation diff&entielle 

(y, y', y" , . . . ,  y(,% x)=o  

i Oeuvres, t II, p. I9 et 26. 
s Comptes reudus, i886 et I887. 
a Ibid., I89 o, premier semestre. 
, Sur les invariants de eert~ines classes d'6quations diff6rentielles homog6nes par rapport 

la fonction inconnne et ~ ses d6riv6es. Th6se pr6sent~e ~ la Facult6 des Sciences de Paris, I89o. 
Ganthier-Villa.zs. 
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algebrique entiOre et irrdductible par rapport ~ une fonction y de x et ~ ses ddriv~es 

admette une intdgrale de la forme 

y=C~ y~ + C2 y~+ "" + C,+~ y~+l, 

o3 Yl, Y2 , . . .  ,Y~+t dAsignent (•+i) fonetions de x lindairement ind@endantes et 

C~, C ~ , . . . ,  C,~+~ des consta~tes lides par une relation algdbrique enti~re, il f au t  et 

il suffit qu'il existe une fonction ~ de x telle que l'expression 

d~ ;ty) 
d x  

se ddeompose en deux fazteurs dont l'un soit lindaire et homog~ne en y, y', y", . . . , y(,+~l. 

Ce dernier facteur, ~gal~ ~ z~ro, domaera une 6quation diff&entielle lin~aire 
o~p 

aya~t pour int~grales y~, Y2, . . .  ,Y,~+~; l'autre fac~eur, qui est 4gal k O - ~  pourm 

donner des int~grales singuli~res. 

Equations diff~rentieUes int~grables ~ l'aide des fonctions 0 de plusieurs 
variables. - -  Le th~or~me de Riemann, donnant les z~ros des fonctions O, permet 

de former des gquations diff~rentielles alggbriques int~grables ~. l'aide de ces 

fouctions (94). Prenons, pour simplifier, le cas d'une fonction O (x, y) de deux 

variables, formge avec les pgriodes normales des deux int~grales ultra-elliptiques 

normales de premibre esp~ce 

f 
a u + ~  

f a t ~  -4- / 

f(u) dgsignant un polynbme du cinqui~me degrg 

f (, ,)= (a, u + (a, ,, + b,)-., u + 

Puis, considgrons l'gquation 

O ( x +  A , y + B ) = - o ,  

A e t  B ~tant des constantes arbitrraires. Cette ~quations d~finit y e n  fonction de 

x; si l'on veut employer un langage g~omd~rique, on peut dire que cette ~qua- 
tion d~finit, par r~ppor~ s deux axes rectangulaires, une infinit~ de courbes qui 

se transpor~ent parall~lement s elles-m~mes quand les constantes varient. On 

formera l'~quation diff~rentielle du second ordre de toutes ces courbes, en ~limi- 
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nant A et :B entre r4quation ci-dessus e% ses deux premieres d4riv~es. L'~quation 

diff4rentieUe ainsi formge est alg4brique; la voici: 

(d x d ~ y - - d  y d'x) (a ~'--fl a')' = ~f (a d y- -a '  d x) (~,~ d y-- I~ d x). . . (~,~ d y--laa d x), 

off 

~ = a  b~--~ a~, ~=a'b~--~'a~. 

Cette proposition peut s'4tendre k des fonctions d'un nombre quelconque de 
variables. 

Sur une application du th6or~me de Poisson. - -  Dams une Note pr~sent~e 

l'Acad4mie des Sciences de Paris et dans une Th~se ,)Sur les ~quations diff~ren- 

tielles simultan~es et la forme au~ d~riv~es 1~artielles adjointe* (Naud, IgoI), M. Buhl 

a indiqu~ comme extension du th4or~me de Poisson, la proposition suivante: 

Etant  donn~ un syst~me d'~quations diff~rentielles simultan~es tel que 

(I) d x, = d x, . . . . .  d x,, 
X 1 X, X,, 

or les X sont fonetions des x, il existe des fonetions 7~, 7~ , . . .  7,, des x, telles que, 

si q) est une int~grale premidre du syst&q~e, l'expression 

d q) 0 ~ d a) 
7i ~ + ?~ 0 x2 + "'" + 7. d xn 

enes t  une autre. 

Je mon~e (II5) qae r th4or~me peut ~re  d~duit du th4or~me de Poisson, 

en me servant de la r~duc~ion du syst~me (I) ~ la forme canonique donn~e pax 

Liouville. 

Invariants des ~quations diff~rentielles. - -  On salt que Laguerre a l e  pre- 

mier introduit l'id~e des invariants d'une 4quation diff~rentielle lin~aire. I1 est 

une classe d'~quations qui, ~ ce point de rue, se pr4sentent tout natureilemen% 

apr~s les 4quations diff4rentielhs lin4aires et homog~nes; c'est la classe des 4qua- 

tions diff4rentielles homog~nes par rapport ~ la fonction inconnue et ~ ses d~ri- 

v4es, mais non lin~aires (iio), le degr~ d'homog~n~it~ ~tant quelconque. Ces 

~quations partagent, avec les ~quations dit~rentielles lin~aires et homog~nes, cette 
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propridt6, qu'eUes conservent la m~me forme quaud on prend une nouveUe variable 

inddpendante ou qu'on multiplie la fonction inconnue par un facteur quelconque. 

I1 est alors de la plus grande importance de former les fonctions des coeffcients 

de l'6quation et de leurs d6riv6es qui restent inalt~r6es dans ces changements, 

c'est-~.-dire les invariants de l'dquation diff6rentielle. La thdorie des invariants 

des 6quations dlff6renfielles lindaires, commenc6e par Laguerre a et Brioschi z a 

re~u son complet ddveloppement dans le Chapitre I I I  du Mdmoire de Halphen: 

Bur la r~duetion des &luations diffdrentielles lir~aires aux formes int~grables, s 

M. Roger LiouviUe' a 6tudi6 ~, diff6rents points de rue les invariants de l'6quation 

d ~ +  aoY s+ 3 a~ y~+ 3 a~ y + a , : o .  

L'id6e gdndrale et le fair de rexistence des invariants ont 6t~ ntis en lnmlbre par 

Sophus Lie dans son Ouvrage, Theorie der Trans format io~-C~ppen,  par Halphen 

dans une Let~re ~. Sylvester 5 et par M. Goursat2 

Je  me suis propos6 d'abord de t~aiter la th6orie des invariants des dquations 

di~drentielles homogAnes mais non lin6aires, et je me suis a~ach6 presque exclu- 

sivement aux dquations du second ordre et du second degrd, en donnant des 

mdthodes qui puissent s'6tendre aux ordres et degrds supdrieurs. L'6quation 

g6n6rale homogAne et du second degr6 par rappor~ ~ une fonction y e t  ~ ses 

d6riv~es premiAres et secondes y', y"  est de la forme 

ao y,,t + at y,, + at yS + 2 bx y'Y" + 2 b~ y y" + 2 bs y y ' =  o, 

les coefficieuts ao, a2, at, bx, bj, bs dt~nt des fonctions de la variable inddpendante 

x. Au point de rue de la th6orie des invariauts, ces 6quations se divisent en 

trois classes, suivant la fafon dont la d6riv6e y"  figure dans l'dquation. Dans 

la prem~re classe se frouvent les 6quations pour lesquelles a o et bx sont nuls; 

dans la deuxi~me, celles pour lesquelles ao est nul, bx dtant diffdrent de zdro; 

dans la troisiAme se t~ouvent les dquations dans lesqueUes ao est diff6rent de 

z6ro. Cei~e classification se trouve justifi6e par ce fair que le changement de 

Compte~ rendus, t. LXXXVIII, p. x x6 et 224. 
s Bulletin de la Soci~ math~mtique de Fra~ce, t. VII, p. Io 5. 
s M~moires pr&ent~ par divers savants h l'Acad~mie des Sciences, t. XXVIII, N ~ I. 
�9 Comptes rendus, 6 septembre I886, I2 septembre I887; American Journal of Mathematics, 

t. X, p. 283. 
s American Journal of Mathematics, t. IX, p. ~37. 
6 Contpte~ rendus, 3 d6eembre I888. 
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fonction et de variable transforme une ~quation d'une classe en une autre de la 

m~me classe. Apr~s avoir mon~r~ que les ~quations de la premiere classe peuvent 

toujours ~tre transform~es en ~quations lin~aires du second ordre, j'indique (rIZ), 

pour les 6quations des deux autres classes, un moyen simple de former tou8 leurs 

invariants. Pour cela je r~duis ces ~quations s une forme canonique contenant, 

pour la seconde classe, deux invariants absolus, et pour la troisi~me trois. Tous 

les au~res invariants sont alors des fonc~ions rationnelles de ces invariants absolus 

et de leurs d4riv~es successives par rapport ~. la variable canonique. Comme 

application, j'indique les conditions n~cessaires et suffisantes pour qu'une de ces 

~quations soit r~ductible s une autre de m6me forme ~ coefficients constants, ou 

pour qu'elle admet~e un facteur int~grant: ces conditions s'obtiennent en ~galant 

certains invariants s z~ro. Dans les gquations de la troisi~me classe, j'dtudie en 

d4tail celles dont l'int~grale g~n4rale est un trinSme homog~ne du second degr~ 

par rapport aux deux constantes arbitraires. On reconnalt qu'une gquation poss~de 

cette propri6t6 en v6rifiant que deux invariants sont nuls; l'int~gration est alors 

facile; s cSt.~ de l'int~grale ggn~rale, l'~quation admet, darts ce cas, deux int~- 

grales singuli~res. Ces recherches ont 4t~ gtendues ~ d'au~res $quations analogues 

par Rivereau dans sa th~se de Doctorat (Gauthier-u I89o ). 

Parmi les ~quations diff~rentielles homog~nes d'un ordre et d'un degrg 

quelconques, les plus simples sont les ~quations h. coefficients constants. Ainsi 

qu'on le fair pour les 4quations lin~aires et homog~nes, on peut en ~rouver des 

solutions ayanr la forme sp4ciale C e ~ .  Dans le cas des gqua~ions lin4sires, les 

solutions ainsi ob~enues sont routes particuli~res: on peut se demander s'il en est 

encore ainsi lorsque l'dqua~ion diffgrentielle homog~ne n'est plus lin~aire. Je 

donne (I~3) la solution de cet~e question pour les ~quations diff~rentielles homo- 

g~nes du second ordre de degrd arbi~raire. Certaines de ces int~grales peuven~ 

~re  particuli~res, d'au~res singuli~res: j'indique un moyen simple de les dis~inguer 

les unes des autres. I1 peut arriver que, dans des cas limites, les int~grsles de 

Is forme Ce r~ soient routes particuli~res on routes singuli~res. Je trai~e, en 

psrticulier, s titre d'exemple, le cas d'une 4quation homog~ne du second ordre 

et du second degr4 qui admet qua~re solutions de Is forme Ce~z: lorsque deux 

de ces solutions sont singuli~res, l 'in~grale g4n~rale est un polyn6me homog~ne 

et du second degr~ par rapport sux deux constantms arbita~aSres. 

J'ai ggalement g~udi~ (II2) les invariants des gqus~ons diff~rentielles de la 

forme 
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d y  .~  ao + at Y + a~ y~ + . . .  + an y" 
d x  bo + bt y + "'" § b~ y ~ 

(r<.), 

qui conservent la m~me forme, quand on choisit une nouveUe fonetion inconnue 

et nne nouvelle variable ind~pendante ~ li4es ~. y e t  s x par les relations 

y = v u §  d x  Iz, 

u, v e t  t~ d~signant des fonctions ind4termin~es de x. On obtient encore, d'une 

fa~on simple, les invariants de ces dquations relatifs s ce changement de fonction 

et de variable, en r4duisan~ l'4quation ~ une forme canonique don~ les coefficients 

sont des invariants absolus: un invariant quelconque est alors une fonetion de 

ces invariants absolus et de leurs d~riv4es par rapport s la variable eanonique. 

Comme application, je donne les conditions n~eessaires e~ suffisantes pour que 

l'~quation puisse ~tre r4duite s une au~re de m~me forme ~ coefficien~ constants, 

dont l'intggration se famine  ~mmgdiatement aux quadratures. Si on laisse de 

eSt~ l'~quation lin~aire et l'~quation de Riccati, l'~quation la plus simple de 

l'esp~ee considgr4e ( n = 3 , p ~ o )  a ddj~. dt~ dtudide par M. Roger Liouville. t Je  

montre qu'on peut la ramener ~. une forme canonique ne contenant qu'un inva- 

riant absolu, dont le num~rateur est un invariant relatif donn~ par M. R. Liou- 

ville. On peu~ ~crire les conditions n~cessaires et suffisan~es qui doiven~ lier les 

coefficients de l'~quation primitive pour qu'elle soit rdductible ~. une forme 

canonique donn4e: on arrive, de eette fa~on, ~. exprimer les conditions ndcessaires 

et suffisantes que doivent remplir ces coefficients pour que l'~quation soit rgduc- 

tible s certaines formes int~grables. On peut ramener s ce type ( n = 3 , p = o )  

l 'dquation diffgrentielle elassique qui, pour le mouvement d'un projectile dans un 

milieu r~sistant, donne la vitesse v e n  fonction de l'angle a de la vitesse avec 

l'horizon (u mon Traih! de M~eanique, z m~ ~dition, p. 354). 

Equations aux d~riv6e$ partielles. 

J 'ai  ~tudi~ certaines ~quations particuli~res aux d~riv~es partieUes sans 

m'oecuper de la th~orie g~n~rale de ces ~quations. 

Comptes rendus, 6 septembre I886, I2 septembre 1887. 



Notice sur les travaux scientifiques. 225 

~~ Equations hyperg~om~triques ~ deux variables. - -  Dans rues reeher- 

ches sur les fonctions hyperg~om~triques de deux variables, j 'ai ~t~ amend 

m'oecuper de l'~quation 

( z - z  t - z   us+ + +  )x]p + I t ' - ( -  + + 

qui eomprend, comme cas tr~s particulier, l'~quation des fonctions /rn de Laplace. 

2 ~ Equation d 'Euler  et de Laplace. - -  A la suite d'une Note de Darboux t, 

je me suis oecup~ (H8) de l'4quation 

(x--y) r--fl 'p + fl q=o 

qui a dt~ trait6e par Laplace eL dont un cas par~iculier f~ - f l  s'dtait d~j~ prd- 

sent~ dans les recherches d'Euler relatives ~ la propagation du son. C'est ~gale- 

ment ~ ce cas particulier que se rappor~ent les r~sultats que Darboux a indiqu~s 

et que ]e me suis propos~ d'4tendre ~ r~quation g4n~rale. Apr~s avoir ~t~bli 

le th~or~me suivant 

Si l'on a obtenu une solution queleonque ~ (x, y) de l'~quation E ~8, ~), on ~ourra 
en ddduire la solution plus g~n~rale 

( e x + d  ey+d~ 
(a x + b)-~ (a y + b)-tr 99 ka---X~ ' a--y--~/ 

a, b, e, d d~signant des constantes queleonques, 

j 'indique des solutions par~iculi~res de l'~quation exprim~es par des s~ries hyper- 

g~om~triques, la solution enti~re la plus g~n~rale et enfin une forme particuli~rement 

simple de l'int~grale g~n~rale pour le cas off ff et ~ sont deux nombres eutiers de 

m~me signe. Poisson a donn6, dans le cas off ff et ~ sont ~gaux, une forme de 

l'int~grale g~n~rale qui eontient deux fonctions arbitraires sous des signes d'in- 

t~gration d~finie; j 'ai ~tendu cette formule de Poisson au cas off ff et if' sont 

quelconques (voir Darboux Lemons sur la thdorie g~n~rale des surfaces 2 ~ vol., Chap. 

I I I  et IV). L'gquation E ~, ~) a d~g signal~e par Lie comme le type des ~quations 

lin~aires du second ordre admettant trois transformations infinit~simales. EUe se 

pr~sente dans la thgorie de la fonction hyperg~omgtrique F 1. 

Uoml~tes rend'us, t. XCV, p. 69, Io juillet i882. 

29--2454. //eta maCA~n~t/ea. 45. Imprlm6 lo 5 ma/ 1925. 
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Equation de la propagat ion de la c h a l e u r . -  L'6quation oZ~x~x ~ Oy o 

qui se pr6sente duns la th~orie de la ehMeur, a 6t6 l 'objet d'un grand nombre 

Ampere , eUe a 6t6 6tudi6e en d6tail de travaux. Int6gr6e par Fourier, Poisson, , 1 

par Riemann duns son ouvrage sur les &luations aux d6riv6es partielles de la 

Physique math6matique 2, et par Schlaefli, duns un M6moire ins6r6 au Tome 72 

du Journal de Crelle. Jordan l'a trait6e comme exemple dans le Tome I I I  de 

son Cours d'Analyse (p. 387). M. Boussinesq a r6sum6 les m6thodes g6n6rales 

d'int6gration propres ~ cette 6quation et aux autres 6quations de la Physique 

math6matique duns le Tome I I  de son Cours d'Analyse infinitdsimale (Caloul inte- 

gral, compldments). Oitons encore M me KowalevskiS qui a appliqu6 g cette 6quation 

sp6ciale les m6thodes de Cauchy, en montrant qu'il n'existe pus toujours une 

int~grale z qui, pour y = o  se r6duise k une fonction donn6e de x: par exemple, 

cette 6quation n'a pus d'int~grale qui se r6duise ~ ~ pour y~-o. Darboux ~ I - - x  

a rappel6 cet exemple de M me Kowalevslrl ~. propos d'une Note de M6ray 5 sur 

un fair de m~me nature. L'6quation d z ~ o  constitue le type le plus important 

auquel on peut r6duire les 6quations lin6aires ~. coefficients constants duns le cas 

parabo~ique, comme on le verra duns un M6moire de du Bois-Reymond (Journal 

de Crelle, t. Io4). 

J 'ai  dtudi~ (237) eette 6quation au point de rue de la Physique math6mati- 

que, en supposant x,  y, z r6els et en m'inspirant des m6thodes de Riemann. Je  

traite d'abord les questions suivantes: 

~~ Chereher loutes les transformations de la forme 

(z, (x, (x, 

qui ram~nent l'dquation ~ la m~me forme. 

On trouve que la relation entre x, y et x', y' d6finit une transformation 

homographique du plan qui remplace ici l'inversion de Thomson pour le potentiel. 

Ce r6sultat a 6t6 g6n6ralis6 par Lacour duns sa th~se de Doctorat et par 

Boulanger (Bulletin de la Soei~t6 mathdmatique x899 ). 

i Journal de l'Ecole _Polytechnique, t. X, p. 587 . 
laa,'tielle Differentialgleichungen und deren Anwendung auf physikalische Fragen, p. Io7, 

I~2; i869. 
e Journal de CCelle, t. 8o, p. 22. 
�9 Comptes rendus, t. CVI, p. 65I. 

/-b/d., p. 648. 
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2 ~ Trouver tousles polynfimes v~rifiant l'dquation. - -  Ces polyn6mes s'expri- 

ment simplelnent ~ l'aide des polynbmes ~ une variable qu'Hermite 1 a d6duit;s 

de la diff6rentiation de l'exponentielle e -u'.  

~Ie servant ensuite d'une formule analogue ~ la formule de Green d6duite 

de la notion d'6quation adjointe due g Riemann, j'6tablis une importante formule 

qui me permet de d6montrer le th6or~me suivant: 

Une fonetion uniforme z ~ f  (x, y) vgrifiant l'dquation ~z~-o, existant dam toute 

la partie du plan situ~e au-dessous  d'une certaine parall~le 5 l'axe Ox,  y<-b et 

restant f i n i e  ainsi que sa ddrivde par rapport ~ x ,  dans eette partie du plan, pour 

toutes les valeurs finies ou infinies de x et y, se r~duit ~ une eonstante .  

On en eonclut que r6quation ~ z = o  ne peut pas admeL~re de solution uni- 

forme dans tout le plan, n 'ayant  aucun point singulier ~ l'infini, et ayant un 

seul point singutier x = a ,  y~-b, ~ distance finie; car une telle fonction serait 

constante pour routes les valeurs de y infdrieures g b. I1 y a donc lg une dif- 

f6rence remarquable avec les 6quations lin6aires dans le cas elliptique qui ~.dmettent 

des int6grales avec un seul point singulier. 

Enfin, je cherche g rendre compte de ce fair que la plupart des solutions 

simples de l'6quation ~ z = o  admettent des lignes de discontinuit6 paraU~les ~ 0 x. 

Certains des th6or~mes 6tablis dans ce M6moire s'interpr~tent d'une fa~on 

simple dans la th6orie de la ehaleur: je les repol4e g la fin de cette Notice: 

Thdorie de la Chaleur. 

Equations simultan6es aux d~riv*es partieUes. Potentiels et fonctions har- 

moniques, m Dans une fonction u +  i v de x +  i y les quautit6s u et v v6rifient 

les 6quations 

O u .  Ov Ou Ov 
(i) + = ~  o v o x  = ~  

d'ofi on d6duit imm6diatement que chaeune de ces fonctions v6rifie l'6quation du 

potentiel logarithmique et sont associ6es ou conjugu6es par les relations (I). 

Je  me Suis propos6 d'6tudier un syst~me analogue g (i) pour le potentiel 

trois variables (124, 125). Consid6rons quatre fonetions X, Y, Z,  T de trois 

variables r6elles x, y, z, v6rifiant les relations 

1 Comptes rendus, t. LVIII, p. 93, 266. 
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(2) 

O T  O Y  O Z  
O x O z + ~-~y = o 

O T  O Z  O X  
ou o~ + ~ ; = o  

OT O X  O Y  
0~, Oy +~xx = ~  

O X  O Y  O Z  
5--~x + ?-~u + ~-;  =o.  

O T  O T  O T  OST 0 I T  OST 
Si l'on en tire 0 x '  0 y '  Oz'  qu'on caleule ensuite 0 x ~ '  0 y  ~' Oz 2 et qu'on forme la 

somme de ces expressions, on trouve identiquement z6ro. On a un rdsultat ana- 

logue pour X,  Y, Z. De sorte que les quatre fonctions X,  Y, Z,  T sont har- 

mO~iqUO_.8. 
Je  d6montre que, dans le syst~me (2), on peut ehoisir arbitrairement les 

deux fonctions harmoniques Z et T, et obtenir ensuite les d6term~nations les 

plus gdndrales des fonctions X et Y par des quadratures suivies de rint6gration 

de l'dquation 

o ~ '  ~ +  ~ o ~ o . + O ~ l o  = ~  

d6fln~ssant g0 eomme fonction de x et y, l'indice o signitiant que, dans le dernier 

terme, z est remplac6 par une constante z o. 

Le systbme (2) est un eas particulier d'un syst~me d'6quations du m~me 

genre (I24) off tigurent quatre fonctions X,  Y, Z, T de quatre variables x, y, z, t 

qui vdrifient chacune l'6quation ~ quatre termes 

0 2 U + O  *U 0 *U O*U 
o~ '  -b-~u' + -0-~/' + T g  =~  

Equations lin~aires simultan~es aux d~riv6es partielles, dont l'int~grale 
g~n~rale contient des consta~tes arbitraires. - -  A propos de la th6orie des 

fonctions hypergdomdtriques de deux variables, j 'ai montrd que l'on pouvait 

d6montrer, pour certains syst~mes d'6quations lin6aires simultan6es aux d6riv6es 

partielles, des th6orAmes semblables ~ ceux de Fuchs pour les 6quations diffd- 

rentielles lin6aires ~ une variable ind6pendaute. Cette similitude nous a conduits, 

M. E. Picard et moi (II7), ~ dtendre, ~. des 6quations lin6aires simultandes aux 
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d~riv4es partielles, le th4or~me de M. E. Picard relatif aux ~quations diff~rentielles 

coefficients doublement p~riodiques, l~ous consid~rons d'abord deux ~quations 

simultan~es du second ordre 

r : a ~  s+a~p+a~  q+a~ z 

t=b~ s+b. .p+ba q+ b 4 $ 

admet~ant quatre int~grales communes lin~airement ind~pendantes et ayant pour 

coefficients a~, b~ des fonctions des deux variables ind~pendantes x et y ~ quatre 

paires de p~riodes. Alors, si l'int~grale g~n~rale est une fonction uniforme de 

x et y les ~quations admettent une int~grale particuli~re qui se reproduit, mul- 

tipli~e par des facteurs constants,  quand on augmente x et y de couples de p~- 

riodes et qui, par suite, est analogue aux fonctions doublement pgriodiques de 

seconde esp~ce. Ce r~sultat est ensuite ~tendu s des syst~mes plus g~n~raux 

d'gquations simultanges. 

I1 est ~ remarquer que, dans eertains cas, notre th~or~me permet d'int~grer 

une ~quation diffgrentielle lingaire ordinaire dont les coefficients sont des fonctions 

rationnelles de deux variables x et y li~es par une relation alg~brique de genre p. 

Je  montre, en effet, que l'int~gration d'une ~quation de cette nature peut ~tre 

ramenge ~ celle d 'un syst~me de p gquations lin~aires simultanges aux d~riv~es 

partielles dont les eoefficients sont des fonctions ab~liennes de genre p,  c'est-s 

des fonctions uniformes de p variables s 2p groupes de p~riodes, syst~me auquel 

on pourra appliquer notre th~or~me. 

G om trle. 

Th6orie des d6blais et  remblais (I65). - -  J 'ai  entrepris l'gtude du probl~me 

des d~blais et remblais, propos~ par Monge en i78I  , pour r~pondre s la question 

posse par l'Acad~mie, en I884, comme sujet de prix Bordin. I 

L'Acad~mie demandait aux concurrcnts, soit l'~tude g6n~rale du probl~me des 

d~blais et des remb~ais, soi~ la solution dans un cas simple choisi par l'auteur du 

M~maire. 

L'~ude  de ce beau probl~me remonte ~ Monge qui, dans un M~moire publi~ 

en I78I, off se trouvent d~veloppges d'une mani~re incidente la thgorie des lignes 

' On trouvera sur mon travail un rapport de DAEBOUX dans les Comptes rendus de l'Acad~mie 
des Sciences de .Paris, d~cembre I866. 
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de eourbure et les propri~t~s des syst~mes de rayons reetil/gnes, s'~t~it pos~ la 

question g~n~rale suivante: 
�9 Deux volumes ~luivalents ~tant dennis, les d~eomposer en parcelles infiniment 

petites et deux ~ doux ~luivalentes, se correspondant suivant une loi telle que, si l'on 

multiplie le therein pareouru par ehaque parcelle, transport~e sur celle qui lui corres- 

pond, par le volume de cette parcelle, la somme des lrroduits ainsi obtenus soit un 

minimum. 

Dans le cas oh les volumes peuvent ~tre assimil6s ~ des aires planes situ6es 

dans le m~me plan, Monge r~sout compl~tement le probl~me en remarquant que 

les routes de transport, lorsqu'elles forment un syst~me continu, doivent d~tacher 

dans le d~blai et dans le remblai des aires ~gales. Dans le eas off les routes ne 

peuvent former un syst~me continu, il pr~sente quelques remarques, eompl~t~es 

depuis par Dupin dans un M~moire sur le m~me sujet, qui fair partie des Ap- 

plieations d'Analyse, de Gdom~trie et de M~eanique. Entln Monge, abordant le cas 

le plus diffieile, celui off le d6blai et le remblai sent des volumes, n6eessairement 

~quivalent~, fait eonnMtre Is proposition suivante, qui eat la pierre angulaire de 

eette th~orie: 
Les routes de transport doivent servir ehaeune ~ une infinit~ de pareelles, et 

elles sent n~eessairement normales ~ une famille de surfaces parall~les. 

Mais fl faut avouer que les raisonnement~ par lesquels Monge est conduit 

co beau thgor~me n'enta~tnent, on aueune mani~re, l'adh6sion; ee point essentiel, 

malgr6 l'6tude nouvelle qui en a 6t~ faite par Dupin, aRendait encore une d6- 

monsta~tion sol/de et appelait de nouveUes reeherehes. 
Je me suis propos6 d'6tmdier le problbme de Monge, de d6montrer le th6or~me g6- 

n6ral qn'il a 6none6, et de r~soudre le probl~me au moins pour eertains eM partieuliers. 

Tout d'abord par les mgthodes de la G6om6ta-ie pure, je m'61~ve de la eon- 

sid6ration d'un syst~me de points isol6s ~ eelle des masses continues. J'6nonee, 

sous le nora de tmineipe de translation, trrineipe de sym~trie, e~c. un certain nombre 

de propositions simples, dent l'applieation peut rendre de grands services duns la 

pratique. Voiei, ~ titre d'exemple, une de ees propositions: 
8upposons qus le d~blai et le romblai soient ddcompos~s en ~l~ments de mOme 

masse et que l'on lmisse assoeier ees ~lg, ments deux ~ deux de telle fa fon que tous 

les segments R~ D~ allant d'un dl~ment du romblai ~ l'$l~ment eorres~ondant du 

d~blai et trrolong~s daus le sens R~ D~ reneontrent une portion de surface convexe S 

du e6t$ de la eonve~'it~ et soient normaux ~ eette surface, alors le syst~rae des routes 

les plus avantageuses se compose lrr~cis~aent de r segments 1~ D~. 
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I1 en est de m~me, ~videmment, si ee sont les prolongements de tousles  

segments dans le sens oppos~ qni sont normaux ~ S du cSt~ de la convexitY. 

En suppossant S r~dnit ~ un plan ou ~ un point, on obtient des cas particuliers 

int~ressauts. 

Dans la deuxi~me partle, apr~s avoir d~montr~ que les routes forment un 

syst~me continu ou se d~composent en plusieurs syst~mes continus, j'applique la 

m~thode des variations au probl~me de Monge, et j'~tablis le th~or~me fonda- 

mental, sans supposer que la densit~ soit eonstante ~ l'int~rieur du d~blai ou du 

remblai. Enfin, j'examine le cas o5 les routes se partagent en plusieurs syst~mes 

continus et j'indique les moyens de d~terminer les surfaces s~paratriees, c'est-~-dire 

les surfaces auxqueUes viennent aboutir les routes appartenant ~ deux syst~mes 

ditr~rents et contigus. 

Dans le cas des aires planes, nous l'avons d~j~ rappel~, le probl~me de 

Monge peut recevoir une solution complete o5 ne ilg~arent que des quadratures. 

On devait se demander si, dans l'espace, l'~quation aux d~riv~es partielles donn~e 

par ~[onge n'est pas, eUe aussi, int~grable dans tousles  cas et d'une mani~re 

g~n~rale. Les r~sultats que j'ai obtenus donnent une r~ponse complete ~ cette 

question. Dans le cas 05, par exemple, les volumes se r~duisent ~ des aires 

planes situ~es dans des plans parall~les, l'int~gration de l'~quation de Monge es~ 

ramen~e ~ celle des surfaces minima si les aires ont m~me densitY, et ~. eelle des 

surfaces ~ courbure constante si les densit~s sont dit~rentes. 

Ces exemples sont pr~cieux, parce qu'ils prouvent que Fon dolt renoncer 

int~grer dans tousles  cas l'~quation du second or&re de Monge. Mais, m~me en 

supposant l'int~gration et~ectu~e, on se trouve en presence de nouveUes et pro- 

fondes difllcult~s. 

Ces difficult~s sont de la nature de celles qui se pr~sentent dans la th~orie 

des surfaces minima. Si l'on consid~re routes les surfaces formant une nappe 

continue passant par une courbe ferrule, le caleul des variations apprend que la 

surface d'aire minimum aura, en chaque point, ses rayons de courbure ~gaux et 

de signes contraires. L'~quation aux d~riv~es par~ielles de cette surface une s 

int~gr~e, la condition ~ laquelle elle est assujettie, de passer par la courbe, ne 

permet pas de d~terminer compl~tement les deux fonctions arbitraires dont eUe 

d~pend. I1 existe une infinit~ de surfaces minima contenant la courbe; mais ces 

surfaces ne satisfont pas routes, on le sait, ~ la condition, suppos~e cependant 

par le calcul des variations, de former une nappe continue reliant les uns aux 

antres t o u s l e s  points de la courbe. On ne peut d~termlner les deux fonctions 
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arbitraires qu'en employant des considerations tout s fail ind~pendantes de la 

m~thode des variations, puisque la condition s laquelle il s'agit de satisfaire est 

suppos6e remplie an moment m~me off commence l'application de cette m~thode. 

Le probl~me auquel on est ainsi conduit arr~te aujourd'hui encore les efforts des 

g6om~tres et n 'a pu ~tre r4solu que dans quelques cas particuliers. 1 

La solution du probl~me de Monge pr~sente des difficult~s analogues et 

peut~tre plus grandes. Les fonctions arbitraires d'une variable, qui entrent dans 

les ~quations du syst~me des routes, doivent ~tre d~termin~es par la condition 

que les routes forment un syst~me eontinu, permettant de transporter clans l'en- 

semble du remblai la totalit~ des parcelles qui composent le d6blai. La condition, 

~vidente a ~ o r / ,  que les routes limites soient tangentes s la lois ~. la surface 

du d~blai et s celle du remblai, ne fail connaltre qu'une de ees deux fonctions 

et il n'existe, cornme darts la th~orie des surfaces minima, aucune r~gle tlxe et 

pr6cise conduisant ~ la solution complete de la question propos~e. 

Pour ~cl~.ircir cette discussion, je traite quelques exemples, parmi lesquels 

je citerai les suivants qui me paraissent m~riter quelque attention. En supposant 

que le d~blai et le remblai sont des aires homog~nes ~qnivalentes situ~es dans 

deux plans rectangulaires, on trouve que les routes servant au transport sont 

normales s une surface satisfaisant ~. une ~quation aux d~riv6es partielles qui se 

transforme en elle-m~me par la transformation remarquable que Bonnet a indiqu6e 

la page 486 du tome X L I I  des Comptes rendus. En supposant ensnite que le 

d6blai et le remblai sont des aires homog~nes ~quivalentes situ6es sur la surface 

d'une sphere, je d6montre que les routes servant au transport sont normales 

une surface poss~dant cette propri6t~ que la Fro~eetion du eenb'e de la sphere sur 

ehaque normale se trouve au milieu des deux eentres de cottrlmre prineipaux. 

L'emploi du syst~me de coordonnges tn.ngentielles dCa ?r Bonnet me permet d'intd- 

grer l'~quation aux d~riv~es partielles du deurdbme ordre d~finissant ces surfaces; 

je suis revenu depuis (~44) sur l'~tude de ces surfaces, en donnant sous une 

forme simple les expressions des coordonn~es d'un de leurs points en fonction de 

deux param~tres et en indiquant les 6quations diff~rentielles des lignes de cour- 

bure et des llgnes asymptotiques dont les premieres peuvent ~tre int~gr6es d~ns 

une infinit$ de cas comprenant une infinit~ de surfaces alg4briques. J 'ai  montr~ 

en outre que ces surfaces se rattachent d'une fa~on simple aux surfaces minima 

et aux surfaces 6tudi6es par Bonnet (Comptes rendns, t. XLL[, p. 486); on a par 

1 DARBOUX, Ra~ort, loe. cit. 
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exemple la construction suivante: Etant donn~e une surface S de Bonnet, on mJ~ze 

en un point M de cette surface le plan tangent P e t  la no~vnale MNjusqu 'au  plan 

x 0 y: re 3)lan I I  3aarall~le ~ 1 ) et situ~ ~ une distance de l'origine $gale ~ la nor- 

mare M N envelop~e une de nos surfaces. Cette correspondance entre nos surfaces 

et celles de Bonnet montre que: 

De tout syst~ne de routes servant ~ ddblayer une aire plane homog~ne .sur une 

aire dquivalente situ~e dans un 3~lan parall~le, on pout d$duire un syst~rne de routes 

servant ~ d~blayer une aire spMrique homog~ne sur une aire dquivalente situ~e sur 

la nu~me s~h~re. 

Lea routes servant au premier d~blai seront normales h. une surface de 

Bonnet, les routes servant au second d~blai normales s une de nos surfaces. 

M. Goursat I a gtudi~ depuis une classe ~tendue de surfaces comprenant les 

pr~cgdentes comme cas particulier. 

Le probl~me des d~blais et remblais a ~galement ~t~ trait~ par A. de Saint- 

Germain, h. l'aide d'une m6thode g~om~trique ~l~gan~e (Etude sur le probl~me 

des d6blais et des remblais par A. de Saint-Germain, Imprimerie Le Blanc-Hardel, 

Caen, I886). 

Involutions d 'ordre aUl}6rieur. - -  Les beaux travaux de Chasles, concernant 

les courbes et les surfaces du second ordre, sont bas~s en grande parole sur la 

notion d'involution et d'homographie entre deux ~l~ments g4om~h~iques d~pendant 

rationnellement diun param~tre (points sur une droite, sur une conique, etc. droites 

passaut par un point, tangentes ~ une eonique, . . . ) .  

L'involution de Chasles est d~finie analytiquement par une relation de 

la forme 

A ~ Xz + B (~, + X~) + O-~o 

entre les deux valeurs ~ et ~z du param~tre variable qui correspondent aux deux 

gl6ments g~om~triques considgrgs. Je  me suis proposg d'~tudier les propriSt~s 

des courbes unicursales, planes ou gauches, de degrgs sup~rieurs, en prenant pour 

point de dgpart la notion d'involution d'ordre sup~rieur entre trois ou plusieurs 

~l~ments g~om~triques d~pendant rationnellement d'un param~tre (points sur une 

courbe unicursale, tangentes, planes osculateurs ~. une courbe unicursale, etc.). 

En premier lieu (~4 ~, ~45), j 'ai gtudig le cas le plus simple, en prenant une in- 

volution du troisi~me ordre d~finie par une relation de la forme 

1 American Journal, I888. 

30--2454. Acta mathtnmffca. 45. lmprim6 le 5 mai 19~6. 
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A & Z, Z , + B  (Z~ Z, +Z~ Z, +Z, )I)+ C(Zl +Z, + & ) + D = o  

qui est l'extension naturelle de la relation de Chasles rappel6e ci-dessus; de m~me 

que, dans l'involution de Chasles, il y a deux 616ments doubles, il y a, dans 

l'involution du troisi~me ordre, trois 616ments triples obtenus en supposant les 

valeurs de gl, g~, )~ 6gales entre elles. L'emploi de cette relation involutive permet 

de traiter, avec une grande facilit4, la th6orie des cubiques gauches, dont ranalogie 

avee les coniques se trouve ainsi raise en 6vidence ~, un nouveau point de vue. 

On a, 'par exemple, les th6or~mes suivants: Une droite qui tourne autour d'un 

point fixe d6termine sur une conique des groupes de deux points en involution: 

les points doubles sont les points de contact des tangentes issues du point. De 

m6me: Un plan qui tourne autour d'un point fixe d4termlue sur une cubique 

gauche des groupes de trois points en involution; les points triples sont les points 

de contact des plans osculateurs issus du point. Les r6ciproques sont vraies. 

Une propri6t~ de l'involution du troisi~me or(Ire est que les 616ments triples sont 

trois 616ments homologues de l'involution: c'est de ce fair simple que r6sultent 

imm6diatement plusieurs th6or~mes importants clout le type est ce th6or~me bien 

connu: Les points d'inilexion d'une cubique plane unicursale sont en ligne droite. 

D'une fa~on g6n6rale, t~utes les involutions d'ordre impair 2 n + I  poss~dent la 

m6me propri6t~ que rinvolution du troisi~me ordre: les 616ments (2 n +  i)-uples 

f o m e n t  un groupe d'616ments homologues; de 1~. ce th6or~me g6n6ral (x48): 

Soit une courbe unieursa~e f ixe et un faiseeau de eourbea aZgdbriques tel qu'une 

de. eourbes du faiseeau soit ddtermin~e par 2 n points et coupe la eourbe unieursale 

en 2 n + I points variables; il  existe 2 n + I eourbea du faiseeau, oseulatriees 5 la 

propos~e, et ~es z n + x points d'oseu~afion so,at sur une eourbe du faisceau. 

Ce th6or~me s'6tend ~. des eourbes unicursales g~uches, coup6es par des 
faiseeaux de surfaces alg~briques. 

Une notion qui ne se pr~sente pas ~ n e  rinvolution de Chasles et qui joue 

un r61e important dans les involutions d'ordre sup~rieur est ceUe des groupes 

d'~/6ments singuliers. Si l'involution est d'ordre n, il existe des syst~mes de 

valeurs de (n--I) des ~16ments tels que le #t,,,, est ind~termir~; ces syst~mes de 

valeurs forment les groupes d'616ments singuliers; ils sont d6finis par deux rela- 

tions involutives simultan6es. Par exemple, pour l'involution du troisi~me ordre, 

il existe deux 616ments singuliers qui sont imaginaires, quand les trois 616merits 

triples sont r6els, et r6els, quand deux des 616ments triples sont imaginaires. 
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Apr~s avoir appliqu~ l'involution du troisi~me ordre ~ l'~tude des cubiques 

gauches, j'ai ~tudi~ les courbes gauches unicursales du quatri~me ordre, en pre- 

nant comme point de d~part une relation involutive entre quatre ~l~ments, rela- 

tion qui me conduit ~ la classification et aux principales propri~t~s de ces 

courbes (I46, I47). 

Ces mgthodes peuvent ~tre appliqu~es s l'~tude de routes les eourbes uni- 

cursales ou, plus g~n4ralement, de tous les syst~mes dont les ~lgments d~pendent 

rationneUement d'un param~tre variable. Mais il est bien int~ressant de remarquer 

que la relation involutive de Chasles, ainsi que les relations involutives d'ordre 

supgrieur dont nous venons de parler, ne sont que des cas par~ieuliers du e~l~bre 

thaor~me d'Abel, sur les int~grales alg~briques, appliqud aux courbes unieursales. 

Les beaux r4sultats, que Clebseh a obtenus en appliquant le th~or~me d'Abel 

l'~tude de la G~om~trie sur une eourbe ~ se pr~sentent done ~ nous eomme dormant 

la g~n~ralisation la plus natureUe et la plus profonde de l'id4e ~l~mentaire 

d'involution. 

A un point de rue alg~brique une relation involutive entre n ~ldments 

its, i t s , . . . ,  it, permet de donner des interpretations int4ressantes de l'gvanouisse- 

ment des invariants de la forme obtenue en faisant ita=it~ . . . . .  Z,=it. 

Homographie. - -  La notion d'homographie entre deux ~l~ments (divisions 

homographiques, falsceaux homographiques), due ~ Chasles, peut ~tre aussi ~tendue 

utilement ~ plusieurs ~l~ments. C'est ce que j'ai montr~, pour un cas particulier 

(relation homographique entre trois ~l~ments, avee application aux surfaces du 

troisi~me ordre), dans une Communication faite ~ la Soci~t~ philomathique 

en I879. 

Complexes. - -  On salt clue Chasles a d6montr6 l'identit~ des propri~t~s 

des pbles et plans polaires par rapport ~ une cubique gauche, avec les propri6t~s 

des plans et de leurs foyers dans le mouvement h~licoidal d'un corps solide. 

J'ai donn~ (I4I) de eette importante proposition, une d~monstration nouvelle 

fond~e sur la consideration de l'involution du troisi~me ordre. Si l'on se place 

dans les id6es de Pliicker, qui prend pour ~l~ment de l'espace la ligne droite au 

lieu du point ou du plan, on peut dire aussi que les tangentes d'une cubique 

gauche font partie d'un complexe de droites du premier ordre. I1 y avait alors 

deux probl~mes ~ r~soudre: I ~ Une cubique gauche ~tant donn~e, trouver les 

Voyez Lemons de G~om~trle, publi~es par LINDE~ANN, tr~luites par BENOIST, t. III.  
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~l~ments du mouvement h41icoidal ou du complexe correspondant; 2 ~ un complexe 

de droites de premier ordre dtant donn~, trouver les eubiques gauches dont les 

tangentes appartiennent au complexe. Je  r~sous ces deux probl~mes en dormant, 

pour le second, le th~or~me suivant, qui a ~t~ ~tendu pax M. E. Pieard I aux 

courbes unieursales d'ordre supdrieur: La  condition ndcessaire et suffisants, pour 

qu'u~e courbe unieursale du troisi~ne ordre, situ~e dana un plan, puisse ~tre ~on- 

sid~r~e comme la projection sur ce plan d'une eubique gauche ayan~ son axe per~endi- 

culaire au plan, eat que la courbe air sea trois points d'inflexion ~ l'infini. 

Passant ensuite aux courbes gauches unicursa~es du quatri~me ordre, je 

donne (I46) les conditions n~cessaires et suffisantes pour que les tangentes ~ l 'une 

de ces courbes ~ppaxtiennent s un complexe de droites du premier ordre dont je 

forme l'~quation: fl existe alors un deuxi~me complexe qui a des relations simples 

avec le premier et a v e c l a  courbe. Pour obtenir les conditions cherch~es, je me 

sers de ce th~or~me g~n~ral (~49) que, pour routes les courbes dont les tangentes 

font partie d 'un complexe du premier ordre, le d~terminant bien connu qui, par 

son ~vanouissement, donne les points off le plan osculateur est stationnaire, est 

un carr~ parfait. Ainsi, clans le cas actuel, il faut que l'~quation du quatri~me 

degr~ dormant ces points soit un caxr~ parfait. Ces conditions n~cessaires sont 

suffisantes, comme il r~sulte de l'~tude des propri~t~s des courbes pour lesqueUes 

elles sont satisfaites. Alors les quatre points de la courbe, o5 le plan osculateur 

est stationnaire, sont confondus deux ~t deux avec des points simples en chacun 

desquels la tangente a trois points communs a v e c l a  courbe. 

Sur  ls  propr i6~ caract~riatique du cyliadroide. - -  On salt que le conoide 

du troisi~me ordre de Pliicker, appel~ cylindroide par Cayley, poss~de cette pro- 

pridtd signal~e par Ball que le lieu des projections d'un point quelconque de l'e~ace 

sur lea g~n&atrices reetilignes de la surface eat une r plane. - -  J 'ai  d~montr~ 

(I64) clue le cyllndroide eat, en dehors des cylindres, la seule surface r~glfie poss4- 

dant cette propri~h!. Le m~me thfior~me ~. ~t~ d~montr~ ensuite pax M. Bricaxd, 

puis par M. Demoulin (Bulletin de la Soci~t~ math6matique, t. XYIX). 

Lignes qui se conservent dans Is d6formation d'un milieu. - -  Extension 

des th~or~mes sur les tourbillons. - -  Imsginons une transformation ponctuelle 

uniforme continue et reversible 

x = f ( a ,  b, c), Y-~fl (a, b, c), ~-~f, (a, b, c) 

Annales de l'Ecole Normalr Sup~rieure, I877. 
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faisant correspondre s chaque point Po (a, b, c) d'une r~gion de l'espaee Ro un 

point P (x, y, z) d'une r6gion R, et inversement. Aprbs avoir 6crit (9o) les con- 

ditions n6cessaires et suffisantes pour que deux syst~mes de lignes 

d___x = d y  = d____~z 
X Y Z 

da db dc  
A B C 

se correspondent dans les deux milieux, je donne quelques propri~t6s de ces lignes 

correspondantes, proprigtgs qui g6n6ralisent les propri6t~s des lignes et surfaces 

de tourbiUons indiqu6es par He!mboltz dans le mouvement des fluides. 

Divers. - -  Je cite rapidement, pour terminer, quelques notes de G6om~brie: 

l'une (z52) dounant t ous l e s  syst~mes de deux famiUes de courbes or~hogonalcs 

uniquement compos~es de coniques; rautre, d6montrant cette propri~t~ que les 

hglices son t  les seules courbes gauches pour lesqueUes une droite, invariable- 

ment li6e au tri~dre form~ par la tangen~e, la normale principale e~ la binormale, 

puisse engendrer une surface d6veloppable; la troisi~me (I54) contenant l'6tude 

de eertaines courbes qui d~pendent d'un param~tre et dont les tangentes appar- 

tiennent s un complexe lin~aire, et la quatri~me (i55 } d~terminant les courbes 

autopolaires par rapport ~ une conique donn6e, par une m6thode qui rappelle 

ceUe de Moutard pour la d~termination des courbes anallagmati~ues. 

M6canique. 

On ~rouvera ci-dessous des renseignements sur des travaux par~iculiers de 

~[~canique; ma~s parmi ces travaux je demande la permission de parler d'abord 

de ceux qui se rappor~ent ~ une nouveUe forme des ~quations de la dynamique, 

s'appliquant ~ tous les syst~mes, que les liaisons s'expriment par des relations 

sous forme finie (syst~mes ho/or~nes d'apr~s Hertz) ou que les liaisons s'expriment 

sous forme diff6rentielle non int~grable (syst~mes non holon~mes). On sait que les 

6quations de Lagrange s'appliquent aux syst~mes holonSmes; ces ~quations montrent 

que le mouvement du syst~me est dgfini d~s que l'on connalt la demi force rive 

ou ~nergie cin6tique T en fonction des coordonn6es g~n~ralis6es ql, q~ , . . .q~ ,  

et de leurs d6riv6es par rappor~ au temps, si  les liaisons ne sont pas holonSmes, 

le d6plaeement infiniment petit du syst~me ~. partir d'une cer~aine position d6pend 
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des variations arbitraires de k param~tres ql, q2,-- ,  qk: le mouvement du syst~me 

n'est plus caract6ris6 par la conaissance de la seule force vive (195); les 6quations 

de Lagrange ne sont plus applicables. Divers g6om~tres dont le premier parait 

avoir 6t6 M. Vito u ont donn6 des 6quations g6n6ralisant cedes de Lagrange 

en restant dans le premier ordre de d~rivation. En aUant jusqu'au second ordre 

de d6rivation par rapport au temps, on peut avoir des 6quations toujours appli- 

cables: dans ces 6quations q~" d~signe la d6riv~e seconde de qi par rapport ~ t. 

Les nouvelles 6quations se rai~achent au principe de la moindre contrainte de 
Gauss. Formons l'~nergie d'accdlSration du syst~me 

S :  I- ~ m J  ~, 
2 

o5 J d6signe l'acc61&ation du point de masse m; cette expression est du second 

degr6 en q]', q~', . . ,  q~'; d'autre part, pour un d6placement quelconque compatible 

avec les liaisons, on a 

:~(XOx+ Y ~ y +  ZJz )  = Q~ dq~+ Q2Jq~+ "" + Q~ Oq~. 

Les 6quations du mouvement sont alors 

~ S  0 8  OS=Q~.  
oq, Q1, Oq~ Q+"" ' ~q~ 

Ces 6quations peuvent d'ailleurs &re appliqu6es ~. des cas off les liaisons ne sont 

plus lin~aires (228). M. Beghi~ s'en est servi dans sa Th~se (Paris i9z3) pour 

exposer la th6orie de l'asservissement. Je crois qu'eUes ont une port6e philo- 

sophique tr~s grande: nous ne savons pas queUes sont les liaisons qui produisent 

les ph~nom~nes physiques; nous ignorons si elles sont holon6mes ou non. II est 

probable qu'elles ne le sont pas: d~s lors les ~quations pr~c~dentes, s'appliquent. 

Dans cet ordre d'id6es, j 'ai publi~ une Note dams les Comptes Rendus (245) en 

m'appuyant sur certains r6sultats relatifs ~. l'61ectricit6 donn6s par M. Carvallo 

dans la collection Scientia; le m6me ordre d'id6es a 6t6 d6velopp6 par M. 

GuiUaume dans un article post6rieur des Comptes Rendus. J 'ai  expos6 la th6orie 

de ces 6quations dans le tome I I I  de mon Trait6 de M~c~.nlque rationneUe et 

dans le premier fascicule du M6morial. 

La fonetion T earaet6rise un syate~ne ho/on~me, en ce sens que deux syst~mes 

qui, pour un choix convenable des param~tres, out m~me fonction T prennent le 
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m~me mouvement quand les forces appliqu~es sont telles que Q1, Qs , . . .  Q~ aient 

les m~mes expressions daus les deux syst~mes. Au contraire, on ne peut pas 

affirmer d'une mani~re g~n~rale, que l'expression de l'~nergie cin6tAque T carac- 

t~rise un syst~me, car deux syst~mes diff~rents peuvent avoir la m~me expression 

de T, les m~mes expressions pour Q~, Q~,. . .  Qk, et prendre cependant des mouve- 

ments diff6rents (i95). La forme pr~e~dente des 6quations paralt donc la plus 

simple qui soit applicable g t ous l e s  genres de liaisons et de variables. Cette 

forme se rattache au principe de la moindre contrainte de Gauss (89.); on peut 

en effet 6noncer les ~quations (E) en disant que les d6riv~es secondes q~' des 

param~tres ind6pendants ont ~t ehaque instant les d6terminations rendant mini- 

mum la fonction du second degr6 

s - (  Q,  q': + + . . . + 

cet 6nonc~ se ram~ne ~. son tour au principe de Gauss (z93). La fonction S n e  

peut pas ~tre choisie arbitrairement: eUe est assujettie ~ remplir certaines condi- 

tions (I96) qu'il serait trop long d'indiquer ici. 

J'applique cette forme g~n6rale au mouvement d'un corps solide (z94), en 

par~iculier au mouvement d'un solide pesant de r6volution assujetti ~ fouler sans 

glisser sur un plan horizontal. Pour le probl~me du cerceau que j'avais trait6 

ant~rieurement (2zo) par une mgthode directe, je me suis rencontr6 avec M. 

Kor~eweg pour montrer que l ' in~gration des 6quations du mouvement peut ~tre 

ramen6 g des quadratures, quand on emploie, comme ~l~ment analytique, la fonc- 

tion hyperg~om~trique de Gauss. 

Une au~re question de m~canique sur laquelle j 'attire l 'attention est la 

Tendanee des systbmes ~t 6chapper au frottement que j'ai expliqu6e dans un m6- 

moire du Journal de Crelle. On a ainsi la raison math6matique de fairs d'obser- 

rat ion journali~re: par exemple quand le vent pousse les feuilles snr une route, 

elles glissent fort rarement et le plus souvent, d~s que la chose est possible, se 

mettent  s rouler. 

Enfin je citerai certaines publications relatives aux principes mgmes de la 

l~I6canique. Autrefois on concevait a /rr/ori un mouvement absolu: j 'ai essay6 

de montrer comment on peut rattacher au mouvement d'un syst~me la notion 

d'axes fixes (235); j 'ai aussi cherch6 ~r voir comment fl conviendralt de modifier 

les principes de la mgcanique suivant le sysf~me d'axes consid6r6 comme fixe (254). 

Je  citerai ~galemen$ les recherches relatives k une 6quation fonctionnelle 

(245) pour l'~quilibre relatif d'une masse fluide soumise k l'at~raction newtonienne 
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de ses par~ies e~ anim6e d'une rotation uniforme, puis les recherches relatives 

aux figures d%quilibre des ills dont les 616ments se repoussent deux ~ deux (242}; 

pour ce dernier probl~me, M. Bratu, professeur ~ l'Universit6 de Cluj en Rou- 

manie, a ~rait~ dans sa th~se (Paris, r9x4) le eas o5 la r4pulsion est propor~ion- 

neUe ~. la distance, cas o5 on peut remplacer le fil par son centre de gravit6. 

Enfin, je signalerai une 4~ude du mouvement a~rien de spheres 16g~res, 4rude 

qui explique cer t~ns  fairs d'exp6rience par l 'introduction d'une r4sistance de 

milieu due ~. la rotation (233) et des recherches sur le mouvement d'ensemble d'une 

masse fluide soumise ~. des attractions new~oniennes int~rieures et ext~rieures 

(256), (257) et (255). 

Sur une interpretation des valeurs imaginaires du temps dans les probl6- 
mes de M~canique. - -  On salt que les fonctions elliptiques donnent la solution 

complete du probl~me du pendule simple, en permettant d'exprimer le sinus et 

le eosinus de l'angle d%cart par des fonctions uniformes du temps, ais6es h cal- 

culer num6riquement. Ces fonctions adme~ent  une p6riode r4elle T qui est la 

dur6e de l'oscilla~ion et une p6riode imaginaire de la forme i T' qui, au premier 

moment, ne paralt pas avoir de signification mgcanique. Or cede p6riode imagi- 

naire s'interpr~te de la fagon la plus simple (x7I): si le pendule 6fair plac6 dans 

la m~me position initiale et la pesanteur chang6e de sens, c'est-h~dire dirig6e vers 

le haut, le pendule oscillait sur l'arc sup$rieur de la circonf6rence qu'il d6crit, 

et la dur4e de l'oscillation serait pr6cis6ment T'. Cette interpr6tation r6sulte du 

th4or~me g4n4ral suivant: 

Etant  donn~ un systP, ne de l~oints materiels assu]ettis ~ des liaisons ind6Ton- 

dantes du temps t et soumis ~ des forces qui ne d~endent que des positions des 

diff~rents points, les int~grales des ~quatio~s diff~rentielles du mouvement de ee 

syst~rne restent rdelles si l'on y remplaee t par t ~  et les projections des vitesses 

tenues sont les ~quations du nouveau mouvement que l~rendraient les m~nes points 

matg~riels si, places darts les mbmes conditions initiales, ils $taient sollieitds par des 

forces respeetivement $gales et olrpos~es ?t celles qui woduisaient  le premier mouvement. 

Cette m6thode ne donne rien quand le mouvement a lieu sans l'interven~ion 

de forces autres que les forces de limson, c'est:s quand le monvement est 

g6od6sique: en pa~icalier cUe ne donne rien pour le mouvement s la Poinsot: 

pour ee dernier mouvement j 'ai indiqu4 une m4thode sp6cia/e (2o9), pour inter- 
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prater la pgriode imaginaire des fonctions elliptiques qui figurent dans la solution 

analytique de Jacobi. 

Le th~or~me ggn~ral peut se rattacher aussi aux ~quations d'homog~n$it~ 

eu m~canique. 

Chainette sph~rique, u L'analogie entre les propri~t~s de l'~quilibre des 

ills et celles du mouvement d'un point materiel se retrouve jusque dans cer~ains 

fairs tr~s particuliers. C'est ainsi que la recherche de la figure d'~quflibre d'une 

chalnet~e homog~ne pesante sur une sphere peut 8ire effectu~e par une m~thode 

route semblable ~ ceUe qu' t termite a employee, en int~grant une gquation de 

Lam~, pour exprimer, en fonction uniforme du temps, les coordonn~es d'un point 

pesant mobile sur une sphere (Journal de CreUe, t. 85). On trouve (I73) que les 

coordonn~es d'un point de la cha~me~te sph~r~que et l 'arc de cette courbe peuvent 

8tre exprim~s en fonction uniforme d'un param~tre, ~. l'aide des fonctions O et 

H de Jacobi; en faisant les calculs, on rencontre et l 'on int~gre une gquation 

diff~rentielle lingaire, analogue ~ celle de La~n& 

Mouvement d'un fll dans un plan flxe. - - P a r m i  les syst~mes materiels non 

rigides form,s d'une infinit~ d'~l~ments, le plus simple est un fil ou une chalne 

mobile dans un plan fixe sous l'action de forces donn~es. Si on laisse de c6t~ 

le probl~me des cordes vibrantes et, en g~n~ral, la th~orie des oscillations infmi- 

ment petites, le probl~me du mouvement d'une chaine dans un plan a ~t~ peu 

~tudi~. Les r~sultats les plus importants et les plus simples sur ce sujet 

sont dus ~ R~sal (Trait~ de M~canique g~n~rale, t. I, p. 32I et suiv.). R~sal 

forme deux ~quations simultan~es aux d~riv~es par~ielles, de l'int~gration des- 

quelles d~pend la solution du probl~me; puis fl ajoute que l'~limination de la 

tension entre ces deux ~quations conduit ~. une ~quat~on aux d~riv~es par~ielles 

du s/x/~ne orgrc. En employant un sys~me de coordonn~es tangentielles, j 'arrive 

(I83) ~ ramener la solution du probl~me ~, l'int~gration d'une ~quation anx d~ri- 

v~es par~ielles du quatriOme ordre seulement. Voici une analyse rapide de la 

m4thode suivie. A l ' instant t la chalne est dispos~e suivant une certaiue courbe; 

appelons a l'angle que fair la tangente s cette courbe, en un point, avec l'axe 

Ox et r la distance de cette tangente ~ l'origine des coordonn~es; cette distance t? 

sera une fonction des deux variables ind~pendantes a et t; je prends alors, 

pour fonction inconnue ~,  une fonction dont la d4rivfie partielle par rapport 

a est d. C'est cette fonction p des deux variables a et t qui v$rifie une ~iquation 
~1--2454. Acta maShemat/ca. 45. Imprim$ ie 6 mai 192~. 
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aux d6riv6es partielles du quatri~me ordre; une lois p connu, les expressions des 

coordonn6es d'un point de la courbe, de l'arc et de la tension s'obtiennent tr~s 

ais6ment. 

A route int~grale partieuli~re de l'6quation aux d6riv6es partielles, correspond 

un mouvement possible du ill, ~. condition que la tension soit positive. Par  

exemple, en supposant que la force ext~rieure d6pende uniqueinent de la position 

de r616ment du ill, on retrouve, pour les courbes planes, le r~sultat de L~aut~ ~ 

relatif ~ la figure de repos apparent d'une eorde en Inouvement clans respace. 

11 suffit, pour cela, de chercher k v~rifier l'6quation par une int6grale particuli~re 

de la forme ~ ( a )+~  (t); on trouve ainsi que le glissement du fil est uniform6ment 

acc61~r6, et que la figure de repos apparent est la figure d'6quilibre que prendrait 

le fil si la coInposante tangentielle de la force 6fair augment~e d'une constante. 

I~aut6, se pla~ant au point de rue pratique, n'a consid6r6 que le eas off le glisse- 

ment est uniforme. Je  r6sous le m~me probl~me, en supposant le fil h~t~rog~ne, 

puis je trouve les mouvements qui peuvent ~tre repr~sent6s par un glissement 

le long d'une eourbe anim~e d'un mouvement de translation ou de rotation, 

ou restant homoth6tique d'eUe-m~me, e t c . . .  Toutes ces questions sont trait6es 

par un proc6d6 uniforme et ramen6es ~ un m~me probl~me d'Analyse. Enfin ma 

m6thode se prate facilement ~. l'6tude des oscillations infiniment petites autour 

d'une position d'6quilibre stable. Cette m6thode a 6t~ 6tendue au mouveinent 

dans l'espace par Floquet, de l'Universit6 de Nancy. 

De l 'homographie en M6ca~!que. - -  ,La  d~eouverte des Frindpes  de pro- 

jection centra[e marque incontestablement une ~poque importante clans l'histoire 

de la G~om~trie moderne. Les m~thodes fond~es sur ces principes poss~dent un 

caract~re ~ la lois intuitif et syst~matique, qui les rend ~galement propres ~. 

d~couvrir de nouvelles propri~t~s des figures et ~ rattacher tout un ensemble de 

propositions ~ une m~me v~rit~ g~n6rale.~ z I1 m'a paru int~ressant de montrer 

que ces m~mes principes peuvent ~tre appliques, en M~canique, au mouvement 

d'un ou de plusieurs points libres sollicit~s par des forces qui ne d6pendent que 

des positions des points. On peut, par exemple, ~ l'aide de la transformation 

homographique, rattacher les unes aux autres des questions de M~canique en 

apparenee diff~rentes, comme le mouvement d'un point attir~ par un centre fixe 

proportionnellement ~ la distance et le mouvement d'un point attir~ par un plan 

i Comptes rendus, Io novembre I879; Bulletin de la Socidtdphilomatique, I8 novembre I879. 
MOUTAED, A~l~a~O~k~ d'Ar, alyse et de G~m~trie de _Poncelet, t. I, p. 5o9. 



Notice sur les travaux scientifiques. 243 

fixe en raison inverse du cube de la distance. Voici l'expos~ de la transforma- 

tion pour le cas le plus simple possible, c'est-s pour le mouvement d'un point 

matgriel M, dans un plan fixe, sous Faction d'une force F d/pendant seulement 
de la position du mobile, Si ron  fair, sur les coordonn~es x et y du point M,  

une transformation homographique par les formules connues 

ax+by+o a'x+ b'y+e' 
x1 =a"x+b"y+v" '  Y l=a"x+b"y+r  

en remplagant le temps t par une autre variable 11 lide ~ t par la relation 

dt  
k d 11 = (a"x + b"y + d') 2 (k constant), 

on trouve (I75) que le point M1 de coordonn~es 11 et Yl se meut, dans le temps 

11, comme un point mat6riel sollicitd par une force 2 '  1 d~pendant uniquement 

de la portion du mobile: la trajectoire du second point MI est la transJor~e 
homographique de celle du premier M; la force $'1 se d~duit de 2" d'une mani~re 

simple, sa direction est la transform/e homographique de la direction de la force 

2'. I1 r6sulte de cette derni~re propridt~ que, si la force F est centrale ou 

parall~le ~t une direction fixe, la force F x passe aussi par un point fixe ~ distance 

finie ou infinie. Notre t ransfomat ion  comprend, comme cas particulier, deux 

transformations qu'Halphen a indiqudes 1 pour conclure des lois de force bien 

connues (attraction proportionnelle ~ la distance ou inversement proportionneUe 

au carr~ de la distance), les lols de force signaldes par Darboux e t  Halphen, 

comme ~tant les plus g~n~rales qui font  d~crire h. leur point d'application une 

conique, queues que soient les conditions initiales. On dole se demander main- 

tenant s'il existe, en ~Idcanlque comme en G~om~trie, des transformations plus 

g~n~rales que la transformation homographique qui seraient obtenues en rem- 

pla~ant les fonctions lin~aires figurant dans les formules pr~cddentes par d'autres 

fonctions des coordonn~es x et y. On arrive par un calcul un peu long, 

la conclusion suivante: Si la nouvelle force ~'T 1 doit d~pendre uniquement de la 
position du mobile M1, quelle que soit la force F, la seule transformation r/alisant 
cette condition est la transformation homographlque. C e s  considerations peuvent 

~tre gtendues au mouvement d'un point dans l'espace et m~me au mouvement 

de plusieurs points, ~ condition de faire, dans ce dernier cas, une transformation 

Bulletin de la Boci~t~ philomathique, 7 me s6rie, t. I, p. 89. 
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homographique g6n6rale eontenant ~. la fois les eoordonn4es de tous les points. 

Comme application de ces m6thodes, j'indique un moyen de trouver les lois de 

forces centrales faisant d6erire s leur point d'application une eonique, quenes 

que soient les conditions initiales. Ces lois de forces ont 4t~ d6termin6es simul- 

tan6ment par Halphen et Darboux, ~ la suite d'une question pos4e par J. 

Bertrand. Je simplifie (2o8) notablement le ea,lcui d'Halphen en employant la 

transformation homographique pour ramener le cas des forces centrales ~ celui 

des forces parall~les. 

Sur des trauaformations de mouvements .  - -  A la suite d'une remarque de 

M. Goursat, j'ai g6n6ralls~ la th4orie de l'homographie en M4canique (I7I) de la 

fa~on suivante. 
Soit un syst~me materiel holon6me dont les liaisons sont ind4pendantes du 

temps et dont 1-. position est d6finie par n param6tres ~1,~0:,.. .p~. Si ce 

syst~me est sollieit~ par des forces d4pendant des positions et des vitesses des 

points d'applieation, les ~quations du mouvement sont, d'apr6s Lagrange, 

, d pa d [ 0 S ~  0 8 = p . ,  P " - - ~ - -  
- d t 

S d6signant la demi-force rive du syst3me. Les quantit~s Pa sont des fonctions 

de Pl,Pe . . . .  pn, PI",P2',...i~n'; dans le cas particulier off les forces ne d6pendent 

que de la position du syst~me, les P a n e  eontiennent pas de d6riv6es p~'. 
A c5t4 de ce premier syst~me qui se meut dans le temps t, consid6rons un 

deuxi6me syst~me dont la configuration d4pend de n param~tres qt, q s , . . ,  qn et 

qui se meut dans le temps tl, sous Faction de forces quelconques. Les 4quations 

du mouvement de ce syst~me sont 

d [ O T ~  O T  , dq:  
(2) d-~l ~ q ~ ' ]  d q~ = Q~' q- = d t, ' 

les quantih!s Qa dgpendant des q~ et de leurs d6riv4es q~'. On devra consid6rer 

les deux probl6mes de MO~mique comme Sq,dvalents, s'il existe une transformation 

de la forme 

(3) r , ,  . . . p . )  
d ( p l ,  p , ,  . . . p , )  d t ,  

tra~sform~nt le syst~me des 4qu~tions (2) clans le syst~me (x). 
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Je  d~montre (I77) que, si l 'on n'impose aucune condition aux forces, on 

peut, d'une infinit~ de mani6res, faire correspondre ~ tout mouvement de Fun 

des syst~mes, sous l'action de forces d6pendant des positions et des vitesses, un 

mouvement analogue de l'autre. 

Je par~icularise ensuite le probl6me en cherchant si, ~ tout mouvement du 

premier syst~me, sous Faction de forces ~e d6pe~dant que de la position du syst~me, 

on peut faire correspondre un mouvement analogue du second. J'6tablis que la 

transformation n'est possible que si cer~aines relations de condition ont lieu entre 

les coefficients al, j e t  b~,j des deux formes S e t  T. De plus, si la transformation 
e~ te ,  elle dolt faire correspondre ~ un mouvement du premier syst~me, quand aucune 
force n'agit sur lui, un mouvement analogue du deuxi~me. En un mot, la trans- 

formation dolt conserver les mouvements gdod&iques. On se trouve ainsi mnen6 

une question qui a 6t~ 6tudi6e par Beltrami, Lipschits, Dini, duns leurs travaux 

sur les formes quadratiques de diff6rentielles, et par S. Lie. 

~I. Painlev6 (Comptes rendus, I892 ) a donn6 sur ce genre de transforma- 

tions d'importmats th~or6mes qu'il faut rapprocher de plusieurs Notes de 1~I. R. 

Liouville (Comptes rendus, I89z). 

I1 est 6vident que l'on peut toujours, pour tm syst~me quelconque, employer 

la tr~.nsformation dt=Cdtl ,  C ~tant une constante rgelle ou purement imaginaire 

(voyez St~ckel, Crelle, t. xo7); maJs, pour des syst~mes sp6ciaux, il en existe 

d'autres. Par  exemple, pour des points mat6riels libres, on peut employer une 

transformation homographique (I77); pour un point mobile sur une sph6re, on 

peut employer une transformation par projection eentrale sur un plan. Enfm, 

comme l'a montr~ ]~. Dantheville (Comptes rendus et Annales de l'Ecole Nor- 

male Sup6rieure, t. VII,  x89o) on peut transformer le mouvement d'un point sur 

une surface ~ eourbure totale constaaxte en un mouvement plan (ce qui correspond 

uu th6or~me de J. Beltrami), et, plus g6n6ralement, on peut transformer le 

mouvement d'un point sur une surface en un mouvement d 'un point sur une 

antre surface (non applicable), si la premiere surface satisfait anx conditions 

trouv6es par Dini, pour que les lignes g~od~siques se correspondent. 

Extension des ~quations de Lagrange au cas du frottement.  - - E n  combi- 

nant  le principe des vitesses virtuelles et le principe de d'Alembert, Lagrange a 

r6duit ~ un proc6d6 uniforme la raise en 6quations de tous les probl6mes de 

M~canique. Lorsque certains points du syst~me glissent avec frottement sur des 

surfaces, on peut ~videmment employer encore la m6thode de Lagrange, mais ~. 
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condition d'ajouter aux forces directement appliqu~es les forces de frottement 

dont les grandeurs sont inconnues, puis-qu'elles sont proportionnelles aux r~ac- 

tions normales des surfaces; il faut ensuite ~liminer ces grandeurs inconnues. 

J'ai modifi~ (I98) la m~thode de Lagrange de mani~re ~ obtenir des ~quations du 

mouvement ne contenant ni les forces de liaison, ni les forces de frottement. 

La m~thode que j'emploie consiste ~ appliquer le principe de d'Alembert, en im- 

primant au syst~me un d~placement vir~uel qui est compatible avec les liaisons 

sans frottement et dans lequel chaque point frottant se d~place normalement 

la r~action totale de la surface sur laqueUe il glisse. Cette m~thode permet 

d'appliquer au cas du frottement les ~quations donn~es par Lagrange. 

Du tautochronisme daus un systbme materiel. - -  Le tautochronisme darts 

le mouvement d'un point a ~t~ l'objet de nombreuses recherches; il ne semble 

pas que l'on se soit occup~ du tautochronisme des syst~mes. J'ai trait~ cette 

question (x86) en posant le probl~me comme il suit: Imaginons ~n systdme 

liaisons ind~pendantes du temps, I~oss~dant k degrds de libertd, soUieit~ par des 

forces eonnues ne d6pendant que de la eonfiguration du syst&me; quelles nouvelles 

liaisons, au hombre de k - - I ,  faut-il imposer au systbme 19our que le systbme 

liaisons eomlaldtes ainsi obtenu soit tautoehrone, e'est-d~-dire metre le m~ne temps 

revenir ~ une I~esition ddterminde, quelle que soit la l~osition initiale clans laquelle 

on l'abandonne ~ l u i ~  sans vitesse? 
Je monire que la r6solution du probl~me d6pend de l'int6gration de deax 

~quations simultan~es; si done k est sup~rieur ~ 2, il y a ind6termination: la 

question comporte une infinlt~ de solutions. Pour d~terminer le probl~me, on 

peut s'imposer k--2 conditions nouveUes, par exemple, assujettir le syst~me final 

liaisons completes, ~ poss~der la propri~t~ du tautochronisme, non settlement 

l'~gard des forces donn~es, mais encore ~ l'~gard de k--2 autres syst~mes de 

forces. Ainsi, pour un point materiel libre, on obtient un probl~me d~termin~ 

en cherchant sur quelle courbe il faut le faire glisser, pour qu'fl y air tauto- 

chronisme ~. la lois pour la pesanteur et pour une attraction issue d'un point 

fixe et fonction de la distance. 

Propri6t~s d'une position d'~quilibre d'un syst~me. ~ Lorsqu'un syst~me 

holonbme dont les liaisons sont ind~pendantes du temps est sollicit~ par des 

forces d~rivant d'une fonction de forces U, la recherche des positions d'~quilibre 

du syst~me se trouve ramen~e ~ la recherche des maxima et minima de cette 
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fonetion U regard~e eomme fonction des param~tres ind~pendants qui servent 

d~finir la configuration ggom~trique du syst~me. 

En partant de cette propri~tg bien connue qui est une consequence imme- 

diate du principe des vitesses virtuelles, on peut, m~me pour un syst~me solllcit~ 

par des forces ne d~rivan% pus d'une fonction de forces, assigner une infinit~ de 

fonctions devenant maxima ou minima duns une ~osition d'~uilibre donr~e du 
syst~me. On obtient ainsi (181) des th6or~mes donnant des propri6t6s de la posi- 

tion d'6quilibre eonsidgr6e mais ne permettant pus, en g6n6ral, de ~rouver eette 

position, ear l'6none6 de ees propri6t6s suppose connue la position d'6quilibre. 

Je ra~ache ~ ee point de rue des th6or~mes de Lagrange (principe de Torrieelli) 

et de MSbius (principe du minimum de la somme des earr6s des distances). 

Sur remploi des 6quations de Lagrange dans la th~orie du choc et des 
percussions. - -  Duns le 2~essenger of Mathematics (t. IV, I867), Niven a montr~ 

commen~ les gquatious de Lagrange peuvent ~re  employ6es utilement pour l '~ude 

des percussions: la m~me question a gt~ ~rait~e par Routh (Rigid Dynamics, Ier 
volume). Mais la mgthode suivie par ees anteurs peut ~tre peffectionn~e, ear les 

gquations qu'ils donnent contiennent encore des percussions de liaison provenant 

des liaisons nouveUes introduites brusquement an moment du choe. Ces 6quations 

ne rapondent done pus entibrement au but poursuivi par Lagrange, qui est d'obtenir 

des 6quatious ne contenant pus les forces de liaison. Je montre comment on peut 

atteindre ee but (2o2) et (2o3). 

Imaginons un syst~me en mouvement duns lequel les liaisons ont lieu sans 

frotternent. La mani~re la plus ggngrale de coneevoir un choc ou une percussion 

sur ee syst~me paralt ~tre la suivante: ~ un instant donn~ to, on introduit brus- 

quement de nouveUes liaisons duns le syst~me e~, en m~me temps, on supprime 

brusquement eertaines liaisons anciennes. Le mouvement du syst~me est alors 

trouble: il se produi~ des percussions entre ses dit~rentes parties et, duns un 

intervalle de temps tr~s court tl--to les vitesses des cliff,rents points du syst~me 

subissent des variations finies, sans que le syst~me change sensiblement de posi- 

tion; en outre, l'ac~ion des forces ordinaires, telles que la pesanteur, peut ~tre 

regardge comme n~gligeable pendant rintervalle de temps tl--to, de sorte que les 

changements brusques de vitesses survenus duns cet intervalle sont dus uniquement 

aux percussions qui se produisent sur les ditf~rentes parties du syst~me, en vertu 

des liaisons impos~es ~ ees parties. Je ne m'oecupe que de la premiere approxi- 

mation qui consiste s regarder le syst~me eomme immobile pendA~.nt le temps tr~s 
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ni apr~s. 

court t l - - t  0 et ~ regarder comme nuUes les actions des forces ordinaires, autres 

que celles qui produisent les percussions. 

Tout d'abord, je fais une classification des liaisons qui existent au moment 

t o off le choc se produit. I1 est entendu que le choc est termind e t a  produit 

tous ses effets ~ l ' instant tl, extr~mement rapproch~ de t o. 

Les liaisons qui existent an moment du choc peuvent ~tre de deux esp~ces: 

les unes sont persistantes, les autres ne le sont pas. Nous appelons per~stante~ 

les liaisons qui, existant au moment du choc, existent encore apr~s, de telle sorte 

que le d~placement r~el qui suit imm~diatement le choc soit compatible avec ces 

liaisons. Au contraire, les liaisons non per~stante~ sont celles qui, existant au 

moment du choc, n'existent pas apr~s; le d~placement r~el qui suit imm~diatement 

le choc n'est pas compatible avec ces liaisons. 

D'apr~s cela, les liaisons existant au moment du choc peuvent ~tre class~es 

clans les catdgories suivantes, qui s'excluent: 

Liaisons existant avant, pendant et apr~s le choc; 

Liaisons existant pendant et apr~s, mais non avant; 

Liaisons existant avant et pendant, mais non apr~s; 

Liaisons existant seulement pendant le choc, mais n'existant ni avant 

Les deux premieres catdgories contiennent des liaisons persistantes, les deux 

autres des liaisons non persistantes. 

Par  exemple, dans le pendule balistique, le pendule est mobile autour d'un 

axe f~e;  cette liaison existe avant, pendant et apr~s la percussion; le boulet, 

primitivement ind~pendant du pendule, vient brusquement faire corps avec lui; 

on a ainsi une nouvelle liaisou dont la brusque r~alisation produit le choc et qui 

existe pendant et apr~s le choc, mais non avant. Quand deux corps dlastiques 

se ehoquent, une liaison est brusquement introduite dans le syst~me des deux 

corps, car leurs surfaces sont venues en contact; les deux corps se s~parent en- 

suite; on a ainsi une liaison existant pendant la percussion, mais n'existant ui 

avant, ni apr~s. Enfin imaginons deux points reli~s par un fil inextensible et 

lances en l'air: supposons qu'on saisisse brusquement l 'un des deux points et qu'~ 

ce moment le fil se rompe, alors on volt qu'une liaison a ~f~ brusquement intro- 

duite d'une fa~on persistante, car un des points devient et reste rite; en m~me 

temps une liaison, existant avant le choc, n'existe plus apr~s, car le s s'est 

rompu; cette liaison rentre dans la troisi~me caf~gorie. 

En vertu des liaisons de la premiere catdgorie, la configuration du syst~me 
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d~pend de k param~tres ql, q~, . . .  q~ et la demi force rive T e s t  une fonction du 

deuxi~me degr~ des d~riv~es q'l, q'~, . . .  q'~ par rapport au temps. On peut tou- 

jours choisir ces param~tres de fagon que les liaisons des deuxi~me, troisi~me, 

quatri~me categories s'expriment par des relations de la forme 

q l = O ,  q $ = o ,  . . . ,  qc~--O, ( ~ < k ) .  

Les vitesses finales du syst~me possbdent alors la propri~t~ suivante: 

Les d~riv~es partielles de T, ~ar rapport aux d~riv$es de ceux des param~tres 

qui ne sont 2as assujettis ~ s'annuler an moment du oboe, ont les rn~nes valeurs 

avant et a l~r~ le choc. 

Le nombre des inconnues est en g~n~ral sup4rieur ~ eelui des ~quations. 

Pour achever de dd~erminer le probl~me, il faut faire des hypof~h~ses paxticuli~res, 

tir~es de considerations d'~lasticit~ pax exemple, sur ce qui se passe aprbs le choc. 

On a, de ee fair, un exemple ~l~mentaire, en prenmat le choc direct de deux 

corps sph4riques et en ~cartant le cas off les corps sont paxfaitement mous; a/ors 

la liaison brusquement introduite ne persiste pas aprbs le choc, car les deux 

spheres se s~parent. La M~canique rationneUe fournit, entre les vitesses des deux 

spheres apr~s le choc, une seule d~uation exprimant que la vitesse du centre de 

gravit~ commun n'a pas change. On obtient la seconde ~quation par des con- 

siderations d'~lasticit~: ainsi en supposant les spheres parfaitement ~lastiques, on 

~crit que la force rive totale est la mgme aprbs et avant le choc. Le probl~me 

est compl~tement r~solu par la rbgle 6nonc~e routes tes lois que les liaisons des 

troisi~me eL quatri~me categories n'existent pas, ou, ce qui revient au mgme, routes 

les lois que les liaisons existant au moment du choc sont routes ~ersistantes. 

Sur r~quilibre d 'un flotteur avec un chargement  liquide. - -  Guyou a publiC, 

sur l'~quilibre d'un vaisseau avec un chaxgement liquide, d'importants travaux 1 

qui se trouvent r~sum~s dans rOuvrage intitul~: Th~orie du iVavire. Le mgme 

sujet a ~t~ trait~ par Duhem, qui a donn~ des formules g~n~rales renfermant la 

solution du probl~me. ~ D'un autre cSt~, Greenhill s a fair l'expos~ des recherches 

des g~om~tres anglais sur cette question daus son Trait~ d'Hydrostatique. 

x GUYOU: 1". Cowr$ autographi~ de l'Ecole Navale (188I); 
2 ~ Th~orie de la va~'iation de la stabilit~ou variation diff~rentielle (Revue marl. 

time, I879); 
3 ~ Th~orie du Navire (Hbrairie Berger-Levrault, I re ~lit ion I887, 2 me ~dition I894). 

I 1~. DUHE• a donn~ un r~sum~ succinct de ses recherches dans une Note des C~mptes rendus, 
t. CXXiX, p. 879 (27 novembre 1899 ). 

s G R x R ~ m ~ ,  A treatise on Hydrostatics. 

32--24ti4. Acre m a t h ~ c a .  45. Imprim6 lo 6 mai 1925. 



250 Paul Appell. 

J 'a i  indiqu6, pour ce probl~me (221--224), une solution g6om6trique qui se 

rat~ache direc~ement ~ la belle m6thode que Guyou a donn6e pour l'6quilibre d'un 

flotteur sans liquides int~rieurs. 

Cette solution peut ~tre r6sum6e comme il suit: 

Soit B le centre du sys~me des forces paraU~les const i tu6:1 ~ par les poids 

iol, ~z, . . .  10~ appliqu6s aux centres C~, Cz, . . . ,  C~ des liquides inC~rieurs; 2 ~ par 

la ponss6e p +10' appliqu6e au centre C de la ear~ne. Quand on oriente le flotteur 

de ~outes les maui~res possibles, le point ~ d6crit, par rapport au flo~eur, une 

surface (B) et, ~ ehaque instant, le plan tangent ~ cetr surface au point ~ est 

horizontal. 

Pour que le flotteur soit dans une position d'~quilibre stable, il f au t  et il suffit 

que la distance du centre de gravitd du flotteur seul (sans les liquides) au 191an 

tangent h la surface (1~) au point B soit un m i n i m u m .  

Sur les ~quations de l'Hydrodynamique et la th~orie des tourbillons. 

Ce travail a surtout un but historique et p6dagogique. J 'y  montTe, comme 

l'avait d6j~ remarqu6 Maurice L6vy 1, que des 6quations renfermant tons les ~l& 

ments de la thdorie des tourbillons et analogues, parfois m~me identiques ~ ceUes 

de Kirchhoff, se trouvent dans un Mdmoire de Cauchy, pr6sent~ K l'Acaddmie des 

Sciences de Paris en I815 et imprim6 dans le R c ~ l  des Savan~ ~trangers en 

I827; ce Mdmoire, intituld: Th~rrie de la trfopagatior des ondeg ~ la surface d'u~ 

fluide pesant d'une profondeur inddfinie est reproduit clans le premier volume (I ~e 

s6rie) des ~,uvres cempl~tes de Cauehy, imprim6 chez Gauthier-Villars en 1882, et 

les 6quations dont fl est question se trouvent dans la deuxi~me Pattie,  section 

premiere. 

En me playact surtout au point de rue de renseignement, j ' indique ensuite 

une interpr6tation simple et imm6diate des ~quations de Cauchy, dormant les 

th~or~mes fondamentaux de la th4orie des tourbiUons et conduisant en m~me 

temps aux 6quations de Weber. 

Questions diverses. - -  Je  cite sommairement quelques articles de M~cauique, 

Fun (2o7) donnant une forme g6n6rale de la fonction des forces pour laquelle on 

peut int6grer les equations du mouvement d'un point dans respace en coordon- 

1 Voyez un important article de MAURICE LkVY: L'Hydrodvnamique moderne et l'hypoth~se 
des actions ~ distance (Revue g6n~rale des Sciences pures et appliqu~es, I ~ d~cembre 189o). Voyez 
6plement un excellent Travail historique de M. BBILLOUr~, publi~ darts les Annales de la Fa~ult~ 
des Sciences de Toulouse en I885. 
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nges elliptiques; l'antre (I85) montrant que, grace s une proposition de Tait et 

Thomson, on peut ~tendre aux courbes brachistochrones la th~orie des d~velo~p$es 

des lignes de courbure, etc. en remplafant partout les arcs de courbes par le 

temps que met le mobile ~ les parcourir sans frottement, la constante des forces 

rives ~tant nuUe; le troisi~me (217) relatif aux experiences du Commandant 

Hartmann; le quatri~me (216) montrant que dans la d~formation infiniment petite 

d'un milieu glastique isotrope la surface des dilatations et la surface directriee 

des efforts ont m~mes plans cycliques, et le dernier (2x9, 22o) sur les fonctions 

et veeteurs de points dans le mouvement d'un fluide. 

Th6orie de la chaleur. - -  Mon ~tude sur l'~quation dit~rentielle r - - q = o  

(237) a ~t~ entreprise principalement pour r~pondre ~ la question suivante, qui 

m'a ~t~ pos6e par ]K. Boussinesq, sur la th~orie de la chaleur. On consid~re un 

conducteur ind6fini dan's lequel la temperature u est suppos~e d~pendre unique- 

ment de l'abscisse x. Cette temperature u ~tant donn~e arbitrairement en fonction 

de x, u~f (x ) ,  ~ l ' instant initial t ~ o ,  les formules de Fourier d~terminent la 

temperature ~ un instant ~ost~rieur quelconque t>o .  Mais on demande: 1 ~ ~/ 

l'~tat initial donn~ your u, l~rovient lui-m~me d'un ~tat antdrieur t < o ;  2 ~ lorsque 

eet dtat ant~rieur existe, s'il est unique et comment on p ~ t  le trouver. Voici la 

r4ponse ~ ees deux questions: l'4tat anf~rieur n'existe pas toujours; quand il 

existe, il est unique et peut 8tre d~termin~ duns des cas trbs g~n4raux. On 

reconnalt que l'~tat anf~rieur existe en s'assurant de la convergence de certaines 

s~ries. On peut indiquer, k ce sujet, la condition analy~ique suivante: pour que 

l'~tat ant~rieur existe, il est n~cessaire (reals non suffisant) que la fonction donn~e 

f (x)  soit une fonction transcendante enti~re, c'est-~.-dire une fonction dgveloppable 

en s~rie proc~dant suivant les puissances enti~res positives de x. Le fair que 

cette condition n'est pas suffisante r~sulte d'un exemple que ]'indique pour le cas 

de l'armiUe, d'apr~s Fourier. 

P o t e n t i e l . -  L'~tude que j'ai faite des fonctlons v~rifiant l'~quation du 

potentiel m'a permis de r~soudre quelques probl~mes de Physique math~matique. 

J'ai d'abord (239) r~solu (en commun avec Chervet), le probl~me de la distribution 

du potentiel dans une masse liquide ayant la forme d'un prisme rectangulaire 

ind~fini, dans l'hypoth~se que les ~lectrodes d'une pile se trouvent en deux points 

du liquide et qu'un r~gime permanent soit ~tabli. L'expression de ce potentiel 

s'obtient ais6ment, an moyen de l'extension du th~or~me de M. Mittag-Lefiier aux 

fonctions v~rifiant l'~quation diif~rentielle du potentiel (238). J'ai reconnu ensuite 
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que ron peut appliquer la m~me m~thode au cas o5 la masse liquide aurait la 

forme d'un parall~l~pip~de rectangle, les 61ectrodes se ~rouvant en des points 

quelconques de la masse. Ces r~sultats sont suseeptibles d'une grande extension 

(23i) et fournissent ainsi une application, ~ la Physique math~matique, des pro- 

positions que ~'avais ob~enues en poursuivant l'analogie entre les fonctions qui 

v~rifient l'~quation diff~rentielle du potentiel et les fonctions d'une variable 

imaginaire. Ces applications comprennent, entre autres, la d~termination de la 

fonction de Green pour un parall~l~pip~de rectangle d'apr~s Riemann, le calcul 

des vitesses dans r~coulement d'un liquide par le fond d'un vase prismatique, tel 

que l 'ont donn~ M. M. Boussinesq, de Saint~Venant et Flamant. J'arrive ~ r~soudre 

ces m~mes probl~mes pour tous les  volumes limitAs par un poly~dre poss~dant la 

propri~t~ suivante: si ron prend les sym~triqnes du poly~dre par rapport ~. chacune 

de ses faces, puis les sym~triques des nouveaux poly~dres par rapport ~, chacune 

de leurs faces, et aiusi de suite ind~finiment, les polybdres en hombre infini ainsi 

obtenus ne jMn~trent pas les uns dans les autres. Dans bgutes ces applications, le 

seul ~l~ment analytique nouveau qu'il soit n~cessaire d'in~roduire est la fonction 

que j'ai appel~e Z ( z , y ,  z), ou les fonctions plus simples auxqueUes elle se r~duit, 

quand un ou deux groupes de p~riodes deviennent infinis. 
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Ana lyse  pu re .  

1 ~ Fonctions d'un point analytique. 

1. Sur les int~grales de fonctieas ~ multiplieateurs et leur application au d~veloppe- 
ment des feaetieas abdliennes en sdries trigeaomttriques. 
Ce M6moire a obtenu, le 2l  janvier  1889, la M6daille d 'Or accord6e par 

S. M. le Roi de Suede et de Norv~ge,  OSC2,R II,  ~ l 'occasion du 60 e 

anniversaire de sa naissance. 
AM, t. 13, 1890, 174 p. 
Rapport  de CH. HERMITE: AM, t. 13, 1890, p. V~I--XII. 

2. 3. Sur les fonctieas uniformes d'un point analytique (x, y). 
CR, t. 94, 13 mars 1882, p. 700--703 ,  2 sept. 1882, p. 109--131 ,  132--144 .  
AM, t. 1, 1882--1883.  

4. Th~or~mes sur les feaetions d'un point analytique. 
CR, t. 95, 9 oct. 1882, p. 624- -626 .  

5. Sur une elasse de fonetions dear les logarithmes seat des sommes d'intdgrales 
abdliennes de premiere et de troisi~me esp$ee. 
CR, t. 92, 18 avr. 1881, p. 960- -962 .  

6. Relations entre les r~sidus d'une fonetion d'un point analytique (x, y )qu i  se 
reproduit, multiplide par une eonstante, quand le point (x, y) dderit un eyele. 

CR, t. 95, 23 oct. 1882, p. 914- -919 .  

7. G~ndralisation des fonetions doublement #riodiques de seeeade exp~ee. 
JL, 3 e s., t. 9, janv. 1883, p. 5 - -24 .  
Analyse: B SM, 2 e s., t. 9, 2 e p., janv. 1885, p. 20 - -21 .  

o 

8. 

. 

S6ries. Int~grales d~finies. G6n6ral i t~s  su r  les fonctions d'une variable. 

Sur eertaines s~ries ordean~es par rapport aux puissances d'une variable. 
Je donne des exemples de cas oil l 'on peut reconnaftre l 'existence d 'un 

pSle ou d 'un point critique pour une fonction ddfinie par  une s6rie 

enti~re, et d6terminer la partie principale. 
CR, t. 87, 28 oct. 1878,  p. 689--692 .  

~valuatiea d'une int~grale ddfinie. 
Je donne la valeur d 'une intdgrale ddflnie portant  sur des fonctions hyper- 

g6om6triques. 
CR, t. 87, 2 d4c. 1878, p. 874- -876 .  
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10. 8ur la s$rie hylgerg$om~trique et les polyn~nes de Jacobi. 

J ' indique quelques applications de l 'int~grale d6finie dont j 'a i  donn~ rex- 

pression dans la Note n ~ 9. 
CR, t. 89, 7 juil. 1879, p. 31- -38 .  

11. Sur les s~ries divergentes h termes 19ositifs. 

Je donne divers th6or~mes sur lea s~ries divergentes num6riques et notam- 
ment  sur les s6ries ordonnSes par rapport  aux puissances d 'une 

variable. 
AMPG, 64. Teil, 16 sept. 1879, S. 387--392 .  

1 

12. D~veloppement en sdrie entikre de (I +ax) ~. 

AMPG, 65. Teil, 6 janv. 1880, S. 1 7 1 ~ 1 7 5 .  

13. D$veloppement en s~ries trigonom~triques des polynSmes de M. Ldaut~. 

NAM, 3 e s., t. 16, juin 1897, p. 265- -268 .  

14. Sur une classe de polyn~nes. 

J '6tudie des polyn6mes P,~(x) de degr6 n tels que 

dP.  
- -  = ~ l  P n - 1  �9 
dx 

Ces polyn6mes forment  une classe sp~ciale comprenant  les polyn6mes que 
CH. ttERmTE a d~duits de la differentiation de e - ~  et les poly- 
nSmes introduits par  L~AUT~ pour le d6veloppement d 'une fonction 
dont on connalt les valeurs moyennes des d6riv6es dana tm inter- 
valle. Je d~finis en m~me temps une operation fonctiomaelle qui 
consiste ~ former le polyn6me (PQ)n obtenu en remplaQant, dana 
P~, chaque puissance x k par un polynSme Qt(x). Ces polynSmes 

ont 6t~ rencontr6s par  M. PINCHERLE dans diverses recherches 
(AMB, s. 2, t. 12, 1888, p. 126). Ils se rencontrent dana certaines 
int~grales qui se ra t tachent  i~ la constante C d'Euler (CR, 1923, 
t. 177, p. 1165 - -1166 ,  et 1924, t. 178, p. 157--158).  

ASEN, 2 e s., t. 9, avr. 1880, p. 119--144 .  

15, 16. D~veloppements en s~rie d'une fonc~ion holomorphe dan, une aire limitde par 
des ares de eercle. 

CR, t. 94, 1 er mai  1882, p. 1238--1240.  
MA, Bd 21, 1883, 23 sept. 1882, S. 118--124.  

17. D$veloFpements en s~rie dana une aire limit~e ~ar des arcs de eercle. 

AM, t. 1, 1882--1883,  p. 145--152 .  
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Sur terrains d~velo~ements en s~rie de $uissanoes. 
Je pr6sente des remarques sur le degr6 d'ind~termination des coeffi- 

cients dans les d~veloppements donn~s dans les Notes N ~ 15, 
16, 17. 

BSMF, t. 11, 1882--1883,  18 fdv. 1883, p. 65--71.  

19. Ddfinition d'une ol~dration sur lea fonetious. 
Cette Note contient la d6finition d 'une op6ration it6rative d'ordre frac- 

tionnaire. 

BSP, 7 e s., t. 3, 1878--1879,  12 avr. 1879, p. 166. 

20. D$velo~pements en s6rie ~roeddant suivant les inverses de ~olynbmea donnds. 
CR, t. 157, 1913. 
BSM, t. 37, 1913. 
CR, t. 157, 1913. 
BSMF, t. 48, 1920. 

21. La d~riv~e de la fonetion T(x) de Gauss, quand x eat eommensurable. 
CR, 1924, t. 178, p. 1229--1230.  

22. 

23. 

/ ,  
Sur l'intdgrale J log (z--a) d log (z--b). 

AM, 1923, t. 44, p. 217--218.  

8ur les int~grales d~finies de la forme 

AM, 1923, t. 44, p. 213--215.  
f c x) 

3 ~ Fonctions p6riodiques et doublement p6riodiques d'une variable. P6riodicit6 
g6n6rale. 

24. 8ur une m~thode dl~nentaire pour obtenir les ddvelo~ements en s~ries trigono. 
m~triques des fonotions elliptiques. 
BSMF, t. 13, 1884--1885,  6 d4c. 1884, p. 13--18.  
Remarque de H. POINCAR~: B S M F, t. 13, 1884--1885,  20 d~c. 1884, 

p. 19--27.  

25. Sur un ~robl~rne d'interpolation relatif aux fonetious elliptiquea. 
BSMF, 2 e s., t. 10, 1 re p., mai 1886, p. 109--114.  

33--2454. Ac2a mathemaJ4ea. 45. Imprim$ le 7 mai 1925. 
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26. Sur lea fonction, dliptiques. 
Je d6flnis les fonetions elliptiques in abstraeto et j 'expose leur r6duction 

aux fonctions O. Cette m6thode peut ~tre 6tendue aux fonctions 
de deux variables (Voir n ~ 58 et 59). 

CR, t. 110, 6 janv. 1890, p. 32- -34 .  

27. Sur une ,:vpre#don nouvelle des fonetion# elliptiques par le quotient de deux 
s6ries. 
AJM, v. 14, n ~ 1, 1892, p. 9 - -14 .  

28. D~eomposition en ~16ments simple, des fonetions doublement p~'iodiques de 
troisibme esp~ce. 

CR, t. 97, 17 d6e. 1883, p. 1419--1422.  

29 s 31. Sur les fonetions doublement pdriodiques de troisibne es#ee. 
Dans le M6moire n ~ 29, j '6tudie la d6composition en 616ments simples 

des fonctions doublement l~riodiques de troisi~me esp~ce, et je 
pr6sente des remarques sur certaines fonctions d 'un point analytique 
(x, y). Les principaux r~sultats que je d~montre se t rouvent  dans 

la Note n ~ 30. 
ASEN, 3 e s., t. 1, avril, mai  1884, p. 135--164.  
CR, t. 101, 28 d4c. 1885, p. 1478- -1480 .  
ASEN, 3 ~ s., t. 3, janv.,  f6v. 1886, p. 9- -42 .  

32. D6velotrpements en sSries des fonetions doublement p6riodiques de troisi~me eslg~ee. 
ASEN, 3 ~ s., t. 2, janv. 1885, p. 9 - - 3 6 .  

33. Application du thdorbne de M. Mittag-Leffler aux fonetions doublement 
p~riodiques de troisi~me esp~ce. 
Dans ee M~moire, je donne, du th6or~me de M. Mittag-Lof:fler, mae 

application dans laquelle les degr*s des polynSmes qu'on retranehe 
de la partie principale croissent ind~flniment. 

ASEN, 3" s., t. 2, f*vr., mars 1885, p. 6 7 - - 7 4 .  

34. Quelques exem2ales de sbries doublement 1~riodiques. 
NAM, 3 e s., t. 15, mars  1896, p. 1 2 6 - - 1 2 9 .  

35. Formations d'une fonetion F(x) lmss~dant la lrcopri~t~ 

Je g6n6ralise le mode de repr6sentation analytique des fonetions l~riodi - 
ques et j'applique ~ plusieurs exemples la formule obtenue. 

CR, t. 88, 21 avr. 1879, p. 8 0 7 ~ 8 1 0 .  
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36. Sur les fonetions telles que F(s in  ~ x ~ = F ( x ) .  

J'applique la m6thode expos6e dans la Note n ~ 35, en lni faisant subir 
quelques l~g~res modifications pour simplifier le calcul. 

CR, t. 88, 19 mai 1879, p. 1022--1024.  

37. Sur quelques a~lieations de la fonetion F(x) et d'une autre fonetion tran- 
seendante. 

CR, t. 86, 15 avr. 1878, p. 953--956.  

38. Sur une elasse de fonetions analogues aux fonetions eul~riennes StudiSes par 
M. Heine. 

CR, t. 89, 17 nov. 1879, p. 841--844.  

39. Sur une elasse de fonetions qui se rattaohent aux fonvtions de M. Heine. 

CR, t. 89, 15 d~e. 1879, p. 1031--1032.  

40. Sur une classe de fonetions analogues aux fonctions euldriennes. 

Dans ee M~moire, je dgveloppe les considerations que j 'ai pr~sent~es dans 
les Notes n ~ 37 ~ 39. J'~tudie en particulier des relations fonc- 
tionnelles, renfermant des fonctions O, ou des fonctions elliptiques, 
dans lesquelles interviennent trois p6riodes. 

MA, Bd. 19, 1882, ao f t  1881, S. 84- -102 .  

41. 8ur los fonetions uniformes doublement #riodiques h points singuliers essentiels. 
OR, t. 94, 3 avr. 1882, p. 936--938.  

42. 8ur des int~grales d$finies se rattaehant au logarithme intdgral. 
BSM, t. XXXVII, 1914, p. 327--328.  

43. 8ur l'dl~nent simple de la ddeomposition des fonetions doublement p$riodiques 
de troisikme esp~ce. 

AM, t. 42, 1920, p. 341--347.  

4 4 - - 4 4  biB. Int$grales ddfinies se rattaehant 5 la eonstante C d'~uler. 

CR, 1923 et 1924, t. 177 et t. 178. 

4 ~ Fonctions de plusieurs variables. Fonctions ab61iennes; fonctions de deux 
variables ~ deux, trois ou quatre paires de p6riodes. Fonetions hyper- 
g6om6triques de deux variables. PolynSmes d'Hermite ~. deux variables. 
Invers ion  des int~grales mult iples .  

45. Sur une elasse de fonetions de deux variables ind~endantes. 

Dans ce M~moire, j '~tends ~ une classe particuli~re de fonctions de deux 
variables ind~pendantes x et y les th~or~mes de MM. Weierstrass 
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et  Mittag-Leffler sur les fonctions d 'une seule variable. J 'applique 
ensuite les th~or~mes g~n4raux ainsi obtenus ~ la formation de 
certaines fonctions simplement p~riodiques de deux variables. 

AM, t. 2, 15 mars 1883,  p. 71--80 .  

46. Propositions d'Alg~bre et de Gdom~trie ddduites de la considdration des ravines 
cubiques de l'unit~. 

J 'obtiens des fonetions de deux variables ~ deux paires de p~riodes li~es 
par une certaine relation alg6brique et une inflnit6 de syst~mes de 
surfaces jouissant de propri6t~s remarquables. 

CR, t. 84, 19 mars  1877, p. 540--543 .  

47. Sur certaines fonetions analogues aux fonetions cireulaires. 

Je fais l '6tude de n +  I fonetions de n variables, k n groupes de p6riodes, 
definies par  un syst~me d'~quations aux diff6rentielles totales et 

g6n~ralisant celles de la Note n ~ 46. 

CR, t. 84, 11 juiB 1877, p. 1378--1380.  

48. Sur les fonetions uniformes de deux points analytiques qui sent laiss~s in- 
variables par une infinitd de transformations rationnelles. 

CR, t. 96, 4 juin 1883, p. 1643--1646.  

49. Sur un cas de rdduetion des fonctions 0 de deux variables ~ des fonctions 0 
d' une variable. 

CR, t. 94, 13 f4v. 1882, p. 421- -424 .  

50. Sur des eas de rdduetion des fonetions 0 de plnsieurs variables h des fonvtions 
0 d'un moindre hombre de variables. 

BSMF, t. 10, 1881--1882,  3 mars  1882, p. 59- -67 .  

51. 8ur une fonetion analogue h la fonction O. 

Dans eette Note, il s 'agit  d 'une fonction d~finie par une s~rie simple 
d'exponentielles dent  l 'exposant est un polyn6me du quatri~me degr4 
en n. Cette fonction a 6t6 ~tudi~e ensuite par M. RIVEREAU 
(AFSMa, t. 2, 1892, p. 59). (Volt N ~ 52, 82, 83, 84, 85, 86, 87.) 

AFSMa, t. 1, 1891, p. 47 - -52 .  

52. Exemples de fonetions de plusieurs variables admettant un groupe de substitu- 
tions lindaires enti~res. 

BSMF, t. 19, 1890--1891,  18 nov. 1891, p. 125--127.  
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53. Sur les fonctions de Bernoulli ~ deux variables. 

Extrait  d 'une Lettre a4ress~e ~ MARTIN KR/~USE. 

AMPG, d. R., 4 Bd., 9 oct. 1903, S. 292--293.  

54. Sur des fonctions de deux variables ~ trois ou quatre paires de p~riodes. 

CR, t. 90, 26 janv. 1880, p. 174--176.  

55. Sur eertaines expressions quadruplement p~riodiques. 

CR, t. 108, 25 mars 1889, p. 607--609.  

56. Sur les fonetions de deux variables h l~lusieurs paires de pdriodes. 

CR, t. 110, 27 janv. 1890, p. 181--183.  

57. Sur les fonctions de deux variables quadruplement p&iodiques de troisi~me es~Oee. 

ASEN, 2 e s., t. 7, mai 1890, p. 143--154.  

58. 59. Sur les fonctions l~driodiques de deux variables. 
L'objet de ce travail est l '4tude des fonctions m6romorphes de deux 

variables ~ quatre (ou h trois) ]?aires de ]?~riodes. La m4thode 
suivie peut ~tre 4tendue d'elle-m~me aux fonctions de n variables 
2 n grou]?es de p~riodes. 

CR, t. 111, 3 nov. 1890, lo. 636--638.  
JL, 4 e s., t. 7, f. 2, 1891, p. 157--219.  

60. 61. 8ur les fonetions ab~liennes. 

CR, t. 94, 26 juin 1882, ]?. 1702--1704.  
CR, t. 103, 20 d~c. 1886, p. 1246--1248.  

62, 63. Sur l'inversion des intdgrales ab~liennes. 

CR, t. 99, 8 d~c. 1884, ]?. 1010--1011.  
JL, 4 e s., t. 1, f. 3, 1885, ]?. 245--279.  

64. Formes des int~grales abdliennes des diverges espOees. 

AFST, t. 7, 1893, ]?. A. 5- -A.  8. 

65. Sur les fonctlons ab~liennes considdrdes comme fonctions algdbriques de fonctions 
d'une variable. 
Ce M~moire est ins~r6 dans le premier des deux Tomes des Acta Mathe- 

matica im]?rim~s NI~.LS HENRICK AREL in Memoriam. 

AM, t. 26, 8 juil. 1902, ]?. 249--253.  
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66. 67. Sur lea s$ries hyperg~om~triques de deux variables, et sur des ~quations 
diff~rentielles lin~aires aux d~rivdes partielles. 

Je d~flnis quatre s6ries ordonn~es suivant les puissances positives croissantes 
de deux variables, qui se rat tachent  ~ la cfilbbre s6rie de Gauss, 
comme lea fonetions O de deux variables de G5pel et de Rosenhain 
se ra t tachent  aux fonctions O d 'une variable d'Abel et de Jacobi. 

CR, t. 90, 16 f~vr. et 20 mars 1880, p. 296--298 ,  et p. 731- -733 .  

68. Sur la s ie (a, a', if, r, x, y). 
Cette s~rie, qui a ~t~ d4finie clans la Note n ~ 66, peut ~tre repr~sent4e 

par  une int~grale d~finie semblable ~ celle dont JAcoBI s 'est  occup6 

dans l e t .  56 du JC, 1859, s. 149. 

CR, t. 90, 26 avr. 1880, p. 977- -979 .  

69. Sur quelques formules relatives aux fonctions hypergdom~triques de deux variables. 

CR, t. 91, 16 aofit 1880,  p. 364- -368 .  

70. Sur des polyn~mes de deux variables analogues aux polyn6mes de Jacobi. 

AMPG, 66. Tell, 1881, 26 oct. 1880, S. 238--245 .  

71. Sur lea fonctions hypcrg&rmdtriques de deux variables. 

Ce M$moire a 4t~ pr~sent4 ~ l 'Acad4mie dana la s~anee du 29 mars 1880; 
je lul ai fait  subir quelque~s modifications, afin d 'y  faire rentrer lea 
r~sultats que j 'a i  obtenus depuis et qui ont ~t~ indiqu6s dana deux 
Notes pr~sent~es ~ l 'Acad~mie les 26 avril et 16 aofit 1880. 

JL, 3e s., t. 8, mai, juin 1882, p. 173m216.  

72. 8ur certaines farmules de Hansen et de Tisserand. 

Je trouve qu 'un certain coefficient introduit  par TISSERAND eat exprim~ 
par un polyn6me hyperg~om~trique de deux variables. 

CR, t. 97, 12 nov. 1883, p .  1036--1039.  

73. Sur une farmule de Tisserand et sur les s~ries hyperg~om~triques de deux 
variables. 

J 'applique, ~ des questions Studi~es par  TISSERAND, RADAU et CALLANDREAU, 
les r6sultats que j 'a i  donn6s dans le M~moire n ~ 71 et dans la 
Note n ~ 72. 

JL, 3 e s., t. 10, d~c. 1884,  p. 407- -428 .  
Analyse: BSM, 2 e s., t. 10, 2 e p., nov.  1886,  p. 225- -226 .  
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74. Les polyn~mes d'Hermite rattach~s aux polyn~es de Legendre. 

ASAPP, v. 5, n ~ 2 ~ , 1910, p. 65--68.  

75. Quelques propri~t~s des polyn~mes U~,~ d'He~mite et des polynSmes X ,  de 
Legendre. 

ASAPP, v. 5, n ~ 4 ~ 1910, p. 209--212.  

76. Sur une classe de polynSmes ~ deux variables et le caleul aFproeh~ des intdgrales 
doubles. 

J'6tends aux int6grales doubles la mdthode que GAuss a fond6e sur les 
propri~t6s des polyn6mes de Legendre pour le calcul approch~ des 
int6grales simples. Cette m~thode est expos4 par M. AI~GELESCO 
clans sa th~se (Paris 1916). Citons aussi une Note de H. BOURGET, 
CR, 1898. 

AFST, t. 4, 1890, p. H. 1 - -H.  20. 

77. 78, Sue un mode d'inversion des int~grales multiples. 

BSMF, t. 25, 20 janv. 1897, p. 10. 
CR, t. 194, 1 er f6v. 1897, p. 913- -9 ]4 .  

79. Exemples d'inversion d'intdgrales doubles. 

AJM, v. 19, n ~ 4, 1897, p. 377w380.  

80. Le th~or~me du dernier multiplieateur de ]avobi rattachd d la formule dire 
d'Ostrograds~y ou de Green. 

CR, 1912, t. 155, p. 878--881 .  

81. Les polynSmes Ym, n d'Hermite et leurs analogues rattaehds aux fonctions 
sphdriques dans l'espace ~ un hombre quelvonque de dimensions. 
CR, 1913, t. 156, p. 1423--1495.  

82. Les polyn~es U,~,~ d'Her~ite et leurs analogues rattach~s aux fonetions 
sphdriques dans l'hyperespaee. 

CR, 1919, t. 156, p. 1589--1585.  

83. Les polyn(ymes V~,n d'Hermite et leurs analogues rattaehds aux potentiels ~ q 
variables. 

RCMP, t. XXXVI, 1913. 

84. Sur la convergenve des sdries proeddant suivant les polynSmes d'Hermite ou les 
polynSmes analogues plus g~r~raux. (En col laborat ion avee M. Kx~P1t 

CR, 1914, t. 158, p. 381--385.  I1 s'agit clans eette Note de polynSmes 
plusieurs variables. 
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85. Sur l'inversion aFproeMe de eertaines intdgrales r~elles et sur l'extension de 
l'dquation de Kepler et des fonetions de Bessel. 

CR, 1915, t. 160, p. 419--423. 
Cette Note eontient la d~flnition des fonctions de Bessel ~ plusieurs 

variables. 

86. Sur les fonetions 0 de degrds sup~rieurs. 

CR, t. 153, 1911, p. 584--587. 

Bur les fonetions 0 du quatri~ne degrd. 

CR, t. 153, 1911, p. 617--618. 

87. Sur des fonctions se rattaehant aux fonetions 0 du quatridme degrL 

RCMP, t. ~ x l I I ,  1911. 

88. Sur une transformation de eertaines fonctions d~duites des fonctions 0 de degr~ 
sut~rieur. 
CR, t. 159, 1914, p. 474--476. 

Contribution h l'~tude des fonetions 0 de degr~ supdrieur. 

CR, t. 161, 1915, p. 161--165. 

89. Sur une deuxibme forme des fonetions 0 de degr~ supgrieur. 

CR, t. 161, 1915, p. 370--373. 

90. 91. Essai sur les fonctions O du quatridme degrd. 

AM, t. 40, p. 291--309. 
t. 41, p. 285--303. 

5* Equations diff6rentielles ordinaires. /~variant~. 

92. 8ur des polyn~mes satisfaisant h une ~quation diff~rentielle du troisi~me ordre. 

J'applique, dens eerie Commtmieat~on, un th6or~me ant~rieur. 
AFAS, 8 me session, Montpellier, 3 sept. 1879, p. 257--260. 

93. Sur eertaines dquations diff~rentielles lin~aires eontenant un paramdtre variable. 

iLFAS, 8 me session, Mont-pellier, 3 sept. 1879, p. 253--257. 

94. Integration de eertaines dquations diffdrentielles h l'aide des fonctions O. 
carte in~gration r6sulto du th6or~me de Riemann sur les z6ros des 

fonetions O de plusieurs variables. 
CR, t. 90, 24 mai 1880, p. 1207--1210. 
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95. Sur les dquations diffdrentielles lin~aires h une variable inddpendante. 
CR, t. 90, 21 juin 1880, p. 1477--1479. 

96. Sur la transformation des ~quations diff~rentiel~s lindaires. 
CR, t. 90, 26 juil. 1880, p. 211--214. 

97. Sur  q.atio.s diff~rentielles lin aires. 
Je signale, pour lea ~quations diffdrentielles lindaires, des propri6tds ana- 

logues ~t celles des fonctions symdtriques des racines d'une 6quation 
algdbrique et ~t la transformation des ~quations alg6briques; je donne 
des applications. 

CR, t. 91, 26 oct. 1880, p. 684--685. 

98. Sur une elasse d'~quations diffdrentielles lin$aires. 
Je gdndralise lea recherches de CH. HERMITE sur l'6quation de Lain6 

(CR, t. 86, 1878, p. 850), celles de M. M. E. PICAltD et MITTAG- 
LEFFLER sur les dquations diffdrentielles iindaires ~t coefficients double- 
ment p6riodiques (CR, t. 90, 1880, p. 292--299) et celles de FucHs 
sur certaines dquations diff~rentielles lin~aires JL, t. 4, 1878, p. 125, 
en considdrant des dquations diff6rentielles dont l'intdgrale gdn~rale 
n'a que des pSles sur la surface de Riemann et dont les substitu- 
tions fondamentales sont permutables. 

CR, t. 91, 13 d6c. 1880, p. 972m974. 

99. Bur une elasse d'$quations diff~renfielles lin$aires dont les r sont des 
fonctions alg~briques de la variable indJpendante. 
Je rdsume un M6moire oh se trouvent d6velopp6es des propositions du N ~ 98. 
CR, t. 92, 10 jane. 1881, p. 61--63. 

100. Bur une elasse d'dquations diff$rentielles lin~aires h eoeffidents doublement 
p$riodiques. 

CR, t. 92, 25 avril 1881, p. 1005--1008. 

101. Bur 

$4--~464, 

~ne elaase d'~quations diff~rentielles lir~aires h coefficients alg~I~iques. 
Ces 6quations sont colles dont l'int~gtalo g6n6rsle n'admet sttt tree surface 

de Riemann, d'autres singularit6s que des pSles et des points criti- 
ques logarithmiques. Je lee classe en 6quations de 1 ~, 2me 3me 
esp~ce d'apr~s des caract~res analogues ~ ceux qui servent ~ claeser 
les trois esp~ces d'intdgrales ab61iennes. 

AM, t. 13; 1890, 21 jane. 1889, p. 163--174. 
Aeta mafhema~/ea, 46. Imprim6 le 7 mai 1996. 
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Bur des 61uations diff&entielles lin~aires dont lea int~grales v6rifient des 
relations de la forme F[9(x)]=ap(x ) F(x). 
Ces fonctions so pr~sentent dans l'int~gration de certaines ~quations 

diff6rentielles lin6aires, et en particulier dans l'int~gration des ~qua- 

tions du second ordre. 

CR, t. 93, 7 nov. 1881, p. 6 9 9 ~ 7 0 1 .  

103. Mknwlre sur lea dquations diff$rentielles lin$aires. 
Le r~sum~ de ce M~moire so trouve dana la Note N ~ 97. 
ASEN, 2 ~ s., t. 10, nov., d6c. 1881, p. 391--424.  

104. 8ur une elasse d'61uations diffbrentiellea lin~aires binSmes 
al#briques. 
CR, t. 94, 30 janv. 1889, p. 203--205.  
ASEN', 2 ~ s., $. 12; janv., f6v. 1883, p. 9 - -46 .  

eoeffieients 

105. Sur les fonetions uniformes affeet~es de eautmres et sur une elasse d'~quations 
di f f  ~rentiellea lin~aires. 
OR, t. 96, 9 avril 1883, p. 1010--1020.  

106. 8ur des dquations lin~aires intdgrables ~ l'aide de la fonetion gin(x, y). 

ASEN, 3 ~ s., t. 5, ju inmjui l .  1888, p. 211--218.  

107. Sur une elasse d'~quations diff6rentieUes r~duetibles aux ~quations lindaires. 

CR, t. 107, 12 nov. 1888, p. 776--778.  

108. 109. ~ r  
par 
CR, 
AM, 

des $quations diffdrentielles lindaires transformables en elles-m~mea 
un ehangement de fonetion et de variable. 
t. 112, 5 janv. 1891, p. 34--37,  28 sept . - -5  oct. 1891, p. 281--315.  
t. 15, 1891. 

110. Sur les &luations diff~'entiellea alg~brs'~uea et h o m o g ~  par rapport ~ la 
fonetion ineonnue et h sea d~r~ea. 
J ' indique la possibilit~ d'~tendre la thforie des invariants des 6quations 

ditt6rentielles lin6aires et homog~nes aux ~quations homogtMes mais 
non li~u~ire~, 

CR, t. 104, 20 juin 1887, p. 1776--1779.  

111. Sur lea invariants des $quations diff~rentidlea. 
CE, t. 105, 4 }uil. 1887, p. 55- -58 .  
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112. Sur  les invariants de quelques $quations diff~rentielles. 

J'~tudie les invariants et certains eas d'int~grabilit~: 
1 ~ des Squations diff~rentielles de la forme 

dy = ao + al Y + ... + any ~ p < n ,  
dx bo + bl y + " " + bp yP 

qui conservent eette forme quand on ehoisit une nouvelle fonetion 
inconnue ~ et une nouvelle variable indSpendante ~ li~es ~ y et x 
par les relations 

= 

~o des Squations diff~rentielles alg4briques et homog~nes par rapport h la 
fonction inconnue y et ~ ses d6riv~es, ces ~quations conservant la 
mSme forme quand on y fair 

= 

JL, 4 ~ s., t. 5, f. 4, 1889, p. 361--423.  

113. 

114. 

115. 

Sur les ~quations diff~rentielles homog~nes du second ordre ~ coeffidents constants. 

AFST, t. 3, 1889, p. K - - I ,  K - -1 2 .  

Observations sur une Communication de M.  C. Bourlet. IntitulSe: Sur  
certaines dquations analogues aux Squations diffSrentielles. 

GR, t. 124, 21 juin 1897, p. 1433--1434.  

Sur  le th~orbme de Poisson et un tbZor~me r$cent de 3I. A.  Bubl.  

Dans une Note (CR, t. 13~, 1901, p. 313), M. A. BUHL donne une pro- 
position gfinfrale dent  il dfduit ,  eomme cas particulier, ce thfor~me 
de Poisson: La forme aux dfrivfies partielles reprfisent~e symbolique- 
ment par (a, ~) est une int~grale d'tm syst~me d'6quations canoniques 
si a et {~ sent deux int~grales de ee syst~me, ge montre que, 
inversement, la proposition de M. A. BUHL peut gtre considfrfe 
comme une consequence du th~or~me de Poisson. 

CR, t. 133, 5 aofit 1901, p. 317--319.  

6 ~ Equations aux  d~riv6es partielles. Potentiels triplement p6riodiques. Poten- 
tiels multiformes. 

116. 8ur  les s~ries hy~erg~o~triques de deux variables, et s~r des ~quations diff~- 
rentielles lindaires simultan~es aux  d~riv~es partielles. 

Dans cette Note, qui so rattache aux Notes 66 et 67, p. 29, j'fitends les 
th~or~mes de Riemann et de Fuehs, sur los int6grales des ~quatio~s 
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dif~rentielles lin~aires ~ une variable, ~ des ~quations simultan~es 
d6flnissant r et t e n  fonctions lin~aires de s, p ,  q, z. 

CR, t. 90, 29 mars 1880, p. 731--734.  

117. 8ur certaines ~quations diff~rentielle8 lir~aires simultan~es aux d~riv~es ~ar- 
tielles (En commun avec M. E. Pzcx•v). 

Cette Note contient une extension d 'un th~or~me donn~ par M. E. I~CARV 
pour lee dquations diff~rentielles lindaires ~ coefficients doublement 
pdriodiques (CR, t. 90, 1880, p. 293). 

CR, t. 92, 21 mars 1881, p. 692--695.  

118. 8ur une Quation lindaire aux d ~ ' v ~  partielles. 

Je montre que l 'une des 6quatious reneontr~ dane la th6orie des fonctions 
hypergdomdtriques de deux variables, contient, comme eas partieulier, 
une dquation ditV6rentielle lindaire 6tudide par G. DARBOUX (CR, 
t. 95, 1882; p. 69); j 'dtends ~ cette dquation lee principales pro- 
pridtds indiqudes par ce g6om~tre. 

BSM, 2 ~ s., t. 6, I ~ p., ddc. 1882,  p. 314--318.  

119. Bur lee fonetions satisfaisant ~ l'~luation d F = o .  

Je consid~re une fonction F{x, y, z) de trois variables r~elles repr6sentant 
lee ccordonn~es rectangulaires d 'un point M. Je suppose que la 
fonction F est uniforme, continue, qu'elle admet des d~riv6es pre- 
mieres et secondes et qu'elle v6rifle l'~quation du potentiel en teus 
les points M situds ~ l'int~rieur d 'une surface fermde S, excopt6 en 
certains points isolds, que j'appelle points singuliers. Ces points 
peuvent se classer en l~les et points essentiels. 

CR, t. 96, 5 fdv. 1883, p. 368--371.  

120. Bur lee fonvtians de trois variables r~elles satisfaisant ~ l'~luation diff&en- 
tielle JF- - - -o .  

Je fais l 'dtude gdndrale des fonctions qui satisfont ~ l'dquation J F ~ o .  
La premiere partie contient une extension d 'un thdorbme dtt 
M. MITTAo-L~.FFL~tZ et plusieurs applications d'un thdor&me de Gs~.~.N; 
j 'dtudie ensuite celles de cos fonctions qui reprennent lee m~mes 
valeurs aux points homologues d 'un rdseau de paralldldpip~des et 
qui poss~dent des propridtds semblables ~ celles de la patt ie rdelle 
d 'une fonction doublement pdriodique d'une variable imaginalre. Ces 
fonctions s 'expriment ~ l 'alde d 'un dldment simple Z analogue ~ la 

fonetion ~ introduite par H~RMIT~. dane la thdorie des fonetions 

elliptiques. 
AM, t. 4, 22 j anv . - -3  mars 1884, p. 313--374.  
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128. 

129. 
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D~velol~pements en s~ries trigonom~triques de certaines fonetions v~riflant 
lYquation du potentiel J F : o .  

CR, t. 102, 21 juin 1886, p. 1439--1442.  
JL, 4 e s., t. 3, f. 1, 1887, p. 5- -52 .  

les fonctions harmoniques ?~ trois groupes de pdriodes. 

J ' indique un ~16ment analytique pouvant remplaeer la fonetion Z des deux 
M6moires N ~ 119 et 120. 

RCMP, t. 22, 1 ~ sept. 1906; p. 361--370.  
On trouvera une application par A. MYLLER: CR, t. 145, 11 nov. 1907, 

p. 790--792.  

Sur des potentiels eonjugu~s. 

Je donne un syst~me de quatre 4quations aux d~rivdes partielles du 
premier ordre entre quatre fonetions X,  Y, Z, T de trois variables 
r~elles, x,  y, z. Je ddmon~e que si Fen ehoisit arbitrairement la 
fonetion T v~rifiant l '4quation du potentiel, il existe une infinit~ de 
fonetions X, Y, Z v6rifiant le syst~me precedent; je precise le 
degra d'ind~termination et j 'exprime ces fonctions par des intagrales 
d~finies. 

BSMF, t. 19, 1890--1891,  15 avr. 1891, p. 68--70.  
AFSMa, t. 2; f. 3, 1892, p. 53--58.  

Quelques remarques sur la th$orie des potentiels multlformes. 
Ex~rai~ d 'une  L e ~ r e  adress~e ~ M. F. KLI~I~r. 

Je consid~re une certaine fonction /~(x, y, z} qui v~rifle l'~quation ,afF--~--o 
et qui admet un cercle pour ligne singuli~re. 

MA, Bd. 30, 96 avr. 1887, S. 155--156.  

8ur l'int~gration des ~quations diff~rentielles simultan~es que v~rifie le 19oly- 
n6me U~,~ d'Hermite. 

OR, 1918, t. 166, p. 309- -312 .  

gut les ~quations lin~aires simultandes aux d~v~es partieUes et sur des eas 
de rdduetions des fonetions hyperg~om~triques de deux variables. 

CR, 1918, t. 166, p. 408--411.  

8ur une inhigrale ddfinie dent l'dl~raent est une exlgonentielle du 4 r~e degr~. 
ASAPP, 1917, t. XII, p. 12--13.  

8ur un syst~me de trois dquations lindaires et homog~nes aux d~rivd~.s partielles. 

RCMP, 1923, t. XLVII, p. 15--16.  
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131. Sur une ~luation diffSrentielle ordinaire li~e ~ eertains systdmes d'~luation~ 
lin~aires et homogdnes aux d~riv~es partielles. 

OR, 1918, t. 166, p. 469--47~. 

132. Addition ~ la lqote pr~e~dente. (Cett~ addition a pour objet de faire con- 
naltre des travaux de M. RoG~.R LIOUVILLE antSrieurs ~ la Note 
pr~c~dente.) 

CR, 1918, t. 166, p. 1555~1556. 

133. Sur une ~quation aux d~riv~es partielles de la th~rie des fonctions hylmr- 
g~om~triques. 

CR, 1990, t. 171, p. 557~561. 
RCMP, 1924, t. XLVIII. 

134. 

135. 

136. 136 bt*. L'unit~ eOmlJlexe rattachde ~ une fraction continue 

ASAPP, t. IX, 1914 et t. X, 1915. 

Analyse appltqu(~ & l ' l lg~bre .  

8ur les fractions continues p~riodiques. 

AMPG, 62 Tell, 1878, S. 183--188. 

Sur les polyn~mes qui exFriment la somme des l~issane~es I ~*r*~ des n lyre - 
miers hombres entiers. 

NAM, 3 e s., t. 6, juil. 1887, p. 312--371. 

termes r~els. 

137. 8ur un nouveau mode de d~velolrpement d'un hombre en fraction continue. 

BSM, 1914, t. XXXVIII, p. 118--120. 
(Voir les Notes de A. CAHEN, CR, 1923 et 1924.) 

138. Bur les valeurs alrlproeh~es des polyn~mes de Bernoulli. 

Appliquant attx polynSmes de Bernoulli une m6thode doma6e par M. G. 
DAEBOUX clans son M,moire sur les fonetions de grands nombres 
(JL, 3 ~ s., t. 4, 1878, p. 5, 337), je donne l'expresuion approeh6e 
du polynSme de Bernoulli de rang n, pour n tr~s grand. 

NAM, 3 ~ s., t. 6, d6e. 1887, p. 547--554. 

139. Bur une suite de 19olyn~s  ayant to~tes leurs raeines r&lles. 

AMPG, d. R., 1 Bd., 1901, 10 d~e. 1900, S. 69--71. 

140. 8ur lea fonvtions ~h~riques et autres analogues. 

En eommun avee M. ARMAND LAMBERT (exl~s~ fait d'apr6s l'Artiele en 
allemand de M. A. W~,NG~.RL~, avee des additions): un d6veloppe- 



Notice sur les travaux scientiflques. 271 

ment 6tendu donne la bibliographie des recherches sur les fonctions 
sph6riques et les fonctions hyperg6om6triques de plusieurs variables; 
ces reeherches sont dues surtout ~ des math~maticiens fran~ais. 

ESMEF, t. II, Art. 28. 

141. 

fl6om~trie inflnit6simale. 

Sur les srropri~tds des cubiques gauches et le mouvement h~lico~dal d'un corps 
solide. 

Th~se pour le grade de Docteur ~s Sciences math6matiques, soutenue 
devant la Facult~ des Sciences de Paris le 20 juin 1876. J '6tudie 
les deux probl~mes suivants: 1 ~ Et~nt donn6 un mouvement h61i- 
eofdal, d6terminer les cubiques gauches correspondantes; 2 ~ Etant  
donn6e une cubique d6finie par certaines 6quations, d6terminer le 
mouvement h61ico'idal correspondant. 

ASEN, 2 ~ s., t. 5, juil., aofit 1876, p. 245--274.  
Paris, G.-V., 1876, in-4, I v + 3 5  p. 

142. 

143. 

Bur une propri$td caract~ristique des h$lices. 

AMPG, 64. Teil, 80 janv. 1879, S. 19--23.  

M~noire sur les D~blais et les Remblais des syst&aes continues ou discontinus. 

Ce M6moire, pr6sent~ ~ l'Acad6mie des Sciences pour le Concours du 
Prix Bordin (G6om6trie) en 1884, a 6t6 couronn6 k la suite d 'un 
rapport de G. DARBOUX. 

MSAS, t. 29, N ~ 3, 1887, p. 1--208.  
Rappor t  de M. G. D~,RBOUX: CR, t. 101, 21 d~c. 1885, p. 1312--1316.  

144. 8urfac~s telles que l'origine se I~rojette sur eha~lue normale au milieu des 
eentres de courbure ~rin~i~au~. 

AJM, v. 10, 1888, p. 175--186.  

G60m6trie analytique. 

145. Note sur les eubiques gauches. 

CR, t. 82, 3 janv. 1876, p. 70--72.  

146. 147. Sur une elasse ~artieuli&e de eaurbes gauehes unieursales du qua t r i~e  
ordre. 

CR, t. 83, 18 d6c. 1876, p. 1209--1211.  
AMPG, 62. Teil, 1878, S. 175--182.  
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148. Th~orbne g&Mral sur les eourbes unieursales. 

AMPG, 60. Tefl, 1877, S. 125--127.  

149. Thdor~ne eoneernant les eourbes dent leg tangentes font partie d'un eomplexe 
de droites du premier ordre. 

AMPG, 60. Tell 1877, S. 274- -275 .  

150. 8ur l'homographie d'ordre sulgg~risur. 

BSP, 7 ~ s., t. 4, 1879--1880,  25 oct. 1879, p. 18--20.  

151. Sur une representation des points imaginaires en Gdom~trie plane. 

AMPG, 61. Teil, 16 aofit 1877, S. 359--360 .  

152. Sur les familles de eourbes orthogonales uniqueraent comI~os~es de eoniques. 

AMPG, 63. Tell, 1879, 4 aofit 1878, S. 50- -55 .  
Analyse par  AUGUST: JFM, Bd. II,  J. 1879, S. 501--503 .  

153. Sur les points d'intersection d'une eonique fixe par une eonique mobile passant 
par deux points fixes. 
NAM, 3 ~ s., t. 8, janv. 1889, p. 48- -56 .  

154. 8ur les eourbes dont les tangentes alrpartiennent h u n  complexe lind.aire. 

NAM, 3 ~ s., t. II ,  mars 1892, p. 115--119.  

155. Bur les eourbes auto~olaires par ralrport ~ une eonique donn~e. 

BSMF, t. 22, 7 f6v. 1894, p. 27. 

156. Courbes autopolaires. 

NAM, 3 ~ s., t. 13, mai 1894, p. 206--210 .  

157. Sur le degrd de r$alitd d'une courbe algdbrique ~ coefficients rdels. 

AMPG, d. R., 4 Bd., 1903, 19 juin 1902, S. 20- -21 .  

158. Sur les lignes asymptotiques de la surface repr~sentde par l'dquation X YZ-~-T 8. 

AMPG, 61. Teil, 21 mars  1877, S. 144--145.  

159. Sur les conditions qui expriment qu'um systkme de trois axes est trireetangle. 

NAM, 3 ~ s., t. 13, f6v. 1894, p. 41 - -43 .  

160. Exereiees sur les esurbes de dircetion. 

On sait que LAGU~-RRE a appela courbes de direction les courbes algabri- 
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ques telles que les cosinus directeurs de Ia tangenfm en un point 
puissent 6tre exprim4s rationnellement en fonction de x et de y. 

NAM, 3o s., t. 15, nov. 1896, p. 491--495. 

161. Exerciee sur la d$termination du ~oint double d'une eubique plane unieursale. 
RMS, t. 4, 8 ~ a., juin 1898, p. 505--506. 

162. Exereieea sur la ddtermination des 1Joints doubles d'une quartique l~lane uni- 
eursale. 

RMS, t. 4, 8 ~ a., sept. 1898, p. 585~589. 

163. Bur le eylindro~de. 
RMS, t. 3, 5 ~ a., juin 1895, p. 129--130. 

164. Pro'lzri~t~ earaet~ristique du eylindro~de. 
I1 existe un cono'fde droit, signal6 par PLiJCKER et par CXYLEY, nomm6 

eylindro'/de, jouissant de la propri6t6 que le lieu des projections 
d'un point fixe quelconque sur ses g6n6ratrices est une courbe plane. 
Je damon~re que, r6ciproquement, toute surface ragl~e non cylindri- 
que poss6dant cette propri6t6 est un cylindro'/de (Voyez une Note de 
M. DE~OULIN, BSMF, t. 29, 1900, p. 39--59). 

BSMF, t. 28, 20 juin 1900, p. 261--265. 

165. Le trroblkme des D~blais et des Remblais. 
RO, t. 1, 28 f6v. 1890, p. 97--99. 
CR, t. 180, 1925, p. 781--782. 

166. Sur eertains polyg~nes dent les sommets d~erivent des eourbes algdbriques et 
dent lea e~tds enveloploent des eourbes alg~briques. 
CR, t. 162, 1916, p. 306--308. 

167. Bur 

168. 

des lignes polygonales et sur des surfaees polyedrales g~n~ralisant les 
19olyg~nes de Poneelet. 
BSM, t. XL, 1916, p. 244m246. 
(Voir des Notes de Fo~rT~.N~, NAM, 1897, et OR, t. 162, 1916, p. 306--308.} 

Bur les eourbes algdbriques d~finies par um~ relation paramdtrique. 
BSM, t. XXYIX, 1915, p. 43--48. 

170. Uourbe de rar162 et ~lastique l~lan. 
BSMF, t. 49, 1921, p. 105m108. 

3~--2454.  Ac, ta m a t ~ .  45, Imprim6 le 8 mai  1925. 
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171. 

M(~mique ratioanelle.  

Sur une interprdtation des valeurs imaoinaire~ dN temps en M~anique. 

CR, t. 87, 30 d6e. 1878, p. 1074m1077.  

172. Remarques s~r l'intr~t~tian de fonctions e, e n t i n ~  n'ayant pas de d~'v~e, 
clans le~ ~l&nents de la M~eaniq~e. 

En Commw1 avoc  M. JANAUD. 

CR, t. 93, 12 d~c. 1881, p. 1005~1008 .  

173. Eur la eha~nette sph~que. 

Je donne, pour erprimer les coordonn6es d'un point de la chMnette 
sph6rique en fonctions elliptiques d 'un param~tre, une m6thode qui 
revient h l'int~gration d 'une &tuation analogue h celle de Lain6. 
BSMF, t. 13, 1884--1885,  4 f6v. 1885, p. 65m71.  

174. 175. De l'homographie en M~canQue. 

J'emploie en M6canique la m6thode de transformation des figures par 
projection centrale, qui joue un rSle si important  en G6om~trie. 
J '6tudie d'abord le cas d 'un point materiel sollicit~ par une force 
dans un plan fixe; je termine ainsi: Ces consid6rations peuvent ~tre 
6tendues au mouvement d 'un point dans l'espace et m~me au mouve- 
ment  de plusieurs points, /L condition de faire, dans co dernier cas, 
une transformation homographique g~n~rale contenant ~ la fois les 
coordonn6es de tous les points.~ 

CR, t. 108, 4 f~v. 1889; p. 224m226.  
AJM, v. 19, 1890, p. 103--114.  

176. Sur une transformation de moNvemcnt et les invariants d'v,n ~stdrae en 
M~r 

BSMF, t. 20, 16 mars 1899, p. 91--99.  

177. Sur des transformations de mo~vement. 

Je conlddbre deux syst~mes materiels dont les liaisons sont ind6pondantes 
du temps et je cherche si, ~ tout mouvement du premier syst~me, 
on pout faire correspondre un mouvement du second, les forces ne 
d6pondant que des positions. 

JC, Bd. 110, Ht. 1, 1892, S. 37- -41 .  

178. 8#r une transformation de mouvements. 

J 'atudie une certaine transformation de mouvements, puis je montre qu'un 
probl&me trait~ par ELLXOT (CR, t. 116, 1893, p. 1117; ASEN, 1893, 
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p. 231) et une question r6solue par M. MESTSCHERSKY (BSM, 2 ~ s., 
t. 18, 1894, p. 170), peuvent ~tre envisages comme des cas parti- 
culiers de cette transformation. 

AJM, v. 17, N ~ 1, 1895, p. 1--5 .  

179. l~duetion 5 la forme eanonique des ~quations d'~quilibre d'un fil flexible et 
ine~tens~le. 
Jo ram~ne, ~ uno forme eanonique permettant  l 'application des th~or~mes 

de Jacobi, les nombreuses analogies qui existent entre les 4quations 
d'~quilibre d 'un f l l e t  les ~quations du mouvement d 'un point. 

CR, t. 96, 12 mars 1883, p. 688m691.  

180. Sur l'dquilibre d'un fil flexible et inextensible. 
AFST, t. 1, 1887, p. B. 1--B.  5. 

181. Bur 

182. 183. 

eertaines trr~ri~tds d'une position d'dquilibre d'un syst~ae. 
AFST, t. 6, 1892, p. C. 1--C.  6. 

8ur le mouvement d'un fil dana un l~lan fixe. 
Je ram~ne l'int~gration des 6quations du mouvement d 'un fil flexible et 

inextensible dans un plan h l'int~gration d'une ~quation aux ddriv4es 
partieUes du quat-ri~me ordre. 

CR, t. 103, 22 nov. 1886, p. 991--993.  
AM, t. 12, 1888--1889,  17 sept. 1888, p. 1--50.  

184. Quelques remarques sur lea $quations du mouvement d'une ehaine parfaitement 
fl xibZe. 
ASAPP, v. 4, N ~ 1, N ~ 2, 1909, p. 9 - -17 ,  113--115.  

185. Remarque sur lea ~ourbes brachistoehrones. 

BSMF, t. 19, 1890--1891,  6 mai 1891, p. 97--98.  

186. Du tautothronisme dana un systdme materiel. 
Un systbme materiel eat r lorsqu'il met le m~me temps 

revenir h une position d~termin~e quelle que soit la position initiale 
dana laquelle on l 'abandonne k lui-m6me sans vitesse. J ' indique la 
solution gan6rale du probl~me des tautoehrones. 

OR, t. 114, 2 mai 1892, p. 996--998.  

187. Remarque sur une Note de M. G. di Pirro, intitul~e: 8ur lea intdgrales 
quadratiques des dquations de la Dynamique. 
CR, t. 123, 14 d6e. 1896, p. 1057. 
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188. Remarques sur une l~ote de M. Levi.Civita, 
quadratiques des dquations de la Mdeanique. 

CR, t. 124, 22 f6v. 1897, p. 395. 

intitul~e : Sur les inf~grales 

189. Sur les ~quations de Lagrange et le wineipe d'Hamilton. 

J ' indique comment certaines d~monstrations des &luations de Lagrange 
ne peuvent pas ~tre appliqu~es, quand les liaisons ne sent pas 
exprimables en termes finis. 

BSMF, t. 26, 7 d~c. 1898, p. 265--267.  

190. Sur les mouvements de roulement; ~luations du mouvement analogus~ ~ velles 
de Lagrange. 

CR, t. 129, 7 aofit 1899, p. 317--3~0.  

191. 192. Sur une forme g~a~rale des dquations de la Dynamiqus. 
Cette forms d'~quations s'applique ~ t o u s l e s  syst~mes sans frottement, 

holonomes ou non; ells repose sur la considdration de l'dnergie 

d'accdldration 8-~-~l~,mJ ~ off J e s t  l'acc~ldration du point m. 
2 

CR, t. 129,  28 aofit 1899, p. 423--427.  
JC, Bd. 121, Hr. 4, 1900, S. 310--319.  

193. 8ur une forme nouvelle des dquations de la Dynamique. 

CR, t. 129, 11 sept. 1899, p. 459--460.  

194. D$velotrpements ,mr une forms nouvelle des ~luations de la Dynamiqus. 

JL, 5 ~ s., t. 6; f. 1, 1900, p. 5--40.  

195. Bur une forms gg~rale des ~quations de la Dynamique et sur le prindpe 
de Gauss. 

Je ddmontre l'impossibilit~ de ddduire les dquations du mouvement d 'un 
syst~me non holonome de la seule connaissance de la demi-force 
r ive T et de la fonction des forces U. 

JC, Bd. 122, Hr. 3, 1900, S. 205m208.  

196. Remarquss d'ordre analytique sur une nouvelle forme 
Dunam  . 
JL, 5 ~ s., t. 7, f. 1, 1901,  p. 5 - - 1 2 .  

des ~luations de la 

197. Sur le prineipe de la moindre eontrainte de Gauss. 

AMLB, 1901--1902,  p. 407--412.  
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198. Extension des ~quations de Lagrange au eas du frottemont de glissement. 

CR, t. 114, 15 f4v. 1899, p. 331--334. 
Analyse par E. LAMPE: JFM, Bd. 24, J. 1899, S. 856--857. 

199. 

200. 

Bur l'eztinetion du frottement. 

J'6tudie le probl~me de l'extinetion du frottement dans le eas d'un 
syst~me materiel pr6sentant certains caract~res qui sent r6alis~s dans 
la plupart des syst~mes usuels. 

BSMF, t. 35, 11 avr. 1907, p. 131--133. 

Bur la tendanee des systd~nes materiels ~ ~ehaFper au frottement. 

Je d6veloppe et pr4eise les indications que j'ai donn~es dans la Note N ~ 199. 
Voir, comme suite it cette Note, une Note de M. E. DANI~LE (N. C., 
s. 5, v. 15, Giugno 1908, p. 492). 

JC, Bd. 133, Ht. 2, 1907, S. 93--96. 

201. 8ur un tMordme relatif au d~laeement initial d'un systdme sans frottement. 

AFAS, II, R6sumas, Clermont-Ferrand, 1908, gr. in-8, p. 49. 

202. 203. Bur l'emploi des 61uations de Laerange dana la tMorie du ehoe et des 
pereussions. 

Pour un syst~me holonome, je d~dtfis des 6quations de Lagrange une 
forme simple des 6qua,ions de la th~orie des percussions. 

CR, t. 116, 26 juin 1893, p. 1483~1487. 
JL, 5 ~ s., t. 2, f. 1, 1896, p. 5--20. 

204. Remarquea sur les aystJmes non holonomea. 
A p r o p o s  d'une Note intitall6e Sur les percussions dans les syst~mes non 

holonomes, par M. M. B~.GHII~ et ROUSSV.AU (J-L, 1903, p. 21}. 
ffL, 5 ~ s., t. 9, f. 1, 1903, p. 2 7 ~ 2 8 .  

205. 206. 8ur le tMorgme des aires. 

CR, t. 119, 5 nov. 1894, p. 770~771. 
BSMF, t. 29, nov. 1894, p. 190--195. 

207. Bur le mouvement d'un point en ,oordonn~ea elliptiqtw~. 
BSMF, t. 19, 1890w1891, 20 mai 1891, p. 102~103. 

208. ~ur les lois de forces eentralea fai~ant d~erire ~ lear 1mint d'a1~lieation une 
eonique, quellea que aoient lea eonditions initialea. 

AIM, v. 13, 1891, p. 153--158. 
Analyse par J. HADAMARD, RO t t.  9, 30 mars 1891, p. 190. 
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209. Interlrr~tation de la p~riode imaginaire dana un mouvement ~ la Poinsot. 

BSMF, t. 26, 15 juin 1898, p. 98--102. 

210. 8ur l'int~gratim des ~quationa du mouvement d'un r pesant de r~volution 
roulant par une ar~te cireulaire sur un I~lan horizontal; r partieulier 
du cereeau. 

RCMP, t. 14, 1900, 27 juil. 1899, p. 1--6. 
Voir Extrait d'une Lettre adress6e ~ M. P. Appell par M. D. J. K. 

KORTEWEG; RCMP, t. 14, 1900, p. 7--8. 

211. Sur l'$quation diff~entielle du mouvement d'un projectile sphdrique pesant 
dana r air. 

AMPG, d. R., 5 Bd., 15 mars 1903, S. 177--179. 

212. Remarque relative h u n  M~noire de M. Imeio 8illa, i n t i t ~ :  8o'ffra Aleuna 
questioni di Statica. 

RCMP, t. 21, 10 f4v. 1906, p. 314--315. 

213. Sur les lignes qui se eonservent dana la ~formation d'un milieu r 

BSMF, t. 26, 6 juil. 1898, p. 135--136. 

214. Lignes r dans la d~formation d'un milieu; extension des thdo- 
rOmes sur les teurbillens. 

JL, 5 ~ s., t. 5, f. 2, 1899; p. 137--153. 

215. 1)~formation spieiale d'un milieu continu; t~urbillana de divers ordres. 

BSMF, t. 29, 1901, 21 nov. 1900, p. 16--17. 

216. Sur les avjrressions des tensions en fonetion des d~formations dana un milieu 
~lastique homogdna et isotrope. 

NAM, 4 ~ s., t. 2, mai 1902, p. 193--197. 

217. 

218. 

Note sur les e~E, riences du Commandant Hartmann. 

Expos6es dans un Mdmoire intitul6 Distribution des ddformations da~s les 
z~taux, soumis h des efforts (Revue d'Artillerie, t. 45, 46, 47, 1894, 
1895, 1896). 

BSMF, t. 28, 17 janv. 1900, p. 66--68. 

8ur quelques fonctions et veeteurs de points dana le meuvement d'un fluide. 

CR, t. 136, 26 janv. 1903, p. 186--189. 

219. 8ur quelques fonetiona de point dana le mouvement d'un fluide. 

JL, 5 ~ s., t. 9, f. 1, 1903, p. 5--19. 
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220. 8ur les fonetions et veeteurs de point contenant uniquement les ddriv~es 2re- 
mi&es des composantes de la vitesse. 

BSMF, t. 31, 1903, p. 68- -73 .  

221. Sur les resiffons d'dquilibre d'un navire avee un ehargement liquide. 

CR, t. 129, 16 oct. 1899, p. 567--569.  

222. Equilibre d'un flotteur avee un ehargement liquide. 

CR, t. 129, 23 oct. 1899, p. 636--637.  

223. Remarques sur une note de M. P. Duhem, intituMe: Sur la stabilit~ de 
l'~quilibre des eor2Js flottants, et, en partieulier, d'un navire qui j~orte 
un ehargement liquide. 

CR, t. 129, 27 nov. 1899, p. 880. 

224. Sur 

225. 226. 

l'dquilibre d u n  flotteur avee un ehargement liquide. 

ffEP, 2 ~ s., 5 ~ c., 1900, p. 101m107.  - -  RMa, t. 148, 1901, p. 5- -20 .  

Equation fonetionnelle ~our l'$quilibre d'une masse liquide en rotation 
soua l'attraetion newtonienne. 

SSS, 48 ~ congr~s, Paris, 30 mars 1910, p. 2 0 ~ 9 3 .  

RCMP, t. 30, 2 Apr. 1910, p. 82- -84 .  

227. Maehine& d~terminer los balourds. 

Los roues des wagons de chemins de fer sent associ6es par paires: les 
deux roues d'une m~me paire sent r6unies par un cylindre rigide, 

de faqon ~ former un solide de r~volution autour de l'axe de ce 

cylindre. La paire de roues ainsi constitu~,e est li6e au wagon de 

telle fa~on que son mouvement relatif, par rapport au wagon, soit 
une rotation autour de l'axe commun des deux roues. Une condition 

essentielle de stabilit~ est alors que cet axe soit un axe principal 
d'inertie relatif au centre de gravit6. Des mdthodes statiques per- 

mettent de voir si le centre de gravit6 est sur l'axe commun des 

deux roues; mais ce n 'est  que par des exp6riences dynamiques que 

l 'on peut voir si cet axe est principal pour le centre de gravila! et, 

par cons~quent, pour chacun d o s e s  points. Supposons que l'axe 

ne soit pas un axe principal d'inertie et, pour simplifier, supposons 
qu'il puisse gtre rendu principal en enlevant ~ la roue 1~ une masse 

m, plac~e en un point M de cette roue, et ~ la roue /~1 une masse 

ml, placfie en M 1. On dit alors que la roue R pr6sente un balourd 
m e t  la roue ~ un balourd ml. 
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228. 

Je fain la th6orie de l'appareil imagin6 par M. HAFFNER pour d6terminer 
la position et la masse des balourds. 

JEP, 2 ~ s., 9 ~ c., 1904, p. 151- -162 .  

~ur lea liaisons non lindaires ~ar rapport aux vitesses. 

RCMP, 1912, t. :~Y~III. 
Cette Note a 6~ le point de d6part d'importanta travaux de M. D~.LASSUS, 

CR et AENS. 

229. Example de mouvement d'un 2~oint assujetti h une liaison exprim~e par uno 
relation non lin~aire entre les compesantes de la viteese. 

RCMP, 1911, t. XXYII. 

230. 

231. 

8ur les liaisons caehdes et les forces gyrasvopiqucs apIaarentes darts les sysEnnes 
non holen~nes. 

CR, t. 162, 1916, p. 27--29. 

Le prinoipe du minimum de l'~ergie d'accJb~rations et la substitution des 
liaisons aux forces. 

CR, t. 159, 1914, p. 989--992. 

232. Sur une extension de la tMorie des tourbillons et des ~quations de Weber. 

CR, t. 164, 1917, p. 71--75. 

233. 234. 

235. Bur 

236. Bur 

237. Sur 

238. 8ur 

Monvements a6riens gauche, de s~h~res pesantes l~#res. 

CR, 1918, t. 166, p. 22--25, et Journal de Physique, 1918. 

la notion d'axes fixes et de monv~ment absolu. 

CR, 1918, t. 166, p. 513--516. 

la th$oris de la ehaleur. 

CR, t. 110, 27 mai 1890, p. 1061~1066. 

l'61uation r----q et la tMorie de la r 

JL, 4 ~ s., t. 8, f. 2; 1892, p. 187--216. 

la distribution du potential clans des masses liquides limit~es par des 
faces i~lanes. 
Dana cette Note, ~ la suite d'une correspondence que j'ai 6ehang6e avee 

M. CIXEItVBT, je m'occupe de la distribution du potentiel d'une masse 
liquide ind6flnie, soit limit~e par deux plane parallSles, soit ayant 
la forme d'un prisme droit ~ base rectangle ou d'un parall616pip~de 
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239. 

240. 

241. 

242. 

243. 

244. 

245. 

246. 

247. 

3 6 - -  2454. 

rectangle, les 61ectrodes 6tant plac~es d'une far quelconque. Le 
potentiel est alors une fonction uniforme de x, y, z, ayant deux 
groupes de p~riodes et admettant une inflnit~ de pSles simples dans 
la section droite des deux ~lectrodes. 

CR, t. 98, 28 janv. 1884, p. 214--216. 

Sur la distribution du potentiel darts une masse liquide ayant la forme d'un 
prisme rectangulaire ind~fini (En commun avec M. Ca~.~w~). 

CR, t. 98, 11 f6v. 1884, p. 358--360. 

8ur quelquea applications de la fonction Z (x, y, z) h la Physique mathdmatique. 

Cette fonction Z a ~t6 d6flnie dans le M6moire N ~ 120, p. 36. 
AM, t. 8, 23 mars 1886, p. 265--294. 

Mouvemont d'uue partieule $lectris~e soumise h l'aetion d'un point $lectrique 
et d'un pole magn~tique con fondu*. 
&SAPP, v. 4, N O 3 ~ 1909, p. 129--131. 

Figurea d'dquilibre d'un fil ou de deux ills dent lea dldments s'attirent ou se 
repoussent. 

CR, 1913, t. 156, p. 500. 
Voyez BRATU, th~se, Paris 1914, Analyse: BSM, t. XX~VIII, 1914, p. 

240--241. 

Sur une transformation du meuvement d'un syst~ne holon~me e~nservatif denn~ 
clans le mouvement d'un autre systdme dennd ayant le m~me degr~ de 
libertY. (En collaboration avec M. V~.BG~..) 

CR, t. 157, 1913, p. 1800--1801. 

Sur un th~ordme de Jos~h Bertrand relatif ~ la dnkmatique des milieux 
eontinu*. 
BSM, 1917, t. XLI, p. 23--28. 

Apergu sur l'emploi possible de l'dnergie d'aee~16ration dan, lea dquations de 
l' $leetrodynamique. 

OR, 1912, t. 154, p. 1037--1040. 

Equation fonetionnelle pour l'dquilibre relatif d'un liquide homog~ne en rota- 
tion sou. l'attraetion newtonienne de sea parties. 
CR, 1913, t. 156, p. 587--590. 

ttomm~ge ~ l'Acsxl6mie des Sciences d'tm article de l 'Edition hnm~.ise de 
l'Eneyelo#die des 8eieneea math6matiquea relatif ~ l'Hydrodynamique. 
(En eommun avee M. B~.GHII~.) 

CR, 1914, t. 158, p. 920. 
A ~  m a ~ c a .  45. Impr/m6 le 8 msi  1925. 
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248. Le l~rineipe du minimum de l '~ergie d'ace~ldration et la substitution des 
liaisons aua~ forees. 

CR, 1914, t. 159, p. 989--999. 

249. Sur lea liaiao~s eaelv~ et ~ foreea gyrose~iques a~arentea da~ lea ~st~- 
mea non ho~meraea. 

CR, 1916, t. 162, p. 27--29. 
Voir une Note de M. EDOUARD GUILLAUME ~Sur l'extension des 6quations 

de M. Appell ~ la physique des milieux continus; application ~ la 
th~orie des 61ectrons~. 

CR, t. 156, 1913, p. 875--877. 

250. Equilibre relatif  d'une masse fluide homogbJe en rotation soumise ~ l'attraction 
newtonienne de sea l~arties. 

ABL, Notice 1919. 

251. Bur les oseillations ellipsoYdales d'une sphere li~luide. 

CR, 1920, t. 172, p. 761--764. 

252. Sur le mouvmnent p~iodique d'un fluide. 

CR, 1921, t. 172, p. 885--888. 

253. Lettre c~ M. Mittag-Leffler; 

t. 38 des Acta Mathematica consacr~ ~ la m6moire d'HENRI POINCAR~.. 
CR, 1921, t. 179, p. 1965m1266. 

254. Bur les prindt~es de la M~3anique usuelle. 

Mamoire de l'Acadamie des Sciences de l'Institut de France, 1922, 2 me 
s6rie, t. 57, p. 1--4. 

255. Mouvement d'enserable d'une masse fluide h~t~rogdne, soumise ~ l'attraetion 
mutuelle de ses partioules, autour de son centre de gravitY. 

CR, 1994, t. 179, p. 1 1 9 - - 1 ~ 0 .  

256. 8ur la nature du mouvement d'un eorps e~leste fluide autour de son centre 
de gravitY. 

OR, 1924, t. 179, p. 795~796. 

257. ldem., AM, 1926. 
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