
(IUEL(IUES INTI~GRALES DI~FINIES SE RATTACHANT )t LA 
s D'EULER. 

P A R  

PAUL APPELL 

PARIS .  

Dans des reeherches sur la cons~ante C d'Euler, j 'ai ob~enu cer~aines 

formules dont  les principales sont donn~es dans les Comptes Rendus des S~ances 

de l'Acad~mie des Sciences de Paris (3. d~cembre 1923 e~ 7. janvier 1924). Je  

me propose ici de d~velopper les calculs qui conduisent aux r~sultats indiqu~s et 

de faire connai~re quelques autres formules. 

I. On sait que la eons~ante d'Euler es~ donn~e par 

--G----/"(x)-----f e -u  logudu~4fe-~ 'x logxdx 
D 0 

off, comme dans tout  co qui suit, les logarithmes sont n6p~riens. On a de m~me 

o o 

F"(I) -~ f e-~ (log u)* du~8 f e-*'x (log x)* dx, 
o o 

f = Vuu du=8 e- (logx)~dx 
0 0 
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et, d'une mani~re g~n4rale, pour les d~riv~es d'ordre n, 

r,~,(~) =/e-. (log u)'* du = 
o 

a v  

z "+1  f e-~x (log x)" dx, 
o 

V~u d . ~ 2  n+l e -=' (log x) ndx .  

o o 

Nous allons chercher ~. exprimer ces int~grales k l'aide de C. Tout d'abord, 

d'apr~s un th~or~me g~n~ral d5 ~ Gauss, la dit~rence F '  (u) __r(--~-r' (~) est connue, 

sous forme finie, quand u est commensurable; on ~, en particulier 

(i) 

On obtient facilement cette formule en d~rivant par rapport ~ u l'~quation bien 

connue 

ce qui donne 

I 
puis f&isA.nt u-----. 

2 

On a ensuite en d~rivant deux lois l'~quation 

r(.) r (~ - . )=  
s in  ~ u '  

AS ~s cos s~ 
r "  (.) r ( ~ - . ) - 2 / ~  (.) r '  ( ~ - . )  + r ( . )  r "  ( ~ - . ) =  + 2- sm % u s i n  s ~  u 

I 
et, p o u r  S ~  - - ,  

2 

(3) 
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Pour avoir F"  (I) d@ivons la relation (2) 

�9 ' 

I 
puis falsons u - ~ - ,  

2 

(s) r "  (~)= c �9 + ~. 
IT\ 

II .  Pour ealculer F ' " ~ )  e~ F ' " ( I ) o n  pent proc~der par vole int~grale, 

en formant le produi~ 

l'int~grale double grant gtendue & l'angle droit x 0 y des axes de coordonn~es. En 

coordonnges polaires, la mSme int~grale est 

cos 0 (log r cos 0) (log r sin 0) * dr dO 

off r (rayon vecteur) varie de o & r et 0 (angle polaire) de o & -~. 
2 

0 0 

0 [log cos 0+  2 log sin 0] dO 

f f  

| E 

+ 32 f e-~'r2 (log r)~ dr f cos 
0 0 

2 

+ ,  f ~-..,. ~o~r ~ f oos 0 E~ ~o~ oos 0 ~o~ .~n 0 + ('o~ s~. 0)'1 ~0 
0 0 

+ 32 f e-" r' dr f eos O log eos O (log sin O)' dO. 
0 0 

3 7 - - 2 4 5 4 .  A e t a  mathemat iea .  45. I m p r i m 6  lo 7 av r i l  1925. 

En d~veloppan~ 
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L'int~gration par parties donne 

puis  

On a ainsi en posant 

les valeurs 

Paul Appell. 

/ / 2 "+2 e - "  r ! (log r) '~ d r = 2  '*+l e -~' (log r) n d r  

0 0 

t~ 

+ n 2"+1 f e - "  (log r) '~-I d r  

0 

0 0 

(n=3 ,  2, I) 

oo 

I ~ 3 2  f e- ~' r ~ (log r) ~ d r  

0 

Io-~8 ~ .  

Calculons, d'au~re part, les in~dgrales relatives ~ 0. 

g ~ = t  cos 0 dO= 
d 
0 

la seconde J2 devient, en posant sin O = s  

La premiere 
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J ~ : f  cos 0 [log cosO + 2 log sin O] dO=  flog(x--s)ds 
0 0 

1 1 

I f log (I + s) ds + 2 f log 
0 0 

sds=--3+log 2; 

la ~roisi~me Js est 

0 

cos 0 [2 log cos 0 log  sin 0 + (log sin O) ~] dO 

1 1 1 

= f log(I--s)logsds+ f log(I+s)logsds+ f (togs)2d, 
0 0 0 

ou, d'apr~s les formules connues,  

1 1 

log ( l - -S )  ds ~- - -  - - ,  s) d s = g  2, 
s 6 s i 2  

0 0 

j ~ - -  

Entin la quatri~me or~ s'6erit 

2 log  2 + 6. 
4 

avec 

0 

cos 0 log  cos 0 (log sin O)2=A + B, 

1 

o 

1 

0 

ds. 

291 
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On a 

donc 

Paul Appell. 

log (I--8) = -  Z -~ '  
~=1 

1 

f s" (log s)' 
0 

A_.~_Z I Z 
. ( n  + I )  3 "= - -  

n = l  n = l  

2 
d s ~ ( ~ ,  

i )  i I 
n "~ I (n -~- I ) '  (n -~ I) s 

En employ~nt les notations suiwn~s 

I " = I I 
' ~'k =Z (- I)n-l~' ~'k=Z (2~--1) ~ 

n=l n~l 

on a done enfin 

A = - -  ( S  - -  S ,  - -  S s )  . 

On obtient de m~me 

- = -  ] 
B : Z ( -  I)n-I I I I 

n-~I (n-t" I) ~ (n't~ I) s 

B-~ - -  3 + 2 S' 1 + S'~ + S's. 

La quatri~me int~grale relative s 0 est donc 

J~=A + B-~2 S'1+ S'j + 8's + 8~ + Ss--6; 

m a i s  o n  a 

done 

8 1 = 1 o g 2 ,  S j - ~  S k - - S ' k :  Sk, 2 0  k=  k+S'k,  

I S z~, 

J~-~z log 2 +  ~ + 7 Ss--6.  
4 4 
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Finalement 

~-F"' ( 1 ) + 6  I": ( I ) +  I F "  ( I ) + 4  F'  ( I ) ]  ,2 log 2--6, 

+ V'~ (I6 log 2 + 2 n:*+ 14 5'8-- 48) 

d'ofi on tire, en posant 

et rappelant les formules 

C+ 2 log 2----D 

(6) 
V ~  2 

I 
Pour obtenir F '"  (z), il suffit de d6river (4) puis de faire u = - ,  ee qui donne 

2 

F'"  3 F"  F '  

V~z z +2 

d'ofi, en r6duisant 

(7) 

= 7  [ r ' "  ( I ) - - ]  F "  (I) /" '  (I) + 2 I "  (I) 3] 

r'" (~)--- O* - - -  C - 2  $8. 2 

On voit que, en consid6rant Sk comme un coefficient connu, les quantit6s 

F(') ( ~ ) e t  F(')(I), pour n = I ,  2,3 contiennent C au degr6 n. Cette propri6t6 est 
m 

g6n6rale: on peut l'6tablir par la voie du calcul int6gral, en suivant la m6thode 
pr6c6dente; mais il est plus simple d'employer une m6thode diff6rentielle qui 
fournira, en m6me temps, une v6rification des formules trouv6es. 
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I I I .  On a, c o m m e  il es t  c o n n u  

r'(x) [ ~ ~ 
r(x) -lim [ . . . . . . . . . . .  ~=| X X +  I X +  

log v]  �9 

E n  d~rivan~ 

/~"(X) [ / " ( X ) ] 2 =  [ I  I 
(s) r(x) [ r ( ~ ) ]  ~ +(x+~) ~ -  

+ . . .  + _ _ _ _  
I 

(x+n)  ~ 

~2 
d'ofi,  p o u r  x--~I, en  r emarquan~  que  S~=-~-  

r"(~)=c~+ T ;  

I 
p o u r  n ~ - ,  on a de mSme 

2 

mais  

D2----4 8 " 6  

3 ~2 
s"~= ~ (s~ + s'~) = s 

4 ~ - - ~  - 

donc,  comme  on l ' a  t rouv~,  

E n  d~r ivan t  encore  une  fois  (8) on a 

r'"(x) 3 r"(~) r'(x) 
z [ rCx)] 

= - - 2  ~ (---~ ~)---~+ �9 �9 �9 + - -  
X 

(x+n)  ~ 
...] 

I 
d'ofi  p o u r  x ~ z  e~ pou r  x = -  

2 

~q~2 

+ ...] 
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ee qui donne l 'expression (7) e~ 

ce qui, d'apr~s la relat ion 

s" - ~ (s~+ G ) =  7 & 

donne la formule (6). 

Pou r  d6montrer  que FC~)(i) et F (~) sont des polynomes de degr6 n e n  C 

dont  les coefficients d6pendent  des sommes Sk, derivons 

r ' ( x ) = r ( ~ ) z ( x )  

et d4rivons (n- - I )  fois; nous avons 

(9) 

q- 

F (n) (x)=  ~(x) F r (x) q- n - - I  2, (x) F (n-~) (x) 
I 

+ ( ~ -  ~) ( ~ -  2) z" (x) re.-8)(~) + . . . . . .  
1 . 2  

(n- - I )  ( n - - 2 ) . . ,  (n--s Z(P} (x) r ('---v-I) C a : ) +  
z . 2  . . . p  

+z(~-,)Cx)r(z). 

E n  faisan~ ensuite x ~ z  ou x ~ -  on a une 6quation d6montrant  le theoreme. 
2 

Pa r  exemple pour  x = i  on remarquera  que X ( I ) = - - C ,  ~ ' ( I )=S~,  ~ " ( I ) = - - I .  2 $ 3 ,  . . . 

On volt que, si le th6or~me est vrai pour  les d6riv6es d 'ordre I, 2 , . . .  (n--r) ,  

il l 'est pour  celle d 'ordre n.  

' ('I U n  th4or~me analogue, qui se dgmontre de m4me, a lieu pour  _ ~  F (~/ - �9 

On t rouve no tamment  FIr ( I )  ----- C ~ + z~C~+ 8 S 8 C +  3S~ + 6 S ~  off S~----~ et 

+805',. = / ) 4 +  3 z~/)~ + 56 S s / ) +  3 4 ~* 
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Voici, ~ cet dgard, un thdor~me digne d'attention. La quantitd f(")(~) s'exprime 

en D par le m~me polyn6me que /'(~)(I) en C, ~ condition de remplacer, darts 

/~I")(z), les sommes Sk par les quantitds 2 ~' k, c'est A dire par (zk--I)Sk. En 

l"(x) ~(x) et ddrivant (n--I) fois, on obtient en f~,isant effet, en dcrivant /'(x~--)~- 

I 
successivement x = i  et x = -  deux relations r6currentes identiques entre les 

2 

polynbmes F(k)(i), et ~ avec cette seule diffdrence que dans le deuxi~me 

I" '  (~) = D ' +  4 S"~, k r~*'P membre, 8k estrempla~6para o ~. Paxexemple F " ( I ) = 6 ~ + S ~ ,  

off S~=-~, S"~:4 S ~ : 3  --'8 De m~me F ' " ( I ) : - - C  ~ - - 2  C--2 S 3 

D--~4 S~. ~r 2 

Nous poserons r(-)(x)=P~(C), ~ r  (~) :Q~(D), P, et Qn ddsignant des poly- 

nbmes de degr6 n. On a alors la proposition suivante 

d Q n  
dC dD 

ce qui fair rentrer les polynbmes (-- i)"  P,(C) et (--z)"Q,,(D) duns la eat6gorie 

g6n6rale des polynbmes que j 'ai 6tudi6s autrefois (Annales de l']~cole NormMe 

Supdrieure, 2 i~m~ s6rie 6. IX, zz9mz44, z88o). En effet, on v~rifie cette proposi- 

tion pour n~-I,  2, 3; on ddmontre ensuite que, si eUe est vraie pour les polynSmes 

P1, P ~ , . . - P , - 1 ,  eUe l'est pour P,,. D'apr~s (9) on a 

(9 b~.) P , = - -  CP,,_,-F(n--x)S2P,~_2+ ... - ~ ( - - l ) P - l ( n - - i ) ( , - - 2 ) . . .  (n--.~)Sp-Fl.~),a.-,p-i 

- { - ' - - + ( - - l ) n - : a ( , - - l ) ( n - - 2 )  . . .  2 .  S n - i P l " - [ - ( - - l ) n - ' ~ ( f $ - - l )  . . .  I .  S n .  

En ddrivant par rapport ~ C et admettant la proposition pour P1, Ps, �9 �9 �9 on a 

dP~ , , 
d d =ln-~) C P ~ - ~ - P ~ - l - ( n - I ) ( n - 2 )  S,P~-3 + " "  

+ ( -  ~)~-~(,,--~)(,-2)... ( , - p -  ~) s~+, I'.__~_~ +-.- 

+ ( - i ) " - : ( , - i ) ( , - 2 ) . . .  2.  i .  s ._ , .  
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Or ceci est 6gal g - -nPn_l  comme il est ais6 de le v6rifier ~ l'aide de la relation 

(9 his) off on change n e n  (n--I). 

IV. On peut 6gatemen~ obtenir les formules analogues s celle qui donne 

--CF"(~) ou encore F'(I)F" ({) par la voie de la diff6rentiation. Pour cela 

on part de 

r(u) r(v)=r(u+v)B(u, v) 

et on d6rive p lois par rapport s u e~ q fois par rapport ~ v, puis on donne 

I 
u et s v les valeurs I ou - ,  eombin6es de routes les f~9ons possibles, ce qui 

2 

donne trois combinaisons. On arrive alnsi ~ des expressions contenant les 

int6grales 

1 

f t--l(~-t/o-I (log tl ~ [log (~-07 at 
0 

off 
h=o ,  I, 2 , . . .  p,  

k-~-o, I, 2, . . .  q, 

I I 
pour u = I  ou - ,  v = I  ou - .  Je ne m'arr~erai  pas aux formules correspondantes, 

2 2 

faeries s 6~ablir. Je signale seulemen~ les int6grales d6finies 

f log cos O d 0 ~ - - z  log 2 
2 

0 

/ [ ='1 log cos 0 log sin 0 dO=~-2 (log~.)*--2-~ �9 

0 

Dans les formules correspondantes C disparait. 

Le mSme fai~ se pr6sente si l 'on part de la formule 

3 8 - - 2 4 5 4 .  .deta mathematlca. 

f (I) r( , , )  - e-* (~ 4 ~)~ 
0 

45. I m p r i m 6  le 7 avr i l  1925. 
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d'ofi en d6rivan~ 

et pour u = I  

i"' (.) 
r( . )  r(,,) ] (~ + x)- 

0 

6 
0 

log (I + x) 
I + X  

formule Ofl C disparait; de m6me d6rivant de nouveaux et faisan~ x = I ,  on a, 

apr~s avoir remplac6 / ' " ' ( i )  par sa valeur (7), 

oo 

f [log (~ +x)]' 
 gT.) 

0 

V. En faisant dans rexpression 

oo 

--O= f logudu,  
0 

o n  a 

ce qui montre d'abord que 

pour 

U r n - a t ,  a > O  

C+ log a 
- - / e  -"t  log t dt, 

o 

/ e -~t  log t d t = o  

0 

k ~ e  - C  . 

D6rivant ensuite un certain nombre de fois par rapport; "~ ~, on a 

o o  

M.-1 (C+log  a) Nn-x [ t n e-~t 
a n  + log t d t, 

0~ n J 

o~ les coefficients Mi, N~ sont des entiers. D6rivant encore une fois par rappor~ 

~ a ,  o n a  
M . = n  M~-I, N~ = n  N . - I  + M.-1 
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avec Mo----I, No---~o. Donc 

En faisant a = I ,  on voi~ que 

--M~ C+ 2g~ = f tn+le -t log t dt. 
0 

On volt aussi que 

pour 

/ t ~+1 e-k~ ~ log t d t~o  
0 

M ~  

Si n e s t  tr~s grand, la valeur asymptotique de k~ est n, car 

pour n infini. 

I1 est evident que 

/ t ~+I e -a~ (log t} h dr. 

0 

k~ 1+~-+...+~-C-log~ 
n 

lira ~'~ 
n 

des formules analogues 

Par  exemple 

(C+log  a)9-t- ~ | 
a = f e  -~t (log t) 2 

0 

peuvent ~tre obtenues pour 

dt 

expression qui ne s'annule pour aucune valeur rgelle de log a et qui donne des 

formules analogues aux prgc~dentes si l 'on dSrive par rapport ~, a. 

On a de m~me 

-(r  log a ) s -y  (r log a)- 2 
{/ 

ao 

-----/e -~t  (log t} 8 dt  

0 
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off l'int6grale s'annule pour une valeur r6elle de log a. 

tions que l'on pent d6river par rapport ~ a. 

On obtient les mgmes relations en partant de 

Et ainsi de suite, rela- 

faisan~ x=at  

oo 

f x,-' dx 
0 

F(p)ap = f e-~'t~-'dt' 
0 

I 
d6rivant par rapport ~. p e~ faisant ensuite p = i  ou io ~-- .  

2 
a = e  ~, l'int6grale 

f e ( og t),, dt 
0 

Si l'on pose log a=x, 

est un polynbme R~(x) de degr6 n e n  x. On a 

( I I )  d-i~n dz  = - - h R . - ,  

ce qui fair renCver (--i)nR~ dans la catggorie des polynSmes d6j~ eitds. D'apr~s 

la th6orie g~n6rale d6veloppde dans les Annales de l'Eeole normale pour I88o 

la fonction g6n6ratriee 

h 2 
~+~h- RI(~) + ~.~ R,(~) + + 

est de la forme 
e-h~f(h). 

ha 

1 . 2  . . . n  
R~(~)+-.. 

On dolt done pour d6terminer f(h) avoir, d'aprbs l'expression du polynbme 

l~n(x) par l'int6grale (zo) 

e-h~f(h)=e ~ f e-t~eh lo~ t dt 
0 

e-~f(h)=~ f e -'~ ~ dt 
0 
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ou en faisan% 
te~=u, e~ d t = d u  

e-~V(h)=e-~ f e-~,,h d~ 
0 

d'ofi 
f (h )=  I'(h + x)'---h/'(h). 

La fonc~ion g6n6ratrice des polynSmes R~(x) es~ donc e-h~/ ' (h+x) .  

La  propri~t6 (IX) des polynSmes R~(x) r4sulte aussi de ce fair, qui saute 

aux yeux, pour n----x, 2, 3, que 

R~(x)=P.(o+z). 
En effet on a 

a~  

R~(log a)=a [ e - " t  (log t) ~ dr. 
a ]  

0 

Faisons le changement de variable 

a t=u ,  a dt~--du, 

Rn(log a )=  l e-U (log u- - log  a)ndu 
a ]  

0 

= t ' . ( o ) - n  log .  P._, (v) + n ( n -  x) (log ~)~ P._~(e) +. . -  
X . 2  

d Pn . ,~ d ~ P~ 
=P.(o)  +log ,~-d-~-+ uog ,n - d - d +  " 

=P~(O+ log a). 

La proposition est ainsi d4montr4e. 

Les expressions eg les proprigr des polyn6mes P~(C) eL R,(x) r4sulgeng 

imm4diatement de l 'expression trouv6e pour la fonction g6n6ratrice e -h  ~/'(h + x) 

des polyn6mes /~(x).  On a en effet, d'apr~s une formule connue, 

r(h+ x)=e -~C§247247 
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alors 

Paul Appell. 

h n 

- R , , ( x ) .  
- - Z I .  2 . . . •  

On peut remarquer d'autre part que les polynSmes Rn(x) ont le moindre nombre 

possible de racines r~elles, z~ro si n est pair, une si n es~ impair. En effet, s i n  

est pair l'expression de Rn(x) par une int4grale d~finie montre que Rn(x) es~ 

d R n ( x )  n Rn-1 montre positif, quel que soit x; si n e s t  impair, la relation dx 

que Rn(x) a, au plus, une racine r~elle. 

A 
v 


