
BESTIMMUNG DER DISKRIMINANTEN ALGEBRAISCHER 
KORPER. 

YON 

~)YSTEIN ORE 

in OSLO. 

In den beiden Arbeiten: >>Zur Theorie der algebraischen KSrper>) ~ und 

>>Wei~ere Untersuchungen zur Theorie der algebraischen KSrper>) ~ babe ich eine 

algebraisehe ~Ie~hode angegeben, wodurch man in einem vorgelegten KSrper 

immer die Primidealzerlegung einer Primzahl bestimmen kann. 

Die vorliegende Arbeit bildet eiue For~se~zung der eben erw~hn~en Arbeiten, 

indem ieh reich hier zu verschiedenen anderen Aufgaben in der Theorie der alge- 

braischen KSrper wende. Es soll hier eine einfaehe Me~hode zur Bes~immung der 

KSrperdiskriminan~e angegeben werden, wodurch man immer die genaue Potenz 

bestimmen kann, in weleher eine vorgeleg~e Primzahl die KSrperdislrriminan~e 

teilt. Weiter  soll gezeigt werden, wie man fiir ein jedes Primideal ein Funda- 

mentalsystem aufstellen kann, und wie man daraus ein Fundamentalsystem fiir 

die zugehSrige PrimzaM ableitet. Sogleieh gebe ieh eine einfachere Form fiir 

die in den oben erw~hnten Arbeiten gegebene Darstellung der Primideale. Aus 

diesen Untersuchungen folgen auch verchiedene interessante S~tze fiber die Zu- 

sammensetzung yon Gleichungsdiskriminanten und Indizes fiir algebraische Zahlen. 

Diese Abhandlung ist w~hrend meines Aufenthalts als Stipendiat an dem 

mathematischen Institute, Stockholm, geschrieben worden, und ich bringe dem 

Direktor des Instituts, t terrn Professor ~Iittag-Leffler, meinen herzliehsten Dank 

ffir die dadurch entstandene Erleichterung meiner Arbei~ dar. 

Acta mathematica, 44. Diese Arbeit soU im Folgenden mit A bezeichnet werden. 
Acta mathematica, 45. Diese Arbeit soU im Folgenden mit B bezeichnet werden. 
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soU 

Kap. I. Bestimmung der Fundamentalsysteme. 

w  

Fundamentalsysteme fiir Primideale und Primzahlen. 

Es sei ein algebraischer KSrper P(~)  ~ten Grades gegeben. Die Zahl 

ganz algebraisch angenommen werden und geniigt folglich einer Gleichung 

f ( x )  : x ' + a l ,  x n - - l ~  - ' ' "  ~ -  a n  = O ,  (I) 

wo die Koeffizienten 

al , a 2  , �9 �9 �9 an 

ganze rationale Zahlen bedeu~en. 

Im Folgenden soll immer p eine rationale Primzahl bezeichnen und weiter 

ein Primideal f t~.  Grades sein, das in p aufgeht. 

Ein System yon f ganzen Z~.hlen des KSrpers 

soll ein Fundamentalsystem fi ir das Primideal ~ heissen, wenn die p] Zahlen 

al .  ~ l+a~.  ~.,+ "'" + a f .  ~1 (ai-~- o, I , . . .  , p - - I )  

ein volls~n4iges Restsystem (mod ~) bilden, d. h. wenn a eine beliebige ganze 

Zahl des KSrpers bedeutet, so ist 

a - -  b~. v, Tb~. ~2+"" + bf. ~] (mod ~), 

wo die Zahlen b~ eindeutig aus der Reihe o, L . . .  p - - i  bestimm~ sin& 

AUgemeiner soll gesa~t werden, dass, wenn P ein Ideal~eiler yon p ist und 

N P : p  k, die ]c Zahlen 

ein Fundamentalsystem f i ir  P bilden, wenn die pk ganzen Zahlen 

al .  ~1 + a~. ~2 + ' "  + ak �9 ~ (a~----- o, I , . . .  i~-- I) 

ein vollst~iJadiges Restsystem (rood P) bilden. 
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Wenn nun ~e ein Idealteiler yon i~ ist, so kann man aus einem Fundamen- 

talsysteme fiir ~ leicht aueh ein Fundamentalsystem fiir das Ideal ~e ableiten. 

Wenn n~mlieh 

7 1 , 7 ~ ,  �9 �9 �9 7 ~ - 1  ( 2 )  

ein System yon ganzen Zahlen des K6rpers bezeichnet, wo aUgemein 7i dutch 

l~ i genau teilbar ist, so bilden die Zahlen 

~ 1 ,  ~2 ,  " " " ~ f ,  71 ~ 1 '  71 ~2 . . . .  71 ~]f' " " " ' 7e- -1  ~ 1 ,  7 e - - 1  ~]2, �9 �9 �9 7e--1  ~]f 

ein Fundamentalsystem fiir ~e. 

Um dies nachzuweisen, braucht man nur zu zeigen, dass eine lineare Summe 

mit ganzen rationalen Koeffizienten yon diesen Zahlen, also eine Zahl yon der Form 

f .f f 

" =  Z Z Z 
i = l  i = 1  i = 1  

nur dann durch ~e teilbar sein kann, wenn die ganzen rationalen Zahlen a~ ~) aUe 

dureh p teilbar sind. Da aber a aueh durch ~ teilbar sein muss und die Zahlen 

(2) alle durch p teilbar sind, so folgt 

$ 

a~ ~ --= o (rood p), 

und somit sind alle at durch p teilbar. Diese letzte Summe ist daher aueh sicher 

dutch ~ teilbar. Dann folg~ welter, dass man auch 

$ 

haben muss, und da 71 genau durch ~ teilbar ist, wird auch 

y 
aT). o (rood 

t = l  

folglich werden aUe a~ 1) dureh io teilba~, usw. 

Ein System 

3 9 - - 2 4 5 4 .  Acta mathemat, lca. 45. I m p r i m 6  le $ a v r i l  1925. 

(3) 
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yon n ganzen Zahlen des KSrpers soll ein F u n d a m e n t a l s y s t e m  f i i r  d i e  P r i r n z a h l  p 

heissen, wenn die pn Zah]en 

a I ~1"~- a2 ~,2 -~- "-- +an ~n (04 : O, I, . . . p--I) 

ein volls~ndiges Restsystem fiir iP bilden. Die notwendige und hinreichende 

Bedingnlng dafiir, dass die ZahIen (3) ein Fundamentalsystem fiir iP bilden, kann 

man anoh so ansclriioken, daBs sie (rood iP) linear unabh~ngig sind, d. h. dabs eine 

KongTnenz 

mi~ gaanzen rationalen Koeffizienten nnr dann bestehen kann, wenn mile o~ duroh 

p teilbar Bind. 

Man ][ann aber diese Bedingnng etwms umformen. Wenn n~ianlioh 

eine Minimalbasis des KSrpers is~, so ha t  man  

~j ~ b2,1 ml + b2,2 w~ + .--  + b2,~ w . ,  

= b~,l oJ1 + b,,~ oJ2 + " + b~. n wn, 

wo die Koeffizienten b~,~ ganz rat ional  sind. Die notwendige und  hinreichende 

Bedingung fiir ein Fundamenta lsys tem fiir p wird dann, dass der I n d e x  

bl .1 ,  b l .2 ,  . . �9 bl .n ,  

b , .1 .  b,,,2, . . . b,~.,, 

nicht  durch p teilbar ist. Bedeutet  d die KSrperdiskriminante,  so folg~ aus der 

Relat ion 
J (~,, X2,.. .  ~t,) = k (X,, ~ , , . . .  ~t,) 2 . d, 

dass die Pr imzahl  p in der KSrperdislrriminante und  in der Diskr~m~uante 

(~,  ~ , . . .  X,) des Fundamenta lsys tems fiir p in derselben Potenz aufgeht .  Um 

daher  die Potenz zu bestimmen, in welcher p in der KSrperdiskriminante auf- 

geht,  braucht  man  folglich nur  ein Fundamen~alsystem fiir die Pr imzahl  p zu 

kennen. 
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Es ist eben gezeigt worden, wie man  aus einem Fundamenta l sys teme fiir 

das Pr imideal  ~ ein Fundamenta l sys tem fiir ~e herlei ten kann. I s t  abe t  

die Primidealzer legung yon p ,  so kann man, wenn die Fundamenta lsys teme fiir 

~ i ( / =  I, z , . . .  s) bekannt  sind, aueh ein Fundamenta l sys tem fiir p herleiten. 

~ a n  kann n~mlieh solehe gauze Zahlen / / i  des KSrpers bestimmen, dass / / t  dutch  

das Ideal  

i - - 1  / + 1  

aber nicht  durch ~l tei lbar ist. W e n n  dann die Zahlen 

(t) _(l) (i) (i = I, 2, 8) 17~ , ~7~ . . . .  17,~h �9 �9 �9 

ein Fundamenta l sys tem fiir ~e~ bilden, so sind die Zahlen i 

(0 /Z~t ) ,  . . / / ~ .  V) 
//~ V~ , i �9 ~ 7 , i ~ ,  (i = I ,  2 , . . .  s) 

ein Fundamenta l sys tem fiir Io. Denn  eine Zahl a, welehe eine lineare Summe 

mit  ganzen rat ionalen Koeffizienten yon diesen Zahlen ist, ha t  die Gestal t  

elY1 e2f2 esY~ 
a = H ~ a J l ) . v j l ) + / / ~  (~)(2) a) , + ' " + l - I s  ZaJS) *2J 8). 

j = l  j = l  j : l  

W e n n  nun  a durch p tei lbar sein soll, miissen alle Koeffizienten aJ!) durch p teil- 

bar  sein. D a  n~mHch a aueh durch das Idea l  ~el teilbav sein muss und  da aUe 

Zahlen / /1 , / / $  / / ,  ausser //~ durch ~ ei tei lbar sind, so folg~ 

ei $i 

/ / ,  ~ aJ! ) . ,]J!) ~ o (mod 1~2) 
j = l  

und daraus, weil Hi nicht  durch ~ tei lbar ist, 

eifi 

a?. o (mod 
j = l  

D a  aber die Zahlen V~.~) ein Fundamenta l sys tem fiir l~ r bilden, so folg4 aus die- 

se t  Kongruenz,  dass alle a~ i) du tch  p tei lbar  sein miissen. 
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2 .  

Bostimmung der Prlmideale .  

Wie in der hrbei t  tk gezeigt worden ist, kann man nun die Primideal- 

zerlegung einer vorgelegten Primzahl p in der folgenden Weise bestimmen. 

Es sei 

f ( x )  -~ ~,  ix)" r (x)e" �9 �9 �9 ~, ix) e' (mode) 14) 

die Primfmaktionzerlegung yon f ( x ) ( m o d p } ,  wo die Primfunktion ~i(x) die Form 

~t iX)-u- X rat q- a(~ q �9 x '~t-1 + . . . .  F a~J i 

hat. Dann folgt zun~hs t  aus i4), dass man fiir 19 die Idealzeriegung 

j~ ~--a 1 . a~ . . .  os (5) 

hat, wo keine der Ideale at Einheitsideale sind. Weiter ist 

a,=(p,~t(~)'t)  ( i =  I, 2 . . .  s), 

und diese Ideale sind aUe zu einander relativ prim. 

Um eine weitere Zerlegung des Ideals a-~(p,  ~0 (~)') zu bestimmen, bildet 

matt die Entwieklung (p, ~ (x) ) yon f (x) 

t 

f(~) = ~  Q, (~). ~ .  ~ (~),. (6) 

Dabei bedeutet also ~ (x) eine Primfunktion (mod p) yore Grade m mad Qt (m) ein 

Polynom hSehstens yore Grade m--x. Welter soil der Exponent at so gew~l~  

sein, dass Q~ (x) den Zahlenfaktor 19 nieht enthi~l~, und endlieh is~ 

Zu den Punk4en { t - - i ,  ai) konatrruierr man dann d~s zugehSrige Newtonsche 

Polygon. Da vorausgesetzt wird, dass ~(x)(modi0) in f ( x )  aufgeht, so wird 

sieher ein Tell dieses Polygones oberhalb der X-aehse liegen. Dieser Teil soll das 

Haulgtpolygon (p, ~ (x)) genannt werden, und seine Seiten seien mit 

sl,s, , . . .sk 
bezeichnet. 
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Weiter seien bzw. 

l ~ , ~ , . . . l ~  
und 

h ~ ,  h ~ ,  . . . h ~  

die Projektionen dieser Seiten auf die X-achse und Y-achse. 

de r  Seite S~ gegen die X-achse ist dann durch 

h i  

309 

Die Neigung ~ 

bestimmt. Der grSsste gemeinsame Fak~or 

bezeiclmet werden, folglich ist 

li-~- et. It, 

der Zahlen l~ und h/ soil mit ~i 

(i---- I, 2 , . . .  k) 

wo )~ zu ut rela~iv prim is~. Da die Selden des Polygones s~iindig wachsende 

l~eigungen besi~zen, so ist aach 

xi x~ x_k. (7) ~ < ~ < " < ~  

Weiter ist in A der Fak~or f i  (x) tier i t~n Seite St definiert worden als 

� 9  , q ( t ) / x  ~ " x t A(~)=~(~)  '~~t +s~')(~).p ~. ~(x) (~t-')~' + +~,t, ,.p" (8) 

Diesen leite~ man nach A Kap. 2, w 4 eiufach aus der Summe der Glieder in 

(6) ab, fiir welche die entsprechenden Punkte auf St liegen. Den Fal~or (8)der 

Sei~e S~ zerleg~ man dann wei~er in Primfakr ffir diese Seite, also 

f ,  (x) - f(,~ (x) . fU)  (x) . . . ~ (x) (rood S,), (9) 

wo allgemein 

eine Primftmktion der i t~= Seite ist. 

S e ~  man 

(~, y) = ~', + B(,~ (~). ~ , - '  + .  + ~)(x), 



310 Oystein Ore. 

so bedeutet die Zerlegung (9), dass eine Kongruenz 

f~. (x, y)=f~*)(x, y). f(i)(x, y) fM (x, y) (moddi~, 9o (x)) 
�9 . . j  t i 

besteht, wo allgemein 

J 

eine Primfunktion (moddp, r (x)) bedeutet. 

Formeln 

p~ ! 

und 

Man sieht auch leich~ ein, dass die 

p h i  

p,i / . ~ 

bestehen. 

In  der Arbeit B habe ich nun die folgende Definition gegeben: Die 

Gleichung f ( x ) - ~  o fiir eine ganze Zahl des KSrpers wird regulSr in Bezug auf  
p genannt, wenn erstens f ( x )  irreduzibel und yore Grade n ist, und wenn zweitens, 

wenn ~ (x) eine PrimfunkCion (modp) bedeutet, welche in f (x)(rood p) aufgeht, 

die Primfak~oren in der Zerlegung (9) fiir jede Seite verschieden sin& 

�9 In  B ist welter gezeig~ worden, dass es in jedem KSrper und fiir jede 

Primzahl p unendlich viele regul~re Gleichungen gibt, und es is~ daher keine 

Einschr~inkung der hllgemeinheit der Untersuchungen, wenn ich im Folgenden 

fiir die Untersuchung eines algebraischen ZahlkSrpers eine regul~re Gleichung 

zu Grunde lege. 

Wenn die Gleiehung f ( x ) - ~  o im Folgenden als eine regul~re Gleiehung in 

Bezug auf T angenommen wird, kann man naeh A die Primidealzerlegung der 

Primzahl p einfach bestimmen. 

Ein Idealteiler a -~ (p, ~ (~)e) yon p in der Zerlegung (5) hat  n~.mlich dann 

die Primidealzerlegung 

a = 
. . . . . .  ~t2 ] . . . . . .  

wo das Primideal l~J ~) yore Grade rJ i). m i s t ,  also 

m 
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Aus (zI) folgt dann dutch l~ultiplikation der Ideale at naeh (5) die Primideal- 

zerlegung yon i~. 

In  A, Kap. 4, w 4, babe ich auch eine Darstellung eines Primideals ~) als 

grSssten gemeinsamen Faktor yon gewissen Hauptidealen gegeben. In den fol- 

genden Paragraphen werde ich reich mit diesen Untersuchungen fiber Primideale 

besch~ftigen nnd zwar zeigen, wie man ihnen eine einfachere und ffir meine fol- 

genden Untersuehungen bequemere Form geben kann. 

w 
Zerlegung einer reguliiren Gle i chung  fiir P r i m z a h l p o t e n z m o d u l n .  

Ieh werde reich bier mit der Zerlegung des regul~ren Polynoms ] (x) fiir einen 

Primzahlpotenzmodul besch~ftigen, und zwar zeigen, wie man diese Zerlegung ein- 

fach aus dem Polygone und den Primfal~oren der Seiten herleiten kann. 

Aus der Dars~ellung (4) yon f(x)(modp) folg~ nach einem Satze yon 

SC~O~E~a~N 1, class aueh fiir jeden Primzahlpotenzmodul p~ eine Zerlegung 

f(~) ---F~ (~). F, (x)... F,(x) (modp~) 
besteh~, wo aUgemein 

P, (~)- ~ (~)~, (rood ~). 

Naeh (z2) kann man daher immer das Polynom f(x) in der Form 

f(x) = F~ (x). F~ (x)...  F. (~) + f .  2V(~) 

(i2) 

(z4) 

sehreiben, wo N(x) ein Polynom yon hSehstens (n--I) tern Grade is~. Ffir die 

folgenden Untersuehungen denke ieh mir in (14) den Exponenten M fes~ gew~hl~ 

und zwar grSsser als eine gewisse untere Grenze, die durch die folgenden Unter- 
suchungen bes~imm~ wird. 

Es sei F(x) einer der Fak~oren (I2) yon f(x)(modi~ ~) und nach (z3) 

F (~)- ~ (x)~ (modv). (I5) 

Ich bilde nun das Polygon (p, ~0 (x)) yon F(x). Dieses Polygon S wird, 

wie man leicht wegen (z5) sieh~, ein Hanptpolygon. 

S C H O ~ A N ~ :  Crelles Journ. 32. S. 98. 
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Wenn im Folgenden in (z2) der Exponent M grSsser als die Ordinate at des 

hSchsten Punktes (t, at) in dem Polygone (p, ~ (x)) yon f(x) gew~hlt wird, sieht 

man einfach nach A ein, dass das Polygon S yon F(x)(p, qa(x))gteich dem 

Hauptpolygone yon f(x)(p,q~(x)) wird. Welter bemerlrt man auch, dass die 

Faktoren der Seiten gleich den entsprechenden Seitenfaktoren in dem Haupt- 

polygone yon f(x)(p, q~ (x)) sind, und folglich auch einfach aus der En~wicklung 

(p,qD(x)) yon ](x)  bestimmt werden k5nnen. Fiir die praktische Anwendung 

ist diese Bemerkung insofern yon Nutzen, dass man fiir die Bestimmung der 

Faktoren der Seiten die Zerlegung (z2) nicht wirklich auszufiihren braucht. 

Die Falr~oren der Seiten fiir F(x) sollen also durch die Formel (8) gegeben 

sein, und die Zerlegung in PrimfakCoren fiir die entsprechende Seite ist dann 

welter durch (9) und (zo) bestimmt, und da f(x) regul~ir vorausgese~z~ ist, sollen 

alle Primfunk~ionen (IO) fiir dieselbe Seite verschieden sein. 

Nach A, Satz 5, kann man daher auch schreiben, 

F(x)  --f~ (x). f ,  (x) . . .  f ,  (x) (rood S) 

indem man unter dieser Kongruenz versteht, dass in der Differenz 

F ( x ) - A  (~). f~ (x) . . .  f ,  (x) 

alte repriisentierenden Punlrte oberhalb S liegen. Man kaaln dies aueh so aus- 

driicken, dass fiir F(x)(mod S) eine Zerlegung in Faktoren bes~eht und zwar 

derart, dass das Polygon eines Faktors gleich einer Seite S~ yon S ist. 
Daraus folg4 aber n~ch A, Kap. 2, w 6, dass fiir alle Primzahlpotenzmoduln 

p~ eine Zerlegung 

~v(x) - ~ ,  (x). ~ ,  (x) . . .  o,(x) (modp ~) (~6) 

auch das Polynom ~i(x) das geradlinlge Polygon S~ besitzt und bes~eht, wo 

ausserdem 

Den Fak~or 

da nach (9) 

�9 ,(~) --A(x)(modS,). 

O~(x) kann man aber weiter in Faktoren (modp ~) zerlegen, 

�9 , (x) ~ f~'3 (x). f~) (x) . . .  ~ )  (x) (rood & ). 

Aus dieser Kongruenz folg~ n~imlich nach A, Kap. 2, w 6, class auch immer die 

Zerlegung 
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O~ (x)---- O~ ~ (x). O~/~ (x). . .  01~) (x) (rood ~ ' )  

besteht. Hier ist das Polygon SJ/I yon OJ. ~/(x) gleich dem Polygone yon fj.~/(x), 

xt  
also geradlinig und yon der Neigung ~. Ausserdem sind die beiden Polynome 

fiir diese Gerade SJ./) kongruent, also 

oJ:) (.)---/J:) (x) (rood sJ:)). 

Man sieht leicht ein, dass dadurch auch eine Zerlegung yon Oi(x) in 
irreduzible Faktoren (mod 19 u) 'gefunden ist, wenn nur der Exponent M grSsser 
als die friiher angegebene Grenze ist. Denn nach dem Satze, dass das Polygon 
eines Produkts aus den Polygonen der Faktoren zusammengesetzt is~, 1 folg~, dass 
q)J./)(x) (rood p~) irreduzibel sein muss. Wenn ni~mlich OJ!)(x)reduzibel wis 

miisste ein Faktor auch ein Polygon (iv, ~0 (x)) mi~ der lqeigung ~ besitzen, und 

daraus wiirde folgen, dass OJ/) (x) auch fiir das Polygon SJ. 0 reduzibel ws was 

nach (z7) nicht mSglich ist, da nach der Voraussetzung fJi)(x)eine Primfunk- 

Lion fiir die ite SeRe war. 
Man hat folglich den interessanten Satz: 
Satz. 1. Wenn f (x)  in Bezug auf  die Primzahl ~ regulh'r ist, besteht fiir 

]eden t~rimzahll~otenzmodul p~  die Zerlegung 

f ( X ) N . ~ I  (X) .  /~2 (X) . , . .~ ,  (Z) (rood/)~), 

wo weiter fiir einen ~'aktor Ft (x) 

Ein Faktor q)t (x) hat dann welter die Zerlegung 

o, (x). (moa 

wo fiir einen Faktor OJ. ~) (x) die Kongruenz (z7) besteht. Wenn der J~xponent M ge- 

niigend gross gew8hlt wird, so ist der Faktor OJ. i) (x) (mod pM) irreduzibel. 

Wema 
h-=h~ + h~ + . . . + hk 

i ORE, 6 :  Z u r  Theor ie  der  I r r eduz ib i l i t~ t sk r i t e r i en .  Ma th .  Zei tschr .  Bd. 18. S. 285. 

40--2454.  Acta mathematica. 45. Imprim6 le 8 avrfl 1925. 
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die Ordinate des hSehsten Punk~es in dem Polygone (p, go (x))yon f(x)ist und H 

die grSsste der Zahlen h, so wird, wenn M > H  gews wird, die Zerlegung des 

Satzes I eine irreduzible. 

Wie man leich~ einsieht, ist die Zerlegung (rood pM) des Satzes z im allge- 

meinen nicht eindeutig fiir den Modul p~. Eine genauere Untersuchung zeigt 

aber, dass es eine solche feste Zahl h gibt, dass diese Zerleg"ang (rood p~) fiir 

den Modul p~-h eindeutig wird. 

w  

Hilfssl&tze. 

Aus der Kongruenz (I2) folgt nun, wenn x~-~  gesetzt wird, 

F1 (~). F2 (~) . .  �9 F,  (~)------ o (rood p~), (~8) 

und bier kSnnen zwei Zahlen Fi (~) und Fj(,,  ~) keinen gemeinsamen Primideal- 

divisor p besitzen, der gleiehzeitig in p aufgeht. Denn es ist ja nach (I3) 

2',(x)~goi(x)e~, ~(x)~goj(x)eJ (rood p), 

und der gemeinsame Primidealfaktor p muss daher auch in den Zahlen go~(~) 

und goj(#) aufgehen. Dies ist aber nieht mSglich, well man immer solche Poly- 

nome A (x) und B (x) bes~immen kann, dass 

go, (x). A (x) + goj (x). B (x)------ I (rood p), 

woraus fiir x -~#  folgen wiirde, dass auch I dutch lJ teilbar w~re. 

Es sollen nun die Primideale untersucht werden, welche gleichzeRig in p 

und go (#) aufgehen, wo go (x) eine Primfunk~ion (rood p) bezeiehne~, welche in f(x) 
aufgehk In  A, Kap. 3, w 5 ist gezeigt worden, dass es immer solche gemein- 

same Primideale l~ gibt. Man erkennt ferner leicht, dass, wenn p ein Primideal 

is~, wofiir 
go (~)---p--o (rood ~), 

eine Zahl h (~), wo h (x) ein beliebiges Polynom in x bedeutet, nu t  dann dutch l~ 

teilbar sein kann, wenn h(x)~o (modd p,  g0(x)). 

Es sei jetzt 
P = l  ~8. ~1 
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eine Idealzerlegung yon/~ und r (~), wo die Ideale l~ und p~ nicht durch ~ teil- 

bar sin& Nach A, Satz 16 folg~ aber dann, dass die Relation 

s Z~ (19) 

bes~eht, wo i eine der Zahlen I, 2, . .. k bedeute~. Im Folgenden soll ~ ein Prim- 

ideal der i u~ Seite genannt werden, wenn fiir die Exponenten s und t die Glei- 

chung (19) erfiillg ist. Da aber unter  der Voraussetzung, dass f ( x )  regular ist, 

die Primidealzerlegung yon p durch (ii) bestimmt ist, wird s=)u und folglich 

t=xi .  Fiir ein PrimideM der #en Seite isg daher 10 (lurch Oz~, ~ (,9) durch ~ genau 

teilbar. 

Daraus folgt nach (II), dass man fiir ~ (~) die Primidealzerlegung 

~(~)=(~(~), . . . . . . .  ~ ) ~ ,  (~(~), ~,~(~)~ . . .  (~(~), . . . .  ~l~))~k . (~o) 

hat, wobei das Ideal q~ zu io relativ prim ist. 

Aus (18) folgt nun, dass ein Primideal ~, das gleichzeitig in p und 9i (#) 

aufgeht, auch in Fi(#) in einer beliebig hohen t)otenz aufgehen muss, wenn der 

Exponen~ M hinreichend gross wird. 

Im Folgenden werden sehr oft Zahlen untersuch~, welche yon der Wahl 

der Exponenten M abhgngen, z. B. F~(~), ~i  (~), ~/)(~) und daraus abgeleitete 

GrSssen. Der Kiirze wegen werde ieh dann sagen, dass ein Primideal p in einer 

beliebig hohen t)otenz in einer solchen Zahl A aufgeht, wenn man durch eine hin- 

reiehend grosse Wahl des EXlgonenten M erreichen kann, dass auch A dutch eine 

beliebig grosse, vorgeschriebene t)otenz des t)rimideals ~ teilbar wird. 

In  dieser Bezeichnung kann man also sagen, dass, wenn ~ ein gemeinsames 

Primideal fiir p und ~i (~) is~, F~(#) durch eine beliebig hohe Fo~enz yon 

teilbar is~. Aus der Kongruenz (i6) folg~ aber weiter 

F ( ~ ) = - o i  (a) .  o ,  ( ~ ) . . .  ok (~) (rood ~ ) ,  (21) 

und dies zeig~, dass anch mindes*ens eine der Za.hlen q)~ (&) durch das Primideal 

in einer beliebig hohen Potenz teilbar is~. Im Folgenden soll gezeigt werden, 

(lass allgemein die Zahl @~(#) due Primideale der i t~ Seite 

~)') ( j = l ,  2, . . .  t,) 

in beliebig hohen Potenzen enthalten muss. 
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W e n n  nun ~(0 ein beliebiges Pr imideal  der i t~" Seite ist, so geht  also la (0 in 

p in der laotenz ~ und in 9 (&) in der Potenz  xi auf. Es soil nun untersueht  

werden, in welcher Potenz  la (~) in einer Zahl $i(,9), j # i ,  aufgeh~. 

Da  (Oj (a) dos geradlinige Po lygon  Sj (p, ~ (x)) ha~, so kann man annehmen,  

dass dieses Po lynom die Gestal~ (A. Kap. 2. w 5) 

�9 ' (2 

hat, 1 wo die Koeffizienten A~J)(x) Polynome yon hSehstens (m--I )  t~m Grade sin& 

Die Gliedersumme in Ca(x ) fiir welche die repriisentierenden Punk te  auf  dem 

geradlinigen Polygone  Sj fiir d0j(x) liegen, ist dann durch 

,j(~)- . p'~ .9 (~)  ('~-1) + A ~  (x). v ~ . 9  + " -~ ,~. ~j(x) .p  ~j 

gegeben, unO da nach w 3 Oiese Summe kongruent  d~(x) (moo Sj) ist, so kann 

man ullgemein 

A(:!zj (x) ~ S(j) (x) (moOd p, 9 (x)) 

annehmen. Dies zeigt speziell, dass 

A(J) ------ SIj )(x)~o (moOd p, ~ (x)) ~j (x) 

sein muss. 

Setzt  man nun in (22) x-~,9, so wird ein Glied 

du tch  

thj 

AI j~(~), p ~ .  ~ (~1'~-' 

thj 
~-  ~+, , i  �9 9 - t .  ,,i 

teilbar, und der Exponent  in (23) ist grSsser oder gleich 

a - . y + ~ , b - t . ~ , = ~ z ~ - t . z ,  - ~  . 

x Wenn seine reelle positive Zahl bedeutet, soll dos Symbol ~ die kleinste ganze rationale 
Z a h l  b e z e i c h n e n ,  w e l c h e  grSs ser  oder  g l e i c h  s i s t .  
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Wenn daher hier i < j  ist, so wird nach (7) 

317 

Z~ Z~ 

und folglich ist der Exponent in (23) fiir t = o  am kleinsten, und zwar gleich x~. lj. 

Da das Glied 9 (~)~j auch wirklich genau dutch diese Potenz yon o(i) teilbar ist, 

wird also q) j(~)genau durch ~ (i)~'*~' teilbar. 

Wenn aber i > j  is~, wird 

~'  

und der Exponen~ in (23) is~ daher fiir t=l~ am kleinsten und zwar gleich h~. g/. 

Da auch das Glied 

{t). At~/a).T ~j 

genau durch diese Potenz yon O(i) teilbar ist, wird in diesem Falle q)j (@) genau 

durch Or hj teilbar. 

Es is~ daher bewiesen: 

Satz. 2. Wenn ~(z~ ein Primideal der i u~ Seite ist, so wird die Zahl q)j (~) 

durch 0 (~) genau in der Potenz 0 (t)~'aj teilbar, wenn i > j .  Wenn i < j  ist, wird ~)~ (a) 

genau dureh 0 (~i'z~ teilbar. 

Das Produkt  der Zahlen 

�9 ~_ Ca)... ~ -1  Ca). ~ + ~  ( a / � 9  �9 �9 ~ ( a )  

en~h~lt daher ~(~) genau in der Potenz 

o ( i ~ h l + ~  + " " " + h i - - l )  2 i + ( l i§  1 + l i+  2 §  ~-lk) u / 

und da der Exponent hier fes~ bestimmt ist, so folg~ aus (2i), dass man den Expo- 

nenten M so gross w~hlen kann, dass ~i (~) durch l~ (~) in einer beliebig vorgeschrie- 

benen Potenz teilbar wird, d. h. q)~ (~) ist durch alle Primideale der i t~n Seite in 

beliebig hohen Potenzen teilbar. 
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w  

Bestimmung der Fundamentalsysteme fiir Primideale. 

Zun~chst werde ich hier einige HilfsgrSssen aufsteUen, welche flit die 

sp~teren Untersuchungen notwendig sind. 

Bezeichnet man mit lI(x) das Produkt  aller Faktoren Fi(x) in (i2), welche 

nieht durch die Primfunktion ~ (x) (rood p) teilbar sind, so ist die Zahl / / (&)  ganz 

und dutch eine beliebig hohe (yon M abh~ngige) Potenz eines jeden Primideal- 

fa]~ors ~ yon p teilbar, der nieht in dem Ideal (p, ~ (~)) aufgeht. 

Daraus sieht man auch leicht ein, dass die Zahl 

N =n (a). f ,  

g~llz ist. Um dies zu zeigen, braucht man nut  nachzuweisen, class ein Primideal 

immer in einer ebenso hohen Potenz im Z~hler wie im Nenner ph, aufgeht. 

Ein Primideal ~ yon p, das nich~ in (p, ~o(~)) aufgeht, geht sicher in / / (~)  in 

einer hSheren Potenz als in pa~ auf. Ein PrimideM, das in (p, ~o (,~)) aufgeht, und 

zur ersten Seite gehSrt, geht n a c h w  4 in a) 1 (x) in einer bellebig hohen Potenz, 

im Nemler aber nu t  in der bestimlnten Potenz ~ .  h~ auf. Welm zalletzt O(i) ein 

Primideal der iten Seite ist, geht es nach Satz 2 in O~ (,9) genau in der Potenz 

E~. h~ auf, und da der Nenner auch genau dutch diese Potenz teilbar ist, wird 

N~ ganz, aber nicht dutch O(i) teilbar. 

Die Zahl N~ ist also gaalZ, und wenn ~ ein Primidealteiler yon p ist, der 

entweder nicht in (p, ~0 (~)) aufgeht, oder in (p, ~0 (,9)) aufgeht und zur ersten Seite 

gehSrt, so is$ 2Y~ durch eine beliebig hohe Potenz yon l~ teilbar. Wenn aber O 

in (p, g0 (,~)) aufgeht und zu einer der Seiten S~, Ss, . . .  Sk gehSrt, so ist N 1 nicht 

durch ~ teilbar. 

Diese Bemerkungen sollen nun in der folgenden Weise verallgemeinert werden: 

Satz 3. Die Zahlen 

(a). (a) 
2Vo=n(a), N,=lI(a) 

sind alle ganz, und wenn ~ ein Primideal yon p ist, das entweder nieht in (p, 9 (~)) 

aufgeht, oder in (p, ~ (~)) aufgeht und zu einer der Seiten S~, S ~ , . . .  S~ gehb'rt, so 

ist s dureh eine beliebig hohe Potenz yon ~ teilbar. Wenn aber ~ in (p, ~ (a)) 

aufgeht und zu einer der 8eiten S~+~,.. . S,  gehiirt, so ist N~ nicht dutch 0 teilbar. 
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]~an beweis~ 

ist ngmlich 

den Sa~z am einfachsten dureh vollstgudige Induk~ion. Es 

N,  = N,_~ .  v'(~ 

und diese Zahl muss nun ganz sein. Denn alle Prim/dealteiler yon p, welehe 

nich~ zu den Seiten S~, Si+~, , . .  S~ geh5ren, gehen nach unserer Vorausse~zung 

in Ni-~ in einer beliebig hohen Po~enz auf. Ein Ideal  der ~e" Sei~e geh~ in 

O~ (O) nach w 4 in einer beliebig hohen Po~enz auf. Ein Primideal der s ten Seite, 

s > i ,  gehr aber nieh~ in N~-~, und in ~ (,9) naeh Sa~z 2 genau in der Potenz 

~, . hi auf, und da auch i~t  genau dureh d/eselbe Po~enz ~t,. hi des Primideals 

teilbar is~, wird N~ ganz und 

s>i ,  w. z. b. w. 

Wenn man nun wei~er 

durch keine Ideale der s t~ Sei~e ~eilbar, wenn 

8, (o) = ~0 (o) 

setz~, so sind alle Zahlen 

~v~_~. 0~ (o) ~ = N ~ - , .  9 (o)~. ( , = ~ ,  2 , . . .  ~,) ( ~ )  

ganz und durch kein Primideal der i ten Seite teilbar. Denn zungchs~ is~ f/ir 

ein Primideal yon I0, das nich~ zu einer der Seiten Si, S~+1,...  Sk gehSr~, Nt-1 

sicher durch eine hShere Po~enz des Primideals als 1O*" ~i teilbar. Fiir ein Prim- 

ideal ~ der ,~en Sei~e is~ ~ (O) ~" ~i durch ~ in der Potenz ~. xt. ~ teilbar, wghrend 

p~.~i genau dieselbe Potenz en~h~lt. Fiir ein Primideal der Seite S,, s > i  ist 

~(O)~'~ dureh ~ in der Po~enz ~ .Z~. xs genau ~eilbar, w~hrend 1o~-~t dureh p in 

der Po~enz e.  x~. ~ ~eilbar is~. Da abet 

~ i ~ ,  ~,I>~ 

ist, geht ~ im Z~hler in einer hSheren Potenz als im l~enner auf. 

Es sollen nun alle ganzen Zahlen yon der Form 

-~/--1 �9 F(~.~, ~i ( O ) ) = Y i - i  (A 1 (O). 0i (O)* + A 2 (O). 0/(t~) e-1 + " "  ~1_ A,  (O)) (26) 

untersucht werden, wo die Koeffizien~en A (O) Polynome in O sind, welche (modd 

p, ~(x)) reduzier~ sein soUen, folglich hSchs~ens vom Grade m - - I  in O sind; 

welter soll e<e~ vorausgesetzt werden. 
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Ich werde nun bestimmen, unter welcher Bedingung eine Zahl yon der Form 

(26) durch alle Primideale der i t~ Seite teilbar sein kann. Nach A, Satz 17 folgt, 

dass jedenfalls die Zahl 

~r . ~  (a_) = ~r ~ ( a ,  e, (a)) = ~, -1  (~, (,~)~, + s~,~ (,~) . ~, (,~),, -1  + . . .  + si~(,~)) pa~ 

durch alle Primideale tier i ~n Seite teilbar ist. 

Wenn man nun, urn die Teilbarkeit einer Zahl (26) dutch Primideale der 

i t~n Seite zu untersuchen, die Me~hode anwendet, welche ich in A. Kap. 4 w 2 

angegeben habe, so ergibt sich ohne Schwierigkeiten das folgende Kriterium: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Zahl 

hr~_l.F(~,0~(~)) durch aUe Primideale der i ten Seite teilbar is~, wird dadurch 

ausgedrfick~, dass F(x ,  y) (modd p, ~ (x)) durch j~(x, y) ~eilbar sein soll. 

Da nun in (26) der Exponent �9 kleiner als ei vorausgese~zt is~, so folg~, class 

F(x ,y )  in diesem Falle nur  da~an durch ~ ( x , y )  (modd p,q~(x)) teflbar sein kann, 

w e D / l  

A, (x)--A, (~)--.. .--A,(~)----o (modd p, ~ (~)) 

ist, und da A~ (x) (modd p, r (x)) reduzier~ sein sollte, so miissen in diesen Poly- 

nomen alle Koeffizienten (lurch ~ teilbar sein. 

Bezeichnet man nun mit P~ das Produk~ 

der Primideale der z ~n Seite, so ist 

f i  . 

N P,: I~  ~=1 ~ p  ~ "~ 

Die Zahlen 

N,- ,  CA, (~). 0, (,~)" -1 + A2 (@). 0, (~)'~ -5 + . . .  + A,~ (~)) 

mit (modd p, ~ (~)) reduzierten Koeffizienten A (x) sind daher alle (mod P~) in- 

kongruen~, und da ihre hnzahl, wie man leicht sieh~, gleich p ~ ' ~  ist, so bilden 

sie ein volls~Lndiges Res~sys~em (rood P,).  Daher is~ bewiesen: 

Satz 4. Wenn P~ das Produkt der Primideale der z ~'~ Seite bedeutet, so 

bilden die p,~.m ZabJen 
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~ _ ,  ~,(a)'. a" (t=o, ~ , . . .  ~ , - ~ ,  r = o ,  ~ , . . . m - ~ )  (28) 

ein Fundamentalsystem fiir Pi. 
Man kann aueh sehr einfaeh ein Fundamen~alsystem fiir das Primideal pJ./) 

aufs~ellen. Die Zahl 

- /0 '~" ( i )  =_,,v~_,( ,t J ~ + ss . o, (,~)r + . . .  + s!<) <,)(,~)i 
�9 ~ , ~  l 

is~ n~mlieh ganz und sicher durch ein Primideal der i ten Sei~e teilbar. Denn 

w~re dies nichg der Fall, wiirde schon die Zahl 

~r .f(/)(~, o, (~)). . . f~% Ca, o, (~)).f~(~, (~, o, (~)).. .  f,~ (a, o, (~)) 

dutch alle Primideale der i ten Seite teilbar, was naeh dem oben ~.ngegebenen 

Kriterium nicht  mSglieh ist. Daher ist jede Zahl 

fj(') (a) ( j =  r 2, t, ) N~_~/~j.~). ~ . . . .  

dureh ein Primideal tier i ten Seite teilbar, und wie man aus h .  Kap. 4 sieht, 

kann man die Numerierung so w~hlen, dass diese Zahl allgemein dureh pJ!) 

teilbar ist. 

Man kann nun  einfaeh angeben, warm eine Zahl yon der ~orm (26) /lurch 

OJ!) teilbar is~, denn man zeigt: 

Die no~wendlge und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Zahl (26) durch 

l~J 0 teilbar ist, wird dadurch ausgedriickr dass F(x,  y) (modd T, ~ (x)) durchfJ0(x, y) 

teilbar is~. 

Es ist einleueh~end, dass diese Bedingung eine hinreichende is$. Dass sie 

abet auch no~wendig is~, folg~ daraus, dass, weun F (x ,  y) nicht dureh fJ!)(x, y) 

(modd p ,  9 (x)) ~eilbar is~, man solehe Polynome A (x, y) und B (x, y) bes~immen 
kann, dass 

~ ( ~ ,  v). A (x, v) +fJ:~ (~, v). ~ (~, v)--i (~odd ~, ~ (~)). 

Wenn  diese Kongruenz mig N,_~(x) ~ mul~iplizier~ und x-----,$, y=O~(,~)gesegz~ 

wird, so folg~, dass ein gemeinsamer Primidealgeiler der :xo~ Seite fiir _hr~_~ F (~ ,  0~ (~)) 
41--2454. ae~a malhe, ma~ica. 45. Imprim6 le 9 avril 1925. 
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und N,~-_a fy)(`9, O~ (,9)) auch in N'~._, aufgehen muss, was jedoch nach Satsz 3 un- 

mSglich ist. 

Daher sind die ganzen Zahlen 

(~) . (0 . ) 
N~_, A~ (,~) . o, (,9)'~ -" + A,  (a). O, (`9)'J -= + - . .  + A,]) (`9) , 

wo alle Koeffizienten (modd p,  9 (x)) reduzier~ sind, sieher (mod OJ!)) inkongruent,  

und da ihre Anzahl ebenp  *~)''~ = N(p~ ~)) ist, bilden sie ein vollsti~ndiges Restsys- 

tern (rood py)). Es ist folglieh bewiesen: 

Satz 5. Die p*J~)" = Zahlen 

_,v,_,. o,(,9)'.,9' ( t=o ,  ~ , . . .  ~J.'~-~, , -=o,  , , . . . ,  ~-~)  

bilden ein Fundamentalsystem fi ir  das Primideal ~J~). 

]~Ian kann hier noch eine andere Bemerkung machen, welche yon Interesse 

sein mag. Da ni~mlich eine Zahl 

N,_~ . f ] l  (,9, O, (,9))=_A~_,. f~') (,9) ,(.i). zi 
p~  

nicht durch n!~l teilbar ist, wenn ~ r  so wird die Zahl fJ!l (,9) genau durch 

b(O ~ " x t  

teilbar, und da 

$j:l (z)=_fJ,I (z) (moa s,  ) 

und alle Glieder oberhalb des Polygones durch hShere Potenzen yon pJ~l als die- 

jenigen Glieder, welche auf dem Polygone liegen, teilbar sind, so wird auch OJ0 (`9) 

gen~u d.rch pJ~)in der Potenz ~?.~ , .  ~ ~ i lb~ .  
Da aber nach w 4 die Zahl $~ (,9) alle Primideale der z T M  Seite in beliebig 

hohen Potenzen enthalten muss, und da wegen Satz I 

�9 = t f  
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ist, so folgt, dass, wenn ein Ideal OJ!) gegeben ist, dieses Ideal nur  in der Zahl 

a)J/) (#) in einer beliebig hohen Potenz vorkommen kann, weil alle andere Faktoren 

a)#, (@) nur fest bestimmte Potenzen dieses Ideals enthalten kSnnen. 

Daraus folgt der Satz: 

Satz 5. Wenn f (x)  regulSr in Bezug auf  p ist, und fiir den beliebig grossen 

Primzahlpotenzmodul p x  die Zerlegung des Satzes z besitzt, so gibt es einen und nur 

einen Primidealteiler ~)jt) von p derart, dass q~j.i)(~) durch eine beliebig hohe (yon M 

abh~ngige) Potenz des Prinddeals teilbar wird. Alle andere Primidealteiler yon 

/~o~men in q)ji) (~) nur in lest bestimmten 1)otenzen vor. 

w  

Best immung eines Fundamenta lsys tems fiir die Primzahl p .  

Nachdem in w 5 ein Fundamentalsystem fiir alle Primidealteiler yon p be- 

s~immt worden ist, leitet man ziemlich einfach daraus ein Fundamentalsystem 

fiir p selbs~ ab. 

Durch Sa~z 4 ist ein Fundamentalsystem fiir das Produlr~ Pi der Primideale 

der i ten SeRe bestimmt worden. Da aber nach (H) p durch P~ in der Potenz Zi 

teilbar ist, werde ich zun~chst ein Fundamentalsystem fiir P ~  bestimmen. Dies 

geschieh~ aber naeh w z in der Weise, dass man eine Reihe yon Zahlen 

so bestimmt, dass, wenn 

in der Potenz j teilbar wird. 

K ~  , K : ,  . . . K ~ -  ~ 

ein Primideal der i t'n Seite ist, /~  durch b genau 

In  der Daxs~ellung (z2) yon ~ ( x )  kommen allgemein die Glieder 

(x ) .p '  '. (x) r (r = o, 

vor, und ich untersuche nun, in welcher Potenz die Zahl 

Br=p'  ~ '.9~(0-)" 

das Primideal ~ der i ton Seite enth~R. Man sieh~ ein, da q~ (,9) dureh ~ in der 
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Potenz xi und p durch 0 in der Potenz )u genau teilbar is~, dass Br das Prim- 

ideal ~ genau in der Potenz 

~.i'(ti - -  r)xt' + r .  xi (29) 

enthalten muss. Es wird nun o < r < ) u  vorausgesetzt, und die Zahl @ eindeutig 

dureh die Kongruenz 

r .  xi ~- @ (rood ,~i) 

bestimmt, wenn man o < r  annimmt. Dann ist 1 

(z, - , - )  ,~, [ ( z , -  ,-) ,~, I ~ - ~ 

und da man fiir jede reelle, nicht ganze rationale Zahl i die Beziehung i = [ i ] + i  

hat, so ist, wie man leicht sieht, 

, ( ~ , -  ~) , , ,  _ (/, - , - )  ~, o (3o) 
i z~ , z~ + ~ "  

Folglieh geht (29) in 

fiber mad die Zahl Bt ist daher dureh 0 in genau der Potenz (hi.)u + r teilbar. 

Man zeigt nun leicht, dass die Zahl 

N t - l "  -B_..r_r : Y i - 1  phf 
pai 

" . 

I ;~i I 

ganz und durch 

Dabei ist 

ein Primideal der i ten Seite genau in der Potenz r teilbar ist. 

Br 
phi 

ph~ 

gesetzt worden, und da man bemerkt, dass 

1 [~ bezeichnet  die griisste ganze ra t ionale  Zahl,  welche in  i en tha l t en  ist .  
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h, ~'(~,-r)~,'_ ~ ~, L 2~ J 

is~, so wird also 

N~_I. B~ = N ,_ , .  r ~  = N~_, ~'~ = N~_,.  ~ (~)~ ~h~ 

395 

Um nun nachzuweisen, dass die Zahl (3I) ganz is~, zeigt man, dass ein jeder 

Primidealdivisor yon i~h~ im Z~hler N~-I .  Br in einer hSheren Po~enz aufgeh~. 

Ein Primideal, das nJch~ zu den Selden St, S~+1,. . .  St gehSr~, geh~ nach Satz 3 

sicher in N~_I in einer hSheren Po~enz als in p ~  auf. Ein Primideal der i~e~ 

Sei~e geh~ in :B~ in der Po~enz h~ ~ + 0 ,  in p~ in der Po~enz h~. ~ auf, folglich 

is~ die Differenz der Exponen~en gleich ~. Wenn zuletz~ p ein Primideal der 

8 ~en Seite is~, so wird in dem letzten Ausdrucke (3i)~p(O)~ dutch p~ '~ ,  der 

~enner  aber durch p in der Po~enz ~ .  I~-~.t teilbar, und die Dit~erenz dieser 

Exponenten is~ 

_ 

wodurch die Behaup~ung erwiesen is~. 

Bes~imm~ man nun die Zahlen r e so, dass 

r e . x~ ~- e (rood ~ ) 

so bilden folglich die Zahlen 

(e = ~, 2 , . . .  k - ~ )  (3".) 

K~'~ = N~-~. T( ~I = N~_~. S(, ~I rl 

K(~ ~) = N H .  T(~I = N~_~. 8(~'~ f'2 

r (2g - 1 

eine Reihe yon Zahlen mit den gewiinschten Eigenschaf~en, d. h. K e is~ genau 

durch ~e teilbar, wenn p ein Primideal der ~en Sei~e is~. Se~z~ man nun spezieU 

K o ~ z, so folg~ nach Satz 4 wie in w z, dass die m. ~ .  hi-~ m.  l~ Zahlen 

~,_~. K~,~. o, (~)~. ~, (e = 0, I , . . .  ~ i - - I ,  ( =  0, I . . . .  ~ i - - I ,  S = 0, I . . .  ~/~--I) 

ein Fundamentalsys~em fiir P~ bilden. 
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~Ian sieht aber ein, dass, wenn in (w ~)0  ein volls~ndiges Res~sys~em 

(mod ~)  durchl~uft, dies auch mi~ den Zahlen r e der Fall is~. D~. nun wei~er 

die Ordnung der Zahlen eines Fundamen~alsystems gleichgiil~ig ist, so bilden 

folglich die Zahlen 

N , - I .  a ' t = o ,  . . . .  . . .  (33) 

d~sselbe Fund~mentalsys~m fiir p z.(. 

Wegen der sp~t, eren Anwendungen sehreibe ieh dieses Sys~;em in der fol- 

genden, symbolisehen Weise vollst;~ndiger ~.uf: 

T([) 

(- 
2 i - -1  

I ,  , ~  , . . . , ~ m -  l ,  0 i , O i  . , ~ ,  "" " 0 i  " ~ ' ~ - 1 ,  " " , 0 ~ i  - 1 ,  0~'i . . . .  ' ~ ,  O ~  - l " O m -  l 

( , ) 
) 

In  den Parenthesen sollen dann dieselben Zahlen wie in der ersten Zeile 

s~ehen, und dann alle diese Zahlen mit T~0 (r -~ r, 2 . . .  )4 --  I) multipliziert wet- 

den. Die grosse Klammer links bedeutet dabei, dass alle so entstehende Zahlen 

mi~ N~-s multipliziert werden soUen. 

Man kann nun den wichtigen Satz beweisen: 

Wenn man fiir alle Seiten St des Polygones ~p, q9 (x)) und ~war fiir alle Prim- 
funktionteiler 99(x) yon f(x)(mod10) die Fundamentalsysteme (3 t )der  Ideale P~ii 

bestimmt, so bildet die Gesamtheit dieser Systeme ein Fundamentalsystem fiir die 
Primzahl 10. 

Die Rich~igkei~ dieses Sa~zes is~ nachgewiesen, wenn man zeig~, dass eine 

lineare Snmme dieser Zahlen mit ganzen, rationalen Koeffizienten nicht durch 1o 

tellbar sein kann, ausser wenn alle Koeffizienten durch p teilbar sin& Wenn 

nun a = (/9, 99 (~)e) einer der Idealdivisoren (5) von 10 ist, so muss also unsere 

lineare Summe durch a teilbar sein. Wenn man abet die entsprechenden Systeme 

(34) fiir andere Primftmktionen als go (x) bildet, so sind nach Satz 3 alle ent- 

sprechenden Zahlen N~ sicher durch a teilbar, und man braucht daher nur zu 

untersuchen, wann eine lineare Verbindung der Zahlen (34)(i ~ - I ,  2 , . . .  k) durch 

a teilbar sein kann. Da a nach {II) dutch alle Ideale P ~  teilbar sein muss, 

un~ersuch~ man erstens, wann diese line~.re Snmme durch P~' teflbar ist. Nach 

(34) 
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Satz 3 sind aber die Zahlen N1, N s , . . .  Yk--1 alle durch eine beliebig hohe Poteuz 

eines jeden Primideals der ersten Seite teilbar, also sicher auch durch p~l teilbar, 

so dass man also nur zu untersuchen hat, wann eine lineare Verbindung der 

Zahlen (34) ffir i = I dutch P~ teilbar ist. Da aber die Zahlen (34) fiir i : I 

ein Fundamentalsystem fiir das Ideal P~, bilden, so kann eine lineare Summe 

dieser Zahlen mit ganz rationalen Koeffizienten nur dann durch P1 ~1 teilbar wer- 

den, wenn alle Koeffizienten dutch p teilbar sind. 

Weiter untersucht man nun, wann diese lineare Summe, die wir hier be- 

traehte% haben, dutch iP~, %eilbar ist. Da alle Zahlen Ns, N 8, . �9 Nk-1 eine beliebig 

hohe Potenz yon / ~  enthalten, und da welter in dem Teile der Summe, welcher 

den Gliedern (34) fiir i ~ I entspricht, wie eben bewiesen worden ist, alle 

Koeffizienten durch p teilbar sind, so braucht man um die Teilbarkeit dutch P~  

zu untersuchen, nur das System yon Addenden in der Summe zu untersuchen, 

welches aus den Gliedern (34) fiir i = 2 entspringt. Da aber dieses System ein 

Fundamentalsystem fiir P~ bildet, so kann eine lineare Summe aus diesen Gliedern 

nicht durch P~ teilbar sein, ausser wenn alle Koeffizienten durch T teilbar sind 

usw, In  derselben Weise beweist man dann, dass aUe anderen Koeffizienten dutch 

p teilbar sein miissen, d. h. dass die Zahlen (34), fiir alle Seiten und fiir alle Prim- 

funktionen gebilde%, zusar, men em Fundamentalsystem fiir p sin& W. z. b. w. 

Das System (34) stimmt nun mit den Zahlen (33) vollst~udig iiberein, und 

da in (33) 

ist, so stimmen die Zahlen (33) mit den Zahlen 

N i _ l . ~ ( t ) . , ~  a r=O,I . . . .  ~ t - - I , ( 8 =  0, I , . . . W ~ - - I )  

vollsts iiberein. Daher ist bewiesen: 

Satz 6. Wenn man fiir alle Seiten S~ des Po~ygones (p, ~ (x)) und zwar fiir 

alle t'rimfunktionteiler q~ (x) yon f (x) (mod e) die ZahZen 

~t- -1 .  Tr('). ~s - - / ~ , - 1  ~ "  a s (r -~- O, I,  2 , . .  ~, - -  I, 8 = O, I . . .  m - - I )  (~5) 

bestimmt, so bildet die Gesamtheit dieser Systeme ei~ Fundamentalsystem fiir die 
Primzahl p. 



328 0ystein Ore. 

Dieser Satz gestattet also immer, wenn eine regul~re Gleichung vorliegt, 

ein Fundamentalsys~em fiir die Primzahl p zu bestimmen. 

w  

Bestimmung des Primideals ~!). 

Ich werde an dieser Stelle eine Dars%ellung des Primideals V~I geben, welehe 

man leicht aus den vorgehenden Untersuchungen ablei~et. In  w 5 ist gezeigt 
worden, dass die Zahl 

ganz ist und dutch aUe Pr~midealteiler yon p teilbar, ausser solchen, welche zur 

i ~n Seite gehSren. Weiter  ist aueh die Zahl 

p~:, .-=-~, = ~ ,  _, (~, (a)~ :) + s'~,~-' Ca). ~, (a)~ ~)-' + . . .  + s ,c,~,~ ~ Ca)) 

ganz und durch das Primideal  I~! ), aber durch keine anderen Primideale der /ten 

Seite teilbar. Wei~er sieht man auch ein, dass diese Zahl nicht durch ein Prim- 

ideal I~ I~) der s ~n Seite teilbar sein kann, wenn s > i  ist, denn alle Zahlen 

~ , _ ,  . o, (a)~. ~i, ~ , _ ,  . o, (a} r  iv ,_ , ,  o, (a) 

sind nach w 5 dureh ~('1 teilbar, die Zahl l~r~_l. S(~I.~I ~(& ) ist aber sicher nicht  
3 

dutch ~(*)teilbar. Nach diesen Bemerkungen sieht man leicht ein, dass das 

Ideal 

b = [p, ~ (&), M,,  M , , . . .  M,-~, ~r~_~. ~ )  (&, O, (&))] 

eine Potenz yon ~{.~) ist. Denn 6 kann zun~chst nur  dutch Idealteiler yon 

(2, ~ (&)) teilbar sein, und wenn ~I~) ein Primideal der s ten Seite ist, s<i, so geht  

~(sl nicht in Me auf, und wenn s>i ist, geht  ~(~) nicht in ~r~_, S(~!~I j(& ) auf. 
3 

Das Ideal I) kann folglich nur  durch Primideale der i ~n Seite teilbar sein, und 

da ausserdem das letzte Glied nur  dutch das Ideal p~l der i t'n Seite teflbar ist, 

muss b eine Po~enz yon !~ ;) sein. 
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Um daher eine Darstellung fiir ~J!) zu gewinnen, braucht man nu t  eine 

ganze Zahl des KSrpers zu bestimmen, welche nur  dureh die erste Potenz yon 

~j!) teilbar ist. 

Dies leistet aber naeh w 6 die Zahl 

2v,_~. ~,) = N,_I ~ (o)_, 

wenn o < r < ~  so gewiihlt wird, dass r u i n - I  (rood)u) ist. 

Man hat  daher den Satz: 

Satz 7. Das Primideal ~i) ist dureh 

p~!) = [p, ~ (,9), Mx, M2, �9 �9 �9 M~_ , , .  N , - , .  T~ (~ hr,-~,  f~.~) (&, O, (&))] 

bestimmt, wo 

r~,) = ~ (a), 

ist und r<~l  der Kongruenz r x~ ~-- 1 (rood ~)  geniigen soll. 

Bei allen diesen Untersuchungen spielt" tier Exponent  M, welcher durch 

die Kongruenzzerlegung des Satzes I yon f ( x )  eingefiihrt worden ist, eine wich- 

tige Rolle. Man sieht abet leicht ein, class es iiberall hinreichend ist, wenn man  

M grSsser als aUe Zahlen h l + h ~ + " "  +hk w~hlt, welche durch die verschiedenen 

Polygone (T, 9 (x)l yon f ( x )  definiert sind, also 

M > M a ~  (h~+h,+ ... +h~).  

Kap. 2. Bestimmung der K~rperdiskriminante. 

w  

Hilfssittze fiber Diskr iminanten .  

Es sollen hier ein Paar  Hilfss~tze iiber Dislrriminanten bewiesen werden, 

welche fiir die folgenden Untersuchungen notwendig sin& 

Es sei wie in Kap. I 

f(x) - F1 (x). F, (x). . .  F,(x) (rood ~ ) ,  
42--2454. Aaa  maSh,mat/va. 45. Imprim~ le 9 avril 1925. 
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W O  

Ft (x) -~ ~, (x) e' (mod P), 
und  man  setzt  zur Abkiirmmg 

wo also 

und  

/ ~ i ( X )  = " ~ 1  ( X ) . . .  F i - 1  ( x ) .  F i + l  ( x ) . . .  ~ - T s ( x ) ,  

t~ : m ~  . e~ + m ~  . e2  + ' + m ~ _ ~  . e ~ - ~  + m ~ + ~  . e ~ + ~  + . . .  + m ,  . e ,  

(36) 

ist. Der  Kiirze wegen soU auch 

kt ~ rn~. e / ~  n - -  t~ 
gese~zt werden. 

We l t e r  soil im Folgenden immer  die Gleichungsdiskriminmate der  r e g u l ~ e n  

Gleichung f ( x ) =  o mit D bezeichnet  werden. 

I ch  beweise dinah: 

Die beiden Diskriminanten 

D = .d (z, a , . . .  a "-~) 
und  

D '  = ~ (  x t ,  Ca),  n,  Ca). a ,  . . . n , ( a )  . a ~ , - , ,  . . .) 

sind durch dieselbe Potenz der Primzahl p teilbar. 

Die Diskr iminaate  D '  /st  also die Diskrimina~ute zu den n Za~len 

H ~ ( a ) . , ~ t  ( i  ---- z, 2 . . .  s, t = o, x , . . . / ~ - -  z). 

Nach  einem bekan~ten  Satze fiber Diskr iminanten  ist nun 

D'= Kt.D, 
wo K die De te rminan te  

~co, I ' ~ c : l , . . .  ~l~l, o . . . .  o 

O, C(o 1) , C (1) r (1) 0 
�9 " " t~--l' tl 3 �9 - .  

. . . . . . .  ~ . . . .  

O ,  O~ . . . { ~ I ]  

~ ~ o , . . . . . .  . . . 

c(~) c ~  c (;) o . .  o 
! �9 �9 �9 t i  ~ 

o,  c~ ) c (~} c (~1 . .  o 
" " " t i - l ~  t t ~ "  

. . . . . . . . .  ~ o 

O~ O~ . . . v t t  

�9 . . , , . . . .  . . . 

(37) 
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bezeichne~, worin der ~bersich~ wegen iiberaU el~) an die S~elle des Koeffizien~en 

des hSchs~en Gliedes in lI~(x) gesetzt worden ist. 

Um den Hilfssatz zu beweisen, brauch~ man daher nu t  zu zeigen, dass die 

De~erminan~e K nich~ durch 1o r is~. Wenn aber nun K durch 1o Ceilbar 

w~re, so kSnn~e man die n Zahlen 

vo'~, h i ' ) , . . ,  b~:,)_l (i = ~, ~ . . .  ~) 

so bes~immen, dass sie nich~ aUe durch p teilbar sind und den Kongruenzen 

b~ ). c(o 1) + .... +b~ ~. e~ ) + . - -  ~-- o 

b(ol) , ~1) .~_ b(1 . O(o 1) + . . .  + b(o 0 . e~) + b l  t) . e(o 0 -{- �9 �9 - ~ o ( r o o d  ~ )  

b~). ~(t~ + hi1). ell) + b~'). c ~  + - - .  + b~). 4 `) + bl ~. el ~: + b(~ ~). r +--.--= o 
. . . .  . . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

geniigen, indem n~i~nlich die De~erminan~e dieses Systems yon linearen Kongru- 

enzen gleich K is~. Mul~iplizier~ man aber die ersCe dieser Kongruenzen mi~ I, 

mi~ x, die dri~e mi~ x ~ usw., und snmmier~, so folg4 auch die die zweite 

Kongruenz 

b(o 1). n~  (x) + b(, 1). x .  n l  (x) + . . -  + hi1) 1. x~, -1 . ~ ,  (x) 
- ~  . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . .  

+ b~). II, (~) + v:). ~ .  n ,  (x) + . . -  + bi,~_~, x~,-1 ,  rL, (~) 

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - o ( m o d p ) .  

Wird nun hier 

b~(x) = b(:) + b(,') x + �9 + ~(~) 1. x k ' - I  (i = ~, z . .  s) 
�9 v k t  - -  

gesetz~, so folg4 Mso 

bl (x) .  ~ 1  (x) + b, (x) .  ~ ,  ( x ) + .  + b ,  (x) .  r e ( x )  - o (rood p) 

wo die Polynome b~ (x) nich~ alle (rood p) verschwinden kSnnen. Das Bes~ehen 

einer solchen Kongruenz is~ abet nich~ mSglich. Denn wenn z. B. b~(x) nich~ 

(modT) verschwinde~, so folg~, da alle Polynome H 1 (x ) , . . .  H~-I (x); Ht+l (x ) . . .  

Hs(x) (rood p) durch q~i (x) r teilbax sind, dass auch das Polynom b~ (x). H~ (x) (roods) 

dutch 9~(x)et ~eilbar sein muss. Da nun lI~(x) nich$ durch ~t(x)(modp) teilbax 

is~, so folg~, dass hi(x)(modp) durch q~i(x)et ~eilbar sein muss, was jedoch nichb 

mSglich ist, da der Grad yon r (x)*t grSsser als der Grad yon b~ (x) is~. Daher 

kann also K nicht durch ~ teilbar sein. 
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Es soU nun weiter ein anderer einfacher Hilfssatz bewiesen werden: 

W e n n  

fo(X) = I  

Z (x) = x + ~i ') 

�9 . ~ ~ , ~ . 

f ~ - I  (x) = xk~-1 + . . .  + a(k~-,) 
k i - -  1 

ist, und  wenn die D i sk r im inan te  der n Zah len  

~ / i ( a ) .~ (~ )  (i'~--" 1 , 2 . . - 8 ,  ~'--'~ O , I , . - . ~ , - - I )  
mi t  

D "  -~ J ( . . . ,  I I ,  (~) fo  (a), I I ,  (,9). f ~ (a), . . . 1I, (a) . fk ,  -1  ( , 9 ) , . . . )  

bezeiehnet wird ,  so is t  
D'----- D " .  (38) 

Dies sieht man einfach ein, wenn man beachtet, dass man wegen der 

Determinantenform der Diskriminante in einer Diskriminante J (al, a 2 , . . ,  an) yon 

einem Elemente ar ein beliebiges Multiplum k.  a~ eines anderen Elements subta~- 

hieren daft, ohne den Wer~ der Diskriminante zu ~hadern. 

Multipliziert man daher / / , (~) .  fo ( ~ ) =  H, (~) mit a~ 1) und zieht diese Zahl 

yon // ,  (~). f l  (#) ab, so erhi~lt man die Zahl Hi(~) .  ~ .  Multipliziert man weiter 

//,(@) mit a(2 ~) und //z(#).  ~ mit a~ 2) und zieht diese Glieder yon Hz (#).f~ (~) 

ab, so ergibt sich T/~ (~). #z usw. Man hat  folglich 

D " =  ~ ( . . .  n,C~), u , ( ~ ) ,  a , . . .  n ,  Ca). a ~ , - ' , . . . )  = D'.  

Bestimmung des Index. 

Bezeichnet man die KSrperdiskriminante mit d, so besteht zwischen d und 

der Gleichungsdiskriminante D die Beziehung 

D = ~'. d, (39) 

wo k der I n d e x  der Zahl ~ heisst. Dutch diese Gleichung soll nun die KSrper- 

diskriminante d bestimmt werden, indem man erst die Zahlen / )  und k best~mmt. 

Zun~.chst soU bier die Zahl k untersueht werden, und es soll gezeigt werden, 
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wie man einen ganz einfachen Ausdruck fiir die Potenz bestimmen kann, in wel- 

cher die Primzahl p in k aufgeht. 

Dutch Satz 6 ist ein Fundamentalsystem (rood p) bestimmt worden, un4 nach 

Kap. I, w 1 folgt, class die KSrperdiskriminante und die Diskriminante eines 

Fundamentalsystems fiir p durch dieselbe Potenz yon 1o teilbar sin& 

Die Diskriminante d' des Fundamentalsystems ist also die Diskriminante zu 

den Zahlen 

iv, (`9)" -- rz 7 ( r = o , I , . . . l i - - I , S = O , I , . . . m - - I ) ,  (40) 

welm diese fiir i = I, 2 . . . .  k und fiir alle Primfunk%ionteiler ~0 (x) yon f(x) (modT) 

gebildet werden. 

Die Zahlen (4o) sind ganz algebraisch, abet, wie man sieht, nicht als Poly- 

nome in `9 ausgedr-~icl~, indem eine gewisse Potenz der Pl4mzahl p a l s  Nenner 

in (4o) vorkommt. Es soil nun d' mit einer solchen Poten~ yon p multipliziert 

werden, dass alle Elemente (40) auch Polynome in ,9 werden. Man sieh~ ein, 

dass man tim dies zu erreichen, mit einer Potenz yon 1o multiplizieren muss, 

welehe gleich dem Quadrate des Produktes yon allen Nennern in (40) ist. Um 

diese Potenz yon i0 zu bestimmen, muss man daher einen Ausdruck fiir das 

Produk~ tier Nenner der Zahlen (40) ableiten. 

Nach Satz 3 komm~ in ~r~_l die Potenz 

ph,+~+. �9 �9 +~--I 

alS Nenner vor, und der Nenner einer Zahl (4o) ist daher gleich 

ht+ht+ . �9 �9 + h i _  1 + r~-~ 1 

Nimmt man nun erstens die Zahl r in (4o) fest an, und bfldet das Produkt der 

Nenner, wenn s die Werte o, I . . . .  m - - I  durchl~uft, so wird dieses Produkt 

(41) 

Bildet man nun welter das Produkt aller Zahlen (41) fiir r = o ,  I , . . . / b - - I ,  

so ergib~ sich eine Polenz yon p,  wo der Exponent den Wer t  
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+ m  

mll (hi + h2 + "-" + hi-l) 

L ~ J  + " +  L ~.~ 

(42) 

hat. Der Summe 
[(zi- 

(43) 

kann man auch eine ganz einfaehe geometrische Deutung geben. Es ist n~mlieh 

dies die Anzahl der Gitterpunlr~e, welche in dem Polygone ( p , r  

zwischen der Seite St und ihrer Projektion auf die X-achse liegen. Dabei werden 

alle Gitterpunlr~e mitgerechnet, welche auf der Seite Si oder auf der Ordinate des 

Anfangspun~es der Seite liegen, aber keine solche, die auf der X-achse oder auf 

der Ordinate des Endpunlr~es yon Si liegen. 

~r kann aber auch einen expliziten Ausdruck fiir die Snmme 

bestimmen, welehe in dem Ausdruck (43) fiir L~ vorkommk Diese Snmme be- 

zeichnet n~mlich die H~lfte der Anzahl der Git terpun~e,  welche innerhalb eines 

Rechtecks mit den Seiten / i u n d  hi liegen, indem jedoch dabei die Anzahl der 

Gi t terpun~e auf der einen Diagonale doppelt mitgereehnet werden. Da nun die 

Gesamtzahl der GRterpun~e innerhalb des Rechtecks gleich (h~--i)(l~--i)ist und 

die Anzahl der Gitterpnnl~e auf einer Diagonale (Endpunl~e nicht mitgerechnet) 

gleich t i - - I  ist, so wird 

M,= + (h, 
2 2 

und man hat  daher fiir den Exponenten (42) den Ausdruck 

,44) 

Bildet man nun die entsprechenden Produk~e fiir alle Seiten und multipliziert 

man diese mit einander, so erh~ilt man eine Potenz yon p, wo der Exponent 

den Wert  



Bes~mmung tier Diskriminanten algebraischer Kiirper. 

m ( L t + L ~ + " .  + L k ) = m  (l~ h~+ la (h~+h~)+ --- +l~(ht+h~+.-.  +h~_~)+ 
/ 

hat. Setz~ man bier 
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(45) 

L----L1 + L s + - - "  +Lk,  

so folgt wegen der Bedeu~ung der Zahlen Lt, dass L die Anzahl der Gitterpunkte 

angibt, welche zwisehen dem Polygone und der X-achse liegen. Dabei sollen solche 

Gitterpunkte nicht mitgerechnet werden, welche auf  der X-achse oder auf  der Ordinate 

des ~Endpun~tes des Polygons liegen, wohl abet solche, die auf  dem Polygone selbst 

liegen (vom Anfangs~un~te und .Endpunkte abgesehen). 

Dies zeigt also, dass das Produk~ aller •enner der Zahlen (4o), wenn diese 

ffir alle Primfunkgiondivisoren ~p (x) yon J(x)  (rood p) gebildeg werden, gleich 

p r ~ .  L isg, wo die Summe fiber alle Pr imfunkt ionen r (x) erstreekr werden sol1. 

Daraus folg~, dass man die Diskriminange d' des Fundamengalsystems mit  1o 2 Z~.L 

multiplizieren muss, dami~ ~lle Elemenge (4 o) Polynome in ~ werden. Wenn  man 

nun  d' mig dieser Pogenz multipliziert, geht  sie naeh Satz 3 in die I)iskriminante 

der Z~hlen 

/ / ( a ) .  ~1 (a). q~ (a)--- ~_~  (a). ~ (a) ~ . ~ (46) 

(i~-I, 2,--.k, r = o ,  I , " ' / k - - I ,  S=O, I , . . . m - - I )  

fiber, wo also die Zahl / / ( # )  dutch  (36) definier~ ist. Man hag folglich 

p2 ~m. L d'=d", 

wo d" die Diskriminante der Zahlen (46) bezeichnet. Wendet  man aber nun den 

zweiten Hilfssatz des Kap. 2. w 1 auf die Diskriminante d" der Zuhlen (46) an, 

so folg~, dass diese gleieh tier Diskriminange tier Z~hlen 

ist, welehe in Kap. 2. w 1 mit  D'  bezeiehnet wurde. 

Man hat  folglieh 
:p2 . r. ~ . L . d '= D'. 

Naeh Kap. 2. w 1 is~ weRer .D '=K ~ . D, wo D die Gleichungsdiskrlminante 

und K nich~ dutch /~  teilbar isg, folglieh auch 



336 Oystein Ore. 

D . K  ~ = f ' x ~ ' L .  d'. 

Da nun d' dieselbe Potenz der Primzahl p wie die KSrperdiskrimina~te d 

enth~,lt, so folgt der Satz: 

Sat~ 8. Der Index einer Zahl ~ ,  welche der in Bezug au f  ~ regul~ren 

Gleichung f (x)-~o geniigt, ist durch die Potenz 

.p~m, L 

der Primzahl p genau teilbar. Dabei bede~tet m den Grad der Primfunktionteiler 

(x) yon f ( x )  (rood p), und L bedeutet die Anzahl der Gitterpun]~te, welche ~wisehen 

dem Hauptpolygone ~ ,  9 (x)) yon f ( x )  und der X-achse lieges, indem diese Anzahl 

in der oben angegebenen Weise berechnet wird. Fiir diese Zahl L hat man auch 

den Auadruek 

L=12 h, + ls (h~ + h2) + . . . + l~ (ht + "'" + hk-~) 

k 

+ Z oh, + 
~ 1  

w 

Bestimmung der Differente der Zahl ~. 

Durch den Satz 8 ist der Index der Zahl ~ volls~iindig bestimmt, und da- 

durch sind auch prinzipiell die Schwierigkeiten der Bes~immung der KSrperdiskri- 

minante iiberwunden, da man immer die Gleichungsdiskriminante aus den Koeffi- 

zienten berechnen k~nn. 

Es soll abet hier auch gezeigt werden, wie es mSglich ist, die Gleichungs- 

diskrimlnante mi~tels der bier entwickelten Theorie iiber Polygone zu bestimmen. 

Da bekanntlich 

D =  +_Nb~(~)) (47) 

is~, sollen erstens die Primideal~efler der Differente f ( 3 )  yon ~ bestlmmt werden. 

Nach Sa~z I is~ 

f' (,s.)--..F~.' (a). F,, Ca)... F, Ca) +.F, Ca)..F,,' (a)... F, (a) 

+. . -  + F~ (,~).--. F,-I (,9). F,' (~) (rood px), 
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und wenn ~ ein Primidealteiler yon (p, ~ (a)) ist, so geht  dieser in der Zahl F~ (a) 

in einer beliebig hohen Potenz auf. Die Potenz yon l~i, welche in f ' ( a ) a u f g e h t ,  

wird daher gleich der Po~enz, in welcher ~ in der Zahl 

~ (a).. "~-1 Ca) F/Ca). F~+,. Ca)... F,,Ca) 

aufgeh~. Se~z~ man  daher wie friiher 

(x)=F, (x) 

n (x)=P1 (~)...F~_I (z). ~+1 (x)... F,(x), 

so soil man also die Zahl 

U (a). ~ (a) 

untersuchen, t i ler  ist abet / / ( a )  durch kein Primideal  teill~ar, das in (p, ~ (a)) 

aufgeh~, und man braucht daher nu t  den Faktor  ~" (a) ~.u un~ersuchen. 

l~ach Satz x ist nun wei~er 

F '  Ca)-  o'1 Ca). o ,  Ca)--- ok (&) + o ,  (a). o'~ Ca).-- ok (a) 

+ . . .  + o~(a). .-o~_1 (a). o'~Ca) (~od p~), 

und man soll untersuchen, in welcher Potenz F '  (a) dutch ein Primideal pJ.~) der 

i t~" Sei~e ~eilbar ist. I)a aber die Zahl O,(a) dutch eine beliebig hohe Potenz 

yon OJ.~) Ceflbax is~, so wird durch das Glled 

o~ (a)... o~_~ (a). o'~ (a) o~+1 ... o~(a) 

bes~imm~, in welcher Po~enz ~./~ in 2"  (a) vorkomm~. Nach Satz 2. w 4 folgt 

aber, dass die Zahl 

o~ Ca)... o,_~ (a) o,+~ (a). �9 �9 o~Ca) 

durch ~J./) in der Potenz 

(h~ + hn+ .. . + h~_,) )u+ (1,+~ + li+2 + "  + lk) ~ (48) 

teilbar is~. 
Es bleibt daher nur  iibrig, die Zahl O'i (~) zu un~ersuchen. Hach Satz 

is~ weiter 

�9 ', ( a ) -  o'(~,~ (a) o(:)(a): .. o ~ ( a ) +  o(:)Ca), o'(~)Ca).., o~,(a) 

- ~ ' ' '  ~- O(: ) Ca)""" (DI~) 1 (a ) .  O',~./) C a)  (rood .p~/), 

43~2454. Acta  ma~hemu$ica. 45. Imprim4 le 11 avril 1925. 
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und da bier @~ (&) immer durch eine beliebig hohe Potenz yon ~J!l teilbar ist, so 

besgimmt die Zahl 
a,~,~ (a) . . .  ~,~_,-"(~). (,~) ~'(,)(,~) a~J,~+, (,~)... ~('),, ,~,~,, 

in welcher Potenz ~J')in @J.~)(&) vorkommg. Nach w 5. Kap. ][ ist aber die Zahl 

@('~, (&) durch das Primideal ~yl in genau der Pogenz ~!~lj,. ;ti. xi geilbar, und daher 

wird die Zahl 

durch ~(~) in genau der Pogenz ,,j 

h i .  Xi (d~ i) it- d~ (') "~-""" "31- d~J/_) 1 "q- d~J~. 1 "q- ' " " -~- d ~ ) ) - - Z l .  Xi (d.~i--d-~J/)) (49) 

geilbar. 
Die Ungersuehung der Zahl f'(&) isg daher auf die Bestimmung der Potenz, 

in welcher ~Ji) in ~)~')(&) aufgeh~, volls~ndig zuriickgefiihr~. 

Um nun diesen Exponengen zu besglmmen, setz~ man fiir den Augenblick 
ejt)~e und @Ji) (x)----- q) (x). Da nun ~(x) ein geradliniges Polygon mig der Nei- 

Xi gungszahl ~ besigz~, so kann man q)(x) in der Form 

x i  2 x i 

(~)=~ (~)~.~, + A~ ( ~ ) . ~ .  ~ (~)~. ~,-' + A, ( ~ ) ~ .  ~ (~)~~,-~ 

+--. +A,.~,(x).p'.~, (~o) 

annehmen, wo A,.~(x)~o (modd p, r Weiger hat man fiir das geradlinige 

Polygon S yon ~) (x): 

q) (x)--fJ')(x)=9 (x)" ~, + Ai, .p~,. ~ (x) ('-~) ', + . . .  + A,. ~ (x). p'" ~ (rood S). 

Man bildet nun nach (50) 

q)' (x)=~. i,. ~' (x). r (x)" ~-~ + (A'~ (x)~, (x) + (~. ~t,-- z) A, (x). ~' (x))~ ~ .  r (x)'" ~,-~ 

+ . - .  + A~.~ (x) . p " ~  

oder auch 

~ (~). a~' (~)--~.  ~ .  ~'  (x). ~ (~)~. ~, + ~ (~). ~ . ~ (~),. ~, -~ + ~ ,  (~). ~ . ~ (~)'.", -~- 

+. . .  +B,.~(x) ,  
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wo aUgemein 
B~ (x)=A'~ (x) . q, (~) + (~ X,--t) A~(~) ~' (~) 

gese~zt worden ist, wo also speziell 

B~.~Cx)=~', .~(~).  ~ (x) 

ist. Das Polynom O'(x)q~ (x) hat  folglich aueh das geradlinige Polygon S, und 

man sieht leicht ein, dass man fiir die Glieder, welehe auf S liegen, die Kongruenz 

K (~)--~ (z). ~ ' .  (x)----~. s  ~ '  (x) r (~)~" ~ + (~--~) ~-. ~'  (x). A~ Cx). p'~. ~ (~)c~-1)~ 

+ ... +~ .~ ' ( x ) .Ac~_ l )~ .pc~-1 )~ .~ (x )~  (rood 8) (5~) 

hat. Setzt man  nun  x==~, so werden in r (~). O' (~) alle Glieder, welehe auf S 

liegen, durch pJ/) in der Potenz e. us. A~ genau teilbar, w~hrend alle anderen Glieder 

dutch hShere Potenzen yon l~) ~) teilbar sin& Nach (5I) ist aber die S,~mme der 

Glieder auf S gleich 

~ ~' (a)(~. ~ (a) ~. ~ + (~-~) A~ (a) .p~.  ~ (a)(~-~)~, + . .  + 4(,-1)~ .~(~-1)~. ~ (a)~), 

und  wenn daher )u nich~ dutch  p teilbar ist, wird diese SnTnme genau (lurch 

OJ./)~. ~ .~i teilbar. Denn wenn diese Somme dutch eine hShere Potenz yon OJ/) 

teilbar sein soll, muss K(x)  naeh Kap. 1. w 5 dutch fJ!) (x) (rood S) teilbar sein, 

was aber nach (5I) nicht m5glich ist. Es folgt daher, dass q)' (~) in  diesem Falle 

genau dureh OJ~)~" ~t ~-~i  teilbar ist .  

Wenn  aber Xi dureh p teilbar ist, gibt es keine Glieder auf S, und folglich 

ist ~ '  (~). r (~) dutch ~(i)~ ~ a~ + ~ teilbar, wo # > o ist; dies zeigt, dass O' (~) dutch 

Addiert  man nun die Zahlen (48) und (49) und noch dazu e~).u~--u~+eJ! ) , 
so erh{ilt man die Snmme 

(h~ + h~ + ".. + h~-~) ~ + (l~+ x + . . .  + l~ )u~ + h~ . it~ - ~ + eJ ~), 

und es is~ bewiesen: 

Satz 9. Die Differente y (,~) der Zahl  ~ ist durch das Primideal  ~J!) in einer 

Potenz mi t  don ~xponenten 

(h~ +h~+ ... +h~))u + (l~+, + ... +l~)u~--  u, + ~J!) 
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genau teilbttr, wobei e~!)=o ist, wenn 2~ nicht durch 19 teilbar ist, und Q~I> o, wenn 

~ durch 19 teilbar ist. 

Es mag nun  yon Interesse sein, zu untersuchen wie man die Zahl #=QJ.~] 

best immen kann, wenn also vorausgesetz~ wird, dass ~ durch 19 teilbar ist. Die 

Zahl q war  dadureh  bestimmt, dass die Zahl @' (~). ~0 (~) du tch  ~J!l ~" ~" as + e genau 

teilbar sein sollte. 

Man dividier~ nun  das Polynom ~ '  (x). ~ (x) dutch  ~ (x) und  erh~,lt 

~ ( x ) =  m' (~). q~ ( ~ ) -  CCx). m (z), (52) 

wo H(x) yon der Form 

H(x)~H~ ( x ) . ~ .  ~ (x)'. ~,-~ + H, (x).pa,. ~ (x)'. ~,-~+ ... + ~ , .  ~,(x).p". ~, 

ist, die Koeffizienten Ht (x) h5ehstens yore (m--z) tea Grade sind und die Exponen- 

ten  at so gew~hlt  sein sollen, dass Ht (x) nieht  durch 19 teilbar ist. Die punk te  

(t, at) miissen alle oberhalb S lJegen, wenn vorausgesetzt  wird, dass 2~ dureh 19 

teilbar ist. 

Da  die Zahl ~ '  (~). ~ (#) jedenfalls nur  eine endliehe Potenz yon pJ!) enthal ten  

kann,  und  man weiter  die Zahl M so w~hlen kann,  dass �9 (#) durch eine beliebig 

hohe Potenz yon lJJ t} tei lbar ist, so miissen folglich die Zahlen ~ '  (~)99 (~) und  

H ( ~ )  nach (52) dureh dieselbe Potenz yon pji) tei lbar sein. 

Ein Glied 

H, (a). p~.  ~o (a),. ~ - ,  (5:~) 

in H(~)  ist nun  dureh pji) in genau der Pot~nz 

at.2~ + ( 6 . s  t)x~ = ~ . s  x~ + r (54) 

teilbar. W e n n  

muss 

oder 

sein, woraus 

zwei Glieder (53) dureh dieselbe Potenz yon l~J ~1 teilbar sind, so 

,~,. s + (~. z, - t) x, ~- a,,.  s + (~. Z, - t') x, 

(at'--at) ~' = (t'--t) x, 

a t '  ~ a t  "]- e . x i  

t ' = t  +e . )~  
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folgt, wobei e eine ganze rationale Zahl bedeutet. Diese Relationen zeigen, dass 

alle PunkCe (t, a~), wofiir die Zahl r in (53) denselben Wer~ besi~zt, auf einer 

zu S parnllelen Geraden liegen miissen, und daraus folg4 leicht, dass die Summe 

der Glieder in H(,~), welche durch ~)~" a,. ~i + ,  genau teilbar sind, die Form 

f 99 ( a ) '  ('BO ( a ) .  ~19 ( a )  ~' 2t "q- .B 1 (,oQ.). p u i .  ~19 (,t~.) (e-l) 2t _]._ . . . _~ B , - 1  (a~,).p(~-l)ul. ~9 (~q,)2i) 

hat. Hier is~ t<~  und a ~ - - t .  u ~ - r  vorausgesetzt, und nicht alle Koeffizienten 

/?i (x) sollen ~ o (modd p, q~ (x)) sein. Dann muss diese Summe durch l~J ~]~' a~" ~ + r 

genau teilbar sein, weil das Polynom 

Bo (z) . ~ (x) ~ . ~ + B ,  (~c) . f _~ . ~ (z)(~-~l ~ + . . .  + B , - x  (x) . p( ~-~  '~ ~ (x) a~ 

offenbar nicht din'oh fJ.~)(x) (rood S) teilbar sein kann. Ist  daher O die kleinste 

unter,  den Zahlen r=at. 2i~t .x i  in der Darstellung yon H(x), so wird folglich 

H(,~) genau durch 1~(. ~)''~;" ~ + q teilbar. 

Die Zahl #J~) ist gleich der kleinsten unter den Zahlen 

~ .  2~ - -  t .  x~ (t = I ,  2 , . - .  ~). 

w  
Bestimmung der Gleichungsdiskriminante und der K~rperdiskriminante. 

Aus dem Satze 9 folgt nun leicht auch die Zusammenzetzung die Gleichungs- 

diskriminante, indem diese gleich der Norm der Differente is~. Da nun welter 

ist, so folg~ nach dem erw~hnten Satze, dass die Norm zu der 

"(~) in welcher dieses Primideal in f '  (~) aufgeht, gleich einer Potenz Potenz yon p9 , 

yon p mi~ dem Exponenten 

m. ~J:)[(h, + h, + - . .  + h , - , )z ,  + h,. X, + (~+, + . . .  + l k ) x , -  x, + eJ'q 

ist. Bildet man nun das Produk~ aUer entsprechenden Normen fiir die Primideale 
ti 

der i ten Seite, so ist ~ ~J~)=~i, und es ergibt sich eine Potenz yon p, wo der 
j = l  

Exponent gleich 
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m [ li (hi 

ti 

J l - " ' ' - ~  h / - 1 )  "~- ~ t . l i - ~  ( l i + l - ~  ' ' " - ~  l e ) h i - - ] ~  + ~ qJil. a(,:)] 
j = l  

wird. Wenn man dann weiter diese Normen fiir aUe Seiten multiplizierr so 

ergibt sieh der Exponent  

m [l~.  h~ § 18 (hl + h~) + . . .  + lk (h~ + . . .  + hk-~) 

+ h~ (l~ + . . . + Ik ) + h~ (13 + . . .  +lk)+  " + hk-~ . Ik 

k k k ti 

Z '] 
i = l  i=1  i = 1  j = l  

(55) 

fiir p. Nun ist aber, wie man leicht sieht, 

12 hi + ls (hi + h~) + . . .  + lk (hi + �9 + hk-1) 

=h1(12+. . .  + l ~ ) + h ~ ( l s +  . . .  + l x ) +  " +h~-~ .  lk, 

und folglich geht  (55) in 

[2  (z, h, + Z~ (h, + ha) + ' - .  + tk(h, + . -  + h~-,)) 

k k k tt 

Z oY'..Y'] 
i = l  i = I  i = I  j : l  

(56) 

iiber. Fiihrt  man abet hier die Zahl L des Satzes 8 ein, so ergibt sieh flit {56) 

wei~er der einfache Ausdruck 

k t i 

+ )', "j �9 eJ �9 (571 
- = j = l  

Diesem Ausdruck kann man abet auch eine andere Form geben, indem man 

t i t i 

j = l  j = l  

setz~, und (57) geht  daun in 

k li  
(i) ~(i) 2 m L + m ~  ~ ( ; , - -  ~ + o) ) j 

t=1  j--~l 
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fiber, oder wenn man 

seSz~, in 
k ti 

t = 1  j = l  

8atz 10. Die Gleiehungsdis~riminante D ist dureh die Primzahl 10 in der 

Potenz mit dem Exponenten 

/r ti  

m i ~ l  j = l  

genau teilbar. Dabei bedeutet dj!)=)u--I+QJ!), we Q~!)-~o, wenn )u nieht dureh p 

teilbar ist, und OJ!)>o, wenn ~ dutch 10 teilbar ist; in diesem letzten Falle kann die 

Zahl qj.i) immer wie in w 3 bereehnet werden. 

In  diesem Satze bedeute~ dus iiussere Summenzeiehen na~iirlich, duss fiir 

uUe versehiedenen Primfunkbion~eiler 9 (x) yon f (x )  (mod 10) die en~spreehenden 

Exponen~en gebildet werden sollen und dariiber summiel4 werden soil 

Dureh Suez IO und Suez 8 is* nun uueh die KSrperdiskriminanCe vollstgndig 

besfimm~. Da ni~mlich nueh Satz 8 der Index dureh 10xm L genau r is~, so 

wird naeh Satz IO, under Anwendung der Relation D = k  ~ . d, die KSrperdiskrimi- 

nante durch 
k *i 

Z Z Z 
10 m I = 1  j = l  

genau teilbar. Beachge~ man nun, dass ,J./). m=fJ  i} der Grad des PrimideMs pJ0 

is~, so erhiflg man: 

Satz 11. Die K~rperdiskriminante ist dutch die Primzahl p in der Potenz 

genau teilbar, t t ier  ist eJ/I----o, wenn k nieht dureh p teilbar ist, und eJ!)>o, wenn 

g~ dureh p teilbar ist, und in jedem Falle einfaeh bestimmbar. 

Man kann natiirlich aueh fiir diesen Satz einen egwas anderen husdruek 

angeben, wenn man annimm~, dass man fiir Io eine Primidealzerlegung 
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hat. Dann wird die KSrperdiskriminante durch 

px hi (e~- 1+ ~) 

genau teilbar, wo also Qt~o ist, wenn e~ nicht durch p teilbar ist, und Qi>o, 

wenn e~ dutch p teilbar ist. Um die Zahlen qt wirklich zu bestimmen, muss man 

eine regulate Gleichung fiir die Primzahl p kennen. 

Bei allen diesen Untersuchungen spielt die Zahl M ~ H ,  welche im Sa~ze I 

vorkommt, eine wichtige Rolle. Man sieht ohne Schwierigkeiten ein, dass es 

immer geniigen wird, wenn man M~H-b_R  wiihlt, wobei/~ die grSsste der Zahlen 

bedeutet. 


