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Elnleitung. 

In der Abhandlung 11 haben wir den Begriff einer f a s t p e r i o d i s e h e n  
Funktion f ( x )  der reellen Variablen x durch die folgende Definition eingefiihrt: 

Definition. .Eine fiir - c~ < x < c~ stetige Funkt ion  f ( x )  = u (x) + iv  (x) 

soll fastperiodisch heiflen, wenn es zu  jedem e > 0 eine Ldnge l --- 1 (~) derart gibt, 

daJ3 jedes lnterval l  a < x < fl der Ldnge ~ -  a = 1 mindestens eine zu  ~ geh~rige 

Verschiebungszahl �9 der Funkt ion  f (x) entMilt, d. h. eine Zahl  % fiir welche die Un- 

gleichung 

I f  (x + ~) - f(x)[ _____< 
fiir alle x besteht. 

Von diesen ].~anktionen warde in der Abhandlung I,  die den Untertitel 
,Eine Verallgemeinerung der Theorie der Fourierreihen" trug, gezeigt, daft zu 
jeder solchen fastperiodischen Funktion f ( x )  eine bestimmte ,Foarierreihe" 
, ~  ~ i A ,  x -%e gehSrt, wo die ,Foarierexponenten" z/. als diejenigen reellen Zahlen 
charakterisiert wurden, fiir welehe der Mittelwert 

a()~) = M I f ( x ) e  -~xx}  = lira _! f T f ( x ) e - i l X d x  
T ~ o o  T "]o 

von 0 versehieden ist, w~hrend der zu dem Exponenten A~ geh(irige ,Fourier- 
koeffizient" A. gerade den (von 0 versehiedenen) obigen Mittelwert a ( A . )  angab. 
Die Theorie dieser Fourierreihen fastperiodischer Funktionen erwies sich in vieler 
Beziehung als eine direkte and naturgem~f~e Verallgemeinerung der Theorie der 
gewShnliehen Foarierreihen rein periodischer Funktionen; vor allem galt auch 
bier der F u n d a m e n t a l s a t z :  

~ , I A ~ [ '  = M { I f ( x ) [ ' } ,  

Bona [3]. (Die Angabe  bezieht sich auf das Literaturverzeichnis am Endo der Arbeit). 
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- -  i A n x  welcher aueh so gedeutet werden konnte, daft die Fourierreihe 2.J A,e einer 
fastperiodisehen Funktion f (x)  immer i m M i t  t e l  gegen f (x)  konvergierte. 

In einem wichtigen Spezialfall, niimlich dem der linear unabh~ingigen Expo- 
- -  i A n x  nenten d . ,  war die Fourierreihe ~, 2t.e sogar konvergent im gewShnliehen 

Sinne mit der Summe f (x), and zwar gleichm~ssig FLit -- ~ ~ x -~ ~ ,  d.h. es 
bildeten hier die F o u r i e r a b s c h n i t t e  

N 
2 1  n e 

1 

eine Folge, die fiir ~ - ~ c ~  g l e i c h m ~ i f i g  g e g e n  f(x)  k 0 n v e r g i e r t .  In dem 
allgemeinen Fall einer beliebigen fastperiodisehen Funktion f(x) gilt dieser Satz 
aber n i c h t ,  wie sehon aus der Theorie der gew~ihnlichen Fourierreihen rein perio- 
diseher (stetiger) Funktionen bekannt ist. Fiir diese letzteren Funktionen be- 
sitzt man abet einen anderen Satz, der, obwohl er nicht direkt mit der Theorie 
der Fourierreihen zu tun hat, doch gewissermafien den erw~ihnten (nicht immer 
giiltigen) Satz ersetzen kann, und welch er besagt, daft es m~iglich ist zu jeder 

2 z eine Folge rein periodischen stetigen Funktion f(x) mit der Perlode p ~ 

N 
yon endlichen trigonometrischen Summen der Form ~ ane in[~x zu bestimmen 

- N  
(deren Koeffizienten aber nieht immer als die Fourierkoeffizienten der Funktion 
f (x)  gew~ihlt werden kiinnen), die gleichm~fig fiir alle x gegen f(x) konvergiert. 
Wir sprechen diesen, W e l e r s t r a f l s c h e n ,  Satz in der folgenden Fassung aus, 
bei der wit die evidente Umkehrung mit hinzunehmen: 

Dafiir, daft die Funktion f (x) ( -  cx~ < x ~ ~ )  eilqe stetige rein periodische 
2~ 

Funktion mit der Periode p - -  fl sci, ist notwendig und hinrdchend, daJ3 sie dutch 

irgend eine Folge yon trigonometrischen Polynomen der Form 

N 
P ~ ( x )  = ~ ~ .  e ~ ~ ~ ~ 

gleichma'flig approximiert werden kann. 

Das Hauptresultat der vorliegenden Abhandlung ist nun die Gewinnung 
des entsl)reehenden Satzes fiir fastperiodische Funktionen, weleher in einfachster 
Weise die Klasse dieser urspriinglich dutch V e r s c h i e b u n g s e i g e n s c h a f t e n  
bestimmten Funktionen nunmehr durch S c h w i n g u n g s e i g e n s e h a f t e n  genau 
charakterisiert: 

Fiir die Fastperiodizit~t der Funktion f(x) ist notwendig und hinreichend, daft 
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sie sich iiberhaupt durch irgend welche endliche trigonometrische Summen 

N 
~-d b,* ei l~ x 
1 

gleichm~iJ3ig approximieren l&~t. 

Der Beweis beruht auf der Aufliisung der Fourierexponenten -//n der fast- 
periodisehen Funktion f (x)  in ihre linear unabhgngigen Bestandteile und der damit 
eng zusammenh~ngenden Heranziehung der F u n k t i o n e n v o n u n e n d 1 i c h vi el e n 
V a r i a b e l n .  Hierbei wird eine Klasse yon Funktionen yon mehreren Ver- 
~inderlichen eingeffihrt, die ,grenzperiodischen" Funktionen, welche dadurch de- 
tlniert werden, dab sie sich dutch rein periodische stetige Funktionen gleich- 
m~ifiig approximieren lassen; es wird hierbei u. a. der folgende Satz bewiesen, 
welcher die fastperiodischen Funktionen f ( x )  yon einem dritten Gesichtspunkte 
aus charakterisiert: 

Jede fastperiodische Funktion f (x) l~iJ)t sich in der Form 

f ( x )  -~ G(a, + b I x ,  a~-~ b~x, . . . ,  a~ + bnx, . . . )  

darstellen, wo G (x,,  x2, . . . ,  x~, . . . )  eine grenzperiodische Funktion yon unendlich 

vielen Variabeln bedeutet (und sogar in ,wesentlich u eindeutiger Weise), und umge- 

kehrt wird jede Funktion f (x), welche aus einer solchen grenzperiodischen Funktion 

G (x,,  x~ . . . .  , xn . . . .  ) entsteht, wenn sie nut  auf  einer festen Geraden x I ~ al q- b~ x 

x 2 -~- a g - ~ b 2 x , . . ,  des unendlich-dimensionalen Raumes betrachtet wird, fastperio- 
disch sein. 

Wie schon in der Einleitung za der Abhandlung I erw~ihnt, haben die 
Untersuchungen der vorliegenden Abhandlung II  eine enge Beziehung zu einigen 
interessanten Arbeiten yon BoHL und ESCLANOON fiber ,quasiperiodische u Funk- 
tionen. Diese Beziehung wird im Laufe der Abhandlung genau angegeben, und 
es wird u. a. - -  mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Abhandlung I - -  gezeigt, 
wie die Bohl-Esclangonschen Funktionen auch in anderer  Weise, als es diese 
Forscher bei ihren Definitionen getan haben, charakterisiert werden kiinnen, und 
zwar so, da6 man sie sofort als einen natiirlichen und einfachen Spezialfall der 
allgemeinen Klasse der fastperiodischen Fanktionen erkennt. 

Obwohl das Hauptproblem, welches in dieser Abhandlung I I  behandelt wird, 

n~mlich die g l e i c h m ~ i g e  A p p r o x i m a t i o n  yon fastperiodischen Funktionen 
dutch beliebige trigoaometrische Summen, nicht direkt mit der in der Abhand- 
lung I entwickelten Theorie der F o u r i e r r e i h e n fastperiodischer Funktionen 

zu tun hat, wird doch diese letzte Theorie die @rundlage sein, auf der die fol- 

genden Untersuehungen beruhen. 
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KAPITEL I. 

Beziehung der Versehlebungszahlen ~ (e) zu den Fourlerexponenten A.. 

w 

Eine notwendige Bedingung fiir die Verschiebungszahlen. 

idnx Es sei f (x)  eine beliebige fastperiodische Funktion und ~ , ~ . e  ihre 
Fourierreihe. Aus 

f ( x )  ~ ~ ~ne  

folgt (nach I, w 5, Satz XXII) sofort, daB, falls �9 eine ganz b e l i e b i g e  reelle 
Zahl bedeutet, die •ourierentwicklung der (ebenfalls fastperiodischen) Funktion 
f ( x  + ~) so lauten wird: 

A iAnv eiAnx f ( x + ~ ) ~  E ~ . ~  . 

und daft also die Fourierentwicklung der Differenz f ( x  + z ) -  f (x)  durch 

(1) f (x + ~) - f (x) ,'~ E An (eian ~ - 1). e i ~ x  

gegeben wird. Hieraus ergibt sich der 
idnx H.ilfssat~ 1. Es sei f (x) ~ ~, A~ e eine fastperiodische Funktion, e eine 

positive Gr6jJe und 1; eine beliebige zu ~ .qeh6rige Verschiebungszahl der Funktion f (x). 
])ann gilt fiir jedes n die Ungleichung 

i A n v ~ 

Beweis .  In der Tat ist nach (1) 

A,,(e ~ -  1) = ~ / ( f ( x + ~ ) - f ( ~ ) ) e - ~ ' ~ x l ,  

wo der Mittelwert auf der rechten Sei~e, wegen [ f ( x + ~ ) - f ( x ) [ ~  fiir alle x, 
offenbar numerisch ~ e ist. 

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich sofort die gesuchte n o t w e n d i g e  Be- 
dingung : 

Satz I. Es sei f (x) ~ ~ A~ e iA 'x  eine fastperiodische Funktion, und es sd eine 
Anzahl _N i und eine ,Genauigkeit" d < ~  beliebig gegeben. Dann gibt es ein 

s ~ s(N, d) derart, daft eine Zahl z gewifl keine zu s geh~rige Verschiebungszahl 

I In dem speziellen Fall, wo die Fourierreihe ~Ane iA'~x nur e n d l i c h  viele Glieder ent- 

h/ilt, muff natiirlich die Anzahl N ~  der Gliederzahl der Fourierreihe angenommen werden, damit 

der Satz einen Sinn hat. Eine /~hnliche Bemerkung gilt mehrmals im Folgenden. 
Acta malhematica. 46 Jmprim6 le I avril 1925. 14 
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der Funktion f (x) sein kann, ohne daft sie die N di~hantischen Ungleichungen 

IA,, I < ~ (rood. 2z) (n = I , . . . ,  ~Y) 

befriedigt 1. Ylit anderen Worten:  dafiir dab v eine zu ~ gehiSrige Versohiebungs- 
N 

zahl sei, ist n o t w e n d i g ,  daft der ,Anfang ~ ~ der Fourierreihe ~5]Ane iAnx fast 
1 

unge/indert bleibt, wenn x durch x + v ersetzt wird, d.h.  dab die Amplituden- 
/inderungen A,~v, welche die N ersten Glieder dadurch erleiden, alle numerisch 
< ~ (rood. 2 ~r) sind. 

Beweis .  Wir bemerken zun~chst, daft die Aussage, daft eine reelle Zahl 
y die Ungleichung [y[ < ~ (rood. 2~r) erfiillt, offenbar damit gleichbedeutend ist, 
dab y der Ungleichung 

I e iy-1 I < l  e i ~ - I  I ----- ~, 

geniigt. Es bezeichne nunmehr C,v die kleinste der N (yon 0 verschiedenen) Zahlen 

[A,], [As[ , . . . ,  IA~]. Ich behaupte, daft die Zahl 

die erwiinsehte EigensehaK besitzt. In der Tat  gilt, falls �9 eine beliebige zu 
diesem ~ gehSrige Versehiebungszahl unserer Funktion f@) ist, naeh dem Hilfs- 

satze 1 bei jedem ~ die Ungleiehung 

also a fo r t io r i  fiir n = 1, . . . ,  N die Ungleichung 

CN 

womit der Satz bewiesen ist. 
Es ist fiir die Untersuehungen dieser Abhandlung yon ausschlaggebender 

Bedeutung, dab sich dieser. Satz 1 aueh u m k e h r e n 1/ifit, d.h.  dati es f'tir die 
Eignung einer Zahl ~ zur Verschiebungszahl ~(~) auch h i n r e i c h e n d  ist, daft 

fiir ein ,grot3es" N die NProduk te  //,T, . . . ,  r alle, modulo 2~ genommen, 

sehr ~klein" sind. Wenn die Fourierreihe ~ A , e  i'4"x fiir alle x gleichm/ifig 

konvergent w/ire, so w/ire es ein Leichtes dieses Resultat abzuleiten; in der Tat  
h~tten wir nur zun~ichst einen belanglosen Rest ~ der Fourierreihe abzuschneiden, 

n ~ N  

wonach es klar w/ire, dab v als Verschiebungszahl zu e gehSren wiirde, wenn 

nur die _N Griffon e ir (n = 1, . . . ,  27) alle sehr nahe an 1 herank/imen. Es 

i Unter der Schreibweise ]a] ~ b (rood. c), wo a, b, c reell, b > 0 ,  c =~= 0 sind, verstehen 

wit, da$ eine g a n z e  Zahl g derart existiert, dat~ l a - - g c ]  < b  ist. 
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ist aber die Fourierreihe ~] A~e iA~$ im Allgemeinen nicht einmal konvergent fiir 
alle x, also erst recht nicht gleichm~i$ig konvergent. Wir werden jedoch sehen, 
dai~ wir mit Hilfe der ] V l i t t e l k o n v e r g e n z  der Fourierreihe, d.h.  mit I-Iilfe 
des Fundamentalsatzes aus Abhandlung I, im Stande sind, den Beweis fiir eine 
beliebige fastperiodische Funktion zu fiihren. Bevor wir aber ~diesen Satz genau 
formulieren und beweisen, werden wir zun~chst einen auch fiir sp/itere Zwecke 
wichtigen Hilfssatz ableiten, welcher uns in manchen F~llen erlaubt aus dem 
Erfiilltsein einfacher Mittelwertsbedingungen fiir die Funktionen einer Folge yon 
fastperiodischen Funktionen auf die gleichm~igige Konvergenz dieser Folge zu 
schliel3en. 

w 
Ein Hilfssatz fiber gleichmiiflige Konvergenz einer Folge fastperiodischer Funktionen. 

Wir werden im Folgenden eine Menge A v o n  fas tper iod i schen-  und also 
gewil] (I, w 1, Satz II) gleichm/iiiig stetigen - -  Funktionen ~(x) eine ,ausgezeich- 
nete" Menge heif~en, falls sie die beiden folgendea Eigenschaften besitzt: 

1. Die Funktionen q~ (x) der Menge A si~d ,~gleichartig" gleichm(iflig stetig, d.h. 
zu jedem e > 0 gibt es ein nur yon E und der I~Ienge A abh/ingiges ~ > 0 derart, 
dab fiir j e de Funktion ~(x) der Menge A und jedes Punktepaar xl, x~ mit 
Ix, - x~] < ~ die Ungleichung 

(x,)  - <= 

besteht. 
2. Die Funktionen ~(x) der Menge A si~2d ,gleichartig" fastperiodisch, d. h. zu 

jedem E > 0 gibt es eine, nur von e und der NIenge A abh~ngige, Li~nge 1 der- 
art, dab jedes Intervall a < x ~ fl der L~inge 1 mindestens eine Zahl �9 enth~lt, 
welche gleichzeitig eine zu e gehSrige Verschiebungszahl j e d e r  der Funktionen 
r der NIenge ist; wir werden eine solche Zahl �9 eine zu e gehSrige ,Ver- 
schiebungszahl der Menge A" nennen. 

Als besonders einfach nennen wir das folgende 
Beispie l  einer ausgeze ichneten  Menge:  die Menge A aller fastperiodischen 

Funktionen q~(x) yon der Form 

r (x) = f (x + k), 

wo f (x) eine gegebene fastperiodische Funktion ist, und I~ eine beliebige reelle Zahl 
bedeutet. In der Tat ist klar, dab 1) die Fanktionen ~(x) dieser Menge A g l e i c h -  
a r t i g  g l e i c h m ~ t ~ i g  s t e t i g  sind, da ja jede der Funktionen ~(x) aus einer 
und derselben gleichm~iZig stetigen Funktion f (x)  durch einfache Verlegung des 
Nullpunktes der x-Achse hervorgeht, und da~ sie 2) auch g l e i c h a r t i g  f a s t -  

14" 
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p e r i  o d i s c h sind, da ja jede zu ~ geh~irige Verschiebungszahl der festen Funkt ion 
f (x) offenbar eine zu e gehSrige Verschiebungszahl der ganzen Menge A darstellt.  

Es lautet  nun unser 
Hi l f s sa tz  2. Es sei A eine ausgezeichnete Menge van fastperiodischen Funk- 

tio,en q~(x); dann gibt es zu jedem a > O  einc nut yon a und der Menge A ab- 
hiingige Zahl fl > 0 derart, daft jedes Eunktionenpaar q~, (x) und q~ (x) der Menge A, 
welches die Ungleichung 

(2) M {I r (x) -- r (x)l'} = lira 
T - ~ o o  

erfiillt, ebenfalls der Ungleichung 

1 for -~- I ~, (x) -- ~2 (X) l ~ dx  <_~ fl 

geniigt, wo wir zur Abkiirzung (hier und im Folgenden) mit  G { ~ (x) t die o b e r e 
G r e n z e einer reellen Funkt ion ~p (x) f'tir - ~ < x < c~ bezeichnen. 

Bowels .  Der Satz besagt, anders ausgedrtickt, dat~ es zu dem gegebenen 
> 0 ein fl = fl (a, A) derart  gibt, da$ jedes Funktionenpaar  ~,(x), r der 

Menge A, welches n i c h  t die Ungleichung (3) erfiillt ,  d .h .  zu welchem es eine 
Zahl Xo mit  

[~ , (x~  - ~ ( X o ) l  > 

gibt, der Ungleichung 

genfigt. 

Um die Existenz eines solchen fl > 0 zu beweisen, bestimmen wir einerscits, 
auf Grund der g l e i c h a r t i g  g l e i c h m / / l ~ i g e n  S t e t i g k e i t  der Funktionen 
der Menge A, eine Zahl • ~ 7(a) > 0 derart,  dal3 Fdr jede Funkt ion ~(x) dieser 

X" - -  X" ] Menge und jedes Punktepaar  x', mit  Ix' < 7 die Ungleichung 

I~ (x') - ~ (x")l < ~- 

besteht, und daft somit jedes Funktionenpaar of, (x), ~ (x) unserer Menge, welches 
in einem Punkte  ~ die Ungleiehung 

g 

I~, (U - ~, (~)1 > y 

erfiillt, im ganzen Intervalle  ( ~ -  r, ~ + 7) der Ungleichung 

t~ g 
I~, (z) - ~,(x)l > [~,(~) - ~ ( ~ ) l -  2 ~  > ~ -  

geniigt. Und andererseits bestimmen wi t ,  nach der g l e i c h a r t i g e n  F a s t -  
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/ , v \  

p e r i o d i z i t ~ t  der Funktionen der Menge A, eine L~nge t o = l o / 4 ) d e r a r t ,  

t~ 
daft jedes Intervall  dieser LEuge mindestens eine zu ~- geh~irige Versehiebungs- 

zahl der Menge A enth~ilt. 

Ieh behaupte, daft die Zahl 
ett 

= 16 lo+2~,  

die erwiinschte Eigensehaft besitzt. 
Es sei also ~, (x), 9,@) ein beliebiges Fanktionenpaar der Menge A, welches 

in einem gewissen Punkte Xo der Ungleichung 

I~,(Xo) - ~,(xo)l > 

geniigt. Wir  bestimmen durch sukzessive Wahl eine Folge Vo = O, ~,, ~ , , . . .  
a 

yon zu ~ geh~irigen Verschiebungszahlen der Menge A so, dab vn im Intervalle 

v~_~ + 27 < z < v=_~ + 2 ~ + lo der L~inge lo gelegen ist, and bezeiclmen Xo + ~,, mit x=, 

Xo x ,  x~_, ~-  ( <  lo) -*  x~ 

i t I | t I ~ 1 I ' I 

X o - 7  x . + 7  x~- -7  x ,+~,  x~_~--7 x,,_~+7 x~- -7  x . + 7  

Fig.  1. 

so daf die Folge der x, (vergl. Fig. 1) den Ungleichungen 

genfigt. 

x,,_, + 7 < zn -- y < xn_, + 7 + lo (n = 1, 2, . . . )  

Dann gilt in jedem Punkte x~ = x o + v,, die Ungleichung 

or g t~ 
I ~ ,  (x~) - , p , ( ~ ) l  =>_ [~, (~o) - ,r, (~o) 1 - 2 .  - 4  > '* - ~ - 2 ' 

and es ist daher, 

(xn-r, x~+r) 
nach einer obigen Bemerkung, im g a n z e n  I n t e r v a l l e  

Weil aber die IntervaUe (x,, - 7, x,, + 7) der L~inge 2 7 nicht fiber einander greifen, 
und der Abstand der Mittelpunkte zweier auf einander folgender Intervalle 
< lo + 2 7 ist, ergibt sich hieraus fiir den Mittelwert M I I ~, (x) - ~, @)12 } die 
Absch~itzang 

M { l ~ , ( x ) -  ~ , ( ~ ) 1 ' 1 - -  ->  ~ o + ~ > ~ ,  

womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

g 
I~, (x) - ~, (x) I > ~-. 
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Hierin ist das wichtige Corollar enthalten : 
Corollax ( K o n v e r g e n z h i l f s s a t z ) .  Es sei A eine ausgezeichnete Menge 

yon fastperiodischen Funktionen, und es seien qD~ (x), %(x), . . .  eine Folge yon Funk-  

tionen dieser Menge, welche der Bedi ,gung 

(4) lira M l[ 9~,~(x) -- ~ (x)I*f ~- 0 
m~ n --~ OO 

geniigen, d.h. es existiere zu jedem ~ > 0 ein Q ~ Q(e) derart, dal~ ftir m > Q, 
n > Q die Ungleichung 

besteht. Dann konvergiert die ~'unktionenfolge ~ (x ) ,  r  gegen eine Grenz- 
funktion, und zwar gleichm(~'flig fiir alle x des Intervalles - -oo  < x ~ exp. 

In der Tat folgt aus dem 0bigen tIilfssatze, dal3 eine Funktionenfolge 
opt(x), r  der Menge A, welche der Limesgleichung (4) geniigt, ebenfalls 
die Limesgleichung 

(5) lira G{Jr = 0 

erfiillt, und diese Limesgleichung besagt ja eben, daft die Funktionenfolge gleich- 
m~13ig fiir alie x einer Grenzfunktion zustrebt. 

w  
Eine hinreichende Bedingung ffir die Verschiebungszahlen. 

hlit Hilfe des in w 2 aufgesteUten Hilfssatzes k~nnen wir n u n m e h r -  unter 
Heranziehung des Fundamentalsatzes der Abhandlung I --  den folgenden Satz 
beweisen, welcher die am Schlusse des w 1 erw~ihnte U m k e h r u n g  des dort ge- 
gebenen Satzes I ausspricht. 

Sat~ II. Es sei f (x) eine fastperiodische Funktion mit der Fourierentwicklu~g 

~_a A~ eiA'x. Dann gibt es ~ru jedem ~ > 0 eine Anzahl 2~ und eine Genauigkeit 

derart, daft ~ede Zahl �9 eine zu 8 gehSrige Verschiebungszahl der Funktion f (x) ist, 
wenn sie nut  die iV diophantischen Ungleichungen 

(6) [A~v[<d (mod. 2z) (n = 1 , . . . ,  N) 

er/iillt. Mit anderen Worten ist das Erfiilltsein dieser N Ungleichmagen eine 
h i n r e i c h e n d e Bedingung dafiir, dab ~ eine zu e gehiirige Verschiebungszahl ist. 

Beweis.  Wit  betrachten die Menge aller fastperiodischen Funktionen der 
Form r = f (x+ k), w o k  eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Diese Funk- 
tionen bilden (nach w eine , a u s g e z e i c h n e t e "  Menge, und es l~iflt sich daher, 
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nach Hilfssatz 2, zu dem gegebenen ~ eine Zahl ~, > 0 so bestimmen, daft die 
Ungleichung 

(7) a { I f ( x+v) - f ( x ) t }  <= 

besteht, fails nut  die Ungleichung 

(8) M {[ f (x+~)  - f (x)l' 1 --<__ ~, 

erfiillt ist, so datl also v gewil~ eine zu ~ geh~irige Versehiebungszahl unserer 
Funktion f(x) ist, falls nut  die Ungleiehang (8) gilt. Wir ziehen nun den 
F u n d a m e n t a l s a t z  aus Abhandlung I heran, und zwar indem wit ihn auf die 
Fourierentwieklung 

- -  [ i A n v  1) e iA '~x  
f (x + v) --  f (x) ,'., 2 ,  A .  -- 

anwenden, wobei �9 vorl~iufig eine beliebige Zahl bedeutet. Dann ergibt sich 

. { i A n *  1) 12 
(9) M l i f ( x + * ) - f ( x ) ]  ~} = X .a,,~e I. 

Nun wiChlen wit daa N so grog, dab 

X Ia.l' <-ff n ~ N  

ist, and daan, naehdem N festgelegt ist, alas d ( <  ~) so klein, daft 

[e i'~- I r ElAn[' <-2- 
1 

ist. Fiir dieses N und dieses 8 wird dann die F.orderung des Satzes erfiillt sein. 
Falls ni~mlich die Zahl ~ die N diophantischen Ungleichungen (6) erfiillt, gilt ja 
naeh (9) die Ungleichung 

M { [ f ( x + * ) - f ( x ) l ' l  = Z I  A,,( e i & * -  l)l 
N 

< Z l A , , l ' . l e  ie I ' --  = - + N {2A,,I'< *' *1 
i n : > N  - - 2 - + 4 " - ~  - "1; 

also ist auch (7) erfiillt, d .h .  , eine zu , gehSrige Versehiebungszahl yon f(x). 

w  
Die ,,quasiperiodischen" Funktionen yon Bohl und Esclangon. 

Wir schalten hier einen Paragraphen ein, in welehem wir die im Vorher- 
gehenden gefundenen allgemeinen Beziehungen zwisehen den F o u r ie  r e x p o- 
n e n t e n  und den V e r s c h i e b u n g s z a h l e n  einer beliebigen fastperiodischen 
Funktion speziell dazu verwenden, um zu zeigen, wie die Bohl-Esclangonsehen 
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,quasiperiodisehen" Funktionen als ein natiirlicher und einfacher Spezialfall in 
der allgemeinen Klasse der ,fastperiodischen ~ Funktionen enthalten sind. Hierzu 
miissen wir aber zun~iehst an zwei einfache .S~tze aus der Theorie der diophan- 
tischen Approximationen erinnern t. 

Der erste dieser S~itze ist die folgende, yon Born. [2] und W~BERO [1] her- 
riihrende, Versch~irfung eines bekannten Dirichlet-Kroneckerschen Satzes 2 

Satz A. Es seien #~, ~2 , . . . ,  ~ beliebige yon Null verschiedene reelle Zahlen, 
sowie ~ > 0 beliebig gegeben. Dann gibt es eine Lgnge 1 derart, daJJ ~edes ]ntervall 
r < t < fl dieser Ldnge 1 mindestens eine L~sung t der M diophantischen Unglei- 

chungen 

ent~lt. Es besteht also ~mmer die MSglichkeit die M Produkte ~ t  mit vorge- 
gebener Genauigkeit in die N~ihe des Nullpunktes (auf der Kreisperipherie be- 
trachtet) zu bringen, und zwar fiir unendlich viele t, die nicht ,allzu" sparsam 
verteilt sind. 

Der zweite zu erw~ihnende Satz fiber diophantische Approximationen h~ngt 
mit dem Dirichlet-Kroneckerschen Satze dadurch zusammen, dal~ er die Aufgabe 
behandelt, wieder M Produkte #,,t in die N~ihe des Nullpunktes zu bringen, 
w/ihrend aber ein ( M +  1)-tes Produkt ~tt so zu liegen kommen soll, daft es in 
s i e h e r e r  E n t f e r n u n g  yon  0 b l e i b t ,  z. B in eine gewisse Umgebung yon 

fg~t. 

Uber die neu hinzukommende ( M +  1)-re Zahl ). soll nur vorausgesetzt 
werden, d a f  sie n i e h t  a l s  l i n e a r  h o m o g e n e r  A u s d r u c k  in den  #~ mi t  
g a n z z a h l i g e n  K o e f f i z i e n t e n  d a r s t e l l b a r  is t .  Wir fragen nach den- 
jenigen Zahlen ~, fiir welehe die M +  1 diophantischen Ungleiehungen 

(10) [~,~t]<~ (mod. 2~) ( m = l , . . . , M )  und [ ~ t - . 2 ~ ] < ~  (mod. 2~) 

bei jedem beliebig kleinen ~ > 0 eine L~sung in t besitzen.- Wie aus einem all- 
gemeinen Kroneekersehen Satz fiber diophantisehe Ungleiehungen sofort abzu- 
leiten 8, lautet die Antwort folgendermafen: Die Ungleichungen (10) haben (bei 
jedem ~ > 0) stets eine L~sung, falls sie nieht untereinander in ,offenkundigem ~ 
Widersprueh dadurch stehen, daft es m~glich ist ganze Zahlen g , , . . . ,  g~, g~+, so 
zu finden, da~ g , ~ , + . . . + g ~ + g M + l X - - - 0  ist, ohne dab gleichzeitig g~+l~ 

Der sp~teren Anwendung halber werden wir mit ,rood. 2~" statt mit ,rood. 1" operieren, 
was ja nur eine .~nderung der L~nge der gew~hlten Einheit bedeutet. 

, Vergl. Abhandlung I, Zusatz 2. 
8 Vergl. z. B. Boron, [4]. 
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eine gauze ZaM wird. Mit anderen Worten: 1) Wenn die ZaM ~ yon den Zahlen 
p,, . . . ,  #x l i n e a r  u n a b h g n g i g  ist, d. h. nicht einmal mit r a t i o n a l e n  Koeffi- 
zienten als linear homogener Ausdruek in den #= darstellbar ist, darf fdr 
iiberhaupt jeder reelle Weft  verwendet werden. 2) Falls dagegen die Zahl ~t 
yon den p~ r a t i o n a l  a b h ~ i n g t ,  also in der Form ~t = r t ? $ t + . . . + r x ~ x  mit 
rationalen r~, . . . ,  rx darstellbar ist, gibt es eine ganze Zahl Q > 1 derart, dag 

P 
die ,erlaubten g Werte yon ~ genau die s~imtlichen Zatflen der Form ~ sind, wo 

P eine beliebige gauze Zahl bedeutet; hierbei ist Q iibrigens der Hauptnenner 
der rationalen Koeffizienten r,, . . . ,  rm in dem Ausdruek ~t ~--- r t p t + - . - + r x p x ,  

falls diese Darstellung so gewiihlt wird -- wenn es mehrere solche Darstellungen 
yon ~t geben s o l l t e -  daft der zugeh~rige Hauptnenner der Koeffizienten am 
kleinsten ausfdllt. Es geniigt fdr unsere Zweeke zu bemerken, daft in beiden 
F~illen die Zahl ~ so gew~ihlt werden kann, daft sie nicht ,allzu" nahe an eine 
ganze Zahl herankommt; es kann ja z. B. immer ein ,/ auf der Streeke ~ ~ q < 
genommen werden. Indem wir dutch eine solche Wahl yon */ das ( M + l ) - t e  

Produkt ~t t in eine ,Umgebung" yon einer Breite > -  des Punktes ~ bringen 

k~Jnnen, haben wit  das folgende Resultat gewonnen: 

Satz  B.  ~Es seien #~, . . . ,  #~ beliebige reelle Zalden ~: O, und ~t eine Zahl, 
die nicht in der Form n, #, + . . .  + n x # ~  mit ganzzahligen n,~ darstellbar ist. Dann 
gibt es bei ]eclem ~Y > 0 eine Zahl t, welche gleichzeitig die M + 1 diophantischen Un- 
gleichungen 

(11) [ ~ t ] < 8 ( m o d .  2~) ( m =  l, . . . ,  M) und I X t - ~ I < ~ - ( m o d .  2= ) 

erf~l~. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nnnmehr zu unserer Aufgabe, der 
Charakterisierung der BoM-Esclangonschen Funktionen innerhalb des Rahmens 
der fastperiodlsehen Funktionen fiber. Die Definition dieser Funktionen lautet 
(wie schon in der Einleittmg zur Abhandlung I erwi/hnt) folgendermaBen: 

Es sei eine endliche Anzahl yon Zahlen ~ ,#~, . . . .  #x  (~= O) beliebig gegeben. 

Dann soll eine stetige Funktion f (x) quasiperiodisch mit den Perioden 2_~ 2Z. ... 2~r 
~ t  ' Pg ' ~ ~tu 

heiflen 1, falls es ~u jedem ~ > 0 ein t~ > 0 derart gibt, daft jede Zahl ~, welche die 

i Die Benennung ,quasiperiodisch" riihrt von ESCLANGON ([1], [2]) her. 

die Bezeichnung ,ira weiteren Sinne periodisch mit den Perioden 2 ~ ,  - . . ,  2_~_~ u 
/~t pz 

Acta moJ~l~a. 46. Imprim~ le 1 avri] 1925. 

BOHL gebraucht 

15 
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2tl diophantischen U~gleichungen 

[~,~1 < ~ (rood. 2,~) (m = t, 2, . . . ,  2z) 

erfiillt, eine zu e geh6rige Verschiebungszahl der Fun]alton f (x) ist. 

Wit werden beweisen, daft es m(iglich ist, diese ,quasiperiodisehen Funk- 
2z~" 

tionen mit den Perioden - -  in wesentlich anderer Weise zu charakterisieren, 

und zwar so, daft nieht, wie in der obigen Definition, den V e r s e h i e b u n g s -  
z a h l e n  v(e) gewisse einsehMinkende Bedingungen mit Hilfe der vorgegebenen 
Zahlen ~,, auferlegt werden, sondern daft die Versehiebungszahlen ganz fret ge- 
lassen werden (abgesehen yon der Forderung der Existenz tier ,L~nge l : l(~)") 
und die ~ vielmehr dazu dienen, einen gewissen Typus yon F o u r i e r e x p o -  
n e n t e n z/~ auszuzeichnen. 

Satz I~ .  Es ist, bei gegebenen tz,, . . . , ~  (:~0), die Menge der quasi- 

periodischen T'unktionen mit den Perioden -2~, . . . ,  2~_ mit derjenigen Teilmenge der 

fastperiodischen Eunktionen f (x) ~ ~] A~ e iA"x identisch, deren _Fourierexponenten A,~ 
siimtlich in der Form 

(12) A.  ~ g.,, p, + g . , , ~ ,  + . . .  H-g.,~#~ 

mit ganz~ahligen Koeffizienten g~.,~ geschrieben werden k~nnen' 

Bewei~. 1. Wir zeigen zuns dal~ jede q u a s i p e r i o d i s c h e  F u n k -  
2~ 2~ 

t i o n  f(x) m i t  den  P e r i o d e n  - - , . . . , - - -  eine fastperiodische Funktion von 

der erw~hnten Art  ish Hierzu haben wit zun~ichst zu beweisen, dab die Funk- 
tion f(x) f i b e r h a u p t  f a s t p e r i o d i s c h  ist, also (da sie nach u 
stetig ist) daft zu jedem ~ eine L~nge l~ - l ( s )  existiert, derart, da6 jedes Inter- 
vail dieser L~nge mindestens eine zu s gehiirige Versehiebungszahl enth~ilt. Dies 
folgt aber sofort aus dem obigen Satze A fiber diophantische Approximationen; 
denn naeh der Definition der quasiperiodischen Funktionen k~nnen wir zu dem 
gegebenen ~ ein ~ so bestimmen, da5 jede Zahl t ---- ~, welche den M Ungleichungen 

It~,l < ~ (rood. 2=) (~ = 1 , . . . ,  ~l/) 

genfigt, eine zu e gehlirige Versehiebungszahl ist, und naeh dem Satze A gibt 
es ja eine L~nge l derart, dab jedes Intervall dieser L~nge mindestens eine 

In Kapitel II, w 5 wird es iibrigens mSglich sets, mit Hilfe des dort eingeftthrten Begriffes 
ether .Basis" der Exponenten, die quasiperiodischeu Funktionen als Teilmenge der fastperiodischen 

Funktionen noch etwas tlbersichtlicher zu charakterisieren. 
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L~sung t ~ v dieser M Ungleichungen enth~ilt 1. Nachdem somit die gegebene 
quasiperiodische Funktion f(x) als fastperiodisch erkannt ist, soll nunmehr ge- 
zeigt werden, dab j e d e r  F o u r i e r e x p o n e n t  1/~ d e r  F u n k t i o n  f(x) in  d e r  
F o r m  (12) d a r s t e l l b a r  i s t .  Wi t  fiihren den Beweis i n d i r e k t ,  und nehmen 
also an, dab es einen Fourierexponenten, etwa ~4n ---- ~t, gibt, der n i c h t  diese 
Form besitzt. Nach Hilfssatz 1 (w 1) k~nnen wir das e > 0  so klein w~ihlen, 
daft eine Zahl ~, fiir welehe das Produkt v~t die Ungleiehung 

(rood. 2 ~ )  (13) I~Z - ~1 < ~- 

erf'tillt (d. h. modulo 2~ nieht nahe an Null kommt), gewi/] k e i n e zu �9 gehSrige 
Versehiebungszahl ist. Andererseits k~innen wir  aber naeh der Definition der 
Qua~iperiodizit~it zu diesem ~ ein ~ > 0 so finden, daft j e de  Zahl ~, welehe den 
M Ungleiehungen 

(14) Iv/~.l < # (meal. 2~) (m = 1, . . . ,  M) 

geniigt, gewil3 eine zu e geh~rige Verschiebungszahl ist. Hierin liegt aber ein 
Widersprueh; denn naeh dem obigen Satze B gibt es ja - -  well ;t naeh Voraus- 
setzung nieht yon der Form (12) ist - -  ein ~, welches g l e i e h z e i t i g  die Un- 
gleiehungen (13) und (14) befriedigt. 

2. Danaeh haben wit  zu zeigen, daft umgekehrt j e d e  f a s t p e r i o d i s e h e  
F u n k t i o n  f(x), d e r e n  F o u r i e r e x p o n e n t e n . / / , ,  a l l e  d i e  F o r m  (12) be-  

s i t z e n  such eine qussiperiodisehe Fanktion mit den Perioden 2~ 2~ . . . .  ) * * " 7  - -  

ist. Dieser Teil des Satzes ist, im Gegenteil zu dem obigen, ein tiefliegender, 
indem sein Beweis der Heranziehung der ,hinreiehenden Bedingung ~ (Satz II) aus 
w 3 bedarf, welehe ihrerseits auf dem Fundamentalsatz der Abhandlung I beruht. 
Wenn wir  abet diesen Satz I I  zur Verfiigung babes, k6nnen wir  den Beweis in 
wenigen Worten f'dhren. In der Tat k~nnen wir nach diesem Satze, falls ~ > 0 
beliebig gegeben wird, eine Anzahl N und eine Genauigkeit ~, so bestimmen, 
daft jede Zahl T, welehe die N Ungleichungen 

(15) I~A,,I < a, (rood. 2~) (n = 1, . . . ,  lV) 

befriedigt, eine zu e geh~rige Versehiebungszahl ist; und ferner ktinnen wir, 
naehdem _N und ~1 festgelegt sind, aus Stetigkeitsgriinden (weLl ja naeh Voraus- 
setzung alle 1/ die Fzrm (12) babes) dss ff > 0 so klein w~hlen, daft jede Zshl 

1 Die Existenz der ,L/inge l(~)" bei jeder quasiperiodischen Funktion war, wie in Abhand- 
lung I, Zusatz 9 bemerkt, bereits BOHL bekannt; gerade ihretwegen hat er ja den ,Satz A" auf- 
gestellt. 

15" 
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�9 , welche die M Ungleichungen 

(16) I~.1 < ~ (rood. 2z) (m -- i,..., M) 

erfiillt, ebenfalls die obigen N Ungleichungen (15) befriedigt, so daft jede Zahl % 
welche (16) erfdllt, tsts~ich]Jch eine zu ~ geh~rige Verschiebungszahl ist. 

Wie sehon in der E~leitung zu I erw~ihnt, ist Bo~ dadurch zur Einfdhrung 
2~ 2~ 

seiner q u a s i p e r i o d i s c h e n Funktionen mit den Perioden -~-,  . . . ,  -~x ge- 

lrommen, daft er sich die Aufgabe gestellt hatte, die Klasse derjenigen Funk- 
tionen zu charakterisieren, welche gleichm~iflig dutch endliche trigonometrische 

Summen der spezieUen Form ~ ~ ,  ..., n~ e~ (n~ ~ ~--.-~ n~ ~x)x approximiert werden 

kiinnen, und als LSsung die angegebene Eigenschaft der Quasiperiodizit~t ge- 
funden hat .  Nun haben wit  aber durch den Satz I I I  bewiesen, daft die Menge 
der quasiperiodischen Funktionen tats~ichlich mit einer gewissen einfachen T ei l-  
m e n g e  d e r  f a s t p e r i o d i s c h e n  Funktionen iibereinstimmt 1, und es fragt sich 
daher yon selbst, ob nicht das oben erwRlmte Bohlsche Resultat iiber die gleich- 
miif~ige Approximation yon quasiperiodischen ~nuktionen einen einfachen Spezial- 
fall eines allgemeinen Satzes iiber die Approximation yon fastperiodischen Funk- 
tionen darstellt. In den fo]genden Kapiteln werden wit zeigen, daft es in der 
Tat so ist. Die Beweismethode, die wit dabei anwenden werden, stimmt in 
den groBen Z i i g e n -  dem Ubergang zu p e r i o d i s c h e n  F u n k t i o n e n  y o n  
m e h r e r e n Y e r ii n cl e r 1 i c h e n mit Hilfe des Kroneckerschen Approximations- 
satzes s, und danach der A n n R h e r u n g  d i e s e r  F u n k t i o n e n  d u r c h  t r i g o -  
n o m e t r i s c h e  S u m m e n  in  m e h r e r e n  V a r i a b l e n -  mit der Bohlschen 

t Bezi~glich der gegenseitigen Stellung dieser beiden Charakterisierungen einer und derselben 
Funktionenklasse sei zur Erl~uterung bemerkt, daf die erste (quasiperiodische) anscheinend mehr 
yon den Funktionen ver]angt wie die zweite (fastperiodische), und die zweite daher in gewissem 
Sinne ,tiefer" liegend genannt werden kann. Wie n~mlich aus dem obigen Beweise des Satzes III 
hervorgeht, kann man mit Hilfe einfacher S~tze tiber diophantische Approximationen sofort einsehen, 
daft jede Funktion tier ,,ersten" Art auch eine Funktion der ,zweiten" Art ist, w~hrend der Nach- 

weis, da~ umgekehrt jede Funktion der zweiten Art auch eine Funktion der ersten Art ist, der 

Heranziehung des tiefliegenden Fundamentalsatzes aus I bedart. 
~berhaupt beruht die Hauptschwierigkeit unserer ganzen Un te r suchung-  abet auch ihr 

Hauptinteresse - -  darin, daft in unserer Definition der Fastperiodizit~t den V e r s c h i e b u n g s -  

z a h l e n  gar keine Bedingungen (aufer ihrer relativen Dichte) auferlegt, sind. 
2 Dieselbe Idee, wenn auch in anderer Form, liegt auch verschiedenen Arbeiten des Ver- 

fassers fiber Dirichletsche Reihen zu Grunde. Bei diesen Untersuehungen, welche ihren Ausgangs- 
punkt in dem Gebiete der analytischen Zahlentheorie hatten, waren mir die Bohlschen Arbeiten 

tiber trigonometrische Summen noch unbekannt geblieben. 
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Beweismethode iiberein. In den Einzelheiten aber verlaufen unsere Unter- 
suchungen ganz anders wie die Bohlsehen und bediirfen der kusbildung yon Me- 

thoden von viel schwierlgerem analytischen Charakter, was ja nur zu erwarten 
war, da die yon uns betrachtete Funktionenklasse yon welt gr~Berer Allgemein- 
heir ist, als die der quasiperiodisehen Funktionen. Vor allem miissen wir mit 
periodisehen Funktionen yon ab z ~ih 1 b a r vielen (start yon nut  endlich vielen) 
Varlabeln operieren, und k~nnen nieht einmal mit den r e in  p e r i o d i s  c h e n 
Funktionen yon abz~ihlbar vielen Variabeln auskommen, sondern mfissen die (in 
der Einleitung erw~hnten) g r e n z p e r i o d i s c h e n Funktionen einffihren. Auch 
die Art,  in weleher wir zu den Funktionen yon mehreren Ver~inderlichen kommen, 
ist eine andere als bei Bohl. In  der Tat  l~Bt sieh die Bohlsehe Methode, 
welche kurz gesagt darauf beruht, die Funktionen von mehreren Ver~nderlichen, 
welche zu seinen quaslperiodischen Funktionen ,gehSren ~, zuerst nur in einer 
i i b e r a l l  d i e h t  l i e g e n d e n  Punktmenge des mehrdimensionalen Raumes zu 
definieren und erst danaeh dureh einen G r e n z fi b e r g a n g die Definition fiir den 
ganzen Raum auszudehnen, nicht direkt auf die Behandlung beliebiger fastperio- 
discher Funktionen fibertragen. Unsere Definition der zu elner fastperiodischen 
Funkti0n ,geh~rigen ~ Funktlon yon mehreren (abz~hlbar vielen) Ver~nderliehen 
geschieht mit einem Schlage, indem diese Funktion sogleich im ganzen unendiieh- 
dimensionalen Raume definlert wird, und zwar durch die ,Summe" einer ge- 

wissen d i v e r g e n t e n  R e i h e  von abz~hlbar vielen Variabeln. Die formale 
Aufstellung dieser Reihe h~ingt eng mit Gesichtspunkten zusammen, welche der 
Verfasser in friiheren Arbeiten fiber Diriehletsche Reihen i entwickelt hat. Da- 

reals handelte es sich aber immer um konvergente Reihen, w~hrend die hier 
auftretenden Reihen wie gesagt im allgemeinen divergieren; dutch die in Ab- 
handlung I entwiekelte Theorie der Fourlerreihen fastperiodischer Funktionen 
wird es abet ermSglicht, die betreffenden Relhen in natfirlicher Weise zu ,sum- 
mieren ~. 

' Vergl. insb. Bom~ [2]. 
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KAPITEL II. 

~bergang zu Funktionen yon unendllch vielen Variabeln mit Hilfe des 
Kroneekerschen Approximationssatzes. 

Obwohl die in Kapitel I gewonnenen Resultate als Hilfsmittel bei den 
folgenden Untersuchungen eine wichtige Rolle spielen werden, se schliefien sie 
sieh doch ihrem Inhalte n a e h -  dem Zusammenhang zwischen Versehiebungs- 
eigenschaften und Fourierentwicklung - -  dem Problemkreis der Abhandlung I an. 

Wir gehen nunmehr zur Behandlung der in der Einleitung erw~hnten 
andersartigen Fragen fiber. Wie sehon dort erw~hnt, besteht unser Haupt- 
problem darin, die fastperiodischen Funktionen dureh Sehwingungseigensehaften 
genau zu charakterisieren. Dazu miissen wir aber vorerst die fastperiodischen 
Funktionen von einem anderen Gesichtspunkte ans kennzeiehnen, indem wir sie 
mR F u n k t i o n e n  yon  u n e n d l i e h  v i e l e n  V a r i a b e l n  in Beziehung bringen. 
Den Ubergang zu ihnen werden wit in diesem Kapitel mit Hilfe des Kroneeker- 
schen Satzes fiber diephantische Approximationen bewerkstelligen. 

A i A ~ x  Es sei f(x) eine beHebige fastperiodische Funktion und ~]~%e ihre 
Foarierentwicklung. Wir wollen uns zun~iehst fiberlegen, wie sich die Bildp;nkte 

- -  i A a m  der Glieder A,e  in der komplexen Ebene bewegen, weun die Variable x das 
Intervall - o o  < x < c~ darehliiaft. Unmlttelbar Mar ist, dag sich jedes e i n -  

z e l n e  Glied auf einem testen Kreise hewegt; denn A, ~ [A,,]e i#" gesetzt, ist ja 

A,,fi A~,x = IA, le~(e,,+a~x), 

we der Modal IA,] nicht yon x abhgngt. Wenn man aber die G e s a m t h e i t  
allot GHeder der Reihe ins Auge fal3t, ist ihr Verhalten nieht mehr so iiber- 
sichtlieb, well sie ja alle yon dem e i n e n  Parameter x abhgngen und ihre Be- 
wegungen daher gekoppelt sind. Die den folgenden Untersuehungen zu Grunde 
liegende Idee besteht nun darin, diese Koppelung dadurch anfzaliisen, daft man 
ans der Gesamtheit dieser Bewegungen die , u n a b M i n g i g e n "  K o m p o n e n . t e n  
herauszufinden sueht. Hierbei kann wolff nieht yon einer ,strengen" Unabhiingig- 
keit der Bewegungen dieser im Allgemeinen unendlleh vielen Komponenten die 
Rede sein (weil ja das ganze System yon dem einen Parameter x abh~ngt), 
sondern nur yon einer ,ungefghren" Unabhiingigkeit in dem Sinne, dab nur 
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en  d l i e h  viele yon den Punkten  des ,unabh~ngigen" Systems in vorgeschriebene 
kleine U m g e b u n g e n beliebig gew~hlter Punkte  der entspreehenden Bahnkurven 
gebracht werden k~innen. Die Auffindung solcher ,unabh~ngigen" Komponenten 
beruht auf dem erw~ihnten Kroneekersehen Satz iiber diophantisehe Approxi- 
mationen: 

K r o n e c k e r s c h e r  Satz .  Es seien ~ . . . .  , [J~ eine endliche An~ahl yon linear 

unabhgngoen reellen Zahlen, d. h. es bestehe keine Relation der Form 

r, ~, + . . .  + r ~ x  = 0 

in rationalen nicht siimtlich versehwindenden Zahlen r~, . . . ,  r~. Dann haben, bei 

beliebig gewShlten reellen Zahlen O, . . . .  , 04  und einem beliebig kleinen e ~ 0 die M 

diophantischen Ungleichungen 

[xO,~-- 0~[ < e (rood. 1) (m = 1 , . . . ,  M) 

immer eine IAsung in x. 

In dem SpezialfaU, wo die Fourierexponenten d~ unserer Reihe selbst linear 
unabh~ingig sind, kann der Kroneckersche Satz unmittelbar auf  die Ampli tuden 
~,, + d~x  der einzelnen Glieder angewendet werden 1. Im allgemeinen Falle be- 
liebiger Exponenten miissen wit  dagegen, bevor wir diesen Satz heranziehen 
kSnnen, die Exponenten .4~ in ihre , l inear unabh~ngigen Bestandteile" zerlegen. 
Zu diesem Zwecke fiihren wit  den Begriff einer B a s i s  der Exponentenfolge ein. 

w  

Basis e iner Exponentenfolge.  

D e f i n i t i o n  ~. Unter einer •as/s B ~ {fl~, fis, . . .  t der Exponentenfolge 11,, d~, . . .  
sol~ eine (endliche oder abz~ihlbare) Folge yon reellen Zahlen t51, ~ , . . .  mit den 

beiden folgenden Eigenschaften verstanden werden : 

1. Die Basiszahlen fl sind linear unabhiingig, d.h.  es besteht bei keinem M 
eine Relation der ~'orm 

r l ~ , + . . . + r u ~  ~ 0 

mit rationalen nicht sdmtli~h verschwindenden Zahlen r l , . . . ,  r , .  a 

Es war eben dieser Umstand, auf welchem die Einfachheit der Resultate der in Abhand- 
lung I, Kapitel IlI entwickelten Theorie der Fourierreihen mit linear unabh~ngiger Exponenten- 
folge beruhte. 

Vergl. BOHR [2]. 
3 Hiermit ist speziell gesagt, dab kein ~ gleich 0 ist. 
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2. Jeder Exponent A,, ist in der Form 

11. = r . , ~ ,  + r . , , ~ ,  +. . .+rn,~.~q" 

mit rationalen Koeffizienten r,.,. darstdlbar. Hierbei ist offenbar, naeh 1, die 
Darstellung jedes A~ (bis anf Glieder mit N-Ilkoeffizienten) eine e i n d e u t i g e .  

In der oben zitierten Abhandlung war - -  was f'tir manche Zwecke natiir- 
lieher ist - -  den Begriff elner .Basis" etwas enger gefaflt. Dieser engere Be- 
griff einer . e i g e n t l i e h e n "  Basis, wie wit  sis nennen woUen, ist folgender- 
mal~en definlert: 

.Eine .Basis B = {fla, fl,, . . .  } der Folge A,,  .4,, . . .  sell eine eigent[iche Basis 
dieser Folge heiflen, falls sie aufler den beiden obigen Eigenschaften 1 und 2 noch 
die weitere Eigenschaft besitzt: 

3. Jede Basiszahl fl, ist in der Form 

mit rationalen Koeffizienten sn. ,. darstellbar. 

Wie unmittelbar zu beweisen, gibt es ~u jeder Exponentenfolge nicht nur 
Basen, sondern auch eigentliche Basen. Indem wit  yon den speziellen F~illen ab- 
sehen, we die Exponentenfolge ,leer" ist odor nut  die einzige Zahl 0 enthglt 
(d. h. we die Fnnktion identiseh 0 bezw. gleieh einer Konstanten 4= 0 ist), und 
we eine eigentliehe Basis dutch eine leere Menge gegeben wird 1, kfnnen wit  
dutch das folgende Veffahren sofort eine eigentliche Basis der Exponentenfolge 
A,, A , , . . .  erhalten: Als erste Basiszahl 3~ netmaen wit  die erste Zahl A., der 

Folge .41, A , , . . . ,  welche yon 0 versehieden ist (also entweder .4~ odor ~/,) und 
streiehen danach jede Zahl A,, der Folge A.,+I , A,,~+,, . . . ,  f'dr die eine Relation 

der Form %3, + r,.4. = 0 in rationalen Zahlen %, r, mit rg ~: 0 besteht. Es 
sei A., die erste Zahl der Folge A,,,+~, A.I+,, . . . ,  die hierbei nicht ausgestriehen 

wird. Dann setzen wit 3, ---- 1/., und strelchen jede (noeh nieht ausgestriehene) 

Zahl .4. der Folge /t,~+,, A..+,, . . . ,  f'dr die eine Relation der Form % 3, + r, 3. 

+ r , / t  = 0 in rationalen Zahhn r~, r,, r, mit r, :~ 0 besteht. Danaeh setzen wi t  
3, ---- .4.~, we _4~ die erste nicht ausgestriehene ZaM tier Folge _4.~+,, A,,+~, . . .  
bedeutet, usw. Brieht dies Verfahren nach dem m-ten Sehritte dadurch ab, dais 
die s~mtliehen Zahlen A.~+,, A.,+~, . . .  gestriehen sind (oiler daft keine A iibrig 

1 Damit die obige Bedingung 2 auch in dem Ausnahmefall, we die Exponentenfolgo nur aus 
der Zahl 0 besteht (also f (x)  = c :~ 0), effiillt erscheint, muB man sie eigeatlich in der Form 

a .  = o +  r.,,A + . - . + r . , J q .  
geschrieben denken. 



Z ur  T h e o r i e  der  f a s ~ e r i o d i s c h e n  F u n k t i o n e n .  121 

sind), so bfldet die endliche Menge 

. . . ,  = { A o , ,  . . . ,  

offenbar eine eigentliehe, rm-gliedrige", Basis. Gesehieht dies jedoch niemals, 
so wird oifenbar eine eigentliche Basis durch die abz~hlbare Folge 

. . . ,  . . . }  = . . . ,  . . . }  

gegeben. 
Nachdem die Existenz einer eigentliehen Basis tier A-Folge bewiesen ist, 

sieht man sofort, daft es zu jeder A-Folge sogar unendlich viele versehiedene eigent- 
lithe Basen gibt (abgesehen yon den oben geuannten beiden SonderF~llen, wo die 
Basis leer ist). Denn ist I~ , ,~ ,  ""} eine eigentliehe Basis, so wird ja z . B .  die 
Menge Ir~fl~, r~O~, ...}, wo %, rs, . . .  beliebige yon Null verschiedene rationale 
Zalden sind, ebenfalls eine eigentliche Basis sein. 

B e i s p i e l  1. Sind I~,, ~ , , ' . ' }  mad I?~, 7,, ...} zwei e i g e n t l i c h e  Basen 
einer und derselben A-Folge, so ist otfenbar jedes 7 als ein linearer homogener 
Ausdruek in endlich vielen ~ mit rationalen Koeffizienten darstellbar (und urn. 
gekehrt); denn jedes 7 ist ja linear in endlich vielen A, und jedes A linear in 
endlieh vielen {~ ausdriiekbar. Hieraus folgt sofort durch eine elementare alge- 
braische Uberlegung, daft in dem Spezialfall, wo die A-Folge eine e n d l i c h -  
g l i e d r i g e  eigentliehe Basis {~, ' " , ~ 1  besitzt, die s~imtlichen eigentlichen 
Basen dieser A-Folge durch {7~, . . . ,  7~1 gegeben werden, wo die 7 linear homogene 
Ausdriieke in den ~ mit rationalen Koeffizienten sind, deren Determinante ~ 0 
ist. Hiermit ist speziell gesagt, daft, falls die A-Folge eine eigentliche endlichglie- 
drige, etwa m-gliedroe , .Basis besit~t, jede eigentliche Basis dieser A-Folge ebenfalls 
end[ichgliedrig, und #war genau m-gliedrig, sein mujL 

B e i s p i e l  2. Fiir die Folge 1/, = n ( l + ~ f 2 ) ( n = l ,  2,...) ist 11+~/2} 
oder allgemeiner {r(1 + 72-)}, wo r eine rationale Zahl ~: 0 ist, eine eigentliche 
Bash. Wenn aber nur irgend eine Basis (und nieht gerade eine eigentliche Basis) 
gewiinscht wird, kann z. B. auch {1, ~/2I oder etwa {1, ~/2, V~, ~} verwendet 
werden. 

In der vorliegenden Abhandlung werden wir iibrigens ~ weft dadurch ver- 
sehiedene S[itze kiirzer mad iibersichfiicher formuliert werden k~nnen ~ immer 
mit a l l g e m e i n e n  B a s e n  operieren und nieht den Begriff der eigentliehen 
Basen herauziehen. Dagegen wird ein ganz andersar~iger Begriff, n~nllch der 
einer ~ganzen  ~ Basis 1, eine wesenkliche Rolle spielen. 

i Vergl. B o ~  [2]. 

Act~ matJmm~. 46. lmprimd Iv 1 avril 1925. 16 



122 Harald Bohr. 

Def in i t i on .  Eine Bas~s B = I~,, f12,...l  einer Exponentenfolge A~, A, ,  . . .  
soll eine ganze Basis genannt werden, falls in der Darstellung jeder Zahl A,, durch 
Zahlen der Basis, 

A,, = r~,l~, + . . . +  r~.q~q~, 

die Koeffizienten r,,~, . . . ,  r,,. q~ nicht nur rationale sondern sogar ganze Zahlen sind. 

B e i s  p i e l  3. Fiir die Folge A,, = log n ist, nach der  eindeutigen Zerleg- 
barkeit  jeder ganzen Zahl n > 1 in Primfaktoren,  die Menge 

tlog 2, log 3, log 5, . . . ,  logp, ,  . . .} ,  

wo p~ die n-re Prlmzahl  bedeutet, eine ganze (eigentliche) Basis t. 

B e m e r l m n g .  Die Eigenschaft  einer Exponentenfolge eine g a n z e  Basis 
zu besitzen, h~ngt nicht davon ab, ob wit  mit  ,eigentlichen ~ Basen oder mit 
,allgemeinen ~ Basen operieren. Mit anderen Worten:  Falls die JExponentenfolge 
At, A2, ... ~erhaupt eine ganze Basis {fl,, ~ ,  ""} besitzt, so wird sie auch eine 

eigentliche ganze Basis IV,, 7~, . . .  1 besitzen. 

In der Tat  k6nnen wi t  aus einer beliebigen ganzen Basis {~, ~ , ' " 1  dutch 
das folgende einfache Verfahren eine e i g e n t l i e h e  ganze Basis I t , ,  r , , . . . }  er- 
halten: Es sei ~m, das ~ mit  dem niedrigsten Index, welches iiberhaupt in den 

gegebenen Darstel lungen der A dutch die fl vorkommt, und es sei 

A~ = g,/~ml + ganzzahl. Kombin. yon ~ mit  m > m~ 

dasjenige A mit  dem niedrigsten Index, in dem ~ ,  vorkommt. 

= p . , +  1 
= g, ,,, 7 ( . . . ) .  

Wir setzen dann 

Nunmehr ellminieren wir ft,,, in allen Darstellungen der A, in welchen es auf- 

tr i t t ,  und schreiben das Resultat  in der Form 

A~, -- h,~ , rt = ganzzahl. Komb. yon fl~ - -  /~'~ mit m > m, 
' at 

(n ----- 1, 2, . . . ;  hn., ganz). 

Diese Bemerkung bildet den Ausgangspunkt der yore Verfasser entwickelten Theorie des Zu- 

sammenhanges der Dirichletschen Reihen yore Typus ~ a~ mit den Potenzreihen yon unendlich ~ r  
vielen Variabeln. Vergl. BOHR [1]. 
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Es ist klar, dab 7~, ~,+1, {i~,,+~, . . . ,  ebenso wie {i~, ~ , . . . ,  linear unabh~ngig sind 

(weil ja ~ in 7, vorkommt), da~ 7,, f l ' ,+ , , . . ,  eine ganze Basis der A-Folge  
bfldet, und sehlie~lieh dab 7, linear mit rationalen Koeffizienten dutch endlich 

viele .4 ausdriiekbar ist es ist ja 7, = g-~- �9 

Wi t  setzen nun dieses Verfahren fort,  indem wir start yon den A~ selbst 
yon den ,reduzierten" Ausdriieken A,~--hn, ~ 7, ausgehen: Wir  bezeichnen mit 
m~ ~ m ~  die kleinste Zahl, welche als Index eines ~' in den kusdriicken yon 
A ~ -  hn.~ 7, vorkommt, und mit n~ die kleinste Zahl, fiir welche {~,'~ in 

An~ -- h,~2.~ 7, ~ g~ ~ + ganzzahl. Kombin. yon ~ mit m ~ m~ 

auftri t t ;  wit setzen dann 

~ 2  m = ( . . . ) ,  

eliminieren ~ in allen den Darstellungen der A ~ - - h , , , 7  , und sehreiben das 
Resultat in der Form 

A n -- h,,., 71 -- hn., r,  : ganzzahl. Kombin. yon {~ : fl--'~- m i t m  > m, 
9, 

(n ~- 1, 2, . . . ;  h,~.,, hn., ganz). 

Es ist klar, daft 7,, 7,, ~ + , ,  ~,~+2, - . .  ebenso wie 7,, ~ + , ,  ~,+2, . . .  linear unab- 
h~ingig sind (well ja P'~2 in 7~ vorkommt), dab 7,, }',, ~ + , ,  ~::~+~, . . .  eine ganze 

Basis der A-Folge  bildet, und sehliefilieh das 7, linear mit rationalen Koeffi- 
1 zienten durch endlieh viele A ausdriickbar ist (es ist ja 7~ = ~ -  (A~ 2 --kn~., 7,) 

und yon 7, wissen wir es schon). 

In dieser Weise setzen wit  fort und bekommen dadureh eine Folge 7,, r , ,  . . .  
der gewiinschten Art, d h. es bildet 17,, 7~,. . .} eine e i g e n t l i e h e  ganze Basis. 
In der Tat ist offenbar jedes 7 rational dutch die A ausdriickbar und die 7 
untereinander linear unabh~ingig, und ferner wird auch jedes A durch das an- 
gegebene Veffahren linear mit ganzzahligen Koeffizienten durch die 7 ausgedriickt, 

A ,  = 

wo der letzte Index sn iibrigens, wie leicht zu sehen, kleiner oder h~chstens 
gleich dem gr~Bten Index eines ~ ist, welcher in den urspriinglichen Darstellungen 
der A yon A Ib i s  zu diesem A,~ durch die ~ iiberhaupt auftritt. 

16" 
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B e i s p i e l  

g a n z e  B a s i s  

Tat, falls diese 
merkung ~ auch 

liche Basis der 

und yon diesen 

Harald Bohr. 

4. Als ein mi~glichst einfaches Beispiel einer d-Folge, die k e ine  

besitzt, nennen wit die Folge 1/. ~ 1 (n ~ 1, 2, . . .) .  In der 
n 

Folge eine gauze Basis bes~ifle, miil~te sie nach der obigen ,Be- 
eine e i g e n t l i c h e  ganze Basis haben. Nun hat aber jede eigent- 

rolg  = Form Irl ,  wo  r r tional  Z a U  # O 

Basen kaun offenbar keine einzige eine gauze Basis unserer Folge 
l sein, da ja bei festem r unmiiglich s~hntliche Zahlen A~ ---~ - -  ganze Multipla 

yon r sein k(innen. 

Bevor wir diesen Paragraphen schlleflen, werden wir noch zeigen, wie der 
in Kapitel I, w 4 gegebenen Charakterisierung der q u a s i p e r i o di s c h e n Funk- 
tionen eine besonders iibersichtliche Formulierung gegeben werden kann, wenn 
wit den Begriff der Basis heranziehen. 

E i n o r d n u n g  de r  quas ipe r iod i schen  F u n k t i o n e n .  Es sei # , , . . . ,  ~ 
eine beliebige Anzahl yon untereinander und yon Null verschiedenen reellen 
Zahlen, und es bestehe die Fo]ge d,~ aus lauter Zahlen, welche in der Form 
gl gl +""-b  g~g~ mit rationalen g an z e n Koeffizienten geschrieben werden kSnnen. 
Dann hat die Exponentenfolge .4,~ offenbar eine e n d l i c h g l i e d r i g e  g a n z e  
B~sis; denn die endliche Folge p~, . . . ,  p~ besitzt offenbar eine endlichgliedrige 

ganze Basis l~ : , . - . ,  ~zl, und diese wird ja zugleich eine ganze Basis der aus 
den 1/n gebfldeten Fo]ge sein. Man zeigt iibrigens leicht - -  da die Menge aller 
Zahlen g l P : + ' " + g ~ g ~ ,  wenn sie in der Form h~fl~ + . . . + h L ~ z  geschrieben 

und danach auf die Punkte des L-dimensionalen Raumes mit den (ganzzahligen) 
Koordinaten (h~, . . . ,  hL) abgebildet werden, ein G i t  t e r dieses Raumes bflden - -  
daft man bier die ganze Basis I f l , , . . .  , ~ }  so wShlan kann, daft die Menge aller 
Zahlan der Form g~gz + " "  -k g~ g~ nicht nur eine Teilmange der Mange aller Zahlen 

der Form hl fl~ + . . .  + h~ fl~ bildet, so,dern daft die beidan Mange sogar idantisch sin& 

Hieraus folgt, dab wit im Folgenden, wenn yon einer quasiperiodischen 

Funktion mit den Perioden 2 ~ , . . . ,  2~_~ die Rede ist - -  also (nach Satz HI, 

w 4) yon einer fastperiodischen Funktion, deren Exponenten .4~ alle in der Form 
g~P~ +"'-t-g~t/~x geschrieben werden k~innen - -  ohne weiteres aunehmen diirfen, 
daft die Zahlan 9~, . . . ,  9~ yon einander linear unabMingig sind, da wir sonst ein- 

fach die Zahlen p~, . . . ,  g~ durch die Zahlen fl~, ...,/~L ersetzen kiinnen. Und 
wit k~innen alsdann unserer Charakterisierung der quasiperiodischen Funktionen 
den besonders lariignanten Ausdruck geben, daft die Mange der quasiperiodischan 
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Funktionen mit gegebenen Perioden 2 ~ ,  , 2__~ mit der Menge derjenigen fast- 

periodischen Funktionen igoereinstimmt, deren Exponentenfolge die endliche Zahlen- 
menge {~,, . . . ,  #~I als gan~,e Basis besitzt. 

Hierin ist speziell der Satz enthalten: 
Die Gesamtmenge aller quasiperiodischen Funktionen ist mit der]enigen Teil- 

menge der fastperiodischea ~unktionen identisch, deren .Exponentenfolge eine endlich- 
gliedrige gan~,e Basis besitzt. 

w  
E ~ g  yon Rethen mit unendlich vielen Variablen und ihre Summierung. 

Es sel f(x) eine beliebige fastperiodische Funktlon und ~ ~ , e  ihre 
Fourlerentwleklung. Wir  wRhlen eine beliebige, abet im Folgenden lest zu 

haltende B a s i s B ~ I ~i, ~z, . . .  ! der Exponentenfolge ~4 n und schreiben die obige 
�9 iAnx 

Reihe 2J-4~e in der Form 

(17) ~ A~ ~(r,~ z ~z=-b r~. ,~,x-b . . .-k r~,q~q,,x). 

Nun wissen wir aber nach dem Kroneckersehen Approxlmationssatz, daft sich 

die GriiBen ei~lx, e i~zx, . . . ,  wegen der linearen Unabh~ingigkeit der ~, bei )~nde- 
rung yon x gewissemaBen so benehmen, als w~iren sie Griil]en, die sich unab- 
h~ingig yon einander anf itLren respektiven Kreisen bewegen; es liegt daher nahe 
noch einen Schritt welter zu gehen, und diese Griiflen yon einander v o 11 s t R n d i g 
f r e i  zu machen. Wir  driieken dies dadureh aus, daft wir an Stelle der GriiBen 

e ~ ,  e ip2x, . . .  die Gr~iBen c ~x~, e~Zx~, . . .  einfiihren, wo x~, xs~.. ,  abz~hlbar ~ 
viele v o n e i n a n d e r  u n a b h ~ n g i g e  reeUe Yariabeln bedeuten. Dadureh geht 
die obige Reihe (17) in die neue Reihe 

(18) Z A ,  e = 

fiber. 

Es ist diese, zun~iehs~ rein formal gebildete, Reihe, welche uns auf die zu 
f(x) ,gehiirige" Fuulrtion yon abzRhlbar vielen Variablen fiihren solL 

Die Reihe (18) ist aber im Allgemeinen sieher d i v e r g e n t  - -  sie enth~ilt 
ja als Spezialfall fiir x~ ~--x, . . . . .  x die obige Fourierreihe (17) - -  und muff 

i Wir gebrauchen der Kiirze halber das Wort .abzg~lbar" im Sinne yon .abz~hlbar oder 
endlich u. 
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daher, um iiberhaupt mit  einer Funkt ion F(x~, x~, .. .) in Verbind~mg gebracht 
werdcn zu kSnnen, einem ,Summationsverfahren" unterworfen werden. Die 
allgemeine Idee des anzuwendenden Summationsverfahrens besteht darin, daft man 
voriibergehend, bei jeweils f e s t g e h a l t e n e n  x , , x , ,  . . . ,  einen frei ver~inder- 
lichen (reellen) P a r a m e t e r  x einfiihrt und zwar dadurch, da6 man dem n-ten 

Gliede der Reihe (18) einen Faktor  e iA'x hinzafiigt, wodurch eine Reihe der Form 

(19) ~_jA, ei(r",~'x'+'"-Fr"'qn~q'~zq~).~ A'~x ---- ~ B . ( x , , x ~ ,  . . . ) . e  iA'~x 

entsteht,  die also wenigstens ,~iut3erlich" wie eine Fourierreihe mit  dem Expo- 
nenten A,, A , , . . .  aussieht. Unter  diesen Reihen (19) gibt es aber gewil3 auch 
solche, die t a t s ~ c h l i c h  F o u r i e r r e i h e n  sind, n~imlich diejenigen, die man 
dadurch erh~ilt, dab man x I = x, . . . . .  k setzt, d. h. die Reihen 

. i(r, t lg~k+ -. - + r , ,  qn~q,,k), eiAT, x ~A,~keiAnx " (20) E . ~ , e  . = Z A ,  - -  ZA~,e ~n(x+k)  

welche ja als Fourierreihen zu den fastperlodischen Funktionen f (x + k) gehSren. 
Von ausschlaggebender Bedeutang ist nun die Tatsache, dab nicht nur dlese 
speziellen l~eihen (20), sondern die s ~ m t 1 i c h e n Reihen (19) F o u r i e r -  
r e i h e n  sind: 

Sa tz  IV. Bei ]eder Wahl der reellen Greflen x,, x~, . . ,  ist die obige Reihe 
(19) die Fourierreihe einer gewissen fastperiodischen Funktion 9 (x) = 9 (x; x~, x , , . . . ) .  

Bewois .  Es sei also x ~ , x , . . ,  eine beliebig gegebene Folge yon festen 
reellen Zahlen. Wir  fiihren den Beweis dadureh, daft wit  die Exlstenz einer 
Folge von reellen Konstanten k,, k ,1 . . ,  beweisen, derart,  dal~ 1) die Funkt ion 
f(x + k~) fiir m -~ (x) gleichm~il3ig gegen eine Grenzfunktion ~ (x) konvergiert,  und 
daft 2) diese (gdwil~ fastperiodische) Funktion ~ (x) die gewiinschte Eigenschaft  
hat, d . h .  die Reihe (19) als Fo~rierreihe besitzt. 

Es sei zur Abkiirzung 

r,,., p,x, + r , . ~ & x ,  + . . .  + r,,~,,~q,,xq, : a .  

gesetzt. Dana folgern wi t  zan~chst aus dem Kroneekerschen Sa%ze, daft wir 
bei beliebig gegebener Anzahl h T und beliebigem d > 0 ein reelles k derar t  be- 
stimmen k~nnen, dai~ die h T Ungleichungen 

[eian--eiA"k[ < ~ (n ---- 1, . . . ,  N) 

d .h .  die N Ungleichangen 

(21) le i(r" '*~lx' '~ ' ' ' '~r" 'q"~q'xqn)-ei(rn'~'k '~' ' '~-r" 'q '~qnk)[< ~ (n ---- 1, . . . ,  N)  
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alle bestehen. In der Tat k(innen wit, wenn M den hiiehsten Index eines Basis- 
elementes /~ bezeiehnet, welches noch bei der Darstellung der N ersten 1/, auf- 
tritt, und g den Haupfnenner sller in diesen AT, vorkommenden rstionalen Koeffi- 
zienten r bedeutet, aus Stetigkeitsgriinden offenbar das ~, so klein w~hlen, da/~ die 

b ,  k Ar Ungleichungen (3]) alle bestehen, falls nut jede der M Zahlen ~,-q, .. . ,  ~ 
V 

x~ 
yon der entsprechenden der Zahlen fl '~'v " ' "  fl'~-g rood. 20~ tun weniger als 

~ abweicht; dies kiinnen wir aber, wegen der linearen Unabh:J.ngigkeit tier Basis- 
zahlen, nach dem Kroneckerschen Satze durch Wahl yon k sicherlich erreichen. 

Aus dem soeben Bewiesenen folgt anmittelbar, daft wir eine Zahlenfolge 
k,, k , , . . ,  derart bestimmen kSnnen, dab bei jedem f e s t e n  n die Limesgleiehung 

lira e iAnkm ---- e ion (~)  

besteht. 

m --~ OO 

Hieraus folg~ welter, daft der M i t t e 1 w e r t 

M~.q ---- M l [ f (x+kp) -  f ( x+  kq)]'} 

f ~ r p ,  q-~oo g e g e n  0 s t r e b t ,  d.h. daf~ Mp, q-<~ ist ffir p , q ~ R ( ~ ) ;  in der 
Ta~ ist naeh dem Faadamentalsatz 

Mp, q = Z A,  eiA~kp- A,~ eiAnkq [' = Z [A,]' e i ' ~ k ~ -  e iAnkq ', 

und yon der Reihe reehts grit offenbar, daft sie 1) fiir nile p und q gleichm~L6ig 
konvergiert, weft sie die konvergente Majorantenreihe ~4[A,~] ~ besitzt, und daft 
2) die elnzelnen Glieder der Reihe, wegen (22), fiir p, q ~ ~ gegen 0 streben. 

Aus M~,q ~ 0 fiir p, q-~ cx~ folgt aber weiter (aus dem Konvergenzhilfs- 
satz in w 2), da ja die Menge I f (xd-k) l  aller fastperiodischen Funktionen 
f ( x §  eine a u s g e z e i e h n e t e  Menge bfldet, dab d ie  F u n k t i o n e n f o l g e  

f ( x+  k,), f (x  +k,), . , . ,  f (x + k J , . . .  

g l e i e h m ~ f l i g  fiir  a l l e  x g e g e n  e i n e  G r e n z f u n k t i o n  r s t r e b t .  

Es fehlt noeh der Nachweis, daf diese (fastperiodisehe) Funktion ~(x) yon 
. ion iA~x  der erwiinschten Art ist, d.h. dab sie die gegebene Reihe ~] .a,~e �9 e als 

Foarierreihe besitzt. Dies ergibt sich aber sofort, unter Benutzung yon (22), 
aus der gleichm~iBig giiltigen Limesgleiehang (p(x) ----- lira f ( x+k , , ) ;  dean hier- 

~ ---~ o o  

aus folgt fiir jedes reelle ;~ (vergl. I, w 5, Satz XXV), daft 
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~ ,im l.Ane'An'm fU.r ~.=.dn ~ { hne'~'n f'llr ~ J l n  

Hiermit  ist der Beweis unseres Satzes beendet. 

Wir  sehieben' hier einen Hilfssatz ein, den wir wohl erst im n ~ h s t e n  Para- 
graphen verwenden werden, dessen Richtigkei t  sich aber sofort aus dem oblgen 
Beweise ergibt. 

~ i l f s a t z  3. Die Me.age {r aller den sdmtlichen Punklen (x~,x~, ...) des 
abzdhlbar-dimensionalen t~umes entsprechende.n fastperiodischen ~'unktionen 

~(x; x,, . , , . . . )  ~ Z a .  e~(''' 'P'~' +"" +"'~"~"~")" e~A"~ 

bildet eine ausgezeichnete Funktionenmenge. 
Bewei s .  Dies ergibt sieh sofort daraus, daiS (naeh dem Beweis des Satzes 

IV) jede der Funkt ionen ~(x) die Grenzfnuktion einer gleichm~iiSig konvergenten 
l%nktionenfolge der Form f(x+k,~) (m ~--1, 2 , . . . )  ist, und daiS die Funktionen- 
menge {f(x+k)l  sehon (vergl. w 2) als ausgezeiehnet erkannt  ist. In der Tat  
slnd die Funktionen der Menge Ir einerseits g l e i e h a r t i g  g l e i e h m g i S i g  
s t e t i g (sogar mit  demselben ,8  ----- ~ (s)" wie die Fnnktionen der Menge {f(x + k) I ) 
und andererseits g l e i e h a r t i g  f a s t p e r i o d i s c h  (da ja jede Versehiebungszahl 

~ ~(s) der Menge t f (xTk) l  offenbar ebenfalls eine Versehiebungszahl �9 ~ ~(s) 
tier Menge l~(x)} darstellt)x. 

Mit Ri!fe des Satzes IV sind wir nnnmehr im Stande, bei beliebig fest- 
gehaltenen x , ,  x , ,  . . . ,  d i e R e i h e 

(i8) Z & g ( " '  ~' ~' + '  + ~"'~"~"'~") = Z / / . ( x , ,  x , , . . . )  

zu  , s u m m i e r e n  ~. W i t  best~mmen einfaeh die fastperiodlsehe Funkt ion 
(x; x~, x,, . . . ) ,  welche die Reihe 

'Y. B,~(xt, x , , . . . ) "  e i&x  

' In dem der Abhandlung hinzugeftigten Anhang I werden wir fibrigens die ,abgeschlossene 
Hiille" H (f(x ~ k)) der Funktionenmenge {f(x ~ k) l , d.h. die Menge, die aus den s it m tl i ch e n 
Funktionen ~ (x) besteht, welche als Grenzfunktion einer gleichmffl3ig konvergenten Funktionenfolge 
der Form f(x~km) (m ~ 1, 2, ...) dargestellt werden kSnnen, genauer studieren, und dabei auch 
die obige Menge I~(x)l als Teilmenge dieser abgeschlossenen Hfille bi(f(x-bk)) untersuchen. D a -  

d u r c h  werden wir auf einige wichtige K l a s s e n e i n t e i 1 u n g e n der fastperiodischen Funktionen 
geftihrt. 
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zur Fourlerreihe besitzt, und setzen dutch Definition lest,  daft die ,Summe" 
F(x , ,  x~,. . .)  der Reihe (18) dutch den Weft 

F(x , ,  x , . . . )  -= (o; x , , . . . )  

dieser Funktion q~ im Punkte x -~- 0 gegeben werden soll. 
Wit  heben sogleich eine entscheidende (obwohl ganz auf  der Oberfl~che 

liegende) Eigenschaft der somit zu f(x) ,geh~irigen" Funktion F(x~, x~,. . .)  her- 
vor, n~/mIich dab sie bei jedem reeLIen ~ die Relation 

F(~, ~, . . . )  ---- f(~) 

erFtiLlt. In der Tat  ist unter F(~, ~, . . . )  naeh Definition der W e f t  zu verstehen, 
welchen die durch die Fourierreihe 

d.h.  durch die Reihe 

Aj(r  , ~, ~ + . . .  + r,, q,, 3qn ~). ei.4,,x, 

~. An e 1"4~ ~ . eiA, x, 

bestimmte fastperiodische Funktion (p(x; ~, ~, . . . )  im Punkte x ~ 0 annimmt; 
diese letzte Funktion ist abet eben die Funktion f ( ~ + x )  und ihr Wer t  fiir 

x = 0 also gleich f(~). 
Mit anderen Worten:  Die Werte der fastperiodischen _Funktion f (x) sind die 

Werte, wdche die Funktion F(xl ,  x~,. . .)  auf der Geraden xl-~-x,  x I ~ x , . . . ,  d.h. 
auf der ,Hauptdiagonalen" des unendlich-dimensionalen •aumes, annimmt. 

Im Folgenden werden wir die zu f(x) gehlirige Funktion F(x~, x2, . . .) yon 
unendlieh vielen Variabeln einem eingehenderen Studium unterwerfen, wobei 
wir AnlaB haben werden, die Untersuchung in zwei Kapitel zu zerlegen, von 
denen das eine den Fall einer g a n z e n, das andere den einer b e 1 i e b i g e n Basis 
behandelL Wi t  werden abet noeh diesem Kapitel einen letzten Paragraphen 

hinzufiigen, in dem gewisse einfaehe Eigensehaften allgemeiner A r t  dieser Funk- 
tion F(x , ,  x , , . . . )  eriirtert werden. 

w  
Stetigkeitseigenschaften der zu einer fastperiodischen Fanktion gehlirigen 

Funktion .F(X,, x~, . . . ) .  

Der Begriff der ~ S t e t i g k e i t "  einer Funktion O(x~, x , , . . . )  yon unendlich 
vielen Variabeln - -  die wir uns im ganzen abziihlbar-dimensionalen Raume 
- oo ~ x., ~ oo (m ~ 1, 2, . . .)  definiert denken - -  liii~t sieh bekanntlich in wesent- 

Acta mab~smaiiea. 46. Impr|md ]e 1 avril 19~5. 17 
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lich verschiedener Weise definieren. Allen diesen Definitionen ist wohl die 
Forderung gemeinsam, dag jede ~olge yon Funktionswerten 

(x',, x ; , . . . ) ,  r  x S . . . ) ,  . . . ,  r  x~' ,  . . .) ,  . . . ,  

die zu einer beliebigen Punkffolge 

' : ( x , , x , ,  .), ., /~' : (x',, x , , . . . ) ,  P . . . . .  . .  �9 �9 P " ' :  (xi"', x ,  ~' ' , . . . )  �9 �9 �9 

geh~rt, welche gegen einen festen Punkt P ' :  (x~, x~,...) konvergiert, auch ihrer- 
seits gegen den festen Funktionswert r x~,...) konvergieren soll. Was aber 
bei dem Ausdruek ,es konvergiert die Punktfolge p(n) gegen den Punkt P*" zu 
verstehen ist, l~ift sich sehr verschiedenartig definieren. Fiir unsere Zwecke 
werden wir immer ,Stetigkeit" im Sinne yon , V o l . l s t e t i g k e i t "  auffassen, 

r (n)  01) d.h. wir werden yon einer Punktfolge pc,): (x, ,  x~ , . . . )  sagen, dag sie gegen 
den Punkt P*: (x:, x~,...) konvergiert, wenn sie nur die (gerlngfiigigste) Bedin- 
gung erfiillt, daft bei jedem f e s t e n  Index m die Limesgleichung 

lira ~(~ = x,*~ 
n - - ~  o o  

besteht. (Es wird also u.a. n i e h t  die g l e i chm~i f i ige  Konvergenz in allen 
Koordinaten verlangt). Wie unmittelbar zu sehen, ist diese Definition der 
Stetigkeit mit der folgenden fiquivalent: 

Definit ion. Es soll die Funktion r x~,...) im Punkte (x*~, x; , . . . )  stetig 
heiflen, falls es zu iedem ~ > 0 eine endliche Anzahl .M und ein ~ ~ 0 derart gibt, 
daft jeder Punkt (x,, x~,...) des Raumes, fiir welchen die M Ungleichungen 

bestehen, die Ungleichung 

I r (x,, x , , . . . )  - ~ ( x ; ,  x : , . . . ) 1  < E 

erfiillt. 

Wit sagen ferner yon einer im ganzen Raume ~ d. h. in jedem Punkt des 
Raumes - -  stetigen Funktion ~(x~, x~,...), daf sie iiberall gleichmiij3ig stetig ist, 
falls es zu jedem e ~ 0 ein M und ein ~ ~ 0 derart gibt, daf ein beliebiges 
Punktepaar (x~, x~,...) und (x~', x~,...), fiir welches die ~ Ungleichungen 

I x ' -  x;~l < a (m = 1, 2 , . . ,  ~ )  

bestehen, die Ungleiehung 
r tt  

l *  (z~,  * , . . . )  - r  x , , . . . ) l  < 

erfiillt. 
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Wir gehen nun zur Untersuehung unserer, in w 6 eingef'fihrten, Fanktion 
F(x l ,  x , ,  . . .) fiber. 

Sat~ V. Die zu ciner belicbigen fastperiodischen Funktion f (x) (und einer 
beliebig gewdhlten Basis ihrer JExponenten/olge) geh6rige Funktion yon abz?ihlbar 
vielen Variables F(x l ,  x~, . . . )  ist im ganges abzdhlbar-dime~sionalen Raume gleich- 
mdflig stetig. 

Beweis.  Gaaz wie beim Beweise der ,hinreichenden Bedingung" in w 3 
liegt die Schwierigkeit darin, dab bei der Reihe 

(18) Y. A ,  e i~r''' ' ~' ~' + " "  + r., q, ~q,, ~,,), 

welche unsere Funktion F(z,,  x, , . . . )  ,bestimmt", nicht unmittelbar ein belang- 
loser Rest abgescbnitten werden kann, da sie ja im Allgemeinen nicht einmal 
konvergent sein muB. Wie dort, gellngt aber der Beweis durch Heranziehung 
des Hilfssatzes aus w 2 fiber ausgezeichnete Funktionenmengen und des Funda- 
mentalsatzes der Abhandlung I. 

Nach Definition ist der Funktionswert F(x~, x~ , . . . )  in einem beliebigen 
Punkte (x~, x~,...) des Ramnes der Wert, den die durch die Fourierreihe 

i(r,~ ~,x, +...+r,.q,,~q,,:c~,,) ei~,,:c A , ~  e , l 

bestimmte fastperiodische Funktion ep(x; x~, x, , . . .)  im Punkte x ~ 0 annlmmt. 
Nun bildet aber (nach dem Hilfssatz 3 in w 6) die Menge {qv(x)l aller den 
sEmtlichen Punkten (x~,x , ,  . . . )  des Raumes entspreehenden Funktionen ~v(x) 
~- r x~,x2 , . . . )  eine a u s g e z e i c h n e t e  Menge. Hieraus folgt (naeh dem Hilfs- 
satze 2 des w 2), dab wit zu dem gegebenen ~ ~ 0 ein ~ ~ 0 so bestimmen kiimaen, 
dab ass der Ungleichung 

I { t t  pp II~(z;  x , ,  x , , . . . >  - ~(x; z , ,  ~, , . . . )1 '}  < (23) 

die Ungleiehung 

a {[ �9 (x; x',, x ; , . . . )  - ~ (x; ~i', x;',...)1} < 

also afort iori  die Ungleichung 

I~(O; ' ' (o; . . . .  - . . ) 1 <  X l, X~, . . . )  --  (p Xl, X27 

d. h. die Ungleichung 

i et t l  (~4) IF(x~,  x , , . . . )  - F ( x , ,  x , , . . . ) 1  < 

gesehlossen werden darf. 
17" 
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Nunmehr benutzen wir den F u n d a m e n t a l s a t z  aus I, nach welchem 

~ I[~(x; ~ ,  x ; , . . . )  - ~(x; x~', x ; , . . . ) r l  

= X IA.I~ I e/(,.,,0,x' + . . .  + r.,q~0~=~.)- e~(r.,,0,<' + " - +  ~.,q. 0~.~".) [' 

is~. Wi t  bestlmmen alas N so groB, dab 

n ~ - N  

ist und somit die gewiinsehte Ungleichung 

(23) M {]~ (x; x~, x~,. . .)  - ~(x;  x~', x~,.. ")]~1 < 7 

gewifl besteht, wenn nur die Punkte (x~,x~,...) und (x~',x~,...) die Ungleichung 

l t t  II 

IAor I + + J 

eri~dllen. Es bezeichne M den gr~Bten Index eines x, welches in den Exponenten 
der N ersten Glieder der Relhe (18) vorkommt; dann bestimmen wit  (was aus 
Stetigkeitsgriinden m~glich ist) das ~ > 0 so klein, dab fiir jedes Punktepaar 

(x~, x~, . . . )  und (x;', x~', ...), fiir welches die M Ungleichungen 

(26) Ix',.- x,,I < ,~ (~ = 1, 2 , . . . ,  .u)  

bestehen, die obige Ungleichung (25) gilt. Dieses M und dieses 5 werden dann 
yon der erwfinsehten Eigenschaft sein; in der Tat  gilt ja far  jedes Punktepaar, 
welches die Bedingung (26) erf'tillt, die Ungleichung (23) und also, nach der Be- 
stimmung yon ~, ebenfalls die Ungleichung 

(24) IF(z~, x ; , . . . ) -  .F(x;, x;, . . . )1 < ~. 

Hiermit ist die gleiehm~Bige Stetigkeit yon 2"(x~, x , , . . . )  bewiesen. 

Fiir einen spEteren Zweck wollen wir diesem Satze eine etwas weiter- 

gehende ~ Formullerung geben: 

Sa tz  VI. Zu ]edem ~ ~.  0 gibt es eine Anzahl  17 und ein ~ > 0 derart, daft 

cli.e Ungleichung 

(24)  I.b-'@',, x;-,...) - 2'(x~', x ; , . . . ) l  < 

f~r ~w~ bdiebige 1~unkte (x~, x~,...) und (x~, x;,...) des l~aumes bestd~t, wenn nu," 

' Der Satz VI ist desbalb ,weitergehend" als Satz V, als eine ,kleine" Anderung einer 
,groBen" Anzah[ yon den V a r i a b e I n xl, x~, ... gewiB (aus Stetigkeitsgriinden) nur eine k|eine 
~nderung einer gro6en Anzahl yon G I i e d e r n d e r R e i h e (18) bewirkt, withrend der umgekehrte 
Schlu6 nicht erlaubt ist. 
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die _N Ungleichungen 

ei(r.,, r xl +. . -  + r., q~Oq~X~n) 

alle erfiillt sind. 

133 

t t  

- e  i(r"''6'xi'+'''+r"'q'gq"~'3 < ~ (n-~ 1 , . . . , ~  

Beweis. In der Tat haben wit ja im Laufe des obigen Beweises yon 
Satz V die Existenz einer Anzahl N und einer Gr~ife ~, ~ 0 nachgewiesen, der- 
art, daft die Ungleiehung (24) gewifl erfiillt ist, wenn nut die Ungleichung 

(25) 1EI.4.1'[e + < 

besteht, woraus sich die Riehtigkeit der Behauptung sofort ergibt. 

KAPITEL III. 

Fastperiodlsehe Yunktlonen mlt ganzer Basis und lhre Bezlehung zu den 
rein periodisehen Funktionen yon unendlich vielen Yarlabeln. 

w  
Fastperiodische Funktionen mit ganzer eingliedriger Basis. 

In dem Falle einer fastperiodischen Funktion mit einer g a n z e n  e i n -  
g l i e d r l g e n  Basis B ~ I~}, wo also jeder der Fourlerexponenten 1/, ein ganzes 
Multiplum einer einzlgen Zahl ~ ist, haben wit es, wie zu erwarten ist, einfach 

2~ 
mit einer r e i n  p e r i o d i s c h e n  F u n k t i o n  der  P e r i o d s  ~ zu tun. In der 

Tat gilt der 

Satz VII. Es sei fl eine beliebige reelle Zahl =~ O. Dann ist die Menge aller 

fastperiodischen Funktionen f (x) r ~ A~e iA~x, deren .Exl~onentenfolge die eingliedrige 
ganze Basis B ~ l fll besitzt, mit der Menge aller stetigen rein periodischen Funk- 

tionen der Periode ~ -  identisch. 
s  

Beweis.  1. DaB eine stetige rein periodische Fanktion mit der Periode 
2 x  

, Ms fastperiodisehe !~unk4ion aufgefaflt, eine Fourierreihe besitzt, deren "~ 

Exponentenfolge die ganze eingliedrlge Basis {{I I hat, haben wir schon in I, 
w 3, Satz XI gezeigt; in der Tat haben wit dort bewiesen, dab unsere 
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Fourierreihe fiir eine r e i n  p e r i o d i s e h e  Funktion mit der ~gew~hnliehen ~ 
Fourierreihe zusammenf~illt. 

2. Und da6 umgekehrt ~ede fastperiodische Funktion f ( x ) ~  ~ A , , e  i'4~x, 
deren Exponentenfolge die ganze eingliedrige Basis {ill besitzt, rein periodiseh 

2z mit der Periode - -~  ist, folgt sofort aus dem E i n d e u t i g k e i t s s a t z  (I, w 4). 

der Tat ist ja die Fourierreihe der runktion g ( x ) = f ( x + - ~ ) d . h ,  dieReihe In 

2~ 

A,~ e ~ �9 e i A'* x 

�9 2t  n mit der Reihe ~A,~e ~'~'x formal identisch, da - ~  bei jedem n eine ganze Zahl 

ist, weshalb naeh dem Eindeutigkeitssatze aueh die beiden F u n k t i o n e n  f(x)  
- - .  c ~  , 

und g(x) -~ f ( x + ~ - )  identisch sein miissen. 

Im Folgenden werden wir einen allgemeinen Satz tiber den Zusammenhang 
yon fastperiodischen Funktionen mit ganzer Basis {~t, fl~,."} und rein perio- 
dischen Funktionen yon abz~ihlbar vielen Ver~nderlichen (x~, x~,...) ableiten, 
weleher den obigen Satz als elnfachsten Spezialfall enth~lt. Bevor wir diesen 
Satz aufstellen, werden wit aber zun~chst einige aUgemeine Bemerkungen fiber 
rein periodisehe l~unktionen yon unendlich vielen Variablen voraussehicken. 

w 

Rein periodische Fnnktionen yon unendlich vielen Variabeln. 

Es sei P(xl ,x j ,  ...) eine (wie immer komplexe)Funktion yon abz~ihlbar 
vielen reellen Variabeln, die im ganzen Raume defmiert ist. Wit fiihren die 
folgende Definition ein: 

Defiuition. Es sob die Funktion P(xt ,  x, . . . .  ) ,periodisch mit dem Perioden- 
system (p~, p~,...)" hei)~en, we Pl,Pt,  . . .  yon 0 verschiedene reelle ZaMen sind, 
falls sie ungedndert bleibt, wenn x,~ dutch x~+p~ ersetzt wird, d.h. falls in ]edem 
Punkte (x~, x~, ...) des Raumes und bei jedem m = 1~ 2, . . .  die Gleichung 

P(x , ,  . . . ,  x~_,, x,, + p ~ ,  x~+l, . . . )  ---- p (x , ,  . . . ,  x~_l, x.,, x ~ , ,  . . . )  

besteht. 

Wir bemerken, daft aus tier Voraussetzung, daft P ( x ,  x , , . . . )  periodiseh ist 
mit dem Periodensystem (pt, p , . . . ) ,  im Allgemeinen nie  h t  gesehlossen werden 
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darf, daft fiir eine Folge von u n e n d Ii  c h vielen ganzen Zahlen nl, n~, . . .  die 
Gleichung 

(27) P(x, +n lp , ,  x~+n,p , ,  . . . ,  x ,~+nmp,~, . . . )  ---- P(x~, x , , . . . ,  xm, . . . )  

besteht. Z .B .  ist die Funkt ion yon anendlich vielen Variablen 

0 wena unendlich viele der Koordinaten gleich 0 sind 
P(xl,  x , . . . )  ---- 1 wenn h~ichstens eadlich viele Koordinaten gleieh 0 sind, 

sogar bei jeder Wahl  der yon 0 verschiedenen Zahlen p~, p , , . . . ,  periodisch mit  
dem Periodensystem (p~,p~,. . .) ,  da ja eine Anderung yon nar einer der Koordi- 
naten keinen Punkt  (x~,x . , . . . )  der einen ,Kategorie" in eine.n Punkt  der anderen 
iiberfiihren kann;  dagegen erfiillt sie bei keiner Wahl  der Zahlen p , , p ~ , . . ,  die 
obige Bedingung (27), well ja z. B. 

P(P, ,P~,Ps , . . . )  ----- 1 and P(0, 0, 0, .. .) ~- 0 

ist. 

Im Folgenden werden wit  nur  s t e t i g e  Funktionen P(x~,X~ , . . .) betrachten, 
und fiir solche Funkt lonen gil t  offenbar der 

Hi l f s sa tz  4. Es sei P(xl ,  x2, . . . )  eine stetige Funktion yon abz~ihlbar vielen 
Variablen, die periodisch ist mit dem Periodensystem (p~, p~, . . . ) .  Dann gilt, falls 
n,, n~, . . .  eine beliebige Folge yon ganzen Zahlen ist, im ganzen Raume die Gleichung 

P(x  l + n,p, ,  x~ + n, p2, .. ., x,~ + n,~pm, ...) ~ P(x,,  x~ , . . . ,  x~ , . . . ) .  

B e w e i s .  Ia  der Tat  folgt aQs der Stet igkei t  (Vollstetigkeit), dab in jedem 
festen Pankte  (x~, x , , . . . )  die Limesgleichung 

P(x,  + n~p~, . . . ,  x,~ + nmp,~, x,~+~ -{- n,~+,p,~+,, . . .)  

--~ lira P(x~ + n,p, ,  . . . ,  xm + n,~p,~, x,~+,, . . .)  

besteht;  und der Funkt ionswert  nach dem Limeszeichen ist ja (bei jedem m) 
gleieh P(x, ,  x,, . . . ,  x,~, ...). 

Wir  beweisen danach den folgenden 

Hi l fusa tz  5. Es sei P(x~, x. ,  . . .)  eine stetige rein periodische Funktion mit 
dem Periodensystem (p~ ,p , , . . . ) .  Dann ist 

1. P(x , ,  x~ , . . . )  im ganzen Raume gleichmdflig stetig, und 
2. die Menge der 2"unktionswerte yon P(x~, x~, . . .)  eine beschriinkte, abge- 

schlossene Zahlenmenge. 

Beweis .  Nach dem obigen Hilfssatz 4 k~innen M r  uns so zu sagen auf 
die Betrachtung eines e n d l i  c h e n (abgeschlossenen) Intervalles beschr~nken - -  
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d.h. eines Raumteiles, welcher durch Ungleichungen der Form a ~ ' < x ~ _ ~  
(m ~ 1, 2, . . .)  bestimmt ist - -  n~imlich etwa des Intervalles O~_~x~_Ip,~[ 
(m ~ 1, 2,...). Nun gilt aber bekanntlich, wie durch das nDiagonalverfahren" 
unmitte]bar zu beweisen, der fundamentalo Satz, dab jede unendliche Punktfolge 

Q~-,: (x~ ~, x~-, , . . . ,  x~ ' , . . . )  (,~ = 1, 2 , . . . ) ,  

die in elnem solchen abgeschlossenen Intervall des Raumes gelegen ist, mindestens 
eine, dem Intervall angeh~rige ~H~ufungss t e l l e "  Q':(x~, x*~,..., x*~,...) hat, d.h. 
einen Punkt Q* mit der Eigenschaft, daft aus der gegebenen Folge Q" (n -~- 1, 2,...) 
eine unendliche Teilfolge Q("'), Q("~J,... herausgegriffen werden kann, die gegen 
Q* konvergiert (was immer in dem weitesten Sinne gemeint ist, dab bei jedem 
f e s t e n  m die Limesgleichung lira x~", q) = x:  besteht). Unter Benutzung dieses 

q--~ cO 

Satzes ergibt sich nun sofort die Richtigkeit des Hilfssatzes 5 ganz wie beim 
Spezialfall einer Funktion yon nut endlich vielen Variabeln. Wit  beweisen z. B. 
die erste Behauptang (bei der zweiten geht es noch einfacher), welche die glelch- 
m~igige Stetigkeit betrifft: Wean _P(x~,x,, ...) n i c h t  gleichm~iNg stetig w~ire, 
k~nnten wir ein festes ~, ~ 0 and eine Folge yon Punktepaaren 

{ (x ' , ,  ~ ,  .), 0', ,  u , , . . . ) } ,  � 9  l(~"', " '  . .  . x , ,  . . ) ,  (u~' ,  "' �9 y ,  , . . . ) } ,  . . . ,  

wobei die Punkte (~(~) .~.~"~ \_, ,-~ , ...) alle im Intervalle 0 ~_~ x~ < IP~] liegen, derart 
finden, daft fiic a l l en  die Ungleichung 

( 2 s )  I P ( ~ ' ,  ~'"' ~, , . . . )  - P ( r  L " ' , . . . ) 1 >  ~~ 

g~ilte, w:~hrend bei jedem f e s t e n  m die Limesgleichung 

(29) lira (y~' - x~)) = 0 

bestfinde, und es k~nnte hlerbei f e r n e r -  nach dem Satz fiber die Existenz 
einer H~ufungsstelle ~ angenommen werden, daft die Punktfolge (x~: ~, x~', ...) 
gegen einen festen Punkt Q*:(x~, x : , . . . )  konvergierte. Dann wiirde offenbar 
auch, wegen (29), die Punktfolge (y~, c~) y, , . . . )  gegen den Punkt Q* konvergieren, 
und es stiinde die Ungleichung (28) ha Widerspruch mlt der Stetigkeit der 
Fanktion P ( x ,  x~, ...) ha Punkte Q*. 

Wit  beweisen schlieNich noch den folgenden 

Hilfssatz 6. .Es sei P(x,, xg, . . . )  eine stetige Funktion yon abziihlbar vielen 
Variabeln, die periodisch ist mit dem l~eriodensystem (p~, p~, ...), und es seien die 

1 1 
Zahlen , ~. . .  linear unabh~ngig. Es bezeichne ferner M die (nach dem Hilfs- 

Pl P~ 
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satze 5) beschr~inkte abgeschlossene Zahlenmenge, die aus den s~imtlichen Funktions- 

werten P(Xz, Xz, . . . )besteht,  und M' die Menge der Werte, welche die _Funktion 

P(x~, x~, . . . )  auf tier ,Hauptdiagonalen" x~ ~ x~ . . . . .  x annimmt, el. h. die 

Menge der Werte der ~'unktion yon nur einer Variablen 

h(x) ---- P(x,  x ,x ,  . . . )  ( - ~ o <  x < ~ ) .  

Dann liegt die Menge M', welche offenbar eine Teilmenge yon Mis t ,  in dieser Menge 

M iiberall dieht. 

Bewei~. Es sei (x~, x.*,...) ein beliebiger Punkt des Raumes und ~ > 0 
beliebig gegeben. Wir haben die Existenz eines x derart zu beweisen, dab 

IP(x, x , . . . ) -  P(x;, ~;,...)] < 

ist. ttierzu geniigt es, wegen der Periodizit/it der Funktion P(x~,x~, ...) in 
Verbindung mit ihrer gleiehm/iBigen Stetigkeit, zu beweisen, daB, wie grofl auch 
die ganze Zahl M und wie klein auch die positive Za.hl ~ gewgMt werden, die 
~/diophantischen Ungleichungen 

I x - x:[ < 0 (rood. p~) (m = 1, 2,. . . ,  M) 

d. h. die M Ungleichungen 

IP~" x-p-~-I x:, < ~ ( m o d .  1) (m ----1, 2, ..., M) 

bei passender Wahl eines x befriedlgt werden k~innen. Dies folgt aber, wegen 

der linearen Unabh~ngigkeit der Zahlen 1_ 1_ . sofort aus dem Kroneeker- 

schen Approximationssatze. 

w 10. 
Fastperiodlsche Fanktionen mit beUebiger ganzer Basis. 

Wir beweisen zun~ichst den 

Satz V I H a .  Es sei P (x~, x~,...) eine stetige Funktion yon ab~ihlbar vielen 

Variabeln, die rein periodisch ist mit dem Periodensystem (Pl, Pg,. . .) ,  wo die Zahlen 

~, ~- -~ - ,  ~, - -  P, , . . .  d.h. die Zalgen 1 1 P~ , P~ ~ . . .  linear un~Mingig sin& 

Dann ist die .Funktion 

h(x) = P ( x , x , x , .  ..) ( - o o < x < ~ )  

eine fastperiodische Funktion, deren Fourierexponenten die ganze Basis B ~ l fll, ~ ,  ... I 
besitzen. 

Zeta matheraa~ca. 46. Imprim6 le 1 avril 1925. 1S 
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Beweis .  1. DaB die (offenbar s tet ige)Funktion h(x) f a s t p e r i o d l s c h  ist, 
dab es also zu einem beliebig gegebenen ~ > 0 eine L/inge l - -  l(~) derart gibt, 
daB jedes Intervall  dieser L~inge mindestens eine zu ~ geh~rige Verschiebungs- 
zahl der Funktion h(x) enthiilt, ergibt sich folgendermaBen: Zun~ichst bestimmen 
wir, auf Grund der gleiehm~ifigen Stetigkeit der Funktion P(x~, x2, . . . )  und ihrer 
Periodizit/it, die Zahlen M ----- M(s) und ~ = t(s) derart, daft zwei beliebige 
Punkte (x'l,x' . . . . )  und (x'~',x'~, . . . )  des Raumes, welche die M diophantisehen 
Ungleiehungen 

[x" - x~,] < ~ (rood. p~) (m - -  1 , . . . ,  M) 

erfiillen, ebenfaals der Ungleiehung 

[P(z',, ~ ; , . . . )  - P (zi', zL...)1 < 

geniigen. Hieraus folgt, dab , gewifl eine zu , geh~Jrige VerschiebungszaM der 
Funktion h (x) ~ P(x, x , . . . )  ist, d .h.  dab Ffir alle x 

Ih(x+4) -  h(x)l = [P(z+~, z+4,  . . . ) - P ( z ,  ~, ...)1 < ~  

ist, falls , die M Ungleichungen 

141 < t (rood. p.,) (m ~ 1, .... , M) 
d. h. die M Ungleichungen 

2~ 2~ 
(30) iP~  4 < ~ #  (mod. 2~) (m ~ l, .. ., M) 

erfiillt. Naeh dem Satze A des w 4 gibt es abet eine Lgnge I derart, dab jedes 
Intervall  dieser Liinge mindestens eine LSsung 4 dieser M Ungleiehungen enth/ilt. 

2. lqachdem die Funktion h(x) als fastperiodiseh erkannt ist, sei ihre 

Fourierentwieklang mit ~, A,,e i4'~x bezeichnet. Wi t  haben zu beweisen, d a fi d i e 

l ~ o u r i e r e x p o n e n t e n  A,, d ie  g a n z e  B a s i s  l f l , , f l , , . . . }  = p, , - -p ; - , ""  

b e s i t z e n ,  also dab jeder Exponent A~ in der Form 

2~ + 2:= + 2z  
0 1 )  A. = g . , , ~ -  g""--L-, " + g " ' ~ "  p~-7 

mit ganzzahllgen Koeffizienten g gesehrieben werden kann. Wir fiihren den 
Beweis i n d i r e  k t ,  d .h .  wit  nehmen an, dab es unter den Fourierexponenten 
A~ einen gibt, etwa A~ = ;L, der n i c h t  in dieser Form geschrieben werden kann. 
Nach Hilfssatz 1, w 1 k~nnen wir das ~o so klein wi~hlen, dab eine Zahl 4, fiir 
welche die Ungleichung 

(32) [4;t - ~] < -~-  (rood. 2~) 
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effiillt ist, gewi• k e i n  e zu eo gehiirige Verschiebangszahl der Funktion h(x) 
ist. Andererseits haben wit  ja oben gesehen, da~ wir za diesem ~o (n~imlich zu 
jedem e ~ 0) ein M and ein ~ so finden kSanen, dab j e de Zahl v, welehe den 
M Ungleiehungen (30) geniigt, gewifl eine zu ~o gehSrige Verschiebtmgszahl yon 
h (x) ist. Dies ist aber ein Widerspruch; denn naeh Satz B in w 4 gibt es j a -  
weil ~t nicht yon der Form (31) ist - -  eine Zahl v, welehe g l e i c h z e i t i g  die 
Ungleiehungen (30) und (32) befriedigt. 

Es ist ein ttauptsatz der Theorie, d ~  sich dieser Satz V I I I  a auch u m- 
k e h r e n  l~flt: 

Sat~ V H I b .  Es sei f(x) eine fastperiodische Funktion mit der ganzen Basis 
B ~ I[~" fl~' "'" }" Dann gibt es eine stetige rein periodische Funktion P (x,, x~, ...) 

( 2 ~  2~ ) derart, dafl mit dem Periodensystem (Pl,P~, ...) ~-- ~ , fl~ , . . .  

f (x) = P (x, x, x, . . . )  ( -  co < x < c~) 

ist. Und ferner: Diese Funktion P(xl ,  x~,...) ist dutch die gegebene fastperiodische 
~unktion f (x) und die gegebene Basis { ~,, f12, ...} eindeutig bestimmt. 

Bowels .  Wir  zeigen zan~ichst, dab es h S e h s t e n s  eine solche Funktion 
P(x, ,  x,, ...) existiert; denn w~ren P1(x,, x~, ...) und Ps(x,, xg, ...) zwei Funk- 
tionen der erwiinschten Art, so w~ire ihre Differenz P*(x~, xs, ...) --- P~(x,, x2,...) 
- P~(x,, x~, ...) eine stetige rein periodisehe Funktion mit dem Periodensystem 

( 2 ~  2~ ) 
(P"  P " ' " )  = ' 

welche auf der ganzen Eauptdiagonalen x,----x, . . . . .  x den Wer t  0 bes~ii~e, 
1 1 

was a b e t -  da die Zahlen , , . . .  linear unabh~ngig s i n d -  nach dem Hills- 
Pl P2 

satze 6 des w 9 nur dann mSglieh ist, wenn P*(x~, x2, ...) im ganzen Raume 
gleieh 0 ist, d. h. wean P,(x,,  x,, ...) und P~(x,, x~, ...) eine and dieselbe Fank- 
tion sind. 

Um danach zu beweisen, dat3 es t a t s ~ c h l i c h  eine Fanktion P(x,, x~, ...) 
yon der im Satze erw~ihnten Ar t  gibt, brauchen wir nnr die in Kapitel I I  ein- 
gei~fihrte zu der gegebenen fastperiodischen Fanktion f(x)  and der gegebenen 
Basis I fl~, ~,, "'" } ,gehiirige" Fanktion yon abz~ihlbar vielen Variablen F (x~, x.~, ...) 
heranzuziehen. In der Tat  hat diese Fanktion s~mtliche geforderten Eigen- 
sehaften. Denn, wie dort gezeigt, ist sie stetig und erfiillt die Gleichnng 

f (x) = F(x, x, x,...), 
18" 
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und ferner ist sie offenbar periodisch mit dem Periodensystem 

( p , ,  p , ,  . .  .) = , ' . ' ,  

weil die Reihe 

A,~ ei(r,.1 ~,x~ +...-]- r,, q~ ~q, xq,,), 

2~ 
welehe F(xl, x~, ...) ,bestimmt", u n g e ~ n d e r t  bleibt, wenn x ,  dutch x ~ +  fl,, 

ersetzt wird, da ja die Koeffizienten r g a n z e  Zahlen sind und x~ fiberall mit 
dem Faktor  fl~ auftritt. 

Indem wit  die S~itze VI I I  a und b zusammenfassen, haben wit also den 
folgenden Satz bewiesen, weleher die in w 8 erw~hnte Verallgemeinerung des 
dortigen Satzes iiber fastperiodische Funktionen mit ganzer eingliedriger Basis 
darstellt. 

Sa tz  VIII .  Es sei ~ ,  fl~,.., eine beliebige Folge yon linear unabhdngigen 
Zahlen. Dann ist die Menge aller fastperiodischen Funktionen f (x), deren Expo- 
nentenfolge die ganze Basis B ~- {~z, f l , , . . .}  besitz, t, mit der Menge aller derjenigen 
Funktionen h(x) identisch, welehe die Form h (x) ~ P(x, x,...) haben, wo t ) (x~, x.~,...) 

eine stetige rein periodische Funktion ,nit dem Feriodensystem (2~, ,  2~/~, ' " ' )  ist. 

Und die hierdurch (mit Hilfe der gewdhlten Basis) bewirkte Zuordnung zwischen 
den _h~unktionen f(x) und den Funktionen P(x, ,  x~, . . . )  ist eine eineindeutige. 

In dem speziellen Fall, wo die gegebene Folge yon linear unabh~ingigen 
Zahlen/~,, fl~ . . . .  nur e n d l i e h  viele Zahlen enth~ilt, geht dieser Satz - -  unter 
Benutzung des in w 5 gewonnenen Resultates, daft diejenigen fastperiodischen 
Funktionen, deren Exponentenfolge die e n d 1 i e h g 1 i e d r i g e g a n z e Basis 
/ ~,, fl~, "'" } besitzt, mit den ~quasiperiodlschen" Funktionen mit den Perioden 
2~ 2~ 
~, , fl, , . . .  zusammenfallen - -  in einem zuerst yon BOnL in seiner Magister- 

dissertation [1] bewiesenen (and sp~iter yon EseLANG0~ wiedergefundenen) Satz fiber 
quasiperiodisehe Funktionen fiber. Es ist also unser Satz V I I I  als eine Verall- 
gemeinerung dieses Bohl-Eselangonsehen Satzes anzusehen. 
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KAPITEL IV. 

Fastlmriodisehe Funktionen mit beliebiger Basis und ihre Bezlehung zu den 
grenzperiodisehen Funktionen yon unendlieh vielen Variabeln. 

w :i. 

Fastperiodische Fanktionen mit eingliedriger Basis. 

Wir fiihren die folgende Definition ein: 

Definition. Eine fiir - oo ~ x ~ oo definierte _Funktion g (x) soil ,grenz- 
periodisch" heiflen, fails sie (lurch rein periodisehe stetige Funktionen gleichmtiBig 
approximiert werden kann, d.h. falls es zu jedem ~ ~ 0 eine rein periodische stetige 
Funktion p (x) derart gibt, dab fiir alle x 

Ig(x) - p  (x)] < 

ist. 
Jede grenzperiodische Funktion ist offenbar eine stetige Funktion, da sie 

sich gleichm~iBig durch stetige Funktionen approximieren liiBt. Die Menge tier 
grenzperiodischen Funktionen enth~lt offenbar als Spezialfall die ~enge der r e i n  
p e r i o d i s e h e n  (stetigen)Funktionen, und ist andererseits (naeh I, w 1, Satz VI) 
in der Menge der f a s t p e r i o d i s e h e n  Funktionen enthalten, ist aber n i e h t  
mit dieser letzteren Menge identisch; wir werden vielmehr in diesem Paragraphen 
zeigen, daj3 sie genau mit derjenigen Teilmenge der fastperiodischen Funktionen iiber- 
einstimmt, deren Exponentenfolge eine eingliedrige Basis besitzt. 

. Wir werden iibrigens dieses Resultat in einer wesentlich versch~irften Form 
ableiten, bei der nicht nut yon der E xis t e n  z einer eingliedrigen Basis / fl }' 
sondern auch yon dem W e r t  der Basiszahl fl die Rede ist. Die Miiglichkeit 
dieser verseh~irften Form h~ingt mit der auch an sich interessanten Tatsache zu- 
sammen, dab bei dem Grenziibergang, der yon den rein periodischen zu den grenz- 
periodischen Funktionen fiihrt, der Begriff der ,Periode" nieht verloren geht; 
nut ist hier die Periode nlcht (wie bei den rein periodischen stetigen Funktionen) 
bis auf einen ganzzahligen Faktor, sondern bloi~ his auf einen beliebigen r a t i o -  
n a l e n  Faktor bestimmt. 

Satz IX. Zu jeder grenzperiodischen Funktion g(x) gibt es eine reelle Zahl 
q ~: O, eine ,Periode" der Funktion, derart, dab es mSglich isl, g(x) gleichrrddflig durch 
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solche rein periodische stetige Funktionen zu approximieren, deren _Perioden in einem 
rationalen Verhi~ltnis zu q stehen. 

Hierbei ist die Periode q Obgesehen yon dem trivialen Falle, we die Funktion 
g(x) eine Konstante ist und daher offenbar jede Zahl :~ 0 als _Periode besitg 0 bis 
auf einen selbstverstiindlichen rationalen Faktor :~ 0 eindeutig bestimmt ; ja,  es gibt 
sogar, bei hinreichend kleiner Wahl yon ~ ~> O, unter den rein periodischen stetigen 
Funktionen, welche g (x) his auf ~ approximieren, keine einzige, deren Periode in einem 
irrationalen Verh5ltnis zu q steht. 

Bowels .  Es sei also g(x) eine beliebige grenzperiodische Funktion, die 
nicht fiir alle x konstant  ist, d .h .  es mtige gewiB zwei Punkte  x 1 und x~ (siehe 
Fig. 2) mit  g(x,)=~ g(x~)geben. Der Satz wird offenbar bewiesen sein, wenn 
wi t  eine fe  s t e Zahl ~o > 0 derart  angeben k5nnen, daB, falls Pt (x) und P2 (x) 
zwei beliebige rein periodische stetige Funktionen mit  Perioden p, bzw. p~ sind, 
welehe beide g(x) mit der Genauigkeit  ~o approximieren, d. h. fiir die 

Ig(x)-p,(x)l< o un4 ( -oo<x<oo)  

ist, das P e r i o d e n v e r h ~ l t n i s  p, :p, eine r a t i o n a l e Z a h l  wird. Wi t  werden 

zeigen, daii die Zahl 6o = ~ ,  we ~, die Zahl Ig(xl)-g(x ,)]  bedeutet, diese Eigen- 

sehaft besitzt. Zu diesem Zwecke w~hlen wir zun~chst, mit  Hilfe der Stet igkeit  

x,  p, x 

Fig. 2. 

yon g(x), die Zahl ~ > 0  so klein, dab fiir zwei beliebige Punk~e x' und x", 
welche den In~ervallen (x, - ~, x~ + ~) bzw. (x, - a, x, + ~) angehtiren, die Un- 
gleichung 

Ig (*') - g ( ~ ' ) 1  > -~ 

gilt. Wlr  fiihren den Beweis i n d i r e k ~ ,  d. h. wir nehmen an, dab es zwei mi~ 
der Genauigkeit ,  ~o approximierende rein periodisehe Funktionen p~(x) und p~ (x) 
g~be, fiir welehe das PeriodenverhEltnis p~ : p~ eine i r r a t i o n a 1 e Zahl w~ire. 
Dann kiinnten wir naeh dem Kroneckerschen Approximationssatze einen W e f t  x 
finden (slehe Fig. 2), welcher den Ungleichungen 

I x -  x,] < d (rood. p,) und Ix - x,I < ~ (rood. p,) 

d .h .  den Ungleiehungen 
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[ I  x 1 < ~ ] 1  1 x . . . .  x, (rood. 1) and x - -  < (rood. 1) 

geniigen wiirde, also ein x, welches gleichzeitig in der Form x = x ' +  n~p~ und 
x ~ x " +  n~pj geschrieben werden k(innte, wo x' und x" den obigen Intervallen 
(x~- d, x, + ~) bzw. (x~- (~, x~-t-~) angeh(iren und n,, n~ ganze Zahlen sind. 
Dies ist abet ein Widerspruch; denn fiir dieses x w~ire ja einerseits 

[ = > I g ( x ' ) -  g(x")1-2 o 

und andererseits 

4 

y 
[p,(x)-p~(x)l < Ig (x ) -g (x ) l+  2~, = 2~o = -4' 

Wir beweisen nunmehr den folgenden wichtigen Satz, dessen Wortlaut sich 
nut dadurch yon dem des Satzes VII  des w 8 unterscheidet, dab einerseits ,ganze 
Basis" dureh ,Basis" und andererseits ,rein periodisch" durch ,grenzperiodiseh" 
ersetzt ist. 

Satz X. Es sei [J eine beliebige reelle Zahl =~ O. Dann ist die Menge aller 

fastperiodischen Funktionen f ( x ) ~  2.~ .4,~e , deren Exponenlenfolge die eingliedrige 
Basis {E} besilzt, mit der Menge aller grenzperiodischen Funktionen g (x) der Periode 
2 x  

identisch. 
E 

Beweis.  1. Wit  beweisen zun~hst,  dab jede g r e n z p e r i o d i s c h e  F u n k -  
2x 

t i o n  g(x) m i t  d e r  P e r i o d e  ~ eine fastperiodische Funktion mit der ein- 

gliedrigen Basis {E / ist. DaB g(x) fastperiodisch ist, haben wit schon oben be- 
merlrt, und daft ihre Fourierexponenten alle die Form r Emi t  rationalem r be- 
sitzen, ergibt sich folgendermafien: Nach Voraussetzung kiinnen wir zu der 
gegebenen Funktion g (x) eine Folge yon stetigen rein periodisehen Funktionen 

2~ 2z  
pl(x) ,p~(x) , . . ,  mit Perioden r , ~ - , r ~  E ' " "  (wo die r rationale Zahlen be- 

deuten) derart bestimmen, dal~ gleichm~il~ig fiir aUe x 

(33) = g(x)  
~ "--~ O O  

2~ 
ist. In der :Fourierreihe der rein periodischen Funktion p.(x) der Periode r~, E 

haben die Exponenten aUe die Form m. E r--~-' wo m eine ganze Zahl ist, so daft 

eine Zahl ~ n i e h t  Fourierexponent irgend einer der approximierenden Funk- 
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tionen p~(x) sein kann, d. h. Ftir jedes n der Mittelwert  M{ . . - - i lx)  p~ (x) e ~ gleich 0 
sein muti, wenn sie in einem i r r a t i o n a l e n  Verh~ltnis zu ~ steht. Nun folgt 
aber aus (33) (nach I, w 5, Satz XXV), dat~ 

M{g( )e = 
~ - -~  o o  

ist;  es mul~ daher aueh M~g(x)e - i l x  } -~- 0 sein, d .h .  die Zahl X kommt auch 
nicht als Fourierexponent der Funkt ion g(x) vor, womit  die Behauptung be- 
wlesen ist. 

2. Tiefer l iegt der Beweis, dab umgekehrt  jede f a s t p e r i o d i s c h e  F u n k -  
iAnx t i o n f(x) ~ ~ ~a e m i t d e r B a s i s i fl } eine grenzperiodisehe Funktion der 

2z  
Periode - ~ -  i s t ,  d .h .  dab es zu jedem ~ > 0 eine stetige rein periodisehe 

2~ 
~unkt ion  p (x) mit  eiuer Periode r - ~ -  gibt, derart,  dab fiir alle x 

If (x) - p (x) l < 

ist. Wir  benutzen bier die ,hinreiehende Bedingung" ans w 3, nach welcher wir, 
um Verschiebungszahlen der fastperiodisehen Funkt ion f(x) zu bekommen, nu t  
einen aus e n d l i c h  vielen Gliedern bestehenden Anfang der Fourierreihe zu be- 
trachten brauchen. Wi t  bestimmen nach diesem Satze zu der gegebenen Funktion 

$ 
f ( x ) ~ A ~ , e  iA'~x und der gegebenen Zah! ~- eine Anzahl h r u n d  ein ~ > 0  

derart ,  dab j e de  Zahl v, welche die H Ungleiehungen 

(34) IA,  l < (rood. (n - -  1, 

$ 
erffdllt, eine zu -~- geh(irige Verschiebungszahl tier Funktion f (x)  ist. lqun ist 

aber nach Voraussetzung jeder Exponent  ,4,, yon der Form r,,fl mit  rationalem 
r~,, und wir k(innen daher bier ein v~ 4 0, n~imlich 

2~ 
(35)  = g , 

wo g den t taaptnenner  der rationalen Zahlen r , , . . . ~ r ~  angibt,  so finden, daft 
v = Vo nicht nur die Ndlophant isehen U n g l e i c h u n g e n  (34), sondern sogar 
die h r diophantisehen G I e i c h a n g e n (Kongruenzen) 

(36) A ~  =__ 0 (rood. 2~) (n = 1, 2, . . . ,  H) 

erfiillt. Hieraus folgt aber, dab nicht nur  vo selbst, sondern aueh j e d e s g a n z e 

M u l t i p l u m  yon v~ eine z u  -~ g e h ( i r i g e  Verschiebungszahl yon f(x) ist;  
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denn bei jedem ganzen m wird ja mr  o eine Li~sung der Gleichungen (36) also 
a fo r t i o r i  der Ungleiehungen. (34) sein. 

Wi t  betrachten nun die r e i n  p e r i o d l s c h e  F u n k t i o n  q(x) d e r  P e r i o d e  
to, welche dutch 

q(x) = f(x) (fiir 0~_<x< IVol ) 

bestimmt ist. Diese Fanktion q(x) erfiillt offenbar fiir alle x die Bedingang 

I - f (x)  l 3 ;  

denn, falls x eine beliebige reelle Zahl ist and in der Form x ~ Xo + m Vo ge- 
schrieben wird, w o m  ganz und 0 < Xo < Ivo] ist, ergibt sich ja 

I q (x) - f (x)~ = ]q (x o + m Zo) - f (xo + m ~o) 1 = [q (Xo) -- f (Xo + m4o)] 

= I f  (Xo) - f(Xo + ml:o)[ < ~-. 

Diese Funktion q(x) wird aber im Allgemelnen n i c h t  i i b e r a l l  s t e t i g  sein, 
well ja nicht f(0)---~ f(Vo) sein muff. Wir  k~innen sie abet leicht dadurch 
,gl~itten ", daft wir fiir jedes x an Stelle des Funktlonswertes q(x) den M i t t e l -  
w e r t  

p(x) -  27 

betrachten 1, wo die Konstante 7 so klein gew~ihlt ist, daft in jedem Intervall  

der L~inge 2 7 die Oscillation yon q(x) kleiner als 2 ~  ist, w a s  wegen 
D 

If(O) - f _--< -3- 

miigHch ist. Die so ausgegl/ittete Funktion p(x) geniigt dann den gestellten 
Forderungen; denn 1) ist sie eine stetige rein periodische Funktion mit einer 

2z  Periode vo, welche nach (35) in einem rationalen Verh~ltnis zu - ~ -  steht, und 

Wir h~tten hier nattirlich noch einfacher vorgehen kSnnen, indem wir die Funktion q (x) 
nur in den Umgebungen der Sprungstellen mr abge~ndert h~tten. Wir haben nur deshalb die 
Mittelwertsbildung verwendet, weil wir sp~ter eine ~hnliche Ausgl~ttung bei einer unstetigen 
Funktion yon m e h r e r e n  Veri~nderlicben vornehmen mfissen, wo diese Methode die weitaus ein- 
fachste ist. 

Acta mathematlca 46. Imprimd le l avril 1925. 19 
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2) geniig~ sic fiir alle x der Ungleichung 

I f  (~,) - p (x ) l  _-< I f (x )  - q (~,)1 + Iq (~,) - p ( x ) l  < -3- + ~  = ~" 

Bevor wir dazu iibergehen, das fiir eingliedrige Basen gefundene Resultat 
auf den Fall belieblger Basen zu verallgemeinern, miissen wir zun~ichst den Be- 
griff einer grenzperiodischen Funktion yon mehreren (unendlich vielen) Variabeln 
einflibren. 

w 12. 

Grenzperiodische Fnnktionen yon unendlich vielen Variabeln. 

Def la t ion .  Eine Funktion G(xl,  x , ,  . . .)  yon abzdhlbar vielen Variablen 
x~, x s , . . ,  sob ,grenzperiodiseh" heifen, falls sie dutch stetige rein periodische Funk- 
tionen yon ebenso vielen Variablen gleichmSfig approximiert werden kann, d.h. falls 
es zu jedem ~ ~ 0  eine stetige rein periodische Funktion P(x~, x~, . . .) (mit irgend 
einem Periodensystem) derart gibt, daft im ganzen t~aume die Ungleichung 

la-(x,, x , , . . . )  -/'(~1, Xz, ...)1 < 
besteht. 

%us der Definition folgt sofort die Richtigkeit des folgenden ttilfssatzes: 

Hil issatz 7. Jede grenzperiodische Funktion G (xL, x 2, . . .) ist stetig, und 
sogar gleich~:i3ig stetig im ganzen t~aume, und die Menge ihrer ~%nktionswerte bildet 
eine beschri~nkte Zahlenmenge 1. 

1 Es sei dagegen bemerkt, dab die Menge der Funktionswerte einer grenzperiodischen 
Funktion n i c h t  - -  wie es bei den rein periodischen (stetigen) Funktionen der Fall ist - -  a b g e -  
s c h l o s s e n  zu sein braucht. Betrachten wit z. B. die Funktion 

f ( x )  = ~ -  ( - -  oo < :  x < oo) 
1 

1 1 
wo ~t n = i .  3 . 5 - - . ( 2 ~ - - - i )  ~ ist;  da die Reihe ~'~-n-~ konvergiert, ist f(x) eine fastperiodische 

1 e ~ z  und da die Exponentenfolge ~1, lz, .. .  die eingliedrige Funktion mit der Fourierreihe ~ n-- i- , 

Basis I~ I ~ 111 besitzt, ist f(x) also (nachw 11) eine g r e n z p e r i o d i s c h e  Funktion der einen 
Variablen x. Yon der Wertmenge dieser Funktion f(x) ist aber sofort einzusehen, daft sie n i c h t  

1 - -  -~ da bei jedem a b g e s c h l o s s e n  ist. In der Tat enthiilt sie nicht die Zahl - - ~ -  = 

festen x die Limesgleichung lira l n x  ~ 0, d .h .  die Limesgleiehung lira e ~nz  ---- 1, besteht, 

1 
und somit ~(f(x)) ~ - -  ~ 1 ist; dagegen ist diese Zahl - -  ~ ~-~ gewifl ein H ~ t u f u n g s p u n k t  
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Beweis.  Dieser Satz ergibt sich einfach daraus, daft die Funktion 
G(x~, x~, . . . )  mit einer beliebig vorgegebenen Genauigkeit dutch eine rein perio- 
dische stetige Funktion approximiert werden kann, und daft die Behauptungen 
fiir die rein periodischen stetlgen Funktionen schon (vergl. w 9, Hflfssatz 5) be- 
wiesen sin& 

Wenn in einer grenzperlodisehen Funktion G (xl, x~, .. .) elnige (endlich oder 
unendlieh viele) yon den Variabeln f e s t g e h a l t e n  werden, entsteht offenbar 
eine grenzperiodisehe Funktion in den iibrigen Variabe]n. Mit Hilfe dieser Be- 
merkung beweisen wlr sofort den folgenden 

Hilfssatz 8. Es sei G (x,, xt, . . .)  eine grenzperiodische Funktion, und m ein 
solcher Index, daft G(x~, x~ , . . . )  in der Variablen x,~ nicht konstant ist. ])ann gibt 
es eine (bis auf einen rationalen Faktor ~: 0 offenbar eindeutig bestimmte) reelle Za]d 
q,~ ~-0 sowie eine Genauigkeit ~,, derart, daft (iir jede rein periodische _WunT~tion 
P ( x , , x  s . . . .  ), etwa mit dem Periodensystem (Pl,P2, . . . ) ,  welche G(xl, x . , . . . )  bis 
auf ~,~ approximiert, d. h. im ganzen l~aume die Ungleichung 

[a(x,, x,, . . . ) - P ( x , ,  x,, ...)] -< 

erfiillt, die m-te Periode p,, in einem rationalen Verhiiltnis zu der festen Zah[ q,~ steM. 

Beweis. DaB G(xl,  x , , . . . )  in x,~ nieht konstant ist, bedeutet, daft sieh 
o ~ ~,+,,. der yon x,,~ verschiedenen Varlablen solehe feste Werte x~, . .., xm_~, .. 

w~ihlen ]assen, dab die Funktion 

g ( x 2  = G ( x ~  x,,, ( -  < < 

keine Konstante ist. Diese Funktion g(xm) ist ferner, nsch der obigen Be- 
merkung, eine g r e n z p e r i o d i s c h e  Funktion in tier Variablen x~, weshalb 
nach Satz IX, w 11 eine (bis auf einen rationalen Faktor eindeutig bestimmte) 
reelle Zahl q~ ~: 0 und ein ~ :> 0 existiert, derar~, dab ffir jede rein periodische 
Funktion p (x~) mit der Periode p,~, welehe g (x~) his auf sm approximiert, die 
Periode p~ in rationalem Verhiiltnis zu qm stehen muB. Diese Zahlen q,, und e~ 
erfiillen dann offenbar die Forderung des Satzes; falls n~imlieh P(Xl, x t , . . . )  eine 
rein periodische l~unktion mit dem Periodensystem (P~,P2,...) ist, welehe 

der  Wer tmenge ,  weil j a  zu jedem h r e i n  x, z . B .  x : 1 �9 3 �9 5 . . .  ( 22V- -  1)=, so gew~hlt werden 
kann, dam 

~t~z ~ = (mod. 2 = )  (n ~ 1, 2 . . . . .  h r) 

d.h, 

ist. 

19"  
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G(x,, x....) bis auf ~,~ approximiert, wird ja die Funktion 

= . . . ,  . . . )  

eine rein periodisehe Funktion yon x~ mit der Periode P,n sein, welehe 9 (x~) bis 
auf E~ approximiert, weshalb also p~ :q~ rational sein muB. 

Wit  stellen nunmehr die folgende Definition auf. 

Definition. Von einer grenzperiodischen Funktion G(x,, x , , . . . )  soll gesagt 
werden, daft sie das ,_Periodensystem" (q,, q~, . . .)  besitzt, wo die q,, reelle Zahlen 
=~ 0 sind, fa~ls es zu jedem e > 0 tnSg~ich ist eine rein periodische Funktion 
t)(51, xs . . . .  ) mit einem _Periodensystem (pl, p ~ . . . ) ,  dessen glemente p,~ siimtlich in 
rationalen Verhiiltnissen zu den entsprechenden q,, stehen, so zu w~ihles, daj3 sie die 
Funktion G(x~, x~ , . . . )  his auf E approximiert, d.h. ira ganzen l~aume die Un- 
gleichung 

I G x , , . . . )  - P ( x , ,  x , ,  . . . ) l  < 

erfiillt. 

Es is~ also speziell jede rein periodische (stetige) Funktion mit dem Perio- 
densystem (p~, p , , . . . )  auch eine grenzperiodisehe Funktion mit demselben Perio- 
densystem (p~, p~, ...). 

Sa t z  XI .  Jede grenzperiodische Funktion G(x~, ~, . . . .  ) besitzt ein Perioden- 
system (q,, q2,. . .) ,  und die m-te ,Periode" q,, ist hierbei Obgesehen yon dem ~'alle, 
wo die ffunktion in x,~ konstant ist) bis auf einen rationalen Faktor ~= 0 eindeutig 
bestimmt. 

Beweis.  Es ist zun~chst klar, daB, falls iiberhaupt ein Periodensystem 
(q~, q,, . . .) existiert, und G(x,, x~, . . .) in x~ nicht konstant ist, die m-re Periode 
(bis auf einen rationalen F a k t o r ) e i n d e u t i g  bestimmt sein muB; denn naeh 
dem Hilfssatze 8 mul~ ja auf dem m-ten Platze gewifi die dortige Zahl ~ stehen. 

Beim folgenden Beweis kiinnen wit uns offenbar auf den Fall beschriinken, 
wo die gegebene grenzperiodische Funktion G(x,, x , , . . . )  in k e i n e r  der Ya- 
riablen konstant ist~; es handelt sieh dann darum zu zeigen, daS das System 
(q~, qs, ...), wo q~ die Zahl des Hilfssatzes 8 bedeutet, t a t s ~i c h l i e  h ein Perioden- 
system unserer Funktion G(x,,  x~, . . .) darstellt. Falls die Anzahl der Variabeln 
x,, x,, . . .  nur eine e n d l i c h e  ist, ist die Richtigkeit dieser Behauptung klar; 
denn aus dem Hilfssatz 8 folgt ja hier sofort die Existenz einer Zahl e ~n~imlich 
der kleinsten der dortigen Zahlen e,, E,, . . .)  derart, da~ .sogar f'tir j e d e  rein 

I Falls niimlich die Funktion G(xl, ~,...) in gewissen u konstant ist, kSnnen wir 

sie einfach als eine grenzperiodische Funktion yon den iibrigen u allein auffassen. 



Zur Theorie der fastperiodischen Funkfionen. 149 

perlodische Funktion P(z,, x~, ...), welche G(x,, x , , . . . )  bis auf e approximlert, 
gelten muB, dal~ ihr~ Perioden p~ in rationalen Verh~ltnissen zu den ent- 
sprechenden q~ stehen. Jm Falle u n e n d l i c h  v i e l e r  Variablen aber, ist nur 
sovlel klar, dab fiir eine rein periodische Funktion P(x~, x2, ...) mit dem Perioden- 
system (p~:p2 . . . .  ), welehe G(x,, x,, .. .) bis auf einen ,sehr kleinen" Fehler 
approximiert, eine ,sehr gro/3e" Anzahl yon Perioden P,n h rationalem Ver- 
hgltnis zu den entspreehenden q., stehen werden; wir miissen dann hier beweisen, 
daft die approxlmierende Funktion P(x~, x , , . . . )  so g e w / ~ h l t  werden kann, dab 
die s ~ m t l i c h e n  Perioden p~ in rationalen Verhgltnissen zu den g~ stehen. 
Zu diesem Zweeke verfahren wit folgendermagen: 

Es sei 
/~'"' (x,, x , , . . . )  (n = 1, 2, . . . )  

eine Folge yon rein periodischen Funktionen mit den Periodensystemen (p(:', p(,", ...), 
die im ganzen Raume gleichmii5ig gegen G(x,, x~, ..,) konvergiert, und wo daher 
gewil3 (naeh Hilfssatz 8) die m-te Periode p~) fiir hinreiehend grol~es n, d. h. f'dr 
n > N----- N(m), in rationalem Verhi~ltnis zu q,, steht. Da G (x~; x , , . . . )  gleich- 
m~flig vollstetig ist, kSnnen wit zu dem gegebenen e ~ 0 ein M so grog w/iblen, 
dat~ im ganzen Raume die Ungleichung 

[ G (x . ,  . . .  xM, x ~ §  x , ,+ , ,  . . . )  - G (x~, . . . ,  x , , ,  O, O, . .  -)1 < -~ 

besteht; und naehdem M festgelegt ist, wiihlen wit alas n o so grog, dag einer- 

seits im ganzen Raume 

I~("~ ~,, . . . ) -  G(x~, ~ ,  ...) 1 < 

also a fortiori bei jeder Wahl der M ersten Koordinaten 

$ 
[ p ( ,o )  (~ , ,  . . . ,  x~, ,  o ,  o , . . . )  - ~ ( x , ,  . . . ,  x , , ,  o ,  o , . . . ) 1 <  

("o) . ~ p (~o)  ist, und andererseits die M Perioden p~ , . .  rationale Multipla der ent- 
sprechenden Zahlen q,, . . . ,  qM sin& Ich behaupte, dag die Funktion 

P(x , ,  . . . ,  z~ ,  x ~ + , , . . . )  ---- P("~)(x,, . . . ,  x~,, 0, 0 , . . . )  

(welche also nur yon den M ersten Koordinaten abhgngt, d.h.  in den iibrigen 
Koordinaten konstant ist) die geforderte Eigenschaft besitzt. In der Tat ist sie 
eine rein periodisehe (stetige) Funktion mit dem Perlodensystem 

..("o) (~,, , . . . ,  ~o), ~§ ~+:, ...), 
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wo die M ersten Zahlen ra t ionale  Multipla von ~ , . . . ,  ~ sind, w~ihrend die 

iibrigen Zahlen c~+~, CM+~,... ganz beliebig gew~ihlt werden  k~nnen, also auch 

e twa gleieh q~+~, ~ + ~ , . . . ;  und andererse i ts  effii l l t  sie die Ungleiehung 

I ~ ( x , ,  x~, . . .)  - P(x , ,  x , . . . ) 1  

I~  (x,, . . . ,  ~ ,  x~,~, . . . ) -  ~(x~ ,  . . . ,  x~,  o, . . . ) l  

+ [ G ( x , ,  0, 
$ 

. . . ,  x ~ ,  . . . ,  x , , , O ,  ...)1 < - ~ + ~  ----- ~. 

In  dem obigen Beweise wa r  als approximierende rein periodische Funk t ion  

P(x , ,  x~, . . . )  eine solche gew~ihlt, die nu t  yon e n d l i c h  vielen der Variablen 

abh~ingt. Da~ die M~gliehkeit einer solehen W ah l  bes teht ,  wollen w i t  als be- 

sonderen Satz  formulieren:  

H i l f s s a t z  9.  Es sei G(x~, x ~ , . . . )  eine beliebige grenzper~isehe Funktion 

yon abz~hlbar vielen Variabeln mit dem Periodensystem (q,, q~,. . .) .  Dann l ~ t  sich 

zu ]edem s ~.  0 ein ganzes M und eine rein periodische (stetige) Funktion yon nut  

M Variablen II(x , ,  x~, . . . ,  x~) mit e~nem Periodensystem (p, ,  p~, . . . .  p~), dessen 

Zahlen in rationalen Verhtiltnissen zu den entsprechenden Zahlen q~ , q~ , . . . ,  q~ stehen, 

so w(ihlen, da~ im ganzen ab~Shlbar dSmensionalen l~aume die Ungleichung 

IG(x, ,  x ~ , . . . ,  x~, x~§ . . . )  -- n ( ~ , ,  ~ , . . . ,  x~)] < ~  

besteht ~. 

Aus diesem Satze  ergib~ sleh das folgende 

C o r o l l a r .  ~Es sei G(x~, x ~ , . . . )  eine beliebige grenzperiodi~che Funktion mit 

dem Periodensystem (~,, q,, . . . ) u n d  s e i n e  vorgeschriebene Genauigkeit; dann gibt 

1 Aus diesem Hflfssatze ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit der folgenden sp~ter zu ver- 
wendenden 

B e m e r k u n g : Die Differcnz zweier gre~periodischen Fun~ioflen G1 (xl, ~ ,  ...) 
G~(x~, ~r ...) mi~ demsdben Per~ode~ystem (q,, q~,...) /s~ w/eder e/he greflcperiodische F~n~ion 
mlt dem Pcriodcnsystem (~l, ~I~,...). 

In der Tat lassen sich nach dem Hflfssatz 9 die Funktionen G~(x~, x2, ...) und G~(~I, x~, ...) 
durch zwei rein periodisehe Fuuktionen son nut end l i ch  vielen Variabeln (wobei ~ir offenbar 
fiir beide Funktionen d i e s e lb e Anzahl yon Variabeln sehreiben k6nnen) 

//1(~1,..., x~) und /-/~(zl,..., x~) 

mit Periodensystemen der Form (r~ q~, . . . ,  r~ ~/x) und (r~' ~i, . . . ,  ~ ~/j,), und also auch mit einem 

g e m ei n s a m e n Periodensystem (rl ~ ,  . . . ,  rx qM), his auf ~- approximieren. Dann ist aber 

]-/~ (xl . . . .  , xz) ~/7~ (x~,..., xx) eine rein periodische Funktion mit dem Periodensystem (r~ ~/~,..., r~ ~/~), 
welehe G~(xz, zz, . . .)--G2(x~, ~ . . . .  ) bis auf s approximiert, woraus sofort folgt, daft G~--G~ 
grenzperiodisch mit dem Periodensystem (~/~, qz,...) ist. 

Ganz ebenso ergibt sich, dab das Produkt zweier grenz~eriodischer ~unktionen mit demseFoen 
Period~nsys~em wieder grenz~eriodisch mit diesem Periodensys~em ~ird. 



Zur Theorie der fastperlodischen Funktionen. 151 

es eine Anzahl  M und eine rationale Zahl r, derart, daft die Ungleichung 

(37) la(x:,  x~ . . . . .  ) -  G(x;', x;, ...)l < 
p t t  t t  fiir zwei beliebige Punkte (x'l, x~, . . . )  und (x2, x~, . . . )  des tIaumes besleht, wenn .nut 

die M Kongruenzen 

x'~ =- x/, (rood. rq,)  (m -~ 1, . . . ,  a / )  

erf'dllt sind, d. h. wenn nur ihre Pro]ektionen (x~ . . . .  , X~M) bzw. (x'~, . . . ,  x~) auf  den 
M-dimensionalen Untei"raum be~iiglich einer, dutch die Seitenl~ngen rq~, . . . ,  rqx  be- 
stimmteu, parallelepipedischen l~aumteilung ,aequivalent" liegen. 

In der Tat kann man nach dem Hilfssatze 9 zu dem gegebenen ~- eine 

rein periodische Funktion yon einer endlichen Anzahl M Variabeln TI(x~, . . . ,  xM) 
mit einem Periodensystem der Form (rq,, . . . ,  rq~) so bestimmen, daft im ganzen 
abz~ihlbar dimensionalen Raume die gegebene :Funktion G(x, ,  xg , . . . )  yon dioser 

$ 

Funktion H ( x , , . . . ,  xM) tun weniger als ~- abweicht; hieraus folgt aber sofort, 

daft fiir zwei Punkte (x~, x~,. . . )  und (x~', x~', ...), deren Projektionen auf den M- 
dimensionalen Unterraum im obigen Sinne ,aequivalent" liegen, und fiir die also 
II(x~, , . . . ,  x'M) ~ I I ( x : , . . . ,  x'~) ist, die Ungleichung 

I t! r! I G(~,  x , , . . . ) -  ~ (x~, x, , . . . ) l  
--< I G ( ~ ,  x ; , . .  ,) - n ( ~ , . . . ,  z~)] + I G (~;', ~;, . . .)  - n (x~ , . . . ,  x~,)l 

erFdllt ist ~. 
Fiir einen spiiteren Zweck ist es niitzlich zu bemerken, da~ sich dieses 

Corollar auch u m k e h r e n  l~i$t, was also besagt, daft die genannte Eigenschaft 
Ftir eine mit dem Periodensystem (q,, q,, . . . )  grenzperiodische Funktion ,charak- 
teristisch" ist : 

Hi l fssa tz  10. Damit eine Funktion G(x~, x 2 , . . . )  yon abzS.hlbar vielen Ira _ 
riablen grenzperiodisch mit dem Periodensystem (q,, q~, . . . )  ist, ist auch hinreichend, 

Wir bemerken fiir eine spittere Anwendung, dab aus dem obigen Beweise tmmittelbar her- 
vorgeht, dab wir das Corollar auch in einer etwas verallgemeinerten Form aussprechen k~nnen, 
die besagt, daft sich z u  dem gegebenen s ein M, ein ~- u n d  e i n e  p o s i t i v e  GriSBe ~ der- 
art finden 1/iflt, dab ftir zwei beliebige Punkte (x~, x ~ , . . . )  und (x~, x~ . . . .  ) die Ungleichung (37) 
besteht, wenn nut die M diophantischen U n g le  i c h u n g e n 

] x~--x',~ I ~ 8 (rood. rq~) (m~ 1 . . . .  , M) 

erfiiUt sind, d.h.  wenn die Projektionen (x~ . . . .  , a:~) bzw. (x~', . . . ,  x~) nur angen~her t  ~sequi- 
valent" liegen. 
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daft sie die folgende Bedingung erfiglt : Zu ]edem ~ > 0 gibt es eine ganze Zahl M 
sowie eine rationale Zahl r =~ 0 derart, daj3, falls (x'~, ...,X~r,X'M+, .. .) und 
(x~', . . . ,  x~, x~+,, . . . )  zwei beliebige Punkte des Raumes sind, welche die M Kon- 
gruenzen 

z'., = x'~, (rood. rqm) (m = 1, 2 , . . . ,  M) 

befriedigen, die Ungleichung 
I s t  t l  I a(x',, x , , . . . ) -  G(x,, x , , . .  ")1 < e 

erfiillt ist. 

Beweis .  Wir  haben zu zeigen, daft bei erfdllten Voraassetzungen G (x,, x , , . . . )  
grenzperiodisch ist mit  dem Periodensystem (q,, q2,. . .) ,  d. h. sich darch eine 
stetige rein periodische Funktion P(x, ,  x , , . . . ) ,  deren Perioden p~ 'in rationalen 
Verh~iltnissen zu den q,, stehen, mit  beliebiger Genauigkeit  approximieren lgfit. 
Wi t  fiihren diesen Nachweis dadurch, da~ wir zeigen, da~ es zu jedem d > 0 
eine (stetige) Funkt ion TI (x , , . . . ,  XM) einer e n d l i c h e n  Anzahl ~]~ = M(~) yon 
Variablen gibt, die rein periodiseh mit einem Periodensystem (rq,, . ; . ,  rq~) ist 
and im ganzen abzghlbar-dimensionalen Raume die Ungleichung 

[ a(x , ,  . . . ,  x~,, x,,+l, . . . ) -  n ( x , ,  . . . ,  x~,)l < 

erfiillt. 
Um zu dem gegebenen ~ eine solche Funkt ion TI(x,, . . . ,  x~) zu finden, sei 

zun~chst im Sinne der Voraussetzung zn ~ = T ein M Und ein r so bestimmt, 

da$ zwei beliebige Punkte  des abz~ihlbar-dimensionalen Raames, deren Projek- 
tionen auf den M-dimensionalen Unterranm aeqaivalente Pankte  beziiglich einer 
parallelepipedischen Teflung mit  den Seitenl~ngen r q , , . . . ,  r qr sind, Fanktions- 
werte yon G(x,, x , , . . . )  ergeben, die um weniger als , antersehieden sind. Aus 
der gegebenen Funkt ion G(xl, x , , . . . )  bilden wir dann eine grenzperiodische 
Hilfsfunktion yon nur M u xl, . . . ,  x~, dadurch, da~ wir x~+,, x~+,, . . .  
festhalten, also etwa die Funkt ion 

Go@,, . . . ,  x~)  = G(x , ,  . . . ,  x~ ,  0, 0, ...). 

Diese Funkt ion Go(X1,.. . ,  x~) weicht offenbar yon G(x,, x , , . . . )  ara weniger als 
ab, d .h .  es gilt  im ganzen abz~hlbar-dimensionalen Raume die Ungleichang 

IG(x,, . . . ,  x~, ~ + , , . . . ) -  ao(x~, . . . ,  ~)1 < ~, 

da die beiden Punkte  (x,, . . . .  x~, x~+~, . . . )  and (x,, . . . ,  x~, 0, . ..) sogar d i e s e l b e  
Projektion anf den M-dimensionalen Unterr&um besitzen; feraer unterscheiden 
sieh die Werte  der Fankdon  G~ in zwei a e qa  iv  a 1 e n t e  n Punkten  (x~, . . . ,  x~) 
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and (x[, . . . ,  x~) des M-dimensionalen Raumes ebenfalls am weniger als ~, well ja 

I Go(X~,. . . ,  x'~) - G ( x ~ , . . . ,  x~,)l 
= I G (x~, . . . ,  x'~, o, o , . . . ) -  e ( x ; , . . . ,  x~ ,  o, o , . ,  . ) l <  

ist. Wir definieren nun eine zweite Hilfsfanktion, n~imlich eine r e i n  p e r i o d i -  
s c h e  F u n k t i o n  0(x,, . . . ,  x~) m i t  dem P e r i o d e n s y s t e m  ( rq , , . . . ,  rq~), da- 
dutch, dab in dem M- dimensionalen ,Grandparallelepiped" 0 ~_~ [x~] < [rqm] 
(m = 1, . . . ,  ~) 

Q (x, . . . .  , x~) = Go(x, ,  . . . ,  x~)  

gesetzt wird. Diese Fanktion Q erfiillt offenbar in jedem Pankt  (xl,... ,  x~r, XM+I,...) 
des abz~ihlbar-dimensionalen Raumes die Ungleiehung 

l a ( x , , . . . ,  x~ ,  x,,+,, . . . )  - q ( x , ,  . . . ,  x~)l 

=< I G ( x , , . . . ,  x,r, x,r§ �9  - G o ( x , , . . . ,  x~)l  + I G (x, ,  . . . ,  x,,) - Q ( x , , . . . ,  x,,)l 

2 

und w~ire also eine Funktion II(x~,.. . ,XM) der gewfinsehten Ar t  mit ~ start d ,  

falls sie s t e t i g  w~ire; das ist sie aber nieht, weil sie, im Gegensatz zu G O , Un- 
stetigkeiten (iibrlgens sehr ,unschuldiger" Art) dort aufweisen kaan, wo die ein- 
zelnen M-dimensionalen Parallelepipede an einander stot~en. Um nun wirklieh 
zu einer Funktion TI(x~, . . . ,  XM) ZU gelangen, miissen wir d a h e r -  wie beim 
Beweise des Satzes X in w 11, wo es sich zwar nur am eine Fanktion yon e i n e r  
Variabeln handelte - -  eine GI~/t t u n  g der Funktion Q vornehmen. Dies ge- 
schieht wie dort durch eine M i t t  e 1 w e r t b i l  d u n g,  indem wir einfach fiir 
jedes (x,, . . . ,  xa) an Stelle des Funktionswertes Q(G, . . . ,  x~) den Mittelwert 
H ( G , . . .  , x~) der Fanktion Q fiber das Innere einer kleinen Kugel mit dem 
Zentrum in (x,, . . . ,  xM) and einem festen Radius 7 betraehten, wobei die Zahl 7 
so klein gewghlt ist, da~ die Oszillation der Funktion Q fiir jede Kugel mit 

diesem Radius kleiner als 2- ist; eine solche Wahl yon 7 ist offenbar mSglich, 

da Q niemals um mehr als ~ = -~- springt. Diese Funktion H(x , , . . . ,  x~r)erfiillt 

daan die gestellten Forderangen. Demi sie ist 1) r e i n  p e r i o d i s c h  m i t  d e m  
P e r i o d e n s y s t e m  (rq~, . . . ,  rqM), weil dies sehon Q(x , , . . . ,  x~) ist, 2) ist sie, 
im Gegensatz zu Q, i i b e r a l l  s t e t i g ,  da das Integral bei der Mittelwertbildung 
fiber ein M-dimensionales Gebiet zu erstrecken ist, w~ihrend die ,Diskontinuit~ts- 
fl~iehen" nut (M-1)-dimensionale Gebiete (Ebenen) ausmaehen, mid 3) erfiillt sie 

acta ma~h~natica. 46. Imprim4 le 1 avril 1925. 20 
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im ganzen abz~ihlbar-dimensionalen Raume die U n g 1 e i c h u n g 

[a (x , ,  . . . ,  x~,  x ~ §  n(x,,.. . ,  x~)l 

__-< I G(x, ,  . . . ,  x~,  x~+ , , . . . )  - Q ( x , , . . . ,  ~,)1 + I Q ( x , , . . . ,  x~,) - n ( x , ,  . . . ,  x,~)l 

< ~ + ~ -  = & 

Wir beweisen schlieflich noch den folgenden Satz: 

Hilfssat~ 11. Es sei G(x,,  x~, . . .) eine grenzperiodische Funktion yon ab- 
zdhlbar vielen Variablen mit dem Periodensystem (q,, qs . . . .  ), und es seien die Zahlen 

1 1 
, , . . .  linear unabhdngig. Da~n liegt die Menge der Werte, welche G (x~, x~,...) 

ql qt 
auf  der ,Hauptdiagonalen" x, = x~ . . . . .  x annimmt, in der aus den sSmtlichen 
Funktionswerten yon G(x,,  x2 , . . . )  bestehenden Menge iiberall dieht. 

Beweis. Die Richtigkeit des Satzes folgt unmittelbar daraas, daft 
G(x,, x~, . . . )  mit beliebiger Genaaigkeit E dutch eine rein periodische (stetige) 
Fnnktion P(x~, x t, .. .) mit einem Periodensystem (p,, p~, .. .), dessen Zahlen p~ 
in rationalen Verh~ltnissen zu den Zahlen q~ stehen, approximiert werden kann, 
Und daft die Behauptang des Satzes fiir diese r e i n  p e r i o d i s e h e  Fanktion 
P(x, ,  x~, . . .) gewil~ riehtig ist (vergl. Hilfssatz 6 des w 9), da aus der vorausge- 

setzten linearen Unabh~mgigkeit der Zahlen ~ auch die lineare Unabh~ngigkeit 
q~ 

dot Zahlen ~ folgt. 
P~ 

w 13. 

Fastperiodische Fanktionen mit beliebiger Basis. 

Wir bewelsen den folgenden Satz, der die Verallgemeinerung des Satzes X 
in w 11 iiber den Fall einer eingliedrigen Basis ist, und dessen Wortlaut aus 
dem des Satzes VIII  des w 10 einfach dadureh hervorgeht, dab ~ganze Basis" 
durch .Basis" und ,rein periodiseh" dureh .grenzperiodiseh ~ ersetzt wird. 

Satz X I L  .Es sei ~,, ~2 , . . .  eine beliebige Folge yon linear unabldingigen 
Zahlen. D~nn ist die Menge aller fastTeriodischen Funktionen f (x), deren .Expo- 
nentenfolge die ~asis {ill, ~,, .. "I besitzt, mit der Menge aller derjeaigen Funktionen 
g (x) identisch, welche die Form g (x) ~ G (x, x , . . . )  haben, wo G (xl, x l , . . . )  eine 

grenzperiodische Funktion mit dem Periodensystem " (2~  2 ~  ..)" ist. 

Ferner ist die hierdurch bewirkte Verbit~ung zwischen den fastperiodischen Funk- 
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tionen f (x) mit der Basis Ill,, {l,, . . .}  und den gren~periodischen 2'unktitmen 

( 2 ,  2~ ..) eine eineind~tige, d.h.  zu G (x,, x, ,  . . .)  mit dem Periodensystem ~ ' {4 ' " 

einer gegebenen Funktion f@) gibt es nnr e i n e  Funktion G(x,, x,, ...). 

Beweis .  1. Wi t  zeigen zuniichst, daft, falls G@,, % , . . . )  eine grenzperio- 

(2~t 2 z  ) i s t ,  die disehe Funktion mit dem Periodensystem (~h, q , , . . . )  = ~ , ~, , . . .  

Fnnktion 

g(x) = G(x,x , . . . )  ( - o o < x < o o )  

eine fastperiodische Fanktion wird, deren Exponentenfolge die Basis {~,, fl,,." "f 
besitzt. Hierzu bestimmen wir, naeh der Definition der Grenzperiodizit~it, eine 
Folge yon stetigen r e i n p e r i o d i s c h e n Funktionen 

x , . . . )  (,  = 1, 

mit den Periodensystemen (p~), p':~,...) derart, daft bei jedem n (und m) die 

2~ steht (etwa lo~ ) ---- q~ ~, m-re Periode P(,~2 in rationalem .Verhiiltnis zu q~ = ~--~- . r~'] 

und da6 gleichm~iBig im ganzen Raume die Limesgleichung 

lira /~"'(x,, %, . . . )  = G(x,, x,, ...) 
f l  - -~  OO 

gilt. Wit  betraehten diese Funktionen t zn~(x,, %, .. .)  auf der Hauptdiagonalen 
xl ~ x, . . . . .  x und bezeiehnen die Funktion PC") (x, x, . . .) mit ~(x).  Dann 
ist nach Satz VII I  a in w 10, die Funktion ~ (x )  eine fastperiodische Fnnktion 

m i t d e r g a ~ z e n B a s i s { 2 ~ ) ,  P~")'21t .../----- lvc,)~l,,.(,)~_, .. ~ , , . . . } ,  and es gilt gleich- 

milgig f'dr alle x die Limesgleiehnng 

g ( x )  = lira 
n - -~  cx:) 

Hierans folgt aber sofort die Richtigkeit unserer Behauptung. Denn 1) ist g(x) 
elne f a s t p e r i o d i s e h e  Funktion, da sie die Grenzfunktion einer gleiehm~6ig 
konvergenten Folge yon fastperiodischen Funktionen ist, und 2) hat die Expo- 
nentenfolge dieser Funktion g (x) die B a s i s I~1, ~,, ""  I, d .h.  falls ~t eine be- 
liebige Zahl bedeutet, die n i c h t in der Form r I ~1 + " "  + r~ ~ geschrieben werden 
kann, kommt ~t gewiB n i e h t  unter den Fourierexponenten yon g@) vor; es t r i t t  
n~imllch Abei  keinem n unter den Fourierexponenten yon ~,(x) auf, d.b. es ist 

20 * 
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M {r I ~ 0, woraus sofort folgt, da ja (I, w 5, Satz XXV) 

MIg(x)e -izx} -~ lira IMr 
n . . . . . . ~  o o  

ist, da~ auch M Ig(x)e -ixx} gleich 0 sein muB. 
2. Danach haben wir zu beweisen, dab u m g e k e h r t ,  falls f(x) eine fast- 

periodische Funktion bedeutet, deren Exponentenfolge die Basis /fl,, fl~, ""} be- 
sitzt, eine grenzperiodische Funktion G (x,, x,, ...) mit dem Periodensystem 

( 2 ~  2~ ..) derart existiert, dab (q"q" ' " )=  

f (x) ---- G (x, x , . . . )  

ist. Wit  werden zeigen - -  ganz wie in w 10 im Falle einer ganzen Basis - -  
dab die in Kapitel II  definierte zu der gegebenen fastperiodischen Funktion 

�9 i A n X  f ( x ) ~ A , ~ e  und der gew~hlten Basis Ifl,,fl~, ""f ,geh(irige" Funktion 
yon unendlich vielen Variabeln F(xl, x2,...), yon weleher wir ja sehon wissen 
(w 6), dab f ( x ) ~  F(x, x, ...) ist, eine solche grenzperiodische Funktion dar- 
stellt. Nach dem Hilfssatze 10 des w 12 geniigt es hierzu nachzuweisen, dab es 
zu jedem ~ eine Anzahl M and eine rationale Zahl r :~ 0 so gibt, dab F(x~, x~, ...) 

i t t  ip fiir zwei beliebige Punkte (x~,x~,...) und (x,, x,, . . .),  deren Projektionen 
t t  t l  (x'~, . . . ,  x~1) and (x,, . . . ,  x~;t) auf.den M-dimensionalen Unterraum beziiglieh einer 

paraHelepipedischen Raumteiinng der Seitenliingen rql, ...,rq~t ,aeqalvalent" 
liegen, nur um hSchstens ~ unterschiedene Werte annimmt. Wit  betrachten nan 
die Reihe 

(38) ~ A,~ e ~(r"'' ~, x, + . . .  + r,, q, Cq, xq,), 

welehe unsere Funktion .F(x~, x , . . . )  ,bestimmt", und w~ihlen, was naeh dem 
Satze VI des w 7 mSglich ist, zu dem gegebenen e ein N and ein ~ derart, daB, 
falls (x~, x'~, ...) und (x:, x~, ...) zwei beHebige Punkte des Raumes sind, fiir 
welehe die N Ungleichungen 

(39) ei(r""~'x~ +"'+r'q'~q'~x~")--e i(r'''~'x'; +'" "+r"'q"~q~xq")l < ~ 

(n = 1, . . . ,  lV) 

alle gelten, die gewiinsehte IIngleiehmag 
I t! t! 

x , , . . . )  - x , , . . . ) l  < 

erfiillt ist. Es bezeielme nun M den gr~iBten Index eines x, weleher in den 
Exponenten der N ersten Glieder der Reihe (38) auftritt, und es sei r die ra- 
tionale (gauze) Zahl, welehe den Hauptnenner aller hierbei vorkommenden 
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Koeffizienten r , . ,  angibt. Dann haben diese Zahlen M und r offenbar die ge- 
forderte Eigenschaft; in der Tat, falls (x~, x~, . . . )  und (x~', x~', . . . )  zwei beliebige 
Punkte sind, welehe die M Kongruenzen 

tv x~ ~ x~ (rood. r q.,) (m = 1 , . . . ,  M) 

d. h. die M Kongruenzen 

1 1 
7 - ~ x  ~ =_ - r - ~ , x :  (rood. 2=) (m = 1, . . . ,  M) 

erfiillen, werden sie ja auch die N Ungleichungen (39), n~mlich sogar die N 
G l e i e h u n g e n  

�9 ei(r . , ,r  + r.,q.~q.x~.) _ ei(r., ,~,~,' + , . . +  r.,~ t~.x'q',,) _--- 0 

erFdllen, und also auch die gewiinsehte Ungleiehung (40). 

3. Schlie~lich haben wir zu zeigen, dab es zu einer gegebenen fastperiodisehen 
Funktion f (x) mit der Basis t ~,, fl~, "'" } nut  eine e in  z ig  e grenzperiodische 
Funktion G(x~, x~, . . . )  der erw~hnten Art  gibt. Dies erhellt aber sofort aus dem 
Hilfssatze 11 des w 12. In der Tat w~ire, falls G, (x,, x~, . . . )  und G~ (x,, x~, . . .) 
zwei grenzperiodische Funktionen dieser Art  sind, ihre Differenz 1 

r(x, ,  x , , . . . )  = G, (x,, x , , . . . ) -  G,(x,, x , , . . . )  

eine grenzperiodische Funktion mit demselben Periodensystem (q~, q~, . . . ) ,  welche 
auf der ganzen Geraden x, ~--- x~ . . . . .  x gleich 0 w~re, was abet (wegen der 

linearen Unabh~ingigkeit der reziproken Werte  1 , 1 , . .  .) nach dem zitierten 
qz q, 

Hilfssatze nut dann m~glieh ist, wenn F(x~, x~, . . .)  hn ganzen Raume gleleh 0 
ist, d. h. wenn G,(x,, x~, . . . )  und G,(x , ,  x , , . . . )  dieselbe Funktion sind. 

In dem vorhergehenden Satze ist spezlell enthalten, da]3 ]ede fastperiodische 

Funktion f (x) als eine auf  einer geraden Linie betrachtete grenzperiodische Funktion 

yon abz~hlbar vielen Variablen angesehen werden kann. Wir werden sehliel~lich 
noch beweisen, daft auch dieser Satz (wo also yon den Werten der Basisgr~J~en 
nieht mehr die Rede ist) u m g e k e h r t werden kann. 

Sa tz  XIII .  Es sei G(x , ,  x~ . . . .  ) irgend eine grenzperiodische Funktion yon 

unendlich vielen Variablen und 

X l ~ C l + d  lx~ X ! ~ c , + d  sx, . . .  

i Vgl. die Bemerkung yon Seite 150, Fuflnote 1. 
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irgend eine Gerade im abzShlbar-dimensionalen Raume. 

fastperiodisch. 

Beweis .  
schieden sind 

Dann ist die Funktion 

h (x) = G (c, + d, x, c, + d ,x ,  . . . )  ( -  ~ < x < ~ )  

Wir k6nnen offenbar annehmen, dab die d~ aUe yon Null ver- 
(weil ja sonst die entsprechenden Variablen konstant gehalten 

werden; vgl. S. 147). Um die FastperiodizitRt der Funktion 

h(x) = a(c, + d,x, c, + d,x, ...) 

nachzuweisen, haben wir zu zeigen, dab es zu jedem e ~ 0 eine L~nge l derart  
gibt, dab jedes Intervall  dieser Liinge mindestens eine zu e geh~irige Verschie- 
bungszahl der Funktion h (x) enth~It. Zu diesem Zwecke bestimmen wit  nach 
dem Corollar zu Hflfssatz 9 (in der in der FuBnote S. 151 genannten Verschiirfung) 
zu dem gegebenen ~ die Zahlen M, r mad d derart, dab zwei beliebige Punkte 
des Raumes, welche die M diophantischen Ungleichungen 

[ x ' - - x : l < 8  (rood. rq=) (m = 1, . . . ,  M) 

erfiillen, ebenfalls der Ungleichung 

[a(xl,  ~ , , . . . ) -  a ( ~ , ,  x , , . . . ) ]  < 

genligen. Hieraus folgt, dab die Zahl �9 gewil3 eine zu ~ gehiirige Verschiebungs- 
zahl der Funktion h(x) ist, falls sie die M Ungleichungen 

[(e~,+d~,(x+r))-(c,~+d~x)l = l a~ l  < a (rood. rq~) (m -~- 1, ... ,  M) 

d. h. die M Ungleichungen 

�9 v < - -  (rood. 1) (m = 1 , .  M )  
I r q .  I I rq . I  "" 

erf'tillt. Nach dem Satze A von Kapitel I, w 4 gibt es aber gewil~ eine L~inge 1 
derart, dab jedes Intervall dieser Liinge mindestens eine Li~sung �9 dieser M Un- 
gleichungen enthiilt. 

Wir  bemerken ausdriicklich, dab die zuletzt besprochene Beziehung zwlschen 
den fastperiodischen Funktionen f(x) einerseits und den grenzperiodischen Funk- 
tionen G(xl~ x~, . . . )  yon unendlich vielen Varlabeln andererseits eiuen etwas 
anderen Charakter tr~gt als die friiheren Siitze, in welchen die B a s i s I flz, ~l, . . .  1 
der Fank~ion f(x) und das P e r i o d e n s y s t e m (qz, qs,. . .)  der Funlr~ion G (x~, x. , . . . )  
in unmittelbare Beziehung gebracht waren. In der Tat war es eben diese Yer- 
bindung, welche es uns ermiiglicht hat. jeder Funktion f(x) in e i n d e u t i g e r  
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Weise eine Funktion G (x,, x,, ...) zuzuordnen 1. Der andersartige Charakter 
des Satzes X I I I  zeigt sich auch dadurch, dab der ,entsprechende" Satz flit 
g a n z e  Basen, der so lauten wiirde: ,Falls P(xt ,x , , . . . )  eine beliebige r e i n  
p e r i o d i s e h e (stetige) Funktion und x~, = c~ + d~ x (m = 1, 2, . . . )  eine beliebige 
Gerade des Raumes ist, so ist die Funktion cp(x) = P(c~+d,x, c~ +d~x,...) eine 
fastperiodische Funktion mit einer g a n z e n  Basis ~ n i c h t  richtig ist. In der 
Tat  ist z. B. die Funktion 

oo 1 eiX~ 
P( t, . . .)  = Z - -  

n---~l ni 

eine  r e in  p e r l o d l s e h e  (s teLige)  F u n k t i o n ,  m i t  dem P e r i o d e n s y s t e m  (2 ~ ,  2 ~ , . . . ) ,  

abet die Fnnktion 
, X  

~(x)---- P x , ~ ,  3 '  . . . .  Nn--re 

die natiirlieh, nach dem vorhergehenden Satze, fastperiodisch ist, hat die Expo- 
nentenfolge 1, �89 }, ..., welche k e i n e  ganze Basis besitzt. 

K A P I T E L  V. 

Gleichmllfllge Approximation fastperlodiseher Funktionen durch endl iche 
trlgonometrlsche Summen. 

Die in den vorhergehenden Kapiteln gewonnenen Darstellungen fastperio- 
discher Funktionen mit Hilfe rein oder grenz-periodischer Funktionen yon ab- 
ziihlbar vielen Variabeln erlauben uns nun ohne weiteres, wichtige allgemeine 

t Daft wir in diesen S~tzen gerade die , H a u p t d i a g o n a l e "  xt ~-~-x2 . . . . .  x ausge- 
zeichnet haben, ist natiirlich insofern unwesentlich, als wir dutch eine einfache Transformation der 
Form x,~ = kmx~ diese Riehtung in eine beliebige andere hittten iiberftihren kSnnen, aber dann 

1 . 
freilich gleichzeitig auch die Perioden q,n der entsprechenden Transformation q,n ~----~-q,, htitten 

unterwerfen miissen. (Z. B. h/itten wit so das Periodensystem der Funktion statt der Richtung 
der Geraden auszeichnen k6nnen, indem wit etwa alle Perioden gleich 2~r gesetzt hiitten, und 
dabei die, yon der Basis abhitngige Gerade x,~ ~ ~,nx hiitten betrachten miissen). 

Wenn aber, wie in dem Satze XIII, w e d e r  die Richtung der Geraden no e h das  Perioden- 
system der Funktion fest vorgeschrieben wird, so ist nattirlich yon vornherein auf die M~glichkeit 
einer eineindeutigen Beziehung zwischen f(x) und G (xt, x~ . . . .  ) verzichtet. 
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S~itze tiber die gleiehm~liige Approximat ion fastper iodiseher  Funkt ionen  dureh 

endliche t r igonometr isehe  Summen abzuleiten. Der  Ubergang gesehieht  durch 

den folgenden bekannten S a t z ' :  

Trigonometrischer Approximationssatz. :Es sei 11(x,, x,,  . . . ,  x~) eine 
beliebige stetige rein periodische Funktion einer endlichen Anzahl yon Variabeln mit 
dem Periodensystem (p,, p~, . . . ,  PM). Dann ld'flt sich II(xl, xg, . . . ,  x~t) clutch end- 
liche trigonometrische Summen der _Form 

P,, ; n~7 ...~ n M ganz 

gleichm~iflig im ganzen M-dimensionalen t~aume approximieren, d.h .  zu jedem ~ liit~t 

sich eine solehe endliehe Summe S(x~,. . . ,  x~) linden, dab im ganzen Raume 

l n ( x , ,  x , ,  . . . ,  x , ,  . . . ,  

ist. 

w 14. 

Ganze  Basis .  

S a t z  XIV.  Es sei fl~, [~ , . . .  eine beliebige -Folge von linear unabh~ingigen 
Zahlen. Dann ist die Menge aller fastperiodischen Funktionen f (x), deren .Expo- 
nentenfolge die ganze ~asis {~,  ~ , , "  "1 besitzt, mit der Menge aller derjenigen 
Funktionen oo(x) identiseh, welche sich gleichrMi~ig durch endliche trigonometrische 

Summen S(x) ~ Y~b,e i~'~x approximieren lassen, deren Exponenten ~ linear mit 
ganzzahligen Koeffizienten aus ]e endlich vielen der ~ zusammengesetzt sind. 

B e w e i s .  1. W i r  zeigen zun~ehst, dab jede Funl~tion ~ (x) aueh eine Funk t ion  

f(x)  ist, also daft ~(x)  fastperiodiseh ist mi t  der ganzen Basis {ill,/~2,...}. Dies 

folgt  sofor t  daraus, da~ naeh Voraussetzung eine Folge  yon endlichen t r igono-  

1 Dieser Satz bildet die unmittelbare Verallgemeinerung (auf M Dimensionen) des beriihmten 
W e i e r s t r a 6 s c h e n A p p r o x i m a t i o n s s a t z e s, naeh welchem jede stetige rein periodische 
Funktion H(x) der Periode ~ mit beliebiger 6enauigkeit dureh ein trigonometrisches Polynom 

= 2 ~  angen~hert werden kann. Im Pr/nzip findet sich aueh dieser verallgemeineae 

Satz schon bei W~I~RSTRASS selbst [1]; unabh~ingig davon ist er yon Bo~L [1] explizite ausge- 
sprochen mad bewiesen worden, und zwar gerade bei seinen Untersuchungen tiber die Approxi- 
mation ,quasiperiodischer" Funktionen dutch trigonometrische Summen. Vgl. iibrigens die Ein- 
leitung zum Anhang I. 
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metrischen Summen S~(x), S~(x),. . .  der obigen Form bestimmt werden kann, die 
fiir n-~ c~ gleichm/iflig gegen e(x) konvergiert. Denn da jede dieser Summen 
fastperiodisch ist (I, w 1, Corollar zu Satz III), wird es aueh die Funktion 
co(x) = llra S,,(x) sein (I, w 1, Satz VI); und da eine beliebig gegebene Zahl X, die 
n i c h t  in der Form n, {i, + - . .  + n , / ~  mit ganzzahligen Koeffizienten geschrieben 
werden kann, nach Voraussetzung bei k e i n e r der approximierenden Summen 
S~ (x) als Exponent vorkommt, wird sie auch nicht Fourierexponent der Grenz- 
funktion re(x) sein (I, w 5, Satz XXV). 

2. Danaeh zeigen wir, dab u m g e k e h r t  auch jede Funktion f (x)  eine 
Funktion ~(x) ist, sich also gleichm~iBig durch trigonometrische Summen der 
obigen Form approximieren 1/iBt. Hierzu betraehten wir die z u  der gegebenen 
fastperiodisehen Funktion (und der gegebenen ganzen Basis) ,gehiirige" r e i n  
p e r i o dis  c h e Funktion P(x~, x,, . . .)  mit dem Periodensystem 

f'fir welche also 

( p , , p , , . . . )  = ~ ,  ~ ,  , . . .  , 

f (x) = P(x, x, . . . )  ( -  ~ < x < ~ )  

ist. Da P(x, ,  x., . . .)ghiehm~iBig stetig ist, kiinnen wir zma~iehst in tier ge- 
wohnten Weise (indem wir einfach alle Variabeln yon einer gewissen Stelle an, 
etwa x~+,, x~+~, . . . ,  konstant, z. B. gleich O,.setzen) eine stetige rein periodisehe 
Funktion l l (x , ,  . . . , x ~ ) y o n  nur e n d l i c h  vielen Variabeln mit dem Perioden- 
system (p~, . . . ,  p~) so wiihlen, daft im ganzen abz~ihlbar-dimensionahn Raume 

(41) ]P(x,, x,,  . . . ) - - I I ( x , , . . . ,  XM)] < 

iSt. Danaeh wenden wir den obigen trlgonometrischen Approximationssatz an 
und bestimmen zu dieser Funktion I I ( x , , . . . ,  XM) eine endliehe Summe 

S(x , ,  . . . ,  XM) = E ~ ,  . . . . . .  . e  i ( " '  ~' x, + . . +  ~.~xxx) 

derart, dab im ganzen M-dimensionalen Raume 

(42) I n ( x , , . . . ,  x~) - S ( x , , . . . ,  x~)l < 2 -  

ist.  Aus (41) unO (42) folgt 

J R ( x , ,  x , , . . . )  - Z ( x , ,  . . . ,  x~) l  < ~. 

Wird hierin speziell x, = x, . . . . .  x gesetzt, so geht diese Ungleiehung in 

[ f  (x) - S ( x )  l < 
Acta matlwmativ.a. 46. Imprim4 le ! juillet 1925. 21 
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fiber, wo S ( x ) =  ~ a . ,  ...... ~,e i ( n ' i ~ ' + ' ' ' + n ' ~ ) x  eine endliche Summe der er- 

wiihnten Ar t  ~. b= e a=~ ist. 

In dem speziellenFalle,  wo die Basis I~,, g ~ , ' " l  aus nur e n d l i c h  v i e l e n  
Zahlen besteht, geht  dieser Satz ~ wean die schon mehrmals erwi~hnte Tatsaehe 
benutzt wird, daft elne fastperiodische Funktion,  deren Exponentenfolge die end- 
liehe ganze Basis ifl,, fl, . . . .  } besitzt, dasselbe ist wie eine ,quasiperiodische" 

2~  2~  ~ in den Hauptsatz der Bonr.schen Funktion mit den Perioden -~  , fl~ , . . .  

Theorie fiber, daft die Menge der quasiperiodischen Funktionen f (x) mit den Perioden 
2:r 2~r 

- -  mit der Menge der]enigen Funktionen identisch ist, welche gleiehm~iflig , . . . ,  

durch endliche trigonometrische ,Summen der Form ~_~ a,, ..... . , ,  e i (nx ~, +""  + nx ~x) x 

approximiert werden k2nnen. 

w 15. 

Beliebige Basis. 

Satz XV. Es sei fl,, ~,, . . .  eine beliebige Folge yon linear unabh~inghjen 
Zahle~. 1)ann ist die Menge aller fastperiodischen Funktionen f(x), deren Expo- 
nentenfolge die.Basis t fl,, f l~ , ' " l  besitzt, mit der Menge aller jener Funktionen 
eo (x) identiseh, welche sich gleichmiiflig dutch solehe endliche trigonometrisehe Summen 
S(x) ~ ~_,b,,e i~,~ approximieren lassen, deren Exponenten linear mit rationalen 

Koeffizienten aus endlieh vielen der ~ zusammengesetzt sind. 

Beweis .  1. Daft jede Funkt ion co(x) aueh eine Funkt ion f (x)  ist, beweist 
man wSrtlich wie die entsprechende Behauptung beim Satze XIV,  indem nur 
,Basis" dutch ,ganze Basis" und ,ganzzahlige Koeffizienten" dureh ,rat ionale 

Koeffizienten" ersetzt  wird. 

2. Auch der Beweis, daft jede Funkt ion f(x)  eine Funktion co(x) ist, ver- 
l~uft fast genau wie der Beweis des entsprechendes Teiles des Satzes XIV. Wir  
bestimmen die g r e n z p e r i o d i s e h e  Funktion G(x~, x~, . . . )  mit dem Perioden- 

(2 : t  2~t ) 
system ( q , , q , , . . . )  -=-- ~ ,  , ~ , , . . .  , ffir welehe 

f ( x )  = 

ist; diese Funkt ion G(x, ,x~,  . . . ) w i r d  naeh dem Hilfssatze 9 des w 12 darch 
eine r e i n  p e r i  o d i s c h e stetige Funktion //(x~, . . . ,  x~) yon nut  e n d 1 i c h 
vielen Variabeln mit  einem Periodensystem (r ,q~, . . . ,  r~q~) so approximiert, daft 
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6 
der ,Fehler" kleiner als ~- ist; danaeh wird diese rein periodische Funktion 

approxi- II(x, ,  . . . .  x~) dureh eine endliche trigonometrische Summe bis auf -2- 

2:t 2~t 
miert, deren Exponenten die Form n , - -  x, + . . .  + nM-~.--  xjt also die Form 

r~ q~ M qM 

s, fl, x, + . . .  + szfl~ xM mit r a t i o n a 1 e n Koeffizienten s besitzen ; schlie~lieh wird 
x~ ~ x~ . . . . .  x gesetzt, wodureh sich die Ungleiehung 

I f  (x) - S (x)] < 

ergibt, worin S(x) eine endliche trigonometrische Summe der erwiinsehten 
Art ist. 

w 16. 

Allgemeiner Approximationssatz. 

Wit beweisen sch]iefllich noeh den folgenden allgemeinen Approximations- 
satz, der, obwohl er aus dem vorhergehenden viel pr/iziseren Satz (in welchem 
auch der Zusammenhang zwischen den Fourierexponenten und den Exponenten 
der gleichm~i6ig approximierenden trigonometrischen Summen behandelt wird) 
unmittelbar abzuleiten ist, doch gewissermal3en als der Hauptsatz dieser Ab- 
handlung angesehen werden kann, well er die G e s a m t m e n g e  der fastperio. 
dischen Funktionen in einfaehster Weise abgrenzt. 

Satg XVI. Die Menge aller fastperiodischen Funktionen f(x) ist mit der 
Menge aller Funktionen ~(x) identisch, welche sich iiberhaupt durch (irgendwelche) 
endliche trigonometrische Summen ~_j b n e ~,~x gleichmd'flig approximieren lassen. 

Beweis. 1. Da6 jede Funktion co(x) eine Funktion f(x),  d.h. eine fast- 
periodische Funktion ist, ist klar, da ja ~ (x) gleichm/ii~ig dutch fastperiodisehe 
Funktionen (n~imlich durch trigonometrische Summen) approximiert werden kann. 

2. Und daft jede fastperiodische Funktion f(x) auch eine Funktion ~(x) ist, 
also durch endliche trigonometrische Summen gleichm/iBig approximiert werden 
kann, ist speziell im Satze XV enthalten. 

21" 
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ANHANG I. 
Klasseneinteilung der fastperiodischen Funktionen. 

In diesem Anhange werden wir uns mit der Einteilung der fastperiodischen 
Funktionen in K l a s s e n  besch~iftigen. Die Untersuchung wird so verlaufen, 
dab wir yon einer beliebig gegebenen fastperiodischen Funktion ausgehen und 
versuchen um sie eine ,natiirliche ~ Funktionenklasse aufzubauen, wobei wir als 
/kusgangspunkt die (nahezu selbstverst~ndliche)Forderung benutzen, dab jede 
Funktion f(x+k), also jede Funktion welche aus f(x) durch einfache Verlegung 
des Nullpunktes der x-Achse entsteht, zur selben Klasse wie f (x) gehSren soil. 
Bei dem weiteren Aufbau werden wir uns yon zwei verschiedenen (~esichts- 
punkten leiten lassen; so werden wit in w 1 vor allem dafiir sorgen, dab jede 
unserer Funktionenklassen einen gegeniiber Grenziibergang a b g e s c h ] o s s e n e n 
Charakter haben soll, w~hrend wir in w 2 einen mehr f o r m a l e n  Gesichtspunkt 
(unter Heranziehung des Basisbegriffes) zu Grunde legen werden. Schliel31ich 
werden wit in w B die beiden in w 1 und w 2 gewonnenen Klasseneinteilungen 
mit einander vergleichen; hierbei werden wit sehen, daft in dem Spezialfalle einer 
g a n z e n Basis die beiden Klasseneinteilungen tats~chlich identisch sind, w~ihrend 
in dem allgemeinen FaUe einer b e l i e b i g e n  Basis sich die zweite als eine 
,feinere ~ Einteilung erweist, indem sie aus der ersten dadurch entsteht, da~ 
jede Klasse in Unterklassen noch enger zusammengehSriger Funktionen ge- 
teilt wird. 

w  
Die abgeschlossene Hiille H ( f ( x  + k)). 

Wir benutzen zur Abkiirzung die folgende Terminologie: Eine Funktion 
g(x) (-cx~ < x < co) soll als eine H~iufungsfunktion einer vorgelegten ~Ienge M 
yon fastperiodischen Funktionen ~(x) bezeichnet werden, falls aus der Menge M 
eine Folge yon (gleichen oder verschiedenen) Funktionen ~, (x), ~2(x), . . .  heraus- 
gegriffen werden kann, welche g l e i c h m ~ f l i g  f i i r  a l l e  x gegen g(x) konver- 
giert 1; aus I , w  1, Satz VI folgt, dab jede H~ufungsfunktion einer ]Kenge von 
fastperiodischen Funktionen selbst fastperiodisch ist. Ferner werden wit eine 

Wir bemerken, dab nach dieser Terminologie jede der Funktionen einer Menge M selbst 
eine H~ufungsfunktion yon Mist. 
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Menge yon fastperiodischen Funktionen abgeschlossen nennen, falls alle H~ufungs- 
ftmktionen der Menge zu ihr gehSren. Schlieglieh fiihren wit den Begriff der 
abgeschlossenen 11iille einer bIenge M yon fastperiodischen Ftmktionen ein; hier- 

unter verstehen wir diejenige Funktionenmenge M*, welehe aus s~mtliehen lq~u- 
fungsfunktionen der Menge M besteht. Es ist klar, daf  M in M* enthalten ist, 
daf  M* abgeschlossen ist, und daft das Zusammenfallen der beiden Mengen M 
und M* fiir die Abgeschlossenheit yon M notwendig und hinreichend ist. 

Es sei nunmehr 

f (x) ~ Y, A,, e 

eine beliebig gegebene fastperiodische Funktion,  und es bezeichne !f (x+  k)l die 
Menge aller Funktionen 

(1) f ( x + k )  ~-~_ iA~,k iA,~x ~-, 2.i il,, e .e , ( - ~ < k < ~ ) .  

Bei versehiedenen Untersuchungen (z. B. bei Differentialgleiehungsproblemen) 
wird man dazu "geftihrt, diese Menge t f ( x+k)]  so auszubauen, dag sie abge- 
schlossen wird. Dies geschieht am einfachsten dadurch, dab man zu der a b g e -  
s e h 1 o s s e n e n H ii 11 e iibergeht. Die so entstandene Funktionenmenge, welehe 
wir mit 

S (f (x + k)) 

bezeichnen, soll in diesem Paragraphen n~iher untersucht werden. 

Wir  beweisen zun~chst, dab die Bildung soleher Mengen H ( f (x+k))  tut- 
s~iehlich eine ,K  1 a s s e n e i n t e i 1 u n g" der fastperiodischen Funktionen bedeutet. 

Sat~ 1. Wenn g (x) eine beliebige Funktion der Menge H (f(x + k)) ist, so sind 
die beideu Mengen H (f (x + k)) und H (g (x + k)) identisch; es kann also eine b e- 
l i e b i g e  Fanktion einer solchen ~Ienge H als ihr , R e p r ~ s e n t a n t "  gelten. 

Beweis .  Daft g (x) zu H (f (x + k)) gehSrt, bedeutet, daf  zu einem beliebigen 
> 0 die reelle Gr(ife k 1 = k~(e) so gew~ihlt werden kann, daf  fiir alle x die 

Ungleiehmag 

(2) Ig(x) - f ( x + k , ) ]  < 

besteht. Diese Ungleichung besagt abet aueh, daft  f(x) zu  H(g(x+k)) g e h ~ i r t ,  
wie man sieht, wema man sie in der Form 

I f ( x )  - g ( x  - k,) I < 

schreibt. &lso geniigt es, aus Symmetriegriinden, zu zeigen, da~6 jede Ftmktion 
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h(x) der Menge H(f(x+k)),  f'dr die also bei passender Wahl yon k, 

(a) 

ist, 

ist. 

I h ( x ) -  f (x+k , ) l  < ~ 

auch zu H (g (x+k)) gehiirt. Es folg~ aber in der Tat aus (9,) and (3), da6 

I h(x) - g ( x - t - k , -  k,)l < 2~ 

Wir wenden uns danach der Fragestellung zu, was die Einteilnng der fast- 
periodischen Funktionen in Klassen H vom Gesichtspunkte der Zugeh~rigen 
F o u r i e r r e i h e n  bedeutet. Hieriiber gibt der folgende Satz AufschlutL 

�9 i A n x  
Satz  9.. Es sei H eine beliebige unserer Klassen und f(x)r,J ~.A~e ein 

belieboer Repr/isentant yon H. Dann hat die ~burierreihe ]eder Funktion q~(x) der 
Klasse H die Form 

(4) Z A ,  e i 0,~. e i.4. x, 

d. h. sie hat d~eselben Exponenten und numerisch gleich grofle J~oeffizienten wie die 
Fourierreihe von f(x). Und ferner: Damit eine Reihe der Form (4) als ~burier- 
reihe zu einer Funktion unserer Klasse H -~- H (f (x-F k)) geh6rt, ist notwend 0 und 
hinreichend, daft der t)unkt (0~, 02 , . . . )  des abz/ihlbar-dimensionalen Baumes, dessen 
Koordinaten die ,Drehungen" der Glieder angeben, rood. 2~ betrachtet ein ,Hdu- 
fungspunkt" der aus den Punkten (A~ k, 11,k, .. .) bestehenden Punktmenge ist, in dem 
(weitest gehenden) Sinne, da)ff es eine Folge yon reellen Grgflen kl, k,, . . .  so geben 
soll, daft bei jedem festen n = 1, 2, . . .  die diophantische Limesgleichung 1 

lim l/~ k~ = O~ (rood. 2 ~) 
m -2~ o o  

besteht. 

Beweis .  1. Wir  zeigen zun~chst, dai~ die Fourierreihe einer beliebigen 
Funktion ~(z) der Menge H ~ H (f(x + k)), also einer Funktion 

(x) = l i~  f ( x  + k~), 

die Form (4) hat ,  wo (@1, @,, . . . )  ein H~/ufungspunkt 
(Alk , A ,k , . . . )  gebildeten Menge ist. In der Tat ist 

f ( x  + k~) ~ ~, Ane iA~k~" e i~'~, 

der aus den Punkten 

Unter der Schreibweise lira a,~ 

stehen wir, daft lim d a ~  ~ e i a  ist. 

a (rood. 2 ~ ) ,  wo a~ und a reelle GrSflen sind, ver- 
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also (nach I, w 5, Satz XXV) 

.~ iAT~x 
r (X) ,'-- e 

mit 

Hieraus folg~ aber, daft 

Bn = lira A,,e iA'k'' 
m---~  CO 

B.,~ = A,~ e i 0~ 

ist, wo der Faktor  e iO'~ durch die Limesgleichung 

e i ~  lira e iA'~k" 
m ..-..~ c ~  

(n ---- 1, 2 , . . . ) .  

bestimmt ist, d .h .  wo (O,, 0.,, . . . )  ein H~iufungspunkt der erw~hnten Nenge ist. 
2. Danach haben wir zu beweisen, dab u m g e k e h r t ,  falls (O,, O ,  . . .)  

rood. 2 z  betrachtet  'ein H~iufungspunkt der aus den Punkten  (A,k ,  A~k, . . . .  ) ge- 
bildeten Menge ist, die Reihe (4) tats~ichlich eine F o u r i e r r e i h e ist, welche zu 
einer Funkt ion ~ (x) der K 1 a s s e H ~--- H (f (x + k)) geh~irt. Hierzu bedienen wir 
uns ganz derselben Sch]ugweise wie beim Beweise des Satzes IV auf S. 127. 
Nach Voraussetzung gibt  es eine reelle Zahlenfolge k,, k s , . . ,  derart,  dag bei 
jedem n die diophantische Limesgleichung lira A,~]~',,~ = O,~ (rood. 2z), d. h die 

m ~ c ~  
Limesgleichung 

(5) lira e iA 'k~ = e iO" 
m --~ o o  

besteht. Hieraus folgern wit  zun~chst (mit Hilfe des Fundamentalsatzes aus I), 
dag der l V [ i t t e l w e r t  

M~.q = M l I f ( x  + k ~ ) - f ( x + k ~ ) ] , l  = Z[A ~ l ' t e i ' ~ ,& ' _e i&k q l "  

fiir p~ q -~ ~ gegen 0 strebt. Aus Mp. q -~ 0 schlleBen wir dann weiter (mit ttilfe 
des Konvergenzhilfssatzes in w 2 auf  die ,ausgezeichnete" Nenge I f ( x + k ) l  an- 
gewendet), dab die Fuaktionenfolge 

f ( x + k , ) ,  f ( x + k , ) ,  . . . ,  f ( x + k , , ) ,  . . .  

gleichm~gig fiir alle x gegen eine G r e n z f u n k t i o n  ~(x) strebt. Diese (fast- 
periodische) Funktion r wird dann yon  der erwiinschten Ar t  sein. Denn die 
Darstellung ~ (x) ---- lira f (x + k~) besagt,  dag sie zur Klasse H (f (x + k)) geh(irt, 
und aus (5) ergibt sich, dab sie die gegebene Reihe (4) als Fourierreihe besitzt. 
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w  
Einteilung in Klassen K(f(~v)) mit Hilfe der Basis. 

Wir gehen wieder yon einer beliebigen fastperiodischen Funktion 

-- i An x 
f ( z )  ~ E ~ n  e " 

aus und bilden die Menge der Fmaktionen 

f ( x + k ) ~ ' - ' "  ia.k iA,,x 2a.,,l,,e .e , ( - ~ < k < ~ ) .  

Es sei [ ~,, ~,, . . .  } eine (beliebig gew~ihlte) B a s i s der Exponentenfolge 1/n ; wir 
fiihren die Darstellung der .4, durch die Basiszahlen, 

in die Fourierreihe yon f ( x +  k) ein, also 

~ _  i(r. ,[J, kT...+r.,~lJq~k) eiA, x 
f ( x + k ) ~  E A . e  ' �9 . 

Geleitet von dem K r o n e c k e r s c h e n  A p p r o x i m a t i o n s s a t z e  betrachten wit  
alsdann d i e  s ~ i m t l i e h e n  R e i h e n  d e r  F o r m  

(6) ~ An ei(r., tO, k, + "  "-{-rn, qn~qnltqn), eiA~ x, 

wo d i e G r ~ i f l e n  kl, k~ , . . ,  g a n z  b e l i e b i g e  (yon  e i n a n d e r  u n a b h i ~ n g i g e )  
r e e 11 e Z a h l e  n b e d e u t e n. Diesen Reihen (6) sind wi t  schon friiher begegnet 
--  in der Tat  waren es gerade diese l~eihen, welche uns in w 6 yon der Fmaktion 
f(x) zu der zugeh~rigen Funk t ion  yon anendlieh vielen Variablen f'tihrten - -  and 
wit  haben in w 6, Satz IV bewie sen, daft jede der Reihen (6) die JFourierreihe einer 
gewisser~ fastperiodischen Funktion r (x) ~ ~p (x; k,, k,, ...) ist, mad iiberdies, daft 9(x) 
dutch Funktionen f ( x  + k) gleichm~iflig angen~hert werden kann, d. h. in maserer 
jetzigen Sprachwelse, daft ~(x) zu der abgeschlossenen Higle H (f(x + k)) gehSrt. 

Gelegentlich wird es bequem sein, zur Abkiirzung 

�9 O , k ,  = ( , , ,  O , k ,  = o~,  . . . ,  & , k , ~  = ,o., ,  . . .  

zu setzen, also die Reihen (6) in der Form 

(7) Z An ~iO'n' ' Ot "~" "" -~ rn, qn Oqn) . eiAnX 

zu schreiben; hierbei sind die GrSlien 0,, 0,, . . .  (ebenso wie die Griifien k~, k t , . . . )  
ganz beliebige yon einander  vSllig unabhgngige reelle Zahlen. 

DofinitXola. Zur ,Klasse K(f(x))" soll ~ede fastperiodische Funktion gehOren, 
deren Fourierreihe unter den obigen l~eihen (6) (oder (7)) vorkommt. Diese Klasse 
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K (f (x)) enth~It offenbar die Funktionenmenge I f (x  + k) 1 , ist aber andererseits (nach 
einer obigen Bemerkung) in der abgeschlossenen Hiille H ( f (x+k))  enthalten. 

Bevor wit zeigen, dab die Bildung solcher Mengen K tats~ichlich zu einer 
,K|asseneinteilung" der fastperiodischen Funktionen fiihrt, werden wir zun~/chst 
den folgenden Satz beweisen, durch welchen die obige Definition erst einen 
eigentlichen Sinn bekommt. 

Satz 3. Die Menge aller Reihen (7), und damit die Klasse K (f(x)), hiingt 
nur yon der gegebenen fastperiodischen FunktioCt f(x)  ab, d .h.  sie ist yon der spe- 
ziellen Wahl der benutzten .Basis {~., f l~, . . .  I unabhdngig. Hierbei interessiert es 
uns n i c h t ,  ob eine Reihe vielleicht m e h r m a l s  d.h. fiir verschiedene Werte- 
folgen (Q,, 0. , . . . )  vorkommt, und wie ,oft" dergleichen geschieht. 

Beweis. Us seien /~,, ~ , , " '}  und 17,, 7,, ~..I zwei verschiedene Basen 
der Exponentenfolge A,,  11 , , . . . ,  und es sei 

(S) ~/. = r. , ,  t~, + r . , ,  & + . . .  + r., q. ~q. 

bezw. 

(9) A,~ ---- sn,, ~1 + s.,, r, + " "  + s.,~ 7p~ 

die Darstellung yon A n durch ZaMen der Basis l f l , , f l , ,  . . . !  bezw. {r,, r~, ""1" 
Die Behauptung lautet, dab die Menge aller Reihen 

( 1 0 )  ,,:~ ~ i (rn  , r  qaQqn) i A n x  
~.a 21n ~ ' e , 

wo die Q~ beliebige reelle Zahlen bedeuien, mit der Menge aller Reihen 

(11) ~ ..4. e i(s"'~ a~ + s.,, v~ 4- '"  -4- s., p,~ ap~) eiAnx, 

wo die ~ ebenfalls beliebige reelle Zahlen bedeuten, iibereinstimrat. Aus Sym- 
metriegriinden geniigt es offenbar nachzuweisen, da~ jede Reihe der Menge (11) 
aueh in der ltienge (10) vorkommt, dag also, wenn n,, n , , . . ,  beliebig gew~ihlte 
f e s t e  Zahlen sind, die abziihlbar vielen Kongruenzen 

(12)  r , . , y , + . . . + r , , q ,  yq, =_ s , , . , a , + . . . + s , , t ~ a , ,  (rood. 2~) ( n =  1,2, . . . ) ,  

wo y,, y~,.. ,  abz~hlbar viele U n b e k a n n t e  bedeuten, mindestens eine simultane 
Liisung (y,, y~, ...) ---~ (~1, ~, ...) haben. Wit  werden iibrigens zeigen, dal~ nicht 
nat die Kongruenzen (12), sondern sogar die G l e i c h u n g e n  

( 1 3 )  r~.~y~T' . .Tr , ,qnyq~ -~- sn .~a~T. . . -bs , ,~ ,a  ~ (n = 1, 2, . . . )  

mindestens eine Liisung (y~, y , , . . . )  = (01, ~, , . . . )  besitzen ~. 

H~tten wir nur mit eigentlichen, start mit beliebigen Basen operiert, so w~tre die Exi- 
Acta mo$h#ma~. 46. Imprim~ le 1 jnillet 1925. 22 
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Damit ein solehes System (13) yon abz~ihlbar vielen linearen Gleichungen 

mit abz~ihlbar vielen Unbekannten, wo in jeder einzelnen Gleiehung nut eine 

e n d l i c h e  Anzahl der Unbekannten auftritt,  eine LSsung besitze, ist bekannt- 

lieh (ToErLITZ [1], vergl, aueh BOHR [5]) nieht nur notwendig, sondern aueh hin-  

r e i c h e n d  - -  ganz wie in dem Spezialfall nur endlich vieler Gleichungen mit 

endlich vielen Unbekannten - -  daft kein ,offenkundiger" Widerspruch zwischen 
den Gleichungen besteht, d.h.  daft es f'tir kein N m~iglieh ist N Konstanten 

c,, . . . ,  czr so zu bestimmen, dal~ in der Gleichung, we]che aus den N ersten 

Gleichungen des Systems dutch Multiplikation mit den respektiven Konstanten 
c,, . . . ,  C~, und darauf folgende Addition entsteht, die auftretenden Unbekannten 

siimtlieh die Koeffizienten 0 bekommen, w~hrend auf der rechten Seite eine Kon- 
stante + 0 zu stehen kommt. Um nachzuweisen, daft bei unseren Gleichungen 

(13) keine derartigen Multiplikatoren c , , . . . ,  czr existieren, kSnnen wir uns, da 

die Koeffizienten der Unbekannten in den vorgelegten Gleichungen (/3) sgmtlieh 
rational shad, auf die Betrachtung von r a t i o n a l e n  Konstanten c beschrgnken; 

denn aus der elementaren Algebra geht sofort hervor, da~ es m(iglich sein wird, 
falls N lineare Gleichungen mit endlich vielen Unbekannten und rationalen 

Koeffizienten einen Widerspruch in unserem Sinne enthalten, allein unter Be- 
nutzung yon rationalen Multiplikatoren c , , . . . ,  cN diesen Widersprueh zu Tage 

treten zu lassen. 

Wir  bezeichnen nunmehr zur Abkiirzung die Gleiehungen unseres Systems 

(13) mit [1], [2], [3], . . .  und die aus (8) und (9)folgenden numerischen Identit~iten 

(i4) r, . ,~,+.. .+r,,q, , f lq,~ ~ s, , .~7~+...+s,, ,p,  Tp, ( n ~ - - 1 , 2 , . . . )  

stenz einer LOsung (Yl, Y~,-..) ~ (Q1, 02,4..) der abzihlbar vielen Gleichungen (13) klar ersicht- 
lich. Auf Grund der Bedingung 3 auf S. 120 kann niimlich dann jedes Element der einen Basis 
I/~l, ~2,.. 'I durch endlich viele Elemente der anderen Basis l~h, Y2, ...I linear mit rationalen 
Koeffizienten ausgedriickt werden: 

Setzen wit diese Ausdriicke in den Ausdruck 

..4~ : rn, x ~l  --~-. . . - ~ - r , , q , , ~ q ,  

formal ein, so mul3 wegen der linearen Unabh~ngigkeit der ~, dabei gerade der Ausdruek 

sn, 1 ~'1 +" "" + sn, p. yp. 

herauskommen. Also sind, wie dureh einfaehe Ersetzung der Buehstaben ~, dureh die Buehstaben 
a hervorgeht, die Zahlen 

eine Liisung der Gleiehungen (13). 
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mit I l l ,  {2}, {3}, . . . .  Es seien c , , . . . ,  c~ beliebige rationale Zahlen derart,  
dag die Koeffizienten der Unbekannten auf der linken Seite der durch den ProzeB 

(15) [1] + + . . .  + IN] 

gebildeten Gleiehung s~mtlich 0 sind; wir haben zu beweisen, daft die auf der 
rechten Seite dieser Gleichung (15) stehende Konstante ebenfalls 0 ist. Zu diesem 
Zwecke bilden wir aus den Identitiiten {1}, t2}, 131, . . .  dureh denselben ProzeB, 
d. h. mittels denselben Faktoren c,, . . . ,  cN, die neue Identit~it 

(16) c,.{1} +c,.  

In dieser Identit~it (16) steht gewig auf der linken Seite die Zahl 0, da die linke 
Seite yon (16) aus der linken Seite von (15) dureh das Einsetzen yon y,---~ fl,, 
y~ ~ /~, . . .  hervorgeht. Es mug daher aueh die rechte Seite der Identit~it (16) 
gleich 0 sein. Da abet die auf der rechten Seite der Identi t~ten {1I, 1 2 I , . . .  
eingehenden GrSgen r nach Voraussetzung l i n e a r  u n a b h ~ i n g i g  sind, wird 
dies nu t  mSglich sein, wenn bei der Ausreehnung der rechten Seite yon (16) 
j e d e  d e r  a u f t r e t e n d e n  Gr~Jgen 7 , , 7 , , . . .  f i i r  s i c h  d e n  K o e f f i z i e n t e n  
0 b e k o m m t .  Hieraus folgt aber das erwiinschte Resultat,  dag auf der rechten 
Seite yon (15) die Zahl 0 steht, da ja die rechte Seite yon (15) aus der rechten 
Seite von (16) durch Ersetzen yon 7m dutch a,,, entsteht.  

Wir  beweisen danach den iblgenden Satz, aus welchem die Berechtigung 
des Wortes ,Klasse" fiir unsere l~Ienge K(f(x)) hervorgeht. 

Sa t z  4. yes sei f(x) eine beliebig gegebene fastperiodische Funktion und g(x) 
irgend eine fastperiodische Funktion, welche der Menge K(f(x)) angeh6rt. Dann ist 
die Menge K(g (x)) mit der Menge K(f(x)) identisch. 

Beweis.  Es sei ~ A n e  i&x  die Fourierreihe yon f(x) und {/~,/~, ...} eine 
Basis der Exponentenfolge A,,, und es sei die Fourierreihe yon g (x) durch 

mit  
g(x),.,, E Bne 

(17) B~ ~- A~e i(r''''o~ +'''+r"'q'`~ 

gegeben, we 0~, Q~, . . .  eine Folge yon konstanten Zahlen bedeutet. Da die 
Fourlerreihe yon g (x) d i e  s e 1 b e n E x p o n e n t e n .4,, A2, .. .  wle die Fourier- 
reihe yon f(x) besitzt, kSnnen wit  fiir g(x) auch d i e s e l b e  B a s i s  wie fiir f(x) 
benutzen, und es wird daher die Menge K(g(x)) durch die Menge aller derjenigen 

22 * 
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Funktionen gegeben, deren Fourierreihen durch 

(18) Y . B .  e i("'~ ~' + " "  + r., q. ~q.) ei.4~x, 

bestimmt werden, wenn (~, 0~, ...) alle miigliehen reellen Zahlenfolgen durch- 
liiuft. Es handelt sich daram zu beweisen, daft die Menge der Reihen (18) mit 
der Menge der Reihen 

(7) ~, A~e i(r~'~ Q~ + " "  + r,,, q~ ~q~) eiA,,x 

iibereinstimmt. Dies ist aber unmittelbar klar; denn aus (17) folgt ja, da[~ die 
Reihen (18) auch in der Form 

�9 r * 

~. A~e*(r,,~ (~, + ~) T'" "W .,q,, (eq, W eq~)) eiA~ x 

geschrieben werden kiJnnen, wo (~, + 0~, ~ + Q~, ...) zugleieh mit (.o,, p~, ...) alle 
reellen Zahlenfolgen durchl~uft. 

Wir betrachten nun eine bestimmte (beliebig gew~hlte) Klasse K und werden 
die ZusammengehSrigkeit der Funktionen dieser Klasse vom Standpunkte der 
Funktionen von u n e n d l i c h  v i e l e n  V a r i a b l e n  er~Jrtern. Die Funktionen 
der Klasse K haben alle dieselben Fourierexponenten 1/,; wit werden eine be- 
stimmte (belieblg gewiihlte) B a sis Ifl,, fl~, "'" } dieser Exponentenfolge ~4~ her- 
ausgreifen und sie im Folgenden festhalten. Mit Hilfe dieser Basis gehiirt dann 
(vergl. w 6) zu jeder Funktion unserer Klasse K eine eindeutig bestimmte Funk- 
tion yon abziihlbar vielen Variablen, welehe grenzperiodiseh mit dem Perioden- 

(2~  2~ ) i s t .  Wir beweisenzun~chstden system -~[ ,  ~, , . . .  

Satz 5. Es sei 

f(x) ~ Z Am e i~"x 

ein beliebiger l~epriisentant der Klasse K und 

g(x) t, a 2 jA~ i(r~.l~lk~-F...+rs.g~q,,kqn) eiA~x ( ~  ~_jji~ne~ iAnx~] 

eine beliebige andere Funktion dieser Klasse, wo also k,, k~, . . .  eine Folge yon reellen 
Konstanten bedeuten. Dann sind die zu f(x) und g(x) geh6rigen Funktionen yon 
abzdhlbar vielen Variablen F(x~,x~, .. .) und G(x,,x~, ...) im ganzen abzdhlbar- 

dimensionalen Raume durch die Gleichung 

G(x,, x,,x,, ...) = F(x,+k, ,  x , + k , ,  x , + k , ,  . ..) 

verbunden. 
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Beweis. In der Tat sind in jedem Punkte (xl, x~,...)des Raumes die 
beiden Reihen, welehe G (x~, x~, ...) und E(x~ ~- k~, x~ ~- k,, ...) ,bestimmen", d.h. 
die Reihen 

~, B~ e ~(r~' ~ ~' x, §  § r., q. [~q~.) 

und 

wegen 

gegeben. 

B~ ~ A ,  e i(r" ' ~ k~ + . . .  + r,,q~ ~qn kq,), 

mit einander identiseh, und es miissen daher auch ihre ,Summen" G(xl,  x~, . . . )  

und F ( x , + k ,  x~+k~, . . . )  gleieh grofl sein, da die Reihen dutch dasselbe Sam- 
mationsverfahren summiert werden. 

Mit Hilfe dieses Satzes kiinnen wit  nun sofort den folgenden wichtigen 
Satz beweisen. 

Sat~ 6. Es sei f(x) ein beliebiger Repr~isentant der Klasse K und F ( x l ,  x~ , . . . )  

die zu f (x )  geI~rige Funktion yon abzdhlbar vielen Variablen. Dann besteht die 

Klasse K einfach aus allen Funktionen der Form 

g(x) ~ F ( x + k l ,  x+k~ ,  x + k s , . . . ) ,  

wo (k~, k2, ks, . . . )  einen beliebigen festen Punkt des abziihlbar-dimensionalen Raumes 

bedeutet. Es entsteht mit anderen Worten die ganze Klasse K aus der einen 
Funktion F(x l , x~ ,  . . . )  dadarch, dab diese letztere auf a l l e n  G e r a d e n  

x, ~ x + k~, x. ~ x + k~, x~ -~ x + k,, . . . 

betrachtet wird, welehe d e r  H a u p t d i a g o n a l e n  x,-----x~-----x~ . . . . .  x 
p a r a l l e l  sin& 

Beweis. Es sei 
. - . _  i(r, ~k~§ g (x) ~ ?A "~n e " ~q~ kq~) e iA~ 

eine beliebige Funktion der Klasse K ~ K(f(x)). Dann ist nach Satz 5 die zu 
g (x) gehSrige Funktion yon abz/ihlbar vielen Variablen G (x,, x~,...) dureh 

G(x, ,  x, ,  x, ,  .... ) ---- F ( x , + k , ,  x, + k,,  x, + k,, . . . )  

Aus der bekannten Relation 

folgt also, daft 

g(z) ---- (x, x, x , . . . )  

g(x) ~ F (x -bk , ,  x § x q-k~ . . . .  ) 
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ist. Und wenn hier der Punkt (k~, k~,. . .)  den ganzen abz~hlbar-dimensionalen 
Raum durchl/~uft, wird gleiehzeitig die Funktion g(x) die ganze Klasse K durch- 
laufen 1 

Wit  bemerken noch, dab schon BOBL [2] bei tier Untersuchung seiner spe- 
ziellen ,quasiperlodischen" Funktionen sich mit einer Klasseneinteilung derselben 
Art  wie der in diesem Paragraphen betrachteten besch~iftigt hat. Hierbei nahm 
Bohl scinen Ausgangspunkt in der Beziehung der quasiperiodischen Funktionen 
zu den rein periodischen Funktionen yon mehreren Ver~nderlichen, d. h. er ging 
yon einem Oesichtspunkte aus, das demjenigen entspricht, welches bei uns dem 
Satze 6 zu Grunde liegt. Unser kufbau  der Klasse K(f(x)), welcher yon der 
F o u r i e r r e i h e  der Funktion f(x) ausgeht, ist nach dem Vorbilde einer ~hn- 
lichen Klasseneinteilung bei den D i r i c h 1 e t s c h e n R e i h e n vorgenommen, welche 
der Verfasser in einer mehrmals zitierten Arbeit  [5] angegeben hat. 

w  

Beziehung der Klasse K(f(~r zu der abgesehlossenen Hfille H ( f ( x + k ) } .  

In den Paragraphen 1 and 2 haben wir yon zwei verschiedenen C_xesichts- 
punkten aus die Menge der fastperiodischen Funktionen in Klassen eingeteilt. 
In beiden F/~llen hatten die Funktionen einer und derselben Klasse alle d i e -  
s e 1 b e n E x p o n e n t  e n A~ (und iiberdies waren entsprechende Koeffizienten yon 
gleich grot~em numerischen Betrage). Wenn wir jetzt  dazu iibergehen, die beiden 
Klasseneinteilungen mit einander zu vergleichen, brauchen wir daher nieht die 
s/imtlichen fastperiodischen Funktionen gleichzeitig vor Augen zu haben, sondern 

i Aus diesem Satze 6 in Verbindung mit dem tIilfssatze l l  in w 12 folgt speziell, dab die 
abgeschlossene Ilfille der Wertmenge W/  einer fastperiodischen Funktion f (x) nut yon der Klasse 
K abh~ingt, in welcher f(x) liegt. In der Tat, falls F(XL, x2 , . . . )  die zu f(x) gehSrige Funktion 
yon abziihlbar vielen Variablen bezeichnet und IVy. die WertmeDge dieser Funktion, so ist nach dem 
angefiihrten Hilfssatze die abgeschlossene Hftlle tier Wertmenge W/ mit der abgeschlossenen Hiille 
der Wertmenge Wr identisch. Und der []bergang yon f(x) zu einer beliebigen anderen Funktion 
derselben Klasse K bedeutet ja, yore Gesichtspunkte tier zugehSrigen Funktion yon unendiich vielen 
Variablen, nur eine Verlegung des Anfangspunktes des Koordinatensystems im abz~hlbar-dimen- 
sionalen Raume (durch welche die Wertmenge der Funktion natiirlich ungeitndert bleibt). 

Dies'e spezielle Folgerung der angegebenen Sittze l~tflt sich iibrigens auch ohne weiteres daraus 
ableiten, dab die Klasse K (f(x)) in der abgeschlossenen Htille }-[(f(x + k)) enthalten ist. In der 
Tat sieht man sofort, dab zwei Funktionen f(x) und g (x), welche zu derselben Menge H (f(x ~ k)) 
gehSren, Werlmengen W/ und Wg rnit derselben abgeschlossenen H~lle besitzen, weil ja f(x) durch 
Funktionen g(x ~ k), und umgekehrt g (x) dutch Funktionen f (x  -~ k) gleichmiiBig angen/~hert 
werden kann. 
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k~innen uns offenbar auf die Betrachtung solcher Funktionen beschr~nken, welche 
zu einer f e s t e  n (aber beliebig gew~hlten) Exponentenfolge _4, geh~ren. 

In w 2 haben wir sehon gesehen, da6 bei einer beliebig gegebenen fast- 
periodischen Funktion f(x) die Klasse K(f(x)) einerseits die Funktionenmenge 
{ f (x + k)} enthiilt, andererseits abet in tier abgeschlossenen Hiille H (f (x + k)) 
dieser ]~enge enthalten ist. Hieraus ergibt sich sofort der 

Satz 7. _Falls eine Klasse K und eine Ktasse Heine -Fun}tion f (x) gemein- 
sam haben, ist K ganz in H entha~ten, und es ist H gleich der abgeschlosse~en Hi~lle 
der Meuge g. 

Beweis.  In der Tat kann die gemeinsame Funktion f (x)  als ,Repr~isen- 
rant" sowohl der Klasse K wie der Klasse H angewendet werden, d. h. es ist 

K = K(f(x)) und H = H(f(x+k)). 

Somit ist K in H enthalten, und da H die abgeschlossene Hiille yon tf (x + k) l 
ist Qnd K enthal en ist, muB H o enbar aQc  abges Wossene 
Hiille yon K sein. 

Es ist also eine Klasse H entweder mit einer Klasse K identiseh, oder es 
zerf~llt H in mehrere Klassen K und ist alsdann eine gemeinsame abgeschlossene 
Hiille jeder dieser Unterl~tassen. Wir gehen nunmehr dazu fiber, zu untersuchen, 
warm eine vorgelegte Klasse H ---- H ( f (x+k))  mit der Klasse K(f(x)) zusammen- 
f[illt, und wann K eine echte Teilmenge yon H bildet. Hierbei werden wit die 
F o u r i e r e n t w i e k l u n g e n  der Funktionen in den Vordergrund riicken und 
daher eine bestimmte B a s i s  {#,, fl~, ""!  der Exponentenfolge 1/, festlegen, 
welche wit der Bequemlichkeit halber unter den e i g e n t 1 i c h e n Basen der Ex- 
ponentenfolge w~hlen werden; wie immer bezeichnen wir die Darstelhng yon 
1/,, durch die Basiszahlen fl mit 

Es sei nunmehr f(x) eine beliebige fastperiodische Funktion mit der Expo- 

nentenfolge .4= und es sei ~ A , e  iA 'x  ihre Fourierentwicklung. Wir bezeichnen 
mit TT. die Menge aller Punkte (O,, O~,...) des abz~hlbar-dimensionalen Raumes, 
Ffir welehe die Reihe 

~_j A=e iO" eiA, x 

die Fourierreihe einer Funktion tier Klasse H = H (f (x Jr k)) ist, und rail 1-[K die 
Menge aller Punkte (0,, 0, , . . . ) ,  fiir welche die Reihe 

~_~ A ,  e iO~ e iA~x 
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die Fourierreihe einer Funktion der Klasse K ~-~ K (f (x)) bfldet. /kus den Re- 
sultaten in w 1 bezw. w 2 geht  hervor: 

I. Damit (O,, O~,...) ein Punkt der Menge HA ist, ist notwendig and hin- 
reichend, da{~ bei jedem N and jedem e die N d i o p h a n t i s c h e n  U n -  
g l e i c h u n g e n  

IA .k  -- 0.] < E (rood. 2z) (n = 1, 2 , . . . ,  N )  

eine LSsang in k besitzen. 

II .  Damit (0~, 0g,. . .)  ein Punkt der l~Ienge HK ist, is~ notwendig und hin- 
reichend, daft die a b z ~ i h l b a r  v i e l e n  K o n g r u e n z e n  

r,~,, k, + r,. ,  k, + . . .  + r,, q, kq~ ~ O n (rood. 2 ~) (n = 1, 2 , . . .  

eine simultane LSsang in (kl, k , , . . . )  besitzen. 

Die Charakterisierungen I and I I  der Pankte der hlengen ~s bezw. I'IK 
scheinen beim ersten Anblick recht verschiedenartig zu sein. Mit Hilfe eines all- 
gemeinen Kroneekerschen Satzes fiber diophantisehe Approximatlonen k~ianen wir 
aber leieht yon I aus eine Briicke zu I I  schlagen. Wir  gehen hierbei schritt'- 
weise vor. 

1. Zun~ichst bemerken wir, daft die in I ausgesprochene Forderung, daft bei 
festem N und j e d e m gegebenen e die N diophantischen Ungleichungen 

(19) [ A, k -- On] < ~ (rood. 2 x) (n ---- l, 2 , . . . ,  SV) 

eine Liisung in k besitzen sollen, damit gleichbedeutend ist za verlangen, daft 
(bei festem N) die N diophantischen Ungleiehungen 

(20) [ r n , , k , + r , , , k , + . . . + r . , q ,  k q , , - O , ] < e  (rood. 2x) (n--~ 1, 2,.. . ,2V) 

bei j e d em gegebenen ~ eine L~isung in (k~, k~, . . . ,  k~) besitzen, we L den grStiten 
Index eines k bezeichnet, welches in den Ungleichungen (20) vorkommt. In der 
Tat besagt ein Kroneckerscher Satz (vgl. z. B. BoaR [4]), daft die notwendige 
and hinreichende Bedingung daffir, dab eine beliebige endliche Anzahl N von 
diophantischen Ungleiehungen der Form 

[ a n . x x , + a , . ~ x , + . . . + a , . p x ~ - ~ [ < ~  (rood. 2x) (n : 1, 2, . . . ,  N) 

bei j e d e m  gegebenen ~ eine Liisung in (xl, x , , . . . ,  xp) besitzen, darin besteht, 
daft ffir jedes System yon ganzen Zahlen gl, g., . . . ,  g~, fiir welches der Ausdruck 

N 
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identisch in den x verschwlndet, die Zahl 

hr 

eine g a n z e  Zahl sein soil. Und wenden wir diese Bedingung sowohl suf die 
h 7 diophantischen Ungleichungen (19) mit der einen Unbekannten k als auch auf 
die N diophantischen Ungleichungen ~20) mit den L Unbekannten k , , . . . ,  kz an, 
so sehen wir, dai~ die Bedingung in den beiden F~llen auf g e n a u  d a s s e l b e  
hinausliiuft, indem diejenigen Systeme yon _N ganzen Zahlen g,, . . . , g~ ,  fiir 
welche der Ausdruclr 

N N 
Z Z 

~.~.1 ~,~-1 

in k verschwindet, wegen der ]inearen Unabh~ingigkeit der /~, genau dieselben 
sind, f'tir welche der Ausdruck 

N 
~_~ g , ( r , , l k , - ~ " ' - k  r,,q,,kq,) 

~ - 1  

identisch in k , , . . . ,  kL verschwindet. 

2. In den N diophantischen U n g l e i c h u n g e n  (20) (ira Gegensatz zu den 
diophantischen Ungleichungen (19)) sind alle Koeffizienten r a t i  o n a 1 e Zahlen. 
Hieraus folgt aber, daft die Forderung, dab diese Ungleichungen bei j e d e m  
eine Liisung hsben sollen, damit gleichbedeutend ist zu verlangen, dal~ die _N 
diophantischen G1 ei ch un g on (Kongruenzen) 

(21) r , , , k l W r , , , k , - F . . . W r , . q ,  kq, = O,= (rood. 2~) (n = 1, 2, . . . ,  _h ~) 

eine L~isung haben sollen. In der Tat, falls die h r Ungleichungen (20) bei j e d e m  
1 

eine L~isung haben, etwa bei e ~ - (m ~ 1, 2 , . . . )  die LSsung 

( k , ,  k , ,  . . ,  = v, , , ,  , . ,- ,>, �9 "-~ ) ' ' ' )  ~ L  ) )  

kiinnen wir offeabar diese Liisungen so w~ihlen, da~ alle Koordinaten k,, . . . ,  kz 
zwischen 0 (ink1.) und 2z  G (exkl.) liegen) wo G den Hsuptnenner der (endlich 
yielen) rationalen Koeffizienten r bezeichnet; es ist alsdann die aus den Liisungen 
(k (~) k~ =)) (m ---- 1, 2) .) bestehende Punktmenge eine b e s c h r ~ i n k t e  Punkt- "~I ) * � 9 1 7 6  * "  

menge des L-dimensionalen Raumes, woraus folgt, dab sie m~ndestens einen 
H ~ i u f u n g s  p u n k t  (k~) . . .)  k~) besitzt, und dieser H~ufungspunkt wird offenbar 
eine LSsung der diophantischen G l e l c h u n g e n  (21) sein. 

Ar )r~l~)~rl~.  46. Imprhnd le I juilJet 1925. 2 3  



178 Haralcl Bohr. 

Zusammenfassend haben wit also gefunden, dab die in I gegebene Cha- 
rakterisierung der Punkte (O,, O2,...) der Menge HH damit ~iquivalent ist, dab 
bei jedem festen N die N Kongruenzen (21) eine L(isung in k~, k2, ...  besitzen. 

Die gestellte Frage, wann K (f (x)) mit H (f (x + k)), d.h. wann HK mit H. 
zusammenf~illt, ist hiermit auf ein Problem fiber u n e n d l i c h  v i e l e  Kon-  
g r u e n z e n  mi t  u n e n d l i c h  v i e l e n  U n b e k a n n t e n  zuriiekgeffihrt. In der 
Tat besteht ja naeh dem Obigen die notwendige und hinreiehende Bedingung 
daffir, daft jeder Punkt der Menge H. auch der Menge HK angeh~irt, darin, dal~ 
dis (aus den Darstellungen der _4,~ durch die Basiszahlen fl hervorgehenden) 
rationalen Zahlen r,,. m so beschaffen sind, dab es, bei beliebig gegebenen Werten 
O1, O,, ..., ffir die simultane Liisbarkeit der s R m t l i c h e n  abz~ihlbar  v i e l e n .  
Kongruenzen 

r . . , k , + r n , , k ~ + . . .  +r.,q.kq. = O. (mod. 2~) (n = 1, 2, ...) 

nicht nur notwendig, sondern auch h i n r e i e h e n d  ist, dab bei j e d e m  f e s t e n  
N die N ersten dieser Kongruenzen eine Li~sung besitzen. Mit dem so ent- 
standenen Problem hat sich der Verfasser in einer im Druck befindlichen 
Arbeit (BoHR [5])besch~iftigt und als L~isung den folgenden allgemeinen Satz 
gefunden : 

Es sei 

(22) rn. ,xl+r~.~x~+.. .+r, .q~xqn (n = 1, 2, ...) 

ein System yon abzghlbar vielen linearen Ausdriicken in den ab~ihlbar vielen Variablen 

x,,  x~ , . . ,  mit konstanten rationalen Koeffizienten, t'on dem nur angenommen wird, 

daft ]ede der Variablen x~, x2, .. .  ,isoliert" werden kann x. Dann besteht die not- 

wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daj3 eine simultane L6sung der abz~ihlbar 

vielen Kongruenzen 

(23) r,,.~ x, + r,,., x, %. . .  % r,,q~ xq~ -- O~ (mod. 2 ~) (n = 1, 2, ...) 

immer dann vorhanden ist, wenn bei ]edem festen 1g die N ersten dieser Kongruenzen 

lOsbar sind, darin, daft eine lineare Substitution 

(24) xm = q~,, Y, + ,o~.2 y, + . . .  + q~,,,, Y,~ (m = 1, 2 , . . . )  

t Hierunter verstehen wir, dab es bei jedem festen m m6glich sein soll, durch lineare Kom- 
bination endlich vieler der Ausdriicke (22) mit rationalen Multiplikatoren einen Ausdruck zu er- 
halten, welcher z~ allein enth~It. Diese Forderung der ,Isolierbarkeit" der Variablen bedeutet 
keine eigentliche Einschr~nkung der Allgemeinheit und besagt nur, daft z. B. x2 und x3 nicht iiberall 
in einer festen Kombination (etwa ~xs + ~-xs) auftreten diirfen (in welchem Falle wit ja einfach 
diese Kombination dutch eine einzige Variable ersetzen kSnnen). 
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mit rationalen Koeffizienlen Q existiert, welche die gegebenen Ausdriicke (22) in neue 
Ausdriicke 

(25) s,, ~ y, + s,,,, y, + . . .  + s,,p, yp,~ (n ~ 1, 2, . . .) 

iiberfiihrt, deren Koeffizienten s sdmtlich g a n z e Zahlen sind 1. 

Hierbei verstehen wi r  unter einer l i  n e a r e n S u b s t i t u t i o n ein System 
yon Gleiehungen der Form (24) (wo also in jedem der Ausdriieke auf den reehten 
Seiten nur endlieh viele y vorkommen), welche eine e i n - e i n d e u t i g e  k b b i l -  

d u n g  des abz/ihlbar-dimensionalen Raumes x,, x2 , . . ,  auf den abz~ihlbar-dimen- 

sionalen Raum y,, y~, ... bewerkstelligt. Es 1/i/~t sicb alsdann umgekebrt, wie 

leicht zu zeigen, jedes y durch endlich viele x linear ausdriieken; wir bezeichnen 
die so entstandene i n v e r s e  S u b s t i t u t i o n  mit 

Ym ~ a,~.zx, q - a m . ~ x 2 + ' " + ~ , , , ~ x ~  (m ~ 1 ,2 , . . . ) .  

Falls die Koeffizienten ~ in der urspriinglichen Substitution alle r a t i o n a l  sind, 

werden die Koeffizienten a in der inversen Substitution ebenfalls rational sein. 

Der angefiihrte Satz 1/~fit sieh unmittelbar auf unsere Frage,  wann IT K 

mit 17H zusammenf/illt, anwenden. In der Ta t ,  dadurch dal~ wir als Basis 

Ifl~,fl~,...l eine e i g e n t l i e h e  Basis gew~ihlt haben - -  uud daher jede Basis. 

zahl fl~ durch eine ]ineare Kombination yon endlich vielen 1/, mit rationalen 
Koeffizienten dargestellt werden kann -- haben wit  offenbar schon im Voraus 

dafiir gesorgt, daft aus unseren A_usdriicken r~ .~k ,W. . . - t - r , ,~k~  jede der Va- 

riablen k~ isoliert werden kann. Es ergibt sich das folgende ~u~erst einfache 
Resultat :  

Sa t z  8. Fiir das Zusammenfallen der beiden Mengen K (f(x)) ~end H (f  (x + k)) 
ist notwendig und hinreichend, daJ3 die ~Exponentenfolge _/1~ eine g an z e Basis besitzt. 

Bewei s .  Wi t  gehen von den Darstellungen der Exponenten //~ durch die 
beliebig gew~ihlte (eigentliche) Basis {/~,,/~, ...} aus, 

(26) _//, -~ r,,,/~, + . . .  + r,,q, ~,~ (n -~- I, 2 , . . . ) .  

Naeh dem oben angefiihrten Satze tiber abzghlbar viele Kongruenzen mit ab- 

z~hlbar vielen Unbekannten besteht die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daft die Punktmengen YIK und 17H zusammenfallen (d. h. das K(f(x)) und 

I Wir bemerken zur Orientierung, dal~ man sofort zeigen kann, dat3 die angegebene Be- 
dingung h inre ichend ist, und da6 die gauze Schwierigkeit beim Beweise des Satzes darin be- 
steht, ihre N o t w e n d i g k e i t darzutun. 

23* 
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(30) 

yon 0 verschieden ist. 

R ~ebilfleten Ausdruek 

H ( f (x  + k)) zusammenfallen) darin, dab das System yon linearen Ausdrficken 

(27) + . . . +  r.,q.xq. (n = 1, 2, ...) 

dureh eine lineare Substitution mit rationalen Koeffizienten 

(28) x,~ ---- o , , , Y , + ' " + O , , , , , ~ Y , , ,  (m = 1,2, . . .)  

in ein neues System 

(29) s . . ,y ,  + . . . + s , , p , y ~  (n = 1, 2 , . . . )  

mit lauter g a n z e n  Koeffizienten s iibergefiihrt werden kann. Es handelt sieh 
also durum zu beweisen, daft die Existenz einer solemn linearen Substitution 
mit der Existenz einer g a n z e n B a s i s (r~, 7~, .. .) der Exponentenfolge A n ~iqui- 
valeut ist. 

1. Wit beweisen zungehst, dab aus der Existenz e i n e r  l i n e a r e n  Sub-  
s t i t u t i o n  (28) der erwghnten Art  die Existenz einer ganzen Basis IV,, ~',, ""/  
gefolgert werden kann. Hierzu ersetzen wit  in der Substitution (28) die Va- 
riablen x,, dutch die gegebenen Basiszahlen ~ .  Das so entstandene System von 
linearen Cxleichungen in den Variablen y,, y~, . . .  hat nach Voraussetzung eine 
und nur eine Lgsung; wir bezeiehnen diese LSsung mit {r,, 7~ , . . . /  und be- 
haupten, dab dadurch eine ganze Basis der Folge _4~ gewonnen ist. Es ist klar, 
dab falls wir in den Darstellungen (26) der An dutch die ~ die Ausdrficke 

~,  = e,~,, r ,  + " "  + Q..,,,.~ r ~  (m = 1, 2, . . .) 

einfiihren, eine Darstellung mit lauter g a n z e n Koeffizienten, n~imlieh die Dar- 
stellung 

11~ = Sn,,~ q + . . . + S , . p ~ r ~  (n = 1, 2, ...) 

erhalten wird. Es handelt sieh also nut durum zu zeigen, daft die ~, l i n e a r  
u n a b h ~ n g i g  sind, also daft bei jedem System yon endlich vielen, nicht s~imt- 
lich verschwindenden rationalen Zahlen R~,/t~, . . . ,  R~ die Zahl 

~ierzu betrachten wit den mit denselben Koeffizienten 

R~ yl q- R~y~ + " "  + R ~ y ~  

in den Variablen y, ,  und schreiben diesen kusdruck mit Hilfe der zu (28) i n -  
v e r s e n Substitution 

Y,~ ~ ~,~,1 xl + " "  + ~ , . ~  x , ,  
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zu einem Ausdruck in den x~, 

Six, + S~x, + . . .  + Spxp, 

ran, .so dab ftir zwei beliebige durch die Substitution verbundene P,mkte (xl, x , , . . . )  
und (y,, y~,...) die Gleiehung 

(31) ~ y :  + . . .  + / ~ y ~  = s~xl + . . .  + S~x~ 

besteht. Da der x-Punkt zugleieh mit dem y-Punkt den ganzen abz~ihlbar d]men- 
sionalen Raum durchl~iuft, und die Zahlen // nach Voraussetzung nicht alle 0 
sind, kiinnen die Zahlen S offenbar aueh nicht alle 0 sein. Hieraus folgt aber 
sofort, daft die Zahl (30) yon 0 versehieden ist; dean es ist ja nach (31) diese 
Zahl gleich der Zahl 

S, ~, + . . .  + SP t~P, 

und diese letzte Zahl ist gewifi 4= 0, da die /~ naeh Voraussetzung linear unab- 
h~ngig und die (rationalen) Koefilzienten S nicht alle 0 sind. 

2. w i t  haben danaeh zu beweisen, daft aus der Existenz einer g a n z e n  
Bas i s  (71, 7~, ...) der Folge .4,, (welche Basis wir, naeh der Bemerknng auf 
S. 122, als e i g e n t l i e h e  Basis annehmen diirfen) die Existenz einer linearen 
Substitution der erw~ihnten Art  gefolgert werden kann. Da {{~,, ~ , . . . }  naeh 
Voraussetzang eine eigentliehe Basis bfldet, lassen sieh die Zahlen fl durch die 
neue Basiszahlen 7 linear mit rationalen Koeffizienten ausdriieken, etwa 

02) ~ ~ ~ , ,  r, + - . .  + ~.,,,,~ r.~ (m = 1, 2 , . . . ) ,  

und die Voraussetzung der Ganzzahligkeit der Basis {7,,7~, ...} besagt, dat~ 
durcb Einfiihrung dieser Ausdriicke (32) in die gegebenen Darstellungen 

neue Darstellungen 

A .  ~ r , . ,~ l  + . . . + r , , q ,  Oq,, (n = i, 2, . . . )  

A~ ~ s~ .171+. . .+s . . p , ,Tp ,  (n-~-  1, 2, ...) 

mit lauter g a n z e n  Koeffizienten s erhalten werden. Wir ersetzen nun in den 
Formeln (32) die Buchstaben ~ und 7 durch x bezw. y, und behaupten, dat~ das 
so entstandene Gleiehungssystem 

(33) x~ = Q~,, y, + . . .  + ~ , . ~  y.~ (m = 1, 2 , . . . )  

eine llneare Substitution der gewiinschten Art ist. Es ist yon vorneherein klar, 
dal~, wenn diese Ausdriicke (33) in die gegebenen Ausdriicke 

r,~.l x I + . . .  + r,, 9,, xq,~ (n = 1, 2, . . . )  
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eingefiihrt werden, Ausdriicke in den y mit lauter g a n z e n  Koeffizienten ent- 
stehen, n~imlich die Ausdri]cke 

s ~ . , y  I + . . . +  s . . v , , y  w .  

Es handelt sich also nur darum zu zeigen, dag (33) tats~chlich eine S u b s t i -  
t u t i o n  bildet, d.h. eine e i n - e i n d e u t i g e  Abbildung des x-Raumes auf den 
y-Raum vermittelt. Mit anderen Worten: es so]l gezeigt werden, dab die ab- 
z~ihlbar vielen Gl.eichungen (33) bei beliebig gegebenen f e s t e r  W e r t e n  der 
x , , x , , . . ,  e i n e  und  n u r  e ine  L S s u n g  (y~,y~,...) besitzen. Wir behaupten, 
dag eine solche L~sung dureh 

(34) u,~ = ~, , , ,x,  + . . . + ~ , , , , , , , x ~ ,  (m = 1, ~, .. .) 

gegeben wird, wo die Koeffizienten a aus den Darstellungen der 7 dutch die fl, 

(35) r~ = ~ , ,  ~, + . . .  + ~,,m ~., (m = 1, 2 , . . . ) ,  

geholt sind. In der Tat, well die Ausdriicke (35) bei Einsetzung in die Gleiehungen 
(32) diese befriedigen, und die  fl l i n e a r  u n a b h ~ i n g i g  sind, folgt in ge- 
wohnter Weise, daft die Ausdrficke (34) bei Einsetzung in die Gleichungen (33) 
diese ebenfalls befriedlgen miissen, d. h. dab (34) tats~ichlich eine LSsung dieser 
Gleichungen (33) ist. Und dab (33) bei gegebenen x n u r  e i n e  LSsung be- 
sitzt, tblgt aus der l i n e a r e n  U n a b h ~ n g i g k e i t  t ier  r. In der Tat, durch 
Nultiplikation der % ersten Gleichungen (32) mit den rationalen Faktoren 
~,~.,, . . . ,  a ...... und darauf fo]gende Addition kommt, nach (35), auf der linken 
Seite die Zahl r., heraus, und es muff daher bei der Ausrechnung der reehten 
Seite jedes 7 aufier 7~ den Koeffizienten 0 bekommen. Hieraus folgt aber, dag 
durch I~iultiplikation der v m ersten Gleichungen (33) mit denselben Faktoren 
a , , . , ,  . . . ,  a . . . . .  und folgende Addition, auf der rechten Seite alle Unbekannten 
aufier y~ wegfallen, d.h. aus diesen Gleichungen (33) jede Unbekannte y~ ,iso- 
liert" werden kann, womit natiirlich gezeigt ist, dab es h~ehstens e i ne  L~sung 
(y,, y , , . . . )  dieser CTleiehungen geben kann. 
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ANHANG II.  

Elne Verschtlrfung des gleichm~issigen Approximationssatzes. 

lm Kapitel  V haben wir den , g l e i e h m ~ i l ~ i g e n  A p p r o x i m a t i o n s s a t z  ~ 
bewiesen, weleher besagt, da6 jede fastperiodische Funkt ion 

iAnX 

mit beliebiger Genaulgkeit E im ganzen Intervalle - c ~  < x < cx~ durch eine 
endliche Summe 

N 
~_j i ~n X 

a .  e 
1 

approximiert werden kann; hierbei konnien die Exponenten it,, falls die Folge 
der Fourierexponenten An die Basis l fl,, ~ , , ' " /  besitzt, so gew~hlt werden, da6 
sie alle die Form 

(1) ).. = O, f l , + q ~ f l 2 + . . , + q , ~ [ ~ , ~  

mit rationalen Koeffizienten 0 haben (also so, daft die Menge der Zahlen ;t n auch 
die Basis l fl,, f l , , ' . . I  besitzt), und in dem Fall einer g an  z en  Basis l~,, ~ , . . .  I 
der Exponentenfolge A,, konnte man die ~t,, sogar so wiihlen, dab in den Dar- 
stellungen (1) die Koeffizienten ~ alle g a n z e  Zahlen sind. 

In dem klassischen Spezialfalle einer r e i n  p e r i o d i s e h e n  (stetigen) Fuuktion 

f(x) Zc,,e 

2~ 
mit der Periode p - -  fl , wo die Fourierexponenten 1/n die ganze eingliedrige 

Basis I fl/ besitzen, l~iBt sich abet bekanntlich noeh etwas mehr beweisen; in 

der Tat  kSnnen bier die endliehen Approximationssummen ~_ja,,e ixnx nicht nur  
so gew~ihlt werden, dab alle Exponenten ~,, ganze Multipla yon fl sind, sondern 
sogar so, daft nut solche Multipla n fl als Exponenten verwendet werden, welche tat- 
sdchlich unter den Fourierexponenten der gegebenen ~Funlction vorkommen, d .h .  f'tir 
welehe die entspreehenden Fourierkoeffizienten c, ~: 0 sind '. 

I Die Richtigkeit dieser versch~rften Form des WEIERSTRASSschen Approximationssatzes 
folgt sofort aus dem Satze yon FEJ~;R [I] tiber die gleichmg.Bige CEskRo-Summabilit~t der Fourierreihe 
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Bei der Ubertragung der Theorie der fastperiodischen Funktionen auf 
analytische Funktionen einer k o m p l e x e n  Variabeln -- worauf ich in einer 
sp~teren Arbeit eingehen werde ~ zeigt sich nun die Frage yon prinzipieller 
Bedeutung, ob der gleiehm~il~ige Approximationssatz aueh bei einer beliebigen 

f a s t p e r i o d i s c h e n  Funktion f(x)~,J~_jA, e i'4~x einer analogen Versch~irfung 
f~hig ist. In diesem Anhange wird dlese Frage erledigt, und zwar im bejahenden 
Sinne, indem wir den folgenden Satz beweisen. 

Versch~rf ter  Approximat ionssa tz .  t;s sei f(x) eine beliebige fastperio- 
iAnX dische Funktion und ~ ~t~e ihre Fourierentwicklung. Dann ldflt sich zu jedem 

> 0 eine endliche Anzahl unter den Fourierexponenteu A.,  etwa A.~, 11 . , . . . ,  .,,l,q~ 
und zugekSrige Konstanlen a~, a~,...,  a~ so wShlen, daft fiir alle x die Ungteichung 

I f ( x ) - , _ _ 1  ~ a ' e i A " x l < ~  

besteht. 

Der Beweis dieses versch~rften Approximationssatzes beruht, wie der Be- 
weis des urspriingliehen Approximationssatzes, auf dem in den Kapiteln I I I  und 
IV dargelegten Zusammenhang einer fastperiodischen Funktion f (x) mit einer 
rein- bezw. grenzperiodischen Funktion /~(x,, x , , . . . )  yon unend-lich vielen Va- 
riabeln. Das neu Hinzukommende besteht darin, dal~ dieser Funktion F(x~, x~, ...) 
eine F o u r i e r r e i h e  in u n e n d l i c h  v i e l e n  V a r i a b e l n  zugeordnet wird, 
yon weleher gezeigt werden kann, daft sie in enger Beziehung zu der Fourier- 

reihe ~ A,~e iA'x der gegebenen fastperiodischen Funktion f (x) steht. Bei unserem 
damaligen Beweise des gleichm~i6igen Approximationssatzes hatten wir als einen 
wesentlichen Baustein des Beweises den WEmRSTRXSsschen Approximationssatz 
fiir eine rein periodisehe Funktion yon einer b e l i e b i g e n  e n d l i c h e n  Anzahl 
von "Varlabeln benutzt. Bei dem folgenden Beweis des versch~rften Approxi- 
mationssatzes werden wit diesen Weierstrafisehen Satz in der folgenden sch~irferen 
Formulierung zu benutzen haben. (Vgl. die obige Bemerkung, wo yon einer 
rein periodischen Funktion in nur e i n e r  Variablen die Rede war.) 

einer stetigen rein periodischen Funktion f(x)r~ ~ c~ e~fl ~. In der Tat besagt dieser Satz, dat], 

s,(x) = ~: c,e'~ �9 

gesetzt, die endliche Summe 

.-, 

1 .~osn(x) = Co+ ,~=1 S~(X) ---- ~- 1 -- ~ (c,,e~"# x + c-~e-i"~ ~) 

ftir N-~ oo gleichmallig in x gegen f(x) strebt. 
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Verschgxfter  Weie r s t r a s s scher  Approximat ionssa tz .  Jede rein perio- 
dische stetige Funktion P(x, ,  . . . ,  x~) yon M Variablen mit dem Periodensystem 
(p~, . . . ,  p~) 14)fit sich gleichmSflO im ganzen M-dimensionalen Raume dureh endliche 
trigonometrische Summen der Form 

a ei(n~x~ +...-Fn~MXM) ( 2~)  

ann~hern, und ~war derart, daft in diesen Summen nur solche Exponentialausdr~cke 

ei(n~x~-F .. .-Fn,u~:x~) vorkommen, welche in der Fourierreihe 

O 0  O 0  
~_~ . . .  ~. c~, ..... , xe i (n~x,  Jr." .-F nM~X~) 

der Funktion P(x~, . . . ,  x~) tatsdchlich auftreten, d.h. fiir welche die entsprechenden 
Koeffizienten 

1 ~ ' ,  ~ ' ,  x . )e_i (n~, ,x i  W..._FnM,~rX~) dxM 
- -  dx, . . .  P(x,,  . . . ,  

nickt gleich 0 sind ~. 

Wir teilen den Beweis des verseh~rfLen Approximationssatzes in vier Para- 
graphen ein, von denen die zwei ersten den Fall einer g a n z e n  B a s i s  behandeln, 
wo die Untersuchung iibersichtlieher verl~iuft, w~hrend in den beiden letzten der 
allgemeine Fall einer b e 1 i e b i g e n B a s i s erledigt wird. 

Schlie~lieh werden wit in einem f'finften Paragraphen e i n e n -  ebenfalls fiir 
die Theorie der fastperiodisehen Funktionen einer komplexen Variablen nStigen 
- -  Satz fiber die gleichzeitige Approximation von mehreren fastperiodischen Funk- 
tionen beweisen. 

i Wie im Falle M ~ 1 (vgl. Note auf 8eite 183) folgt auch im Falle eines b e l i e b i g e n  
M die Riehtigkeit dieses versch~rften Weierstra•schen Satzes sofort aus einem bekannten Satze 
fiber die gleichmRBige Summierbarkeit der Fourierreihe einer rein periodisehen stetigen Funktion 
P(xl ,  . . . ,  xM). In der Tat gilt der Fejdrsehe Satz - -  wie durch dieselbe Methode wie im Falle 
nur einer Variablen sofort zu b e w e i s e n -  auch fiir die Fourierreihe einer rein periodischen 
stetigen Funktion P(x~, . . . ,x~)  yon M Variablen, und besagt hier, dal3, 

H. 1 lel 2 tl. M 
s,,~,,~, . . . . .  , ~ , , ( x ~ , x ~ , . . . , x M )  = ~ ~. . . .  ~ c,,~,,.s ....... ,,e i ( ' ~ '~247  ' + " ~ ' ~ ' ~ )  

~'1 ~ - - n l  'VI ~ - - - - - n |  'VM ~ - - - # M  

gesetzt, die endliche Summe 

1 ~ - l  N - 1  N-1 

nt~-O n2~-O ~M~O 

ffir N--~oo gleichmti~ig im ganzen M-dimensionalen Raume gegen P(xt, x~, .. . ,  xa~) strebt. 
Ac~ m a S k e r ~ .  46. lmprim~ Is 1 jufllat 1925, 24 
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w  
F o u r i e r r e i h e  e iner  rein p e r i o d i s e h e n  Funkt ion  v o n  u n e n d l i e h  v i e l en  Variabeln.  

Es bezeichne durchweg in diesem Paragraphen F(xl, x, , . . . )  eine r e i n  p e -  

r i o d i s c h e  F u n k t i o n  y o n  a b z ~ i h l b a r  v i e l e n  r e e l l e n  V a r i a b l e n  x,,x~,.. .  
mit dem Periodensystem (Pl,P2,...), welche im ganzen unendlich-dimensionalen 
Raume s t e t i g  (vollstetig)~ also n a c h w  9 aueh gleichm~iitlg stetig ist; wie immer 
werden wit  zulassen, dab F(xl, x2,. . .)  komplex ist, also 

F ( x , , x , . . . )  = U ( x , , x , , : . . ) + ~ r ( x , , x , , . . . ) ,  

wo U and V reelle rein periodische Funktionen sin& 

Wir  zeietmen eine der Yariablen, etwa x,, aus und bilden bei beliebigen 
festgehaltenen Werten der iibrigen Variablen x,, x,, . . .  den hl i  t t e 1 w e r t 

f 

P, Jo 

welchen wir zur Abkiirzung mit  

l F(x,, 

bezeiehnen. Dieser hi i t te lwert  stellt  offenbar ei~e Funktion der Variabeln 
x~, x , , . . ,  dar, welche in diesen r e i n  p e r i o d i s c h  m i t  d e m  P e r i o d e n s y s t e m  
(P~, P a , . . . )  ist, und welche iiberdies im ganzen Raume s t e t i g  ist; denn w e g e n  

der Stet igkeit  der urspriinglichen Funktion F(x,, xg, ...) kiinnen wit  ja zu einem 
gegebenen ~ die Zahlen N und d so bestimmen, dal~ die Diiterenz der Wer te  

�9 ' ' . . .)  und (x~', x~, . . )  der Funkt ion F(x , ,  x,, . .) in zwei beliebigen Punkten (x~, x~, 
numerisch ~ e ist, wenn nut  

x~ --- x;' und  

ist, wonach a f o r t i o r i  die Werte  des 

Ix" - x : ]  < ~ (n --- 9, . . . ,  ~ )  

h i i t t e l w e r t e s  M in zwei beliebigen 
(x,) 

Punkten  (x~, x~,...) und (x~, x [ , . . . )  um h(ichstens e yon eiuander abweiehen, 
falls die obigen N -  1 Ungleichungen Ix,', - x:: I ~ ~ (n ----- 2, .. . ,  N) alle erfiillt 
sind. Diese Mittelwertbildung wird fortgesetzt, indem wir n u n  den  Mittelwert  
in bezug auf x,, dann in bezug auf xs, usw. bilden. Nach m Sehritten gelangen 
wit  zu dem Mittelwert  

1 oPt' 1 foP~ 1 fP'F" x dx,~ . . . .  dx, .) dx,, p, " "  



welchen wir durch 

(2) 
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M IF(x,, x, , . . . ) l  
( x ~  , x 2 ,  . . . ,  x , ~ )  

bezeichnen. Dieser Mit te lwert  ist dann cine stetige rein periodische Funk t ion  in den 

Variablen xm+l, x,~+~, . .  . mit  dem Periodensystem (p,~+,, p,~+,, . . . )1 .  

In dem speziellen Falle, wo F ( x , ,  x , ,  . . .)  in allen u von einer ge- 
wissen Stelle, etwa der M-ten, an konstant ist ~ also tats~ichlich nur yon den 
M ersten Variablen x~, . . . ,  x~ abh~ingt --  ist offenbar fiir jedes m ~ _~J der 
1Vlittelwert (2) gleich einer festen (yon m unabhRngigen) Konstanten. Im allge- 
meinen Falle einer beliebigen fastperiodischen Funktion gilt der folgende 

Satz  1. E s  strebt der Mit te lwert  (2) fiir m ~ c~ gegen einen "festen Grenzwer t  

g, welchen wir mit 

{~'(x,, ~,, ...)I 
(x~, x~ . . . . . .  ) 

bezeichnen werden, in dem Sinne, daft es zu  j edem ~ ein M derart gibt, daft fiir 

m > M die Ungleich~ng 

I M t F ( ~ , , ~ , , . . . ) f - g l < ~  
(x,, . . ., x,~) 

im ganzen unendlich-dimensionalen" Ir der Variablen x~+,, x ~ , ,  . . .  besteht. 

Beweis.  Wir kiinnen offenbar beim Beweise annehmen, dab E(x , ,  x , , . . . )  
eine r e e l l e  Funktion ist, da wir sonst nut 

_F(x~, x,, ...) = Y(x,,  x , , . . . )  + iV(x,, x,, ...) 

zu setzen und U und V einzeln zu betrachten haben. Es bezeiehne G~ bezw. g~ 
die obere bezw. untere Grenze der Funktion 

I~(x,, ~ ,  ...)1 
(x~, . . . ,  xm) 

oder, da die Wertmenge einer rein periodisehen stetigen Funktion, naeh w 9, 
eine besehr~inkte abgeschlossene Menge bildet, ihr Maximum bezw. Minimum). 

Wit bemerken, dab -- wie aus der Gleichung 

M [ ~ ( x , , x , , . . . ) ]  - -  1 f " a ~ , . . . f " F ( ~ , , ~ , , . . . ) d ~ ,  

sofort hervorgeht - -  die R e i h e n f o l g e ,  in welcher die Mittelwertsbildungen in bezug auf den 
Variablen x~ , . . . ,  x,n ausgef~ihrt werden, g l  e i c h g t i l t i g  ist. 

24* 
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Hierbei ist 

g~<_~gm+,< G~+,< G=, 

weil M durch Mittelwertbildung aus M hervorgeht. Um die Exi- 
(x, ..... x,,,+,) (x, .... ,z,,,) 

stenz des Grenzwertes g zu beweisen, geniigt es daher nachzuweisen, daft 

lira ( G ~ - g = )  : 0 
m . - -~  o o  

ist. Dies folgt abet  sofort aus tier gleichm~ifigen Vollstetigkeit von F(xl ,  x~, . . .) .  
Denn nach dieser kSnnen wir zu jedem e ein M so grofi bestimmen, daft in zwei 

t I pl t /  beliebigen Punkten (x,, . . . ,  x jr , x~+~, x~+,,. . .)  und (x , , . . . ,  xM, x~r+,, xM+,, ...), deren 

M erste Koordinaten iibereinstimmen, die Ungleichung 

I I t l  It IF(x,,  . . . ,  x~,, x~+,, x~,+,, . . . ) -  F(x , ,  . . . ,  xj,, x~+,, x~. , , . . . )1 < 

besteht, woraus sich sofort durch Mittelwertbildung ergibt, das bei jedem m ~ M 

die Wer te  der Funktion 2d IF(x , ,  x,, ...)} in zwei beliebigen Punkten 
(x~, ..., x,~) 

(x~+~, x'~+,, ...) und (x:+~, x~,+~, ...) um h~iehstens ~ abweichen, d.h.  daft G , , - g , ,  

< E ist 

Wir ordnen nun unserer Funktion F(x~, x~, . . . )  eine Fourierreihe in den 
unendlich vielen Variablen x, ,  x 2 , . . ,  zu. Hierunter verstehen wir (indem wir von 

Wir bemerken, daft auch bei der unendlich oft wiederholten Mittelwertbildung die R e i h e n -  
f o l g e  der Variablen g l e i c h g i i l t i g  ist, d.h.  falls n ~ , n ~ , . . . , n r , . . ,  eine beliebige Permutation 
der natiirlichen Zahlenreihe 1, 2 , . . .  bedeutet, der Mittelwert 

M "F(x~, x~, .. .) } 

gleich dem Mittelwert 

M {/~'(xl, x~,...)} 
(z~, z= . . . . . .  ) 

ist. Dies folgt sofort aus dem obigen Beweise des Satzes 1, bei dem wir uns wieder auf den Fall 
einer reellen Funktion F(xl, x~, ...) beschranken ki~nnen; dean, falls F r bezw. ~'r die obere bezw. 
untere Grenze des Mittelwertes 

.)1 
C% ..... ~,,) 

bezeichnet, und m die grSllte Zahl angibt, fiir welche die Zahlen 1, 2 , . . . ,  m samtlich unter den 
lndexzahlen n , . . . ,  n~ vorkommen, gelten ja nach dem Obigen die Ungleichungen 

g,,, <~ ~,, <~ rp _< G,,,, 

und m strebt mit p gegen r 



Zur Theor le  der faetperiodisehen Funkt loneu.  189 

der Reihenfolge der Glieder ganz absehen) die unendliche Reihe 

~ c~, ..... .=ei(n~g,x,+. .. +m~(l,~x,~) 

(3) : c +  ~'c~ Cn~ ein~[~x' + ~-a ~-J c , , ~ , ~ e i ( ~ x ~  + ~ x ~ ) +  . . . . .  ~, 

2 ~  
WO - - -  

bildung 

(4) 

durch fl,~ bezeichnet ist, und der Koeffizient c,, ..... ,~,~ durch die Mittelwert- 

Cn, . . . . . . .  = M { F ( x , ,  x , ,  . . . ) e  - i (n ' {3 ' x l "~"  "'+nm{3'nx~)} 
( x , ,  x ~ , .  . . . .  ) 

bestimmt ist. Dieser Mittelwert existiert bei jeder Zahlenmenge (n~, . . . ,  n,);  denn 

die Funktionen F(x~, x ~ , . . . )  und e -i(nl6~x~ +...+n,~t~,,x,~) sind beide stetige rein 

periodische Funktionen der unendlieh vielen Variabeln x,, x~, . . .  mit dem Perioden- 
system (p,, p~, . . . ) ,  und somit ist aueh ihr Produkt  eine Funktion dieser Ar t  ~. 

Wir  werden nunmehr die Funktion F(x , ,  x~ . . . .  ) dureh eine rein periodische 
Ftmktion P(x, . . . .  , x~) yon nur e n d l i e h  v i e l e n  Variablen x,, . . . ,  x~ mit dem 
Periodensystem (p~ , . . . ,  p~) approximieren, und zwar so, d a b  d i e  F o u r i e r -  
r e i h e  d e r  a p p r o x i m i e r e n d e n  F u n k t i o n P ( x , , . . . , x ~ )  n u r  s o l e h e  G l i e -  
d e r  e n t h ~ l t ,  w e l c h e  s e h o n  in  d e r  F o u r i e r r e i h e  d e r  F u n k t i o n  
/r(x,, x ~ , . . . )  s e l b s t  v o r k o m m e n  s. Zu diesem Zweeke definieren wit bei be- 

GO 

~ '  bedeutet, dat~ bei der Summation tiber die ganzen Zahlen n die Zahl 0 iiber- 

sprungen werden soil. 

In dem spezieUen Falle, wo die gegebene Funktion F(Xl ,  x~, . . .)  in allen Variablen yon 
einer gewissen Stelle an, etwa in x~+l,  x~+~, . . . ,  k o n s t a n t  ist, also tatst~chlich eine Funktion 
_P(xl, . . . ,  x~), von nut _M Variablen ist, geht unsere Fourierreihe (3) offenbar in die gewShnliche 
Fourierreihe der Funktion P ( x l , . . . ,  x~) tiber. Denn falls unter den Zahlen ~ , . . . ,  ~ mindestens 
eine Zahl nz :~ 0 mit 1 ~ M vorkommt, ist der Mittelwert (4) offenbar gleieh 0 (well ja das Integral 

1 rPl s'~z~zt~_ - - !  e axt : 0 ist), und falls dies nicht der Fall 1st (also auch der Exponentialfaktor 
vz Jo 

nur yon xl ,  . . . ,  x~f abh~ngt, ist ja der Mittelwert (4) gleieh dem Mittelwerte 

{ . .  . ,  + 
(xl ..... zx) 

3 Man sieht schon durch eine ,formale" Betrachtung, dab das auf S. 161 benutzte Approxi- 
mationsverfahren - -  w o e s  uns nur darauf ankam, die Funktion F(x~, x2, . . .) dutch eine periodische 
Funktion yon endlich vielen Variablen zu approximieren, w~hrend yon den zugehSrigen Fourier- 
reihen nieht die Rede war - -  ftir unseren jetzigen Zweck unbrauchbar ist. Das damalige Verfahren 
bestand nRmlich einfach darin, daft alle Variablen yon einer gewissen Stelle an k o n s t a n t ,  etwa 
gleich 0, gesetzt wurden; falls aber die Fourierreihe der Funktion -~:(x~, x2 , . . . )  z. B. kein Glied 
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liebigem festen m > 0  eine Funktion ~o~(xl, x2,... ,  x~) dureh den 1V[ittelwert 

~ ( x ,  . . . .  , x 2  = ~ { F ( x ,  x , , . . . ) } .  
(L~m4-1  ~ X m §  . . . . .  ) 

Zuniichst ist klar, daft dieser Mittelwert existiert; denn es ist ja bei beliebig 
festgehaltenen x , , . . . ,  x~ die Funktion F(x~, x~,...) eine stetlge rein perlodisehe 

Funktion der Variabeln x~+, x~+~,.., mit dem Periodensystem (P~+I, P~+~,...).) 
Ferner  ist qo~(x , , . . . , x J  offenbar r e i n  p e r l o d l s e h  m i t  d e m  P e r i o d e n -  
s y s t e m  (p,, . . . ,p~) ,  und auch s t e t i g  im ganzen m-dimensionalen Raume; denn 
bei vorgegebenem e gilt ja (wegen der Stetigkeit yon F(x,,  x~,.. .)) fiir ein hin- 
reichend kleines ~ und [x~'x~'].<~ (l ~ 1, . . . ,  m) im ganzen Raume der Va- 
riabeln x~+~, x~+~,.., die Ungleiehung 

! i t  t /  
IF(x~,  . . . ,  x~ ,  x o + , , . . . )  - F ( ~ , , . . . ,  ~ ,  x~+,, . . .)1 < ~, 

woraus sofort durch Mittelwertbildung die Ungleichung 

I ~ ( x ~ ,  . . . ,  x ' )  - ~ (x, ,  . . . ,  xi:)l < 

hervorgeht. Es ist ferner klar, daft die Funktionenfolge 

~,(x,), w (x,, x,), . . . ,  ~ (x,, . . . ,  X~)l . . .  

gleichmSflig im ganzen unendlich-dimensionalen Raume gegen die Funktion F(x~, x.~, ...) 
als Grenzfunktion konvergiert; d. h. zu jedem e gibt es ein M ~ M(~) derart, daft 

fiir jedes m >_ M die Ungleiehung 

I F ( x , ,  x , . . . )  - ~ ( x , ,  . . . ,  x~)l  ___< 

in jedem Punkte (xz, x,, . . .) des unendlieh-dimensionalen Raumes besteht. Wir  
brauehen offenbar nur das M so grolS zu w~ihlen, dal~ in zwei beliebigen Punkten 

(x, . . . .  , x~ ,  x~+,,  x~,+~, . . . )  n n a  (x, ,  . . . ,  x~ ,  x~+l,  x~§ . . . )  

mit denselben M ersten Koordinaten die Ungleichung 

I I yt y I F ( x , , . . . ,  x~, x~+,, x~+~, . . . ) -  F (x , ,  . . . ,  x~, x~,§ x~+~,-..)l < 

besteht; denn hieraus folgt ja sofort, daft fiir m __> M in jedem Punkte (x,, x , , . . . )  

mit dem Faktor e q2x2+5=~), aber ein Glied mit dem Faktor e i(2x2"kSz3-4xj~176 enthhlt, wird ja, 
wennn xzoo gleich 0 gesetzt wird, ein Glied mit dem Faktor e i(2~q-5~3) auftauchen. Vom formalen 
Gesichtspunkte ist offenbar die ,richtige" Methode um ein Glied wie e i(2~'kSxa-4x~~176 zugleich mit 
der Variablen X~oo wegzuschaffen die, daft man (start X~oo konstant zu halten) den Mi t t e lwer t  

1 ,~ploo 
J, dxloo nimmt. Es sind solche Mittelwertsbildungen, auf denen das oben anzugebende 

~1oo 
v 

Approximationsver fahren beruht. 
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die gewiinschte Ungleichung 

IF(x,, x , , . . . ) -  M t F ( x , , x , , . . . ) l l _ ~ 8  
(~m+l,  a~,n+l, . . . . .  ) 

giiltig ist. 

Wi t  betrachten nun bei einem festen m die (gew~hnliche) Fourierentwickelung 
der Funktion q0~(x,, . . . ,  x~) und werden beweisen, daft unser obiges Desideratum 
erfiillt ist, niimlich daft die Fourierentwickelung dieser Funktion qD,~(x,,..., x,~) ein- 
fach aus der ~burierentwickelung der Funktion F(x t ,  x~ , . . . )  entsteht, wenn in dieser 
letzteren alle Glieder, welche mindestens eine der Variablen x , ~ ,  x,~+~,.., eathalten, 

gestrichen werden. Es handelt sich darum zu zeigen, daft bei beliebiger Wahl 

der m ganzen Zahlen nt, n~, . . . ,  n= die beiden Fourierkoeffizienten 

IF(z,, ~,, . . . )e - -"~'~'  + +~-~-~-) I 
(x, ~ , .  .... ) 

(5) 

und 

(6) 

x,, ")11 

gleieh grofl sind. Die ZaM (5), d. h. die Zahl 

(x,, ..., x~) (x~+~,x~§ .... ) 

k~innen wir auch in der Form 

(7) 
. . . . .  

schreiben, well der Exponentialfaktor e - i ( n l ~ l x ' + ' "  .+n,,fl,,x,D nicht yon den 

Variablen xm+l, x ~ ,  . . .  abhiingt und daher in das Zeichen M 
(x~+t, x~+2, ..... ) 

hinein gesetzt werden darf. Bei dem Nachweis, dat3 die beiden Zablen (6) und 
(7 7 gleich groB sind, diirfen wir uns offenbar aaf  den Fall beschriinken, wo 

n, . . . . .  n~ = 0 ist, d.h.  wo es sich um die k o n s t a n t e n  G l i e d e r  der 
beiden Fourierentwickelungen handelt;  denn sonst haben wir ja nur start  der 
gegebenen Funktion F(x , ,  x2, . . . )  die, ebenfalls mit dem Periodensystem (p~, p2,...7 

periodische, Funktion G (xl , x~ . . . .  ) = F(x ,  , x, , . . . )  e - i (n ' l l '  x, + . . .  + n,~ tl,~x,,) zu 

betraehten. Unsere Aufgabe ist also, die Richtigkeit der GIeichung 

~ I ~ IF(xl, x , , . . . ) l l  = M IF(x , ,~ , . . . )~  (8) (x,,..., x,~) (x,~+, x,~+,,. .... ) (x,, z,,. .... ) 
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darzutun. Dies schliel~en wir durch den Grenziibergang q ~ ~ aus der bei festem 

q offenbar (vgl. Note Seite 187) giiltigen Gleiehung 

(~1, ~ ,  ~ , ) l . . .  ~ 1F(~,, . . . ,  x,+~, o,o, ...)1 t 
(x,n+D . . . ,  X~+q) (9) 

= ~ IF(x,,  . . . ,  x~+~, o, o, . . .)}.  
(x,,..., x~+q) 

Wit  wissen, dab fiir q-~ ~ die rechte Seite yon (9) gegen die rechte Selte yon 
(8) strebt; es handelt sieh darum zu zeigen, daii aueh die linke Seite yon (9) 
gegen die linke Seite yon (8) konvergiert ,  also dai~ es zu jedem E > 0  ein 

Q ~ Q(e) so gibt, dal~ fiir q > Q die Ungleiehung 

I(~,, ~ l ~ IF(x,,  x., ...)1 } 
..., x,~) (xm+, xm+~,. . . . .  ) 

- M l M I F ( x , , . . . , x , ~ + q , O , O , . . . ) l l l < = e  
(x, . . . .  , xi~) (~:,~+,, ..., :c,,+q) 

besteht, d. h. die Ungleichung 

I ( x~ ,M 1. M I F ( x , , x , , . . . ) l -  M {.F(xy.,...,xm.i.q,O,O,...lll~$ 
..., x,~) (x,~+~, x~+,, . .... ) (x,,+, . . ., x,~+q) 

besteht. Diese Ungleiehmag k(innen wir offenbar aueh in der Form 

I ~ 1 ~ I t (x , ,  x , , . . . ) - ~ ( x , , . . . ,  x~§ o, o, . . .)1 II --<~ 
(xl,..., x~) (x~§ ~+, , .  .... ) 

sehreiben, und hieraus geht sofort hervor, dab sie erfiiUt ist, falls im ganzen 

unendlich-dimensionalen Raume xl, x,, . . .  die Ungleiehung 

IF(x,, x , , . . . )  - F(x,,  . . . ,  x~+~, o, o , . . . ) l  < 

besteht; diese letzte Ungleiehung ist abet gewit~ fiir hinreiehend grol~es q, d .h .  
fiir q > Q, erfiillt. 

Naeh diesen Vorbereitungen kiinnen wir nun sofort den folgenden Satz be- 

weisen, welcher das Ziel dieses Paragraphen bildet. 

S a t ~  ~.  Die beliebig gegebene rein periodische Funk t ion  F ( x ~ , x , ,  . . . )  15J3t 

sich im ganzen unendlich-dimensionalen Raume mit  einer vorgegebenen Genauigkeit 

dutch eine endliche Summe der Form 

~.  a., ..... ,,, e i(n' [J' x~ + " "  + m , ~  x~) 

anndihern~ wobei nur  solche Exponentialausdriicke e i(n~ (~x~ + . . .  -{- n,~ ~,~x~) auftreten, 
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welche tats~ichlich in der Fourierreihe der Funktion F(x,,  x,, ...) vorkommen, d.h. 
fiir welche die entsprechenden Fourierkoeffizienten % ..... ,,~ nicht gleich 0 sin& 

Beweis.  Wir w~ihlen zungchst ein festes M derart, daft die obige Funktion 

opt(x,, . . . ,  xM) die gegebene Funktion E(x,, x2,...) bis auf ~- approximiert, also 

daft in jedem Punkte des unendlich-dimensionalen Raumes die Ungleiehung 

IF(x , ,  x,, . . . ) -  ~ ( x , ,  . . . ,  x ~ ) [ <  -~ 

besteht. Danach w~ihlen wir nach dem ,versch~rften Weierstragschen Approxi- 
mationssatze" eine endliche Summe 

( 1 O )  S(x , , . . . ,  xg) ~-- Earn ..... , , e  ~., ~--_ , 

8 
welche r . . . ,  x~) bis auf 2- approximiert, and wo nur solche Kombinationen 

(n,, ..., n~) auftreten, fiir welehe der entsprechende Fourierkoeftizient der 
Fnnktion r yon 0 verschieden ist. Diese Summe (10) ist dann yon 
der erwiinschten Art; denn einerseits gilt im ganzen unendlich-dimensionalen 
Raume die Ungleichung 

IF(x, ,  x,, . . . )  - S(x,, . . . ,  x~)l < ~, 

und andererseits treten in S ( x , , . . . ,  x~) nur solche Exponentialausdriieke auf, 
welche in der Fourierreihe der Funktion F(x,, x,, ...) tats~ichlich vorkommen, weii 
ja nach der Bestimmung der Funktion r ..., x~) jedes Glied der Fourierreihe 
yon opt(x,,. . . ,  x~) zugleieh ein Glied der Fourierreihe von F(x,,  x , , . . . )  ist. 

w 
Beweis des verschErften Approximationssatzes bei einer ganzen Basis. 

�9 i A n x  Es sei f(x)~ ~ .%e eine beliebige fastperiodisehe Funktion, deren Ex- 
ponentenfolge _//. die g a n z e  Bas i s  I~,,flJ, ""1 besitzt, and F(xt,  x~, ...) die 
zugehSrige Funktion yon unendlich vielen Variablen, die stetig and rein periodisch 

mit dem Periodensystem (p,, p~,. . .)  = fl, ,-fl~-, . 

(il) f(x) = F(x, x, ...). 

Wit beweisen den folgenden Satz, der einen Zusammenhang zwlschen den 
F o u r i e r r e i h e n  yon f(x)  and F(x,,  x~, ...) darstellt. 

Acta mathsn~tioa, 46. Imprimd le I juillet 1925. 25  
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Sa tz  3. Die Fourierreihe x-'~Ane iA~x der fastperiodischen Funlction f(x) ent- 
steht aus der Fourierreihe 

~cn , ,  �9 .'., c,,me i(n'g'x' +" .. + n,~gmxm) 

tier rein periodischen Funktion F(x , ,  x2, . . .)  einfach dadurch, dajJ in dieser letzteren 
x,----x~ . . . . .  x gesetzt wird (und natiirlich Glieder mit den Koeffizienten 
c,, ..... ~m ~ 0 wegge]assen werden). Hierbei k(innen, wegen der 1 i n e a r e n U n- 
a b h i i n g i g k e i t  d e r  fl, keine zwei GIieder nach der Einsetzung yon x,----x 2 
. . . . .  x zusammengezogen werden; denn es kiinnen ja keine zwei GrSl3en der 
Form n, fl~ + . . .  + n~fl~, welche zwei verschiedenen Wertesystemen yon (n,, ..., n~) 
entsprechen, gleich groB ausfallen. 

Beweis .  Wir wissen, daft jeder Fourierexponent z/~, der Funktion f (x) in 
der Form n~fl, + . . .  + nmfl ~ mit ganzen n~,. . . ,  n~" darstellbar ist, und es besagt 
daher der Satz, dab fiir jede Kombination n~, . . . ,  n m die Gleichung 

lira 1 f T T - , o v  T -  f (x)e--'(n161+'"+m~'~)X dx 

= M t 
(x~, x~ . . . . . .  ) 

besteht, also (indem wir fiir f (x)  den durch (11) gegebenen Ausdruck einsetzen) 
die Gleichung 

1 f T . .) e_i(n~,  + . . . +  m~, )Xd  x 
lim -T- Jo F(x,  x , .  

T--~ o o  

= I F ( x , ,  + "+ 1 
(x,, x~, .....) 

besteht. Es geniigt hierbei offenbar (wie in einem ~ihnlichen Falle in w 1) den 
Fall za betrachten, w o e s  sich um die k o n s t a n t e n  G l i e d e r  der beiden Ent- 
wickelungen handelt, d. h. wo der Faktor  

e--i(n~, +" ..-}-nm~)x bezw. e - i (n l~ 'x '  +" " "+ n'~mx~) 

fehlt ' 

Sonst haben wir nur statt der Funktion F(x~,  x2, . . . )  die ebenfalls mit dem Periodensystem 
(Pt, P~, . . . )  periodische Funktion 

O(x l ,  x2, . . . )  = F ( x l ,  x2, �9 . .) e -'("l~'z'  +'" " + ~  ~'~') 

zu betrachten. 
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Um nun die Richtigkeit der Gleichung 

1 r )1 (12) lira .F(x ,  x ,  . . . )  d x  -~  M F ( x ~ ,  x , ,  . . ")l 
T-+ oo ~ (x, , z~, . . . . .  

ZU beweisen, also zu zeigen, dab der Mittelwert der Funktion F(x~, x , , . . . )  fiber 
den g a n z e n  R a u m  mit dem Mittelwerte der Funktion auf der H a u p t d i a g o -  
n a l e n  des Raumes iibereinstimmt, brauchen wir nut zu benutzen, dab die 
Funktion F ( x ~ ,  x , ,  . . . )  bis auf eine beliebig vorgegebene Genauigkeit im g a n z e n  
u n e n d l i c h - d i m e n s i o n a l e n  R a u m e  d u r e h  e i n e  e n d l i c h e  S u m m e  d e r  
F o r m  

�9 ' + - - ~ - ~ , 8 ~ x ~ )  ~,,a,,, . . . . .  ,,,,,e * (n~:x`  " 

a n g e n i i h e r t  w e r d e n  k a n n L  Denn fiir'jede Funktion F ( x , , x , , . . . )  der spe- 
ziellen Form 

(und also aueh ffir jedes endliche Aggregat yon solchen Exponentialausdriicken) 
ist die Gleichung (12) gewit~ riehtig; in der Tat reduziert sie sieh im Falle 
n, . . . . .  ~ ,  = 0 auf 1 = 1, w//hrend sie sieh in dem Falle, wo mindes~ens 
eines tier n (und damit wegen tier l i n e a r e n  U n a b h / i n g i g k e i t  der ~ auch 
die Zahl n, fl, + . . .  + n,~fl,) von 0 verschieden ist, auf 0 ---- 0 reduziert, weil ja 
sowohl der Mittelwert 

M t e i ( ' * ' ~ ' x ' + " ' + m ~ ' ~ x ' ~ ) l - - - -  M l e i n ' ~ ' x ' l . . .  M l e i n ' ~ ' ~ x ' ~ l  
(z, ,  x , ,  . . . . .  ) (z,) (x,,) 

Ms aueh der Mittelwert 

lira 
T--~ oo twO 

bier gleieh 0 wird. 
Wir kiinnen nunmehr den Beweis nnseres Approximationssatzes in wenigen 

Worten ftihren. 

Beweis  des  verschRrf ten  Approxdmat ions sa t ze s  (fl i t  d e n  :Fall  e i n e r  

g a n z e n  Basis) .  Es f ( x ) c , J  ~_jA~e i~4~x eine fastperiodische Funktion mit einer 
ganzen Basis I~,  ~,, ...} uud F(x,,  x, . . . .  ) die zugehSrige rein perioclische Funk- 

x DaB wir hierbei mit solchen Kombinationen (n,,..., nm) auskommen kSnnen, fflr welche 
die eatsprechenden Fourierkoefflzienten der Funktion ~'(x~, x2 .... ) yon 0 verschieden sind, ist ffir 
unseren jetzigen Zweck belanglos. 

25 * 
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tion yon tmendlieh vielen Variabeln mit dem Periodensystem ( P l , P ~ , . . . ) ~ -  

fl~ , ~, , . . ,  . Nach Satz 2, w 1 kSnnen wit  zu dem gegebenen E eine endliehe 

trigonometrische Summe finden, welche die Ungleichung 

(13) I F  (x,, x , ,  . . .) - Z am ..... ,I,, e i (n '6 'x '  q - "  " q- n"l~"x'~) l < " 

im ganzen unendlich-dimensionalen Raume erfiillt, und wobei nur solche Kombi- 

nationen ( n , , . . . ,  am) vorkommen, fiir welche der Fourierkoeffizient c,, ..... , .  der 
Funktion F ( x , ,  x, . . . .  ) yon 0 verschieden ist. Wir haben nun in (13) einfach 

x , - ~  x~ = . . . .  x zu setzen; dann geht F ( x , , x , , . . . )  in f(x), and die Summe 

i ( n ~ x , q - . . . q - n . , ~ , ~ x , . )  in eine Summe der Form 2 1 a . e  ,' fiber a,~: ..... ,,me . - - ,  i d  n x 

denn im Satz 3 ist ja speziell enthalten, dab bei jeder Kombination (n, . . . .  , n.),  

fiir welche der Fourierkoeffizient c., ..... . .  der Funktion F ( x , ,  x : , . . . )  yon 0 ver- 

schieden ist, die Summe n~/~t + . . .  + ~t~fl. einen der Fourierkoeffizienten A~ der 

Ftmktion f (x) liefert - -  womit wit  ehae gewiinschte Ungleiehang 

f ( x ) -  " .< ~ 

erhalten haben. 

w  

Fourierreihe einer grenzperiodisehen Funktion yon unendlich vielen Variabeln. 

Die Oberlegungen in diesem Paragraphen haben eine grol]e .~hnliehkeit 

mit den Uberlegungen in w 1, we yon einer r e i n  p e r i o d i s e h e n  Funktion von 

unendlieh vielen Variabeln die Rede war ,  und verschiedene S~tze lassen sieh 

yon dort direkt iibertragen; nur an einer S t e l l e -  we es sich um eine besondere 

Ar t  yon ,Gl~ttung" einer grenzperiodischen Funktion zu einer rein periodischen 

Fanktion handelt - -  t r i t t  eine neuartige Betrachtung hinzu. 

Es bezeiehne im Folgenden durchweg F(x,,  x,, ...) eine g r e n z p e r i o d i s e h e 

F u n k t i o n  y o n  a b z ~ i h l b a r  v i e l e n  r e e l l e n  V a r i a b e l n  x,, x,, . . .  mit dem 

Periodensystem (ql, q~, ...). Bei beliebig festgehaltenen Werten  yon x,, xs, . . .  

ist F(x,1 x . , . . . )  eine grenzperiodische Funktion yon x, (also a fortiori eine fast- 

periodische Funktion yon xl) , and es existiert somit der M i t t e l w e r t  

lira 1 fo  T, T, - * ~  TI F(x,, x~,...) dx,; 
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(16) 

bezeichnen, in dem Sinne, 
die Ungleichung 

wir werden die durch diese Mittelwertbildung bestimmte Funktion yon x~, x~, ... mit 

(14) M IF(x,, z , , . . ) I  
(x,) 

bezeichnen 1. Diese Funktion ist wieder sine g r e n z p e r i o d i s c h e  Funktion, 
und zwar mit dem Periodensystem (q2, qs,. . .);  denn wenn P(x~, x , , . . . )  eine 
(stetige) rein periodische Funktion mit dem Periodensystem (r~q,, r ,q , , . . . )  ist, 
welche F(x, ,  x~,...) bis auf ~ approximiert, wird ja der Mittelwert M I P(x, ,  x, , . . .)1 

(x,) 
sine rein periodische Funktion yon x,, x,, . . .  mit dem Periodensystem (r,q,, r,q,, ...) 
sein, welehe den Mittelwert (14) his auf ~ approximiert, womit die GrenzpeHo- 
dizit~it dieser letzten Funtction, und zwar mit dem Periodensystem (q,, qs,...), 
nachgewiesen ist. Wit kiinnen also die Mittelwertbildung foRsetzen, und gelangen 
nach m Sehritten zu einer g r e n z p e r i o d i s c h e n  F u n k t i o n  in x~§ 
mi t  dem P e r i o d e n s y s t e m  (q~+,, q~. , , . . . ) ,  welehe wir mit 

(15) M l F ( x , , x , , . . . ) f =  lira 1 f0T~ l : f o T '  (x,,...,x,,) T~,--,c~-~ dx,~.., lira y F(x,,x, , . . . )dx,  
T~ -~ c~ 

bezeiehnen. 
Satz 4. Es strebt der Mittelwert (15) fiir m--, c~ gegen einen festen Grenz- 

wert 9, welchen wit mit 

{~(~,, ~., ...)I (x,, x~ ...... ) 

daft es zu ]edem �9 ein M derart gibt, daft fiir m > M 

I ~ { v ~ , , ~ , , . . . ) l - y l  <~ (x,, ..., x,,) i 

im ganzen unendlich-dime,sionalen t~aume der Variablen x,~+,, x,~+,,.., besteht. 
Beweis.  Die Riehtigkeit dieses Satzes folgt sofort aus seiner Giiltigkeit 

fiir den Fall einer r e i n  p e r i o d i s c h e n  Funktion (Satz 1, w 1). Denn falls 
P(x,,  xs, ...) eine rein periodische (stetige)Funktion ist, welche die gegebene 
Funktion F(x,, x,, ...) im ganzen Raume his auf ~ approximiert, grit ja bei jedem 
m i m  ganzen Raume der Vaxiablen x~+~, . . .  die Ungleichung 

t - 
(~,, ~) {F(x , , x , , . ) l  (x,, .,x~) 

In dora speziellen Falle, wo F(x~,xs,...)in x~ reinperiodisch ist, stimmt dieser 

Mittelwert lim ~1%~ 2",dx, mit dem in w betrachteten P-~I "~/'V'dx~ iiberein. 
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und es gilt  somit fiir m, > M und m, > M, falls M so grog gew~hlt wird, daft 
bei jedem m > M  der l~Iittelwert M /PI  im ganzen Raume x~+,, . . .  yon 

(x,, ..., x~) 
dem Grenzwerte M {PI um weniger als ~ abweicht, dab die beiden ~Iittcl- 

(x,, x~,. .... ) 
werte 

M IFI IFI 
(x, . . . .  , x~,) (z,,..., x~,) 

in zwei beliebigen Punkten (x,',.,§ . . . )  und (x:,,§ . . .) um weniger als 4E yon ein- 

ander abweichen, womit die Existenz des Grenzwertes (16) nach dem allgemeinea 
Konvergenzprinzip bewiesen ist ~. 

Fiir die folgenden Anwendungen erinnern wir an den Satz (vgl. die Schlul3- 
bemerkung in der Fugnote auf S. 150), daft das P r o d u k t  zweier grenzperio- 
discher Funktionen F(x, ,  x , , . . . )  und G(x,, x , , . . . )  mit demselben Periodensystem 
(q,, q , , . . . )  wieder eine grenzperiodische Funktion ergibt (und zwar ebenfalls mit 
dem Periodensystem (q,, q , , . . . ) ) ,  so da$ wir z. B. yon dem Mittelwerte 

M lF(x,, x, , . . . ) l  
(xj, x~,. . . . .  ) 

sprechen k(innen. 

Bevor wi t  unserer grenzperiodischen Funkt ion F(x~, x~, . . . )  yon unendlich 
vielen Variabeln eine Fourierreihe zuordnen, werden wir zun~/chst den Begriif 
d e r F o u r i e r r e i h e  e i n e r  g r e n z p e r i o d i s c h e n F u n l { t i o n  G(xz , . . . , x~ )  v o n  
n u r  e n d l i c h  v i e l e n  u  m i t  d e m  P e r i o d e n s y s t e m  (q~, . . . ,q~)  
einfiihren. Hierunter  verstehen wir eine Reihe der Form 

(17) ~ ~ . .. ~ cr,,~, ..... ~xei(r~,x, + r~[3~ +. .  "+ r~6MXM) 

wo (r,, r , , . . . ,  rM) unabh~/ngig yon ein~nder alle Systeme yon r a t i o n a l e n  

i Wir bemerken, daft bei der Bildung des Mittelwertes.z M I F(x~, xs, ...) } die R eih en-  
( l , z s ,  . . . . .  ) 

f o I g e der Variablen g I e i c h g ti I t i g i s t .  Dies ergibt sich sofort (lurch gleichmiiBige Approxi- 
mation der Funktion F ( x t ,  x2 . . . .  ) mittels reinperiodischer Funktionen, ftir welche ja die Behaup- 
tung (vgl. Note S. 188) richtig ist. 

Wi t  ftigen hinzu, da$ hier und im Folgenden die MSglichkeit, einen Satz tiber die tMittel- 
wertbitdungen g r e n z p e r i o d i s c h e r  Funktionen F(xt ,x2 , . . . )aus  seiner Gfiltigkeit ftir r e i n -  
p e r i o d i s c h e  Funktionen P(xl, x~,...) abzuleiten, einfach darauf beruht, da~, falls P(x~, xs, ...) 
im g a n z e n  R a u m e  um hSchstens z yon F ( x l ,  xs, .. .) abweicht, a for t io r i  auch jede a u f / '  as- 
gewandte M i t t  e 1 w e r t b il  d u n g yon der entsprechenden Mittelwertbildung f[~r F um hiiehstens 

abweichen wird. 
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Z a h l e n  durch lau fen ,  and  wo der  Koe f f i z i en t  c,.z,r ~ ...... ~ du rch  den  M i t t e l w e r t  

c,.,,,, . . . . . .  .. = _n/ l G ( x , ,  Xl, . . . ,  x ~ ) ~  - i ( ~ ' ~ ' ~ ' + r ~ l ~ ' + ' + ~ ' ~ ' ~ ' ) }  
(x~, x~,...~ X)l) 

b e s t i m m t  ist .  D i e se r  M i t t e l w e r t  ex i s t i e r t  bei  j e d e r  W a h l  der  r a t i o n a l e n  Zah len  

r , ,  r ~ , . . . ,  r~ ,  we i l  der  E x p o n e n t i a l f a k t o r  e - i ( r ' ~ ' x '  + r 2 ~ x 2 + . . .  + r.,r~MXi) often- 

b a r  eine g r e n z p e r i o d i s c h e  F u n k t i o n  m i t  dem P e r i o d e n s y s t e m  (q,, q 2 , . . . ,  q~) i s t ;  

er  i s t  ja soga r  eine re in  pe r iod i sche  F u n k t i o n  m i t  dem P e r i o d e n s y s t e m  (t~, q,, 

0 1 q , , . . . ,  q~q~), wo ql den N e n n e r  de r  r a t i o n a l e n  Zah l  r l b e z e i e h n e t  1. 

I n  ganz  ~ihnlicher W e i s e  o rdnen  w i r  u n s e r e r  g r e n z p e r i o d i s c h e n  F u n k t i o n  

F ( x , ,  x,,  . . . )  yon  u n e n d l i c h  v i e l e n  V a r i a b l e n  eine Fourierreihe zu, n~imlich 

die Reihe 

~_~ cr 1 ..... r,nei(r,~,xl -4-" "+r,n~mx~) 
(r, . . . .  , r , ,)  

eir, [~,x, ~ ,  i(r, ~1 x| -~ r I ~1x2) S 
= c + Y . ' c , . ,  + ] E  c , , .~ , e  + . . . . .  , 

2y~ 
wo wo 

qtn 
bildung 

durch ft,, bezeichnet ist, und der Koeffizient c,.,,,..~ ...... .,, durch die Mittelwert- 

_ ) e - i ( ~ ,  ~,x, + . . - + , ~ , ~ , , )  } (19) . . . . . .  M l 
(x~, x~,. . . . .  ) 

bestimmt ist. A u e h  h ie r  e x i s t i e r t  bei j e d e r  W a h l  der  r a t i o n a l e n  Zah l en  r l ,  . . . ,  r ,  

de r  M i t t e l w e r t  (19), we i l  j a  der  F a k t o r  e - i ( r '~ ' x~+"  ..-br,~,~x,~) eine g r e n z p e r i o -  

dische F u n k t i o n  m i t  dem P e r i o d e n s y s t e m  (q,, q , , . . . )  i s t s .  

D a s  Zie l  dieses  P a r a g r a p h e n  ist  de r  Beweis  des f o l g e n d e n  Sa tzes ,  w e l c h e r  

' Falls G (xl, ..., x~r) speziell, r e in  p er  io d i s c h mit dem Periodensystem (q~, . . . ,  q~r) ist, 
fMlt die Fourierreihe (17) mit der ,gewShnlichen" Fourierreihe yon G(x~,..., xM) zusammen, denn 
es verschwindet alsdann (wie durch Approximation von G (xl , . . . ,  xM) durch endliche trigometrisch'e 
Summen leicht zu sehen) jeder Koeffizient c,.~ ..... rM, ftir welchen mindestens eiue der Zahlen r~,. . . ,r~ 
nicht ganz ist. Eine ~ihnliche Bemerkung gilt fiir die nunmehr einzuftihrende Fourierreihe einer 
Funktion yon unendlich vielen Variablen. 

~ '  bedeutet, dab bei der Summation tiber alle rationalen Zahlen r die Zahl 0 zu tiber- 
r 

springen ist. 
s In dem speziellen Falle, wo F(xl, x2,...) in den Variablen XM4~, XM+I, .-. konstant ist, also 

tats~chlich eine grenzperiodische Funktion G (x~, ..., xM) yon nur endlich vielen Variablen x , , . . . ,  x~ 
]nit dem Periodensystem (q,, ..., qM) ist, geht die Fourierreihe (18) in die Fourierreihe (17) iiber, 
was mit Hfilfe der Gleichung M {e i~xl ~ 0 fiir 9 :~ 0 unmittelbar zu sehen ist. 
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das genaue Analogon (oder vielmehr die natiirliehe Verallgemeinerung) des in 
w 1 bewiesenen Satzes 2 fiber rein periodische Funktionen bildet. 

Satz  5. Die beliebig ge.qebene grenzperiodische Funktion F ( x , , x s , . . .  ) l~iflt 
sich im ganzen unendlich-dimensionalen Raume mit einer vorgegebenen Genauigkeit 

durch eine endliche Summe der Form 

annShern, wobei nur solche Exponentialausdriicke e i(r~lx~- ' ' '~-r~6'~x'~) auftreten, 

welche tatsdchlich in der Fourierreihe der Funktion F(x~,x2,  ...) vorkommen, d. h. 

flit welche die entsprechenden Fourierkoe~zienten c~ ..... r nicht gleich 0 sind. 

Bevor wit aber zu dem Beweis dieses allgemeinen Satzes iibergehen, werden 
wir zun~iehst den Spezialfall erledigen, wo die betrachtete grenzperiodische 
Funktion nur yon e n d l ie  h v i e  1 e n Variablen abh~ngt. Dies geschieht dutch 
den folgenden Hilfssatz, weleher das AnMogon zu dem ~versch~rften Weierstrafl- 
sehen Approximationssatze" fiber reinperiodische Funktionen yon endlich vielen 
Variablen bildet. 

Hilfssatz.  Es sei G (x~, . . . ,  x~) eine grenzperiodische Funktion yon M Va- 

riablen mit dem Periodensystem (q , , . . . ,  q~). Dann  l~iflt sich zu ]edem ~ ~ 0 eine 

endliche Summe der Form 

~, a,~, .... ~, ei (r~ ~ x~ + . - .  + ru ~X~)  ~,~ - -  

fi~den, welche im ganzen M-dimensionalen l~aume die _Funktion G ( x ~ , . . . ,  x~) bis 

auf  e approximiert, derart, daft in dieser Summe nur solche Kcmtbinationen r~ , . . . ,  r~r 

auftreten, fiir welche die e,tsprechenden Fourierkoeffizienten c n ..... r,, der Funktion 

G ( x ~ , . . . ,  xM) yon 0 verschieden sind. 

Beweis. Der Beweis verl~iuft so, daft wir den Satz auf den oben ge- 
nannten versch~irften WeierstraBsehen Approximationssatz zuriiekfiihren. Dies 
~eschieht dadureh, dab eine besondere ,Gl~ittung" der grenzperiodischen Funktion 
G(x, ,  . . . ,  x~) zu einer rein periodischen Funktion P(x~, . . . ,  x~f) vorgenommen 
wird; hierbei mfissen wir aber dafiir Sorge tragen, daft die Fourierreihe der ge- 
gl~tteten Funktion P(x,, . . . ,  x~) nut aus solchen Gliedern besteht, welche sehon 
in der Fourierreihe der grenzperiodischen Funktion G (x,, . . . ,  x~) vorkonimen 
(damit bei der Gl~ittung keine ,neuen" Exponenten auftauchen kSnnen)~. 

1 Den Ausgangspunkt der verwendeten ,Gl~ttungsmethode" bildet die folgende einfache Be- 

merkung: Falls au~ eine,r endlichen Summe der Form S(x) = ~ane i~x diejenige~ (eventuellen) 
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Wir bestimmen zun~chst (nach dem Corollar des Hilfssatzes 9 auf S. 150) 
die rationale Zahl R # 0 so, daft die Werte  der grenzperiodischen Funktion 
G ( x l , . . .  , x~) in zwei beliebigen Punkten (x~, . . . ,  x~) und (x~', . . . ,  xj~), welche in 

bezug auf eine parallelepipedisehe Raumteilung mit den Seitenliingen (pl, . . . ,  PM) 

- -  (Rq,, . . . ,  Rq•) ~iquivalent liegen, um weniger als 2- yon einander abweiehen. 

Danaeh bilden wir bei festem ganzen posltiven L den Mittelwert 

1 L L L 
(20) = Z Z "" Z 

ll ~ l 12~1 1~1~1 

and bilden sehlielSlieh den Grenzwert  

(21) lira WL(x~, x , , . . . ,  x~)  = P ( x , ,  x , , . . . ,  x~:). 

Dieser Grenzwert existiert in jedem festgehaltenen Punkte (x , ,x , , . . . , x~) ,  und 

sogar g l e i e h m ~ i f i i g  im g a n z e n  R a u m e .  Dies folgt daraus, dal~ 1) die grenz- 
periodisehe Funktion G ( x , , . . . ,  x~)  durch eine endliche Summe yon Gliedern der 

Form ae  i(x`x~ + "'" + ;t~x~) bis auf eine beliebig vorgegebene @enauigkeit approxi- 

miert werden kann, and dal~ 2) der betreffende Grenzwert (21) offenbar gleieh- 

m~it~ig existiert fiir den Fall einer einfaehen ,Sehwingung" e i(l~xl + '"  "+;tMx~); in 

der Tat  kiinnen wir bier die iterierte Summe (20) direkt ausreehnen, da sie sieh 
in das Produkt  von M geometrisehen Progressionen aufliist: 

�9 : =  1 ] ' \ L  l,----1 "xL l~l-~Z 1 e'zMp~t/~ , 

und wir finden Ms (gleiehm~iBigen) Grenzwert  entweder die Sehwingung 

e i ( z ' x ~ + ' ' ' + l ~ x 2 ~ )  selbst oder identiseh 0, je naehdem die s~imtliehen Zahlen 

Z,p,, . . . ,  ;t~p~ ganze YIultipla von 2z  sind oder nieht. 

Gtieder herausgegriffen werden sollen, deren Igxponenten a n ganze Multipla einer gegebenen reellen 
24 

Zahl --if-. sind, hat man nut den 2rlit~elwert 

1 ~ ,  
l i r a  ~- 8(x + lk) 

L ---~ Ov l ~--1 

zu bilden. In der Tat gilt bei festem a, dab der Mittelwert 
L L 

l i r a  1 ~ da(~y,~ --= ei~x 1 e/~ . lira --- 
L---~Oo ~-- l=l L---~av L 1=I 

gleich e ~a" bezw. 0 ist, je naehdem ~zk ein ganzes Multiplum bezw. kein ganzes Multiplum yon 
2 n i s t .  

Acta  math~magea .  46. Imprimg le 1 juillet 1925. 26 
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Da bei jedem L die Funktion W~(x,, . . . ,  x~) stetig ist, und der Grenziiber- 
gang (21)gleiehm~ig stattfindet, ist die Grenzfunktion P(x,, . . . , x~ )  im g a n z e n  
R a u m e  s t e t i g .  Ferner  ist sie r e i n p e r i o d i s c h  m i t  d e m P e r i o d e n s y s t e m  
(p~, . . . ,  p~r), da unter den L ~ Gliedern in der Summe in (20) nur L M-' ge~ndert 
werden, wenn x~ durch x,~§ ersetzt wird (also eine Anzahl, welche fiir L-~  ~x~ 
yon geringerer Ordnung is~ als L~), und die Funktion G besehr~inkt ist. Weiter  
gilt, dal~ die Funktion /~(x,, ... ,xM) von der gegebenen Funktion G(x,,  . . . ,  x~) 

um h~iehstens 2 abweieht, d.h. es g i l t  im g a n z e n  R a u m e  d ie  U n g l e i c h u n g  

I G(x:,. . . ,  x~ ) -P(x , , . . . ,  x~)] ~ - 2 ;  

denn es kann ja die Differenz G(x~, . . . , x ~ ) -  1)(x~, . . . ,  x~) in der Form 

1 L L L 
lira L~ ~ ~ ... ~ (G(x , , . . . , x~) -G(x~- - t -p , l~ , . . . , x , vTp~[~) )  

L - ~ c ~  / ~ = i  l~ ~-~. 1 l~  ---~ 1 

gesehriehen werden, wo jedes der L M Glieder ~ - ~  ist. Und schliel~lieh e n t -  

s t e h t  d i e  F o u r i e r r e i h e  y o n  P ( x , , . . . , x ~ )  a n s  d e r  F o u r i e r r e i h e  y o n  

G ( x , , . . . , x ~ )  e i n f a c h  d a d u r c h ,  d a b  in  d i e s e r  l c t z t e r e n  R e i h e  a l l e  

G l i e d e r  c~ . . . . . . .  e i ( r , ~ x ~ +  �9 "'-~-rM~MXM) g e s t r i c h e n  w e r d e n ,  f i i r  w e l c h e  die  

�9 n m  M r a t i . o n a l e n  Z a h l e n  r~ n i e h t  s ~ i m t l i c h  d i e  F o r m  ~ -  m i t  g a n z e m  n~ 

h a b e n ,  d.h.  es werden elnfach alle Cxlieder gestrichen, yon welchen von vorn- 
herein klar ist, daft sie nicht zur Four ier re ihe  einer rein periodischen 'Funktion 
mit dem Periodensystem (p~, " ' ' ,PM) -~ - (Rq , ,  . . . ,  Rq~) gehSren k(innen, weil 

d e r  Exponentialfaktor e ~(r~ [~x, ~- ... ~- rM~MXM) n i c h t  d i e  F o r m  e i(n~ ~x~ + "'-~ n~MXM) 

2~ 
mit ~ - -  besitzt. Die Behauptung lautet ,  daft bei jedem System ganzer 

P~ 
Z&hlen n , . . . ,  n~ die Gleichung 

I 
(x,, ..., x~) 

XM ) e--i(n, ~ x~ -~. . . ~ n~'Mx~f) ---- M /G(x,, . . . ,  
(x, ..., xM~ 

besteht. 

n I ~ n~ 

(93) 

ttierbei k~nnen wir uns offenbar auf den Fall beschr~nken, 
. . . . .  n~r ~ 0 ist, d. h. wo yon der Gleichung 

I P ( x ,  . . . .  
(x,. . . ,  x~) (~,, ..., x~l) 

WO 
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die Rede i s tk  Die Richtigtreit  dieser Gleichung (23) folgt  aber sofort  dar~.us, 

daft einerseits (bei jedem L) 

1 L L 
- -  l ~ .  J "" ~z~],l .~  I G(x,-~-l,p,,. . . ,x~l-~-l~pM) 1 / x )l ) 

(x~,..., xM) = 1 ~ ' 

ist  (da natiirlich bei jeden f e s t e n  1,, . . . ,  l~ 

= 
(~, . . . .  , ~ )  (x , , . . . ,  ~ )  

gilt) and daft anderersei ts  

M { P ( x , , . . . , x ~ , ) l  = lira M.., I W z ( x , , . . . , x ~ ) l  
( x , . . . , x ~ )  L - ~ o o  (x , .  x~) 

ist, weil  Wz(x,  . . . , x s )  ftir L ~ c o  gleiehm~fiig gegen P ( x , , . . . ,  x~)  strebt .  

Wi r  kiinnen nunmehr den Beweis des aufgestel l ten t t i l fssatzes in wenigen 

W o r t e n  zu Ende fiihren. In der Ta t  haben w i r  nur,  naeh dem verschfirften 

Weierstral~schen Satze, eine endliche Summe ~_~ a,,~ . . . . . .  ,, ei(n~ 7~ x~ ~- . . . -]- n~7~x~) zu 

bestimmen, welehe die rein periodisehe Funkt ion  P ( x ~ , . . . ,  x~) his auf  -2- approxi- 

mier t  and nur solehe Exponentialausdri icke enth~ilt, welche tats~ichlich in der 
Four ier re ihe  yon P ( x ~ , . . . ,  x~)  auftreten.  Denn diese Summe wird  ja  dann yon 

der gewiinsehten Ar t  sein; in der Ta t  approximiert  sie, wegen (22), die Funkt ion  

G ( x , ,  . . . ,  x~)  his auf  e', und enth~ilt nut  Exponentialausdriieke,  welehe in der 
Fourierreihe yon G ( x , ,  . . . ,  x~)  tats~iehlich vorkommen, da jedes Glled, das in 

der Four ierre ihe  yon P(x l ,  . . . ,  x~) vorkommt,  auch in der  Four i e r r e ihe  yon 

G (x~, . . . ,  x~) auftr i t t .  

1 In der Tat steht die Funktion P*(xl, ...,x~) ~ P(x~, ..., x~)e -~("~r'x~q-'''q-nx~'j'xx) 
in ganz derselben Beziehung zu der Funktion G*(x~,...,x~z) ~ G(x~,...,x:g)e - ~ ( n ~ + "  ..+nxyxxx) 
wie die Funktion P(x~, . . . ,x}i)zu G(xx,. .: ,x~). Denn es ist P*(x~,...,Xaf) eine stetige rein 

periodische Funktion mit dem Periodensystem (p~, . . . ,  p~), welche G* (x~, ..., x~) bis auf -~- approxi- 

miert, und es gilt die Limesgleichung 

1 L L 

weil der Exponentialfaktor e-  s'(n~ v~ x~ §  n~ v~ ~) periodisch mit dem Periodensystem (p~, ..., p~) 
ist und daher einfach aus den Summationszeichen (und dem Limeszeichen) herausgezogen werden kann. 

26 * 
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Beweis  des Satzes 5. Wit  approximieren zun~ichst die gegebene: grenz- 
periodische Funktion F(x,, x~, ...) dutch Funktionen yon e n d l i c h  v i e l e n  Va- 
riablen, indem wir (ganz wie in w 1) bei einem festen m den 1VIittelwert 

IF(x,,x~,...)f = ~o(x,,..., x~) 
(x~+l, Xm+,~, . . . . .  ) 

bilden. Dutch Approximation yon T'(xl,x~, ...) mittels r e i n  p e r i o d i s e h e r  
Funktionen yon unendlich vielen Variablen schliefit man sofort aus den ent- 
sprechenden Resultaten in w 1 (unter Beriickslchtigung der Bemerkung in Note 1 
Seite 198), erstens daft ~(x~,  , . . ,  x~) g r e n z p e r i o d i s e h  mi t  dem P e r i o d e n -  
s y s t e m  (q~, . . . ,  q~) ist, und zweitens daft d i e  F u n k t i o n e n f o l g e  

~,(x,) ,  ~ (~,, x , ) , . . . ,  ~ ( x , ,  . . . ,  xo), . . .  

f i i r  m-~c~ g l e i c h m ~ f i i g  im g a n z e n  u n e n d l i c h - d i m e n s i o n a l e n  R a u m e  
g e g e n  F(x~, x, , . . . )  k o n v e r g i e r t .  Wir kSnnen also ein ~// so wghlen, dal~ 
im ganzen unendlich-dimensionalen Raume die Ungleiehung 

IF (x , ,  x , . . . )  - ~,~ ( x , , . . . ,  x~)l  < 

besteht. Danach w~hlen wir, naeh dem obigen Hilfssatze, eine Summe 

welche ~ ( x , , . . . ,  x~) his auf ~- approximiert, also die Ungleiehung 

i F ( x , ,  ~,, . . .)-  ~. a~, ..... ~e  ~(r'~'~l + "  + r ~ ) l  < ~ 

erfiillt und yon solcher Art  ist, daft nut solche Kombinationen (r,, . . . ,  r~) ver- 
wendet werden, fiir welche d e r  e n t s p r e c h e n d e  F o u r i e r k o e f f i z i e n t  d e r  
g r e n z p e r i o d i s c h e n  F u n k t i o n  r . . ,x~)  yon 0 v e r s c h i e d e n  i s t .  
Es ist somit (wie in w 1) der Satz 5 bewiesen, wenn wir zeigen kSnnen, d a l~ 
d ie  F o u r i e r r e i h e  d e r  F u n k t i o n  ~M(Xl~,...,X~) e i n f a e h  aus d e r  F o u -  
r i o r r e i h e  d e r  F u n k t i o n  F(x , ,x~ , . . . )  d u t c h  W e g l a s s u n g  d e r j e n i g e n  
G l i e d e r  e n t s t e h t ,  w e l e h e  m i n d e s t e n s  e ine  d e r  V a r i a b l e n  x~§ 
e n t h g l t .  Wir haben also zu beweisen, daft bei jeder Wahl der $/ rationalen 
Zahlen r~, . . . ,  r~ der Fourierkoeflizient 

M IF(x~,x, ,  . . . )~ -~( r~ l+  + ~ ) 1  
(x, ~,,. .... ) 
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mit dem Fourierkoeff izienten 

M 
(Xl ..... x~1) 

d. h. mit der  Zahl 

, x , )  e -  i(r, 61x, + . . .  + r~pj~x~,) 1 

M l,  M = 
(x,, ..., x~) (x~+,, x~+,,. .... ) 

M { M IF(x,,  x,, . . . )e- i(r ' tJ 'x '+'"+r~db'x~)l l  
(x, . . . .  , x~) (x~+l, xM+,,. .... ) 

zusammenf'dllt. Hierbei  k6nnen wi t  uns offenbar auf  den Fal l  beschriinken, 

der Exponent ia l faktor  feh'It, d .h .  wo es sich um die konstanten Glieder 

beiden Four ierentwickelungen handelt,  also um die Gleiehung 

M { M .. .)lF(x"x~' .. .)I} = M IF(x, ,  x,, "")f" 
(Xl, ..., x~)  (x~+,, xM+,, .. (xl, x~ . . . . . .  ) 

WO 

der 

D i e  Richt igkei t  dieser Gleiehung ergibt  sich abet  sofort  aus ihrer (in w 1 be- 
wiesenen) Giil t igkeit  flit r e i n  p e r i o d i s e h e  Funkt ionen ,  wenn F ( x , , x , , . . . )  
dutch solche Funkt ionen gleiehmiiBig angenithert wird.  

w  

B e w e i s  des  v e r s c h ~ r f t e n  A p p r o x i m a t i o n s s a t z e s  bei  e iner  be l i eb igen  Basis. 

~ i A n x  Sat~ 6. Es s e i f  ( x ) ~  ~ ~ ,  e eine beliebige fastperiodische Funktion mit 
der Basis lfl~, f l , , . . . l ,  u~d. z~(xt, x,, ...) die zuge~Srige grenzperiodische Funktion 

2 ~ 2 ~ .~, deren Fourierreihe wir mit mit dem Periodensystem (q,, q , , . . . )  = ~i~ ' # i ' "  o ) 

(24) ~ c  ,,,;(,'1~ix1 + ..- + r,,,g,,,x,,,) 

bezeichnen. Dann entsteht die JFourierreihe ~_dA,,e iA~x aus der Fourierreihe (24) 

ei,fach dadurch, daft x, = x, . . . .  ~ x gesetzt wird. Hierbei kiinnen, wegen der 

l i n e a r e n  U n a b h i i n g i g k e i t  der fl, keine zwei Glieder nach der  Einsetzung 

yon x I = x, = . . .  ~ x zusammengezogen werden. 

B o w e l s .  Es ist f(x)  = F(x, x , . . . ) ,  und es handelt  sich also - -  da jeder  

Four ie rexponent  z/~ gewiB in der Form r, f l t T . . . T r m f l ~  dars te l lbar  i s t -  da tum 
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zu beweisen, dal~ bei jeder Wahl  der rationalen Zahlen r l , . . . ,  r~ die Gleichung 

lim - -  F(x ,  X, . ) e - - i ( r ~ ' + ' " + r m ~ ) X  dx 
T - - ~  T "" 

= . . . .  

(x,, x,,. .... ) 

besteht. Wie immer geniigt es den Fall  zu betrachten, w o e s  sich am die kon- 
stanten Glieder der Entwickelungen handelt, also am die Gleichung 

(25) lira - F ( x ,  x, . . . ) d x  = M .  t F ( x l ,  x , ,  .. ")I" 
T--*~ T (x,,x,,. .... ) 

Die Riehtigkeit  dieser Gleichung folgt abet sofort daraus, dab F ( x , ,  x , ,  , . . . )  gleich- 
m~iBig im ganzen Raume durch rein periodische (stetige) Funktionen angen~ihert 
werden kann, fiir welche die reziproken Werte  der Perioden linear unabh~ingig 
sind, und dag ja die Gleiehung fiir solehe Funkt ionen nach w 2 richtig ist. 

B e w e i s  d e s  v e r s c h ~ r f t e n  h p p r o x i m a t i o n s s a t z e s  (fi i  r d e n F a  11 e i n e r 

b e l i e b i g e n  Bas i s ) .  Der Beweis verl~iuft ganz wie im Falle einer ganzen 
Basis in w 2. Wir  approximieren, nach dem Satze 5 in w 3, die zu der ge- 

�9 i A n x  
gebenen fastperiodisehen Funktion f (x) ~ ~] A,e .gehiirige grenzperiodisehe 
Fnnktion F(x~,  x~, . . . )  mit einer Genanigkeit  e dureh eine endliche Summe 
der Form 

(26) ~_j an . . . .  r,, e i(r~ ~ x~ + . . .  + r~ ~ x~), 

in weleher nur solehe Kombinationen (r,, . . . ,  r~) vorkommen, fiir welehe der 
Fourierkoeffizient e,., . . . . . . .  der Funkt ion F(x~,  x , , . . . )  yon 0 versehieden ist. Wir  
haben danach nut  die Funktion E ( x ~ , x , ,  . . . )  und ]hre Anngherungssumme auf 
der H a u p t d i a g o n a l e n  x~ = x, = . . . .  x zu betrachten. Dana erhalten wir 
die Ungleiehung 

f (x) - Z a ~ ,  ..... r.,e i(r'O' + "'" + r~'O'~)x I < e, 

welche die gewiinsehte Form 

f ( x ) -  ~ - j a ,  x 
= i t$~'c ~ ~ 

besitzt, weil ja jede Summe der Form r, f l , + . . . + r ~ f l ~ ,  fiir welche der Fourier- 
koeffizient cr, ..... ,.. ~= 0 ist, nach dem Satze 6 gewil~ einen der Fourierexponenten 
A, ergibt. 
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w 

Gleiehzeitige Approximation mehrerer fastperiodischer leanktionen. 

In diesem letzten Paragraphen werden w i r -  mit Hinblick auf die sp~itere 
Ubertragung der Theorie der s Funktionen auf Funktionen einer 
k o m p 1 e x e n Variablen -- eine an sich nicht sehr interessante Verallgcmeinerung 
des versch~irften Approximationssatzes yon w 4 beweisen, welehe die MiSglichkeit 
einer ,g 1 e i c h a r t  i g" gleichm~13igen Approximation mehrerer (durch gewisse 
gemeinsame Eigenschaften verbundenen) fastperiodischen Funktionen besagt. 

Es bezeichne im Folgenden M eine Menge yon fastperiodischen Funktlonen 

f(x)  r . J ~ A , e  iA~x, welehe alle zur s e l b e n  E x p o n e n t e n f o l g e  A~,A~,.. .  ge- 
hiiren, und auBerdem die folgenden Eigenschaften besitzen: 

1. Die Menge tr ist eine ,ausgezeichnete" Funktionenmenge (vgl S. 107), 
d. h. die Funktionen f(x)  cler Menge sind g l e i c h a r t i g  gleichm/i~ig stetig and 
g 1 e i c h a r t i g fastperiodisch. 

2. Die zu den einzelnen Funktionen f ( x ) ~ , . ~ A , e  gehiirigen konver- 
genten Reihen ~IA,,I  ~ besitzen eine konvergente l ~ I a j o r a n t e n r e i h e ,  d.h. es 
gibt eine (nur yon der Menge M abWingige) Folge yon positiven Zahlen A, A,, . . .  
mit konvergenter Quadratsumme ~ A~, derart, dab fiir eine beliebige Funktion 

f (x)  r ~ A ,  e iA"x unserer Menge und jedes n ~ 1, 2 , . . .  die Ungleiehmag 
[A~I ~-< A~ bosteht. 

Es lautet alsdann der zu beweisende Satz: 

Gleichzeit iger  Approximat ionssa tz .  Zu ~edem e > 0 gibt es unter den 
I#xponenten A~ der Menge M eine endliche Teilmenge 

und zugehSrige reelle Zahlen 

A.~, A,,, . . .  A,~ 

. i A . x  derart, daft fiir jede Funktion f (x) ~ 2.J "~ e der Menge M die U~gleichu~g 

f (x)  N t~,A.,e ~ ' ' x  

fiir alle x besteht. 

Beim Beweise dieses Satzes konamt kein eigentlich neuer Godanke hinzu; 
wir haben nur den friiheren Beweis des verseh~irften Approximationssatzes wieder 
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vorzunehmen und ihm eine leichte Erweiterung in bezug auf ,GleichartigkeiC 
der Approximation zu geben. Bevor wir aber zum Beweise dieses gleichzeitigen 
Approximationssatzes iibergehen, werden wir zun~ichst der Ubersicht halber die 
dabei beniitigte gleichartige Approximation yon g r e n z p e r i o d i s c h e n  F u n k -  
t i o n e n  v o n  u n e n d l i c h  v i e l e n  V a r i a b l e n  als besonderen Hilfssatz formu- 
lieren. 

Wi t  bezeichnen mit F eine l~Ienge yon grenzperiodischen Funktionen 
F (x,, x~, . . .) von unendlieh vielen Variablen, welche a l l e d  a s s e 1 b e P e r i o d e n - 
s y s t e m  (q~, q~,...) besitzen und iiberdies den folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Sie sind g l e i c h a r t i g  g l e i ehm~i l3 ig  s t e t i g ,  d .h .  zu jedem s gibt 
es eine Anzahl M und ein ~ ~ 0 derart, daft fiir j e d e s  Punktepaar (x'~,x~, . . .),  
(x~', xl , . . . ) ,  welches den _~/ Ungleichungr 

I x ' -  ~ l  < ~ (~ - -  1, 2 , . . . ,  ~ )  

geniigt, und j e d e  Funktion F ( x l ,  x~ , . . . )  der Menge F die Ungleiehung 

IF(~',, ~ ' , . . . )  - F ( x ' ; ,  x ; ,  . . .) l  < 

erfiillt ist. 

2. Sie sind g l e i c h a r t i g  g r e n z p e r i o d i s o h  mit dem Periodensystem 
(q~, qb ...), d. h. zu jedem ~ ~ 0 gibt es eine AnzaJal M und eine rationale Zahl 
R :~ 0 derart, daft j e d e  Ftmktion F(x~, x~, . . .) der Menge [- in zwei beliebigen 
Punkten (x'~, x'~, ...) und (~', x~,...), deren Projektionen (xl, ..., x~1) and (x~, ..., x~l) 
auf den M-dimensionalen Unterraum beziiglieh einer parallelepipedischen Raum- 
teilung der Seitenliingen Rq, ,  R q ~ , . . . ,  l~q~ iiquivalent liegen, Werte annimmt, 
die um weniger als e yon einander abweichen. 

Es lantet dann der betreffende 

l~ilfssatz. Es sei F eine Menge yon grenzperiodischen Funktionen der obigen 
Art. Dann gibt es zu jedem festen e ~ 0 eine endliche Anzahl Q yon Kombinationen 

yon (]e endlich vielen) rationalen Zahlen 

, . . . . . .  ~), ~), ~ ( q )  (r~, r2; . . . ,  r,~,), (r,, r~, . . . . . . ,  r,~.), . . . ,  (r r , ,,,(,)) 

und zugehSrigen reellen Faktoren 

I& , I~  t ~ �9 " " ,  I ~ q 

derart, daft fiir jede Funk:tion 

F(x, ,  x,, .) ~ V ~  ~ ( r l ~ l x , + ~ 2 x ~ + . . .  + ~ m )  �9 " . d ~  ~ r l j r ' ~ , . . . . ,  r m  {~ 
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unserer Menge F die Ungleichung 

: . .  __ .. e i ( r l ~ l x l  ~- r 2 ~ x ~  q - . . .  q- r~n~raX,n) I < ~ I F ( x , ,  x..,, .) , , .  

im ganzen unendlich-dimensionalen Raume besteht, wobei ~_~* bedeutet, daft nur iiber 
die obi.qen Q Kombinationen (rl, r., . . . ,  r,,) summiert wird, und der angeheftete Faktor 
g )edesmal den ,entsprechenden" Faktor aus der obigen l~eihe gl, " . ,  gO bedeutet. 

Bewei~.  Wir  gehen schrittweise vor,  indem wit  mit  der Betrachtung 
r e i n  p e r i o d i s c h e r  F u n k t i o n e n  y o n  n u r  e n d l i e h  v i e l e n  V a r i a b e l n  
anfangen, und dann fiber g r e n z p e r i o d i s e h e  F u n k t i o n e n  y o n  n u r  e n d -  
l i c h  v i e l e n  V a r i a b l e n  zu den im Hilfssatze behandelten g r e n z p e r i o d i -  
s c h e n  F u n k t i o n e n  y o n  u n e n d l i c h  v i e l e n  V a r i a b l e n  aufsteigen. 

I. Es sei g~ eine Menge yon rein per.iodisehen (stetigen) •unktionen 
/)(x,, . . . ,  x~f) von endlich vielen Variablen x~, . . . ,  XM mit d e m s e l b e n  P e r i o d e n -  
s y s t e m  (p~,...,p~e), welche g l e i c h a r t i g  g l e i c h m ~ i l ~ i g  s t e t i g  sind. Dann 
gibt es zu jedem e > 0 eine Anzahl Q yon Kombinationen von M ganzen Zahlen 

. . . . .  q~ q )  

und zugehiirigen reellen Faktoren 

g ' l  ~ I " 1  ~ �9 �9 "~ g o  

derart, dab fiir jede Funktion 

P(x,,  x~, . . . ,  x~,) ~ ~ c,,1., ~ ........ ei(~l~,X~ + n ~ z ~  + ...+nM~Mz~) 

unserer Menge I-~ die Ungleichung 

. .  e i  (nl ~l xl  + n2 ~,, x., -~ .. .  + n M ~ l x ~ t )  I . ~  

im ganzen M-dimensionalen Raume besteht, wo ~ *  bedeutet, dat~ nur iiber die 
obigen Q Kombinationen (n,, n.~,..., riM) summiert werdcn soll (and g jedesmal 
den entsprechenden Faktor  aus #~, . . . ,  gO angibt). 

Die Riehtigkeit  dieser Behauptung folgt unmittelbar durch Betrachtung 
des Beweises des Fej@sehen Satzes fiber die gleichm~13ige Ces's 
einer rein periodisehen Funkt ion yon M Variablen; in der Tat  verlaufen alle 
hierbei zu verwendeten Absch~itzungen g l e i c h a r t i g  fiir Funktionen mit dem- 
selben Periodensystem, welche gleichartig gleichm~iSig stetig sin& 

H. Aus I ergibt sich weiter, da81 falls F~ eine Menge yon g r e n z p e r i o - 
d i s e h e n  Funktionen G(x,, x~, . . . , x M ) y o n  M Variablen ist, welehe alle d a s -  
s e l b e  P e r i o d e n s y s t e m  (ql, q~, . . . ,q~)  besitzen und aui~erdem g l e i e h a r t i g  

Aela malhomatica. 46. Imprimd lo 4 juillet 1925. 27 
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g l e i c h m i i f i i g  s t e t i g  und g l e i c h a r t i g  g r e n z p e r i o d i s c h  sind, zu.jedem 
eine endliche Anzahl Q yon Kombinationen yon M rationalen Zahlen 

(r:,  ' " . . . . . .  ?), (,Q), ? . . . . . . .  , -  

and zugeh(irigen reellen Faktoren 

derart  existiert, dal~ ffir jede Funktion 

G (x,, x, ,  . . . ,  x~)  ~ T,  c,.,.,2 ..... , ,  ei(r, ~1 x, + r2 ~2x2 + . . .  + , ' ~ x ~ )  

unserer Menge F 2 die Ungleichung 

. . . . .  

im ganzen M-dimensionalen Raume besteht, wobei ~,* bedeutet, dal~ nut  fiber 
die obigen Q festen Kombinationen (r~, r~, . . . ,  r~) zu summieren ist (und ~t wie 
immer den entsprechenden Faktor bedeutet). 

In der Tat  k(innen wir nach der gleichartigen Grenzperiodizi~t  der Funk- 
tionen G(x , ,  . . . ,  x~I) zu dem gegebenen e ein rationales R =[= 0 so bestimmen, 
daft fiir jede Funktion G der Menge I-~ gilt, daft ihre Werte  in zwei beliebigen 
Punkten (x'~, ..., x~) und (x~', ..., x jl), welehe in bezug auf eine parallelepipedische 

Raumteilung mit den Seitenl/ingen (p,, . . . ,  p~) = (R q,, . . . ,  R q~) ~iquivalent liegen, 

um weniger als ~- yon einander abweiehen. Bilden wit dann den auf S. 201 

betraehteten ]liittelwert fiber das M-dimensionale Raumgit ter  mit den Seiten- 
1/ingen Pt, .- . ,  P~ 

1 L L 
----- lim L ~ ~ "'" ~ G ( x , + p , l , , . . . , x n + p ~ l j r  

P ( x , ,  . . . ,  x ~ )  L = o o  11 = 1 l~---- 1 

so erhalten wit zu jeder Funktion G (x~, ..., x~) der Menge ['~ eine r e i n p e r i o - 
d i s e h e  Funktion P(X~, "" ,  x~) mit dem Periodensystem (p,, . . . ,  p~), welehe 

yon G ( x ~ , . . . ,  x~)  um weniger als ~- abweicht, und deren Fourierreihe aus der 

Fourierreihe von G einfach dadureh entsteht, dal~ diejenigen Glieder, welehe 
Kombinationen (r,, . . . ,  r~) entspreehen, fiir welehe die M Zahlen r~ nicht s~imt- 

rim 
lieh yon der Form -R- mit ganzen n~ sind, gestriehen werden. Diese rein perio- 

disehen Funktionen P(x,,  . . . ,  x~) bilden ferner eine Menge I', der in I betraeh- 
teten Art,  weft sie ja alle dasselbe Periodensystem (p~, . . . ,  pz) besitzen and 
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offenbar (als Mittelwerte yon gleichartig gleichm~fiig stetigen Funktionen) gleich- 
artig gleichm/~$ig stetig sind. Wir haben jetzt nur den Satz in I auf diese 

Funktionen P(x,, . . . ,  x~) mit; ~- start ~ anzuwenden, um die erwiinsehte gleieh- 

artige Approximation der Funkt;ionen G(x~,. . . ,  XM) ZU erhalten. 

III. Um nun sehlieglieh die Bebauptung des ttilfssatzes selbst zu beweisen, 
haben wir nur die ~Iittelwertbildung yon S. 204 auf die grenzperiodisehen 
Fanktionen yon unendlieh vlelen Variablen F(x, ,x. , , . . . )  der Menge r anzu- 
wenclen. Naeh der gleiehartig gleiehm~gigen Stetigkeit der Funktionen der 
Nenge I" folgt zan~ehst;, dag es zu dem gegebenen ~ eine (nur yon der l~[enge, 
d. h. nieht yon den einzelaen Funktionen abh~ingige) ganze Zahl M so gibt, dag 
ftir jede Funktion F d e r  Menge I- der Mittelwert 

G(x, ,  . . . ,  = M F ( x , ,  . . . )  
(xM+I~ x,~[+2, . . . . .  ) 

von der Funktion tZ(x,,x~, . . .) selbst um weniger als -2- abweicht. Diese 

:Funktionen G(x , , . . . ,  x~r ) yon nur endlich vlelen Variablen sind alle grenz- 
periodisch mlt dem Periodensystem (q,, . . . ,  q.~z), und ihre Fouriereatwicklungen 
entstehen aus den Fourierentwicklungen der entsprechenden Funktionen F(x,, x~, ...) 
einfach dadurch, daf~ alle Glieder, welche mindestens eine tier Variablen x~+, 
xz~_~,.., enthalten, gestrichen werden. Ferner  bilden diese Funktionen G(x , . . . ,  xM) 
eine l~Ienge r~ der in II  betrachteten Art; denn well sie dutch l~1ittelwertbildung 
yon gleichartig gleichm//$ig stetigen und gleichartig grenzperiodischen Funktionen 
hervorgegangen sind, werden sie offenbar afortiori selbst gleichar~ig gleichm~f~ig 
stetig and gleichartig grenzperiodisch sein. ttiermit sind wir aber mit dem 
Beweise des Hilfssatzes zu Ende; in der Tat haben wit ja nur den Satz in II  

auf die Funktionen G(x,, ..., x~) der Menge I-, anzuwenden mit -2- stats ~ um 

Approxlmationssummen der gewtinsehten Art  ffir die gegebenen l~unktionen 
lS'(x~, x , , . . . )  zu bekommen. 

Wir gelangen nunmehr zum 

Beweis  des gleichzei t igen Approximat ionssa tzes .  Zu der gegebenen 

l~enge M yon fastperiodischen Funktionen f(x) ~ Y, A,~e iA'x bilden wir mit Hilfe 
einer Basis {{~,, ~ ,  . . .! tier (gemeinsamen) Exponentenfolge A,~ die Menge der 
zugehSrigen grenzperiodischen Funktionen yon abz~ihlbar vielen Variablen 

) F(x,, x.~,...) mit dem gemeinsamen Periodensystem (q,, q~, ...) ---~ \ fl, , //3 ' . . . .  

27 * 
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Der Beweis wird offenbar gefiihrt sein, wenn es gelingt zu zeigen, d a b  d i e s e  
l e t z t e M e n g e  e i n e M e n g e  [" i m S i n n e  d e s  o b i g e n t t i l f s s a t z e s  b i l d c t ;  
denn wir brauchen ja alsdann nur diesen Hilfssatz auf die Funktionen ~'(x,  x~,...) 
anzuwenden und danach x~ ~ x 2 . . . . .  x zu setzen, um trigonometrische 
Approximationssummen der gewiinschten Ar t  zu erhalten. 

Hierzu miissen wir das Verfahren n~iher bctrachten,  darch welches wi t  in 

Kapitel  I I  yon einer fastperiodischen Funktion f ( x )  ~ , A , ~ e  iA,~x zu der zuge- 
h5rigen grenzperiodischen Funkt ion F(x~, x~, . . .)  gelangten. Wir  gingen von 
der formal gebildeten Reihe 

(27) ~ A~ e i(r'~' ' ~' x, + r~, ~ ~2x2 -~ . . . + r,~, q~ ~q~xg,~) 

aus, und ,summierten" diese Reihe dadureh, dal~ wir Faktoren e iAax  anh~ngten; 
die so entstandene Reihe 

~_, An  e i ( rn.~ ~1 Xl + r,,2 ~2 x,2 + . . .  + r,, qn 6q,~ xq~) . e i A , x  

ergab sieh als die Fourierreihe einer gewissen fastperiodischen Funktion r (x) 
(p (x ; x,, x~, . . .) (die iibrigens zur abgeschlossenen Hiille H (f (x-l- k)) gehSrt), und 
wir definierten die , S u m m e "  F ( x ~ ,  x ~ , . . . )  der obigen Reihe (27) als den Wer t  
dieser Funkt ion ~0 im Punkte  x = 0. Wir  bemerken nun zun/ichst, dai~ die 
Menge ~2 s~imtlieh hierbei verwendeter Funkt ionen ~ (x) (wo also f ( x )  die ganze 
Funktionenmenge M und (x,, x~, . . .) den ganzen Raum durchl/~uft) eine a u s g e -  
z e i c h n e t e  Menge yon fastperiodischen Funktionen bildet; in der Tat  ist nach 
Voraussetzung die aus den Funktionen f ( x )  bestehende l~Ienge M eine ausgezeich- 
nete ~Ienge, und da die Menge $2 eine Teilmenge der aus den s~mtlichen abge- 
sehlossenen Biillen H ( f ( x + k ) )  zusammengesetzten Menge bildet, mui~ offenbar 
$2 ebenfalls ausgezeichnet sein. Hieraus folgt (vgl. S. 131--132), daft es zu einem 
gegebenen e ~ 0 ein (nur yon e und der hIenge $~ abh~ingiges) ? ~ 0 so gibt, 
dat~ fiir jede unserer Ftmktionen F(x, ,  x~, . . . )  die Ungleichung 

(28) I F(xi, x;, . . . )  - F (x i ' ,  x;', . . . )1  < 

r j tp r!  fiir jedes Punktepaar  (x,, x~,...), (x~, x~, . . . )  besteht, welches die Ungleichung 

erfiillt. Wir benutzen nunmehr die Voraussetzung der Existcnz der Majoranten 
A~ und bestimmen (indem wir uns wieder dem Gedankengang auf S. 132 an- 
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schlief~en) das 1V so growl dab 

213 

7 4IA. I '<~-  
n ~ . N  

ist, und dab somit die Ungleiehung [28) fiir j ede  der Funktionen F(x ,  x , . . . )  
erfiillt ist, wenn nut die Punkte (x~, x2, ...) und (x,, x~, ...) der Ungleichung 

(29) ~IA.I'  
1 

i ,  2 

_ ei(r.,, al x~' +...  + r.,q. ~q"~q")l < ~- 

geniigen. Aus dieser letzten (fiir das Erfiilltsein der Ungleiehung (28) hin- 
relchenden) Ungleichung (29), wo alle vorkommenden Buehstaben nur yon der 
M e n g e  der Funktionen F(xl, x~, ...) und nicht yon den einzelnen Funktlonen 
abh~ngen, folgt aber unmittelbar, dab diese Menge sowohl g 1 e i c h a r t ig  g 1 e i c h - 
m~iBig s t e t i g  als aueh g l e i c h a r t i g  g r e n z p e r i o d i s c h  mit dem Perioden- 
system (ql, q~,...) ist, also dal~ sie tats~iehlieh eine Menge [ i m  Shine des obigen 
Hilfssatzes isL 
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