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Einleitung.

1. Die Theorie der automorphen Funktionen einer komplexen Variablen,
die vor vier Jahrzehnten durch die Arbeiten von Pomvcart und Kuiriv allgemein
begriindet wurde, ist withrend der letzten Jahre namentlich durch die Arbeiten
von Korpe zu einem gewissen Abschluf gebracht worden. Dagegen befindet sich
die allgemeine Untersuchung der automorphen Funktionen zweier und mehrerer
Variablen auf einem verhdltnisméfig unentwickelten Stadium.

Nach dem klassischen Beispiel der abelschen Funktionen hat man vorzugsweise
zwei verschiedene allgemeine Klassen automorpher Fanktionen mehrerer Verinder-
lichen studiert, ndmlich die von Picarp eingefiihrten hyperfuchsschen [20, 21, 22]
und hyperabelschen [23] Funktionen. Die erstgenannten bilden eine natiirliche
Verallgemeinerung der Poincaréschen ,fuchsschen Funktionen“, d. i. der auto-
morphen Funktionen mit einem Hauptkreis, die letzteren Funktionen, die in
engem Zusammenhang mit den abelschen Funktionen stechen, enthalten als be-
kanntesten Spezialfall die in der analytischen Zahlentheorie wichtigen hioheren
Modulfanktionen. '

Allgemeine Untersuchungen iiber die automorphen Funktionen beliebig vieler
Veriinderlichen haben Fusmvi[6] und Giraup (7] ausgefithrt. Es gelingt in diesen
Axbeiten, unter gewissen Voraussetzungen betreffs der diskontinuierlichen Gruppen,
die Existenz automorpher Funktionen nachzuweisen, deren Eigenschaften in meh-
rerer Hinsicht denjenigen der automorphen Funktionen einer Variablen analog
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sind. Diese Betrachtungen lassen aber anch anderseits erkennen, daB eine voll-
stindige Analogie mittels der bisherigen Methoden nicht zu erreichen ist.

Man wird gleich beim ersten Schritt ganz neuen Verhiltnissen begegnen,
wenn man die im Falle einer Variablen gelienden Sitze aunf mehrere Variablen
iibertragen will. So lehrt uns das Beispiel der abelschen Funktionen, daB zur
Existenz automorpher Funktionen die eigentliche Diskontinaitit der Gruppe
nicht hinreichend ist: es sind noch hier gewisse Bedingungen arithmetischer
Natur erforderlich, nimlich die Riemannschen bilinearen Relationen zwischen
den Perioden. Wir werden ferner unten sehen, was auch Giravp bemerkt hat,
daB es Gruppen gibt, deren automorphe Funktionen wesentliche Singularititen
in Bereichen aufweisen miissen, wo die Gruppe eigentlich diskontinuierlich ist.

Alle diese und analoge Schwierigkeiten konnen dadurch beseitigt werden,
daf man die Existenz eines endlichen, in bezug auf simtliche Substitutionen
der Gruppe invarianten Raumes D voraussetzt. In diesem Falle, auf welchen
sich die bisherigen Untersuchungen hauptsichlich beschrinken, kann man unter
gewissen erginzenden Annahmen die Analogie mit dem Fall einer Variablen
bewahren, solange man sich auf das Innere von D beschrinkt. Wenn aber die
Gruoppe ibre eigentliche Diskontinuitit noch iiber die Begrenzung von D hinaus
bewihrt, gestatten die bisher bekannten Methoden nichts iiber das Verhalten der
zugeordneten antomorphen Funktionen auferhalb des Raumes D anszusagen.

Die Annahme eines invarianten Raumes bedeutet natiirlich eine wesentliche
Einschrinkung und es entsteht die Frage nach der Existenz antomorpher Funk-
tionen bei Gruppen, die den Gruppen ohne Hauptkreis analog keine invarianten
Mannigfaltigkeiten besitzen.

2. Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, eine neme allgemeine Methode
zur geometrischen und funktionentheoretischen Untersuchung diskontinuierlicher
Gruppen und ihrer automorphen Funktionen darzustellen. Wir werden unsere
Theorie fiir die allgemeinsten Cremonagruppen endlicher Ordnung entwickeln.
Fiir diese Gruppen ist es charakteristisch, daB ihre geometrische Theorie durch
Anwendung der Hilfsmittel der projektiven Geometrie entwickelt werden kann.
Das Hauptziel unserer Untersuchungen bildet der Beweis der Existenz auto-
morpher Funktionen in méglichst allgemeinen Fillen sowie die Bestimmung des
Existenzbereichs und der wesentlichen Singularititen jener Funktionen.

Unsere Arbeit zerfillt in zwei Teile.

Die erste, geometrische Abteilung beschéftigt sich zuniichst mit der Unter-
suchung der geometrischen Eigenschaften unendlicher Substitutionenfolgen. In

diesen Betrachtungen werden nicht nur einzelne Punkte, wie man es gewohnlich
Acta mathematica. 18. lmprimé la 7 juillet 1925. 28
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tat, sondern auch beliebig ausgedehnte Punktmannigfaltigkeiten hinsichtlich der
Hiufangsgebilde ihrer Transformierten studiert. Diese allgemeinere Betrachtungs-
weise ist hier um so natiirlicher, weil die Niveaugebilde analytischer Funktionen
mehrerer Variablen keine isolierten Punkte, sondern kontinuierliche Gebilde sind.

Eine besondere Betrachtung werden wir Folgen von Substitutionen widmen,
die eine algebraische Mannigfaltigkeit, deren Gleichung durch Nullsetzen irgend
einer gewGhnlichen oder Hermiteschen Form erhalten wird, in sich selbst trans-
formieren. Zwischen den geometrischen Eigenschaften der genannten Folgen
und der zugehirigen invarianten Mannigfaltigkeit findet eine interessante Be-
ziehung statt, die vieler wichtigen Anwendungen fihig ist.

In den beiden folgenden Kapiteln wird eine neue, von der bisherigen
wesentlich abweichende Theorie der diskontinamierlichen Gruppen entwickelt. Es
wird eine nene Art der Diskontinuitét eingefiihrt, die ,normale Diskontinuitédt®,
welche als eine sowohl fiir geometrische als funktionentheoretische Zwecke
natiirliche Verallgemeinerung des im Falle einer Variablen angewandten Begriffs
der eigentlichen Diskontinuitit angesehen werden kann. Die normal diskonti-
nuierlichen Gruppen werden durch die Eigenschaft charakterisiert, da bei ihnen
ein Bereich B existiert, wo séimtliche Folgen von Substitutionen der Gruppe in
dem von MonteL[14] definierten Sinne normal sind. Der fragliche Normalbereich
B fallt im Falle einer Variablen mit dem Bereich der eigentlichen Diskontinuitit
der Gruppe zusammen, im Falle zweier und mehrerer Variablen ist aber der
Bereich B im allgemeinen im Bereich der eigentlichen Diskontinuitdt als Teil-
bereich enthalten.

Wir werden ferner in diesem Zusammenhang ein allgemeines Problem be-
handeln, dessen Lisung fiir die weiteren Entwicklangen von fundamentaler Be-
deutung ist. Es handelt sich hier um die Aufstellung derjenigen Bedingungen,
denen irgend ein Bereich (oder allgemeiner irgend eine Punktmannigfaltigkeit)
geniigen soll, um jeder Cremonagruppe endlicher Ordnung, deren Substitutionen
denselben in sich selbst transformieren, die normale Diskontinuitiit zu garantieren,
sobald es keine infinitesimale Substitution gibt. Die Bedingungen, zu denen
unsere Betrachtungen fiithren, konnen nicht nur als hinreichend, sondern im all-
gemeinen auch als notwendig angesehen werden.

Die hierher gehorigen Untersuchungen fiihren fermer in umfangreichen
Fillen zu der vollstindigen Bestimmung des Diskontinuitdtsbereichs vermittels
einer sehr einfachen und anschaulichen Methode. Es gibt besonders zwei allge-
meine Klassen von Gruppen, die unserer Methode leicht zuginglich sind.

Die eine der fraglichen Klassen besteht aus der Gesamtheit der oben ge-
nannten Cremonagruppen, die einen endlichen invarianten Raum besitzen. Auf
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diesen bisher fast allein betrachteten Fall angewandt fiihren unsere allgemeinen
Resultate zu dem Ergebnis, daf bei den genannten Gruppen das Fehlen der
infinitesimalen Suabstitution zur normalen (und somit auch zur eigentlichen) Dis-
kontinuitdt wenigstens im allgemeinen hinreichend ist — ein Satz, dessen Beweis
bisher nur unter mehreren beschrinkenden Voraussetzungen gelungen ist.

Die zweite der oben genannten Klassen besteht aus den Gruppén mit
einer ausgezeichneten Eigenschaft, die man als ,Festigkeit der Hiufungs-
gebilde“ bezeichnen kann. Diese Gruppen sind nimlich darch die Eigenschaft
charakterisiert, daf bei ihnen die H#ufungsgebilde der Transformierten irgend
welcher Punktmannigfaltigkeiten von dem Anfangsgebilde in gewissem Sinne
unabhingig sind, woraus folgt, daf die antomorphen Funktionen der fraglichen
Gruppen eine grifiere Analogie mit dem Falle einer Variablen als bei den anderen
Gruppen aufweisen,

Die wichtigsten Beispiele von obigen Gruppen findet man unter den Gruppen,
deren Substitutionen eine gewohnliche oder Hermitesche guadratische Mannig-
faltigkeit in sich selbst iiberfiihren. Die Konstruktion des Normalbereichs 1iBt
sich in diesen Fillen vermittels einer Methode ausfiihren, worin in einfacher
Weise von gewissen projektiven Invarianten Gebrauch gemacht wird. In diesem
Zusammenbhang wird aber auch die Existenz von normal diskontinmierlichen
Cremonagruppen nachgewiesen, die keine invarianten Mannigfaltigkeiten besitzen
und welche die ersten allgemeinen Beispiele von Gruppen liefern, die den Gruppen
ohne Hauptkreis einer Variablen analog sind.

Unsere geometrisch-gruppentheoretischen Betrachtungen erhalten eine wich-
tige Erweiterung dadurch, daB wir die normale Diskontinuitét als einen relativen
Begriff anffassen, was durch eine Anwendung des allgemeinen Hrsse-Kiewschen
ﬁbertragungsprinzips[& 9] moglich wird.

Wenn man von irgend einer Form ¢ (oder noch allgemeiner von einem
System von Formen) ausgeht, und auf die Variablen derselben die Substitutionen
der gegebenen Gruppe anwendet, erleiden die unbestimmten Koeffizienten der
Form lineare Substitutionen, die eine mit der gegebenen Gruppe I' isomorphe
Gruppe I'(p) bilden. Diese Gruppe kann als eine zur Form ¢ gehorige Dar-
stellung der gegebenen Gruppe angesehen werden, zu welcher man gelangt, wenn
man statt einzelner Punkte das Gebilde ¢ = 0 zum geometrischen Element
der Gruppe wihlt. Es entsteht hier die Frage nach der Gesamtheit der-
jenigen Formen ¢, deren zugeordnete Gruppen I'(p), sobald nur die Gruppe
I' keine infinitesimale Substitution enthilt, normal diskontinuierlich sind. Diese
Frage wird in Kap. IV vollstindig beantwortet, indem zugleich eine Methode

zur Bildung des zugeordneten Normalbereichs gegeben wird. Bemerkenswert
28 *
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ist das Resultat, daB es bei jeder allgemeinen Form ¢ einen von der Anzahl der
Variablen und der Ordnung der Form ¢ allein abhingenden Bereich gibt, der in
den Normalbereichen aller Grappen I'(p) enthalten ist, wo I" eine beliebige pro-
jektive Gruppe ohne infinitesimale Substitutionen ist, deren Substitutionen reelle
oder komplexe Koeffizienten haben, je nachdem die Form ¢ eine gewohnliche
oder eine Hermitesche Form ist. Die explizite Bestimmung des Normalbereichs
liBt sich in einfacher und eleganter Weise durch Anwendung gewisser Kova-
rianten aunfstellen, die Hermitesche Formen hoherer Ordnung sind.

3. Die zweite funktionentheoretische Abteilung unserer Arbeit behandelt
Fragen, die zwei verschiedenen Gebieten angehiren.

In der ersten Hilfte wird eine allgemeine Theorie fiir die automorphen
Funktionen der in der geometrischen Abteilung betrachteten Cremonagruppen
entwickelt. Das Problem, dem eine sehr allgemeine Losung gegeben wird, besteht
in dem Beweis der Existenz automorpher Funktionen und in der Untersuchung
ihrer wesentlichen Singularititen.

Im Falle einer Variablen hat man sich bei den Existenzbeweisen zweier
verschiedenen Methoden bedient. Die von Powvcare[24, 25] herriihrende Methode
beruht auf der Anwendung unendlicher Reihen, aus denen durch einfache Ope-
rationen analytische Ausdriicke fiir die antomorphen Funktionen erhalten werden.
Die zweite Methode, die von Xurmw[10] und seinen Schiillern entwickelt worden
ist, fiihrt den Existenzbeweis vermittels der allgemeinen Prinzipen der Riemann-
schen Funktionentheorie.

Beim gegenwiirtigen Standpunkt der allgemeinen Theorie der analytischen
Funktionen zweier und mehrerer Verdnderlichen kann nur die erstgenannte Me-
thode zum Beweis der Existenz der automorphen Funktionen mehrerer Verinder-
lichen angewandt werden. Leider fiihrt diese Methode hier nicht zw so allge-
meinen Resultaten, wie im Falle einer Variablen. Denn die Poincaréschen und
verwandten Reihen, zu denen man von der Idee der symmetrischen Funktionen
aus gelangt ist, sind unendliche Summen bezw. Produkte von rationalen (oder
einfachen transzendenten) Funktionen, worans folgt, daB die durch sie definierten
analytischen Funktionen im allgemeinen algebraische (oder einfache transzendente)
Niveaugebilde besitzen, was eine Spezialisierung der fraglichen Funktionen be-
deutet, indem die Niveaugebilde im allgemeinen irreduzible transzendente Gebilde
sind. Die automorphen Funktionen, welche eine ,automorphe Darstellung® be-
sitzen, konnen daher nicht die allgemeinsten ihrer Art sein. Anderseits kann
man jedoch behaupten, daf die diskontinuierlichen Cremonagruppen, fiir welche
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eine ,antomorphe Darstellung® der zugeordneten invarianten Funktionen moglich
ist, von sehr grofier Allgemeinheit sind.

Die Untersuchung der Bedingungen, die fiir die Existenz durch die Poin-
caréschen und verwandte Reihen darstellbarer automorpher Funktionen néotig
sind, bildet die erste fundamentale Aufgabe unserer funktionentheoretischen
Betrachtungen. Die Bedingungen, zu denen wir gelangen, diirfen nicht nur als
hinreichend, sondern auch in gewissem Sinne notwendig angesehen werden.

-Man hat in der Theorie der automorphen Funktionen einer Variablen den
einfachen und wichtigen Satz, da8 zu jeder eigentlich diskontinuierlichen Gruppe
automorphe Funktionen gehiren, die in dem Bereich der eigentlichen Diskonti-
nunitit meromorph sind, wihrend jeder Grenzpunkt der Gruppe eine wesentlich
singuldre Stelle der Funktionen ist. In dieser Form behiilt der Satz beim Auf-
steigen zu mehreren Variablen nicht seine Gult1gke1t Wir haben ja schon das
Beispiel der abelschen Funktionen genannt, die nur unter gewissen speziellen
Bedingungen im Normalbereich der Gruppe, der hier aus der Gesamtheit aller
endlichen Punkte des betreffenden Raumes besteht, meromorph sind.

Die Analogie mit dem Falle einer Variablen bewihrt sich allerdings darin,
daB, wie gezeigt wird, jeder Randpunkt des Normalbereichs eine wesentlich
singuldre Stelle fiir sémtliche automorphe Funktionen der Gruppe ist. Es kdnnen
aber im Falle mehrerer Verinderlichen im Innern des Normalbereichs wesentliche
Singularitidten auftreten, die beweglich sind, d. h. von der Wahl der automorphen
Funktionen selbst abhéngen.

Unter denjenigen Cremonagrappen, fiir welche die Existenz automorpher
Funktionen durch Aufstellung unendlicher Reiben nachgewiesen werden kann,
sind zwei verschiedene Klassen, von denen schon im Vorbergehenden die Rede
war, von besonderer Bedeutung.

Eine dieser Klassen besteht aus der Gesamtheit der Cremonagruppen mit
einem invarianten Raum, der entweder endlich ist oder vermittels einer Cremona-
transformation ins Endliche iiberfiilhrt werden kann. Wie schon oben erwihnt,
gehiren die bisher untersuchten Gruppen hauptsiichlich der genannten Kategorie
an. Zum Beweis der automorphen Funktionen hat man mehrere beschrinkende
Voraunssetzungen aufgestellt [6; S. 274] [7; 8. 9]. Es sind dies teils Voraussetzungen
algebraischen Charakters, deren Bestehen in den einfachsten Fillen leicht ein-
zusehen ist, teils Bedingungen transzendenter Natur, die sich auf eine Eigen-
schaft der Funktionaldeterminanten der Substitutionen der Gruppe beziehen und
deren Bestehen nur in den aller einfachsten Fillen und auch dann nicht ohne
rechnerische Schwierigkeiten bestidtigt werden kann. '
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Um so iiberraschender diirfte wegen seiner Einfachheit das Resultat sein,
zu dem unsere Betrachtungen fithren, daB néimlich bei Vorhandensein eines end-
lichen invarianten Raumes die zur Existenz automorpher Funktionen notwendige
Bedingung, daf die Gruppe keine infinitesimale Substitution enthilt, im allge-
meinen auch hinreichend ist. In diesem Punkt herrscht somit eine vollstdndige
Analogie zwischen den automorphen Funktionen einer und mehrerer Verinder-
lichen.

Von ebenso groBem Interesse sind jedoch die Gruppen der zweiten Kategorie,
die Gruppen mit festen Hdufungsgebilden. Die zugehdrigen automorphen Funk-
tionen teilen mit den automorphen Funktionen einer Variablen die wichtige
Eigenschaft, daB ihre wesentlichen Singularititen feste, d. h. von der Gruppe
allein abhingige Mannigfaltigkeiten sind, eine Eigenschaft, die den anderen
Gruppen im allgemeinen nicht zukommt. Die Hauptziige der Theorie der frag-
lichen Funktionen haben wir in einem auf dem V. skandinavischen Mathematiker-
kongreB in Helsingfors 1922 gehaltenen Vortrag entwickelt[17,18]. Bemerkens-
wert ist, daf in diesen Betrachtungen keine Voraussetzung hinsichtlich der
Existenz invarianter Mannigfaltigkeiten irgend welcher Art notwendig ist. Wir
werden ja hier die ersten allgemeinen Beispiele automorpher Funktionen kennen
lernen, die den auntomorphen Funktionen einer Variablen bei Gruppen ohne
Hauptkreis analog sind.

Der letzte Teil der vorliegenden Arbeit ist der Untersuchung der ,arith-
metischen Invarianten beliebiger algebraischer Formen gewidmet. Unter
diesem Namen verstehen wir mit Porxcari:[27] analytische Funktionen der unbe-
stimmten Koeffizienten irgend einer Form ¢, die unverdndert bleiben, wenn die
Form durch eine beliebige arithmetisch #quivalente Form ersetzt wird. Die
fraglichen Funktionen kénnen als automorphe Funktionen derjenigen Gruppe
I'(p) angesehen werden, die aus den Modulgruppen, d.i. den Gruppen aller
unimodularen Substitutionen mit ganzzahligen reellen oder komplexen Koeffizienten
bei Ausiibung derselben auf die gegebene Form ¢ gemiB dem Ubertragungsprinzip
gewonnen werden. '

In seiner eben genannten Arbeit hat Poixcare die arithmetischen Invarianten
der bindren linearen und quadratischen Formen und Formensysteme einer funk-
tionentheoretischen Betrachtung unterzogen. Unsere Untersuchungen fithren zur
Verallgemeinerung der Poincaréschen Resultate auf gewohnliche und Hermitesche
Formen beliebiger Ordnung und beliebig vieler Variablen. Die Poincaréschen
Reihen zeigen sich hier zur analytischen Darstellung weniger geeignet. Dagegen
erhilt man fiir alle Fille giiltige analytische Ausdriicke durch eine Verallge-
meinerung der von DiricHLET [4] in seinen zahlentheoretischen Betrachtungen



Untersuchungen iiber die automorphen Funktionen beliebig vieler Variablen. 223

angewandten Reihen, die kiirzlich Hs. MeLLin [12] in anderer Hinsicht zum Gegen-
stand seiner Untersuchungen gemacht hat.

I. Unendliche Folgen linearer Substitutionen.
§ 1

Aligemeine Eigenschaften linearer Substitutionsfolgen.

4. Wir wollen mit der Auafstellung einiger Definitionen beginnen.
Es seien

(1) Yis Yas vy Yuna

komplexe Variablen, die wir als homogene Punktkoordinaten in einem 2#%-dimen-
gionalen Raum R, auffassen. Jedem Gleichungssystem

@) P Y b)) =0 (=12..,p(En)

wo ¢, ganze rationale und homogene Funktionen bezeichnen, entspricht in R,
eine 2 (n-—p)-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit, die wir mit 42, be-
zeichnen, wo ¢ die Ordnung desselben, d. k. das Produkt der Ordnungszahlen
der Formen ¢, ist. Sind insbesondere alle Formen g, linear, so werden wir statt
A,., die Bezeichnung L, , anwenden. Wir werden ferner unter einer Hyper-
fliche bzw. Hyperebene die (2x— 2)-dimensionalen Gebilde 4%, und L, , ver-
stehen. Fiir n — 3 sind diese identisch mit einer algebraischen Fliche resp.
Ebene, fiir » — 2 mit einer algebraischen Kurve resp. einer Geraden, fiir n =1
mit einem endlichen Punktsystem resp. einem einzelnen Punkt.

Unter einem reellen Gebilde soll eine 4 oder L verstanden werden, deren
Gleichungen (2) lauter reelle Koeffizienten haben.

Wir schreiben die linearen Substitutionen in homogener Form:

n1

3) ¥ = leai,zyz (i=12..,n+1),
wo die Koeffizienten «;, beliecbige reelle oder komplexe GriofSen sein konnen.
Weil im Folgenden nur die Verhdltnisse der Koeffizienten beriicksichtigt werden,
ist es erlaubt, alle Koeffizienten irgend einer Substitution mit einer und der-
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selben von Null verschiedenen endlichen GriBe zu multiplizieren. Es ist zweck-
méBig, jede Substitution (3) derart zu normieren, daf das Maximum der absoluten
Betrige der Koeffizienten einen bestimmten endlichen und von Null verschiedenen
Wert, z. B. Eins, hat.

Es sei irgend eine unendliche Folge von Substitutionen (3) gegeben, die in
oben angegebener Weise normiert sind. Offenbar 1liBt sich eine Teilfolge ¢ der-
gelben finden derart, daf die Koeffizienten bestimmte endliche Grenzwerte §;,
besitzen, die nicht simtlich verschwinden. Die Substitution

nd-1
4 Yi = 2 Pints i=12,..,n+1
soll die Grenzsubstitution von ¢ genannt werden. Von der Folge 6 selbst
werden wir die Benennung Normalfolge anwenden. Wir sagen, daf diese
Normalfolge vom Rang p ist, wenn die Determinante

(6) |B:.xl

der Koeffizienten von (4) den Rang ¢ hat, d. h. wenn alle Unterdeterminanten
(¢ +1)-ter Ordnung von (5), nicht aber alle Unterdeterminanten ¢-ter Ordnung
gleich Null sind.

Fiir ¢ = n+1 stellt (4) eine allgemeine lineare Substitution einer nicht-
verschwindenden Determinante dar. Werden die Substitutionen von ¢ mit

Sn SH Say e
bezeichnet, so konvergieren die Substitutionen der Folge
5,7 8,4 (»=1,23,..)

im vorliegenden Falle gegen die identische Transformation.
Es sei daher im Folgenden ¢ <. Die Gleichungen (4) definieren dann
n+1—p der Griofen

Yis Uss -+ Yant

als lineare Funktionen der ¢ fibrigen. Bei unbegrenzt variierenden Werten der
komplexen Grofen (y) bestimmen die zugeordneten Werte von (y') also eine L, ,
die wir mit M, () oder kurz M,_, bezeichnen.

Wir betrachten ferner die Gleichungen

(6) "le Bivye =10 (i=1,2..n+1).

x—1
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Die Mannigfaltigkeit der diesen Gleichungen geniigenden Wertsysteme (4,, ¥,, ..+, Ynsr)
definiert eine L, ,, die im Folgenden mit M, () oder kurz M,_, bezeichnet wird.

Wir nennen die linearen Mannigfaltigkeiten M, , (6) und Il_l,,_q(o) dag erste
resp. zweite Element der Normalfolge 6. Aus ihrer Definition geht hervor,
daB sie reelle Mannigfaltigkeiten sind, wenn die Substitutionen von o reelle
Koeffizienten haben.

B. Jede lineare Substitution (3) kann geometrisch als eine Kollineation des
Raumes R, in sich interpretiert werden. Es sei nun (u) irgend eine im Raume
R, gelegene Punktmenge. Indem wir auf dieselbe die Gesamtheit der Substi-
tutionen der Normalfolge ¢ anwenden, erhalten wir eine unendliche Anzahl
transformierter Punktmengen. Diese besitzen dann wenigstens einen Hiufungs-
punkt, d.h. einen Punkt, in dessen beliebig kleiner Umgebung unendlich viele
der transformierten Mengen von () Punkte besitzen. Wir bezeichnen mit 6 (u)
die Menge aller Hiufungspunkte der Transformierten von (u). Es ist unsere
nichste Aufgabe, die Menge 6(u) zu bestimmen und ihre Abhéngigkeit von der
Menge (u) zu studieren. '

Diese Aufgabe soll zuerst fiir den Fall geliost werden, wo (u) eine im
projektiven Sinne abgeschlossene Punktmenge ist, die keinen Punkt des zweiten
Elementes M, , der Normalfolge ¢ enthilt, wobei also ¢ < vorausgesetzt ist.

Wir betrachten zu diesem Zweck die von der Grenzsubstitution (4) ver-
mittelte Abbildung, die fir ¢ == » eine ausgeartete Projektivitit ist. Nach dem
Obigen wird jedem dem Element Mn_g(a) nicht zugehdrigen Punkt des Raumes
R, vermige (4) ein bestimmter Punkt des Elementes M, (o) entsprechen, der
mit dem Anfangspunkte stetig variiert. Wir konnen den auf M,_,(c) gelegenen
Bildpunkt beliebig vorschreiben, indem wir dem Gleichungssystem (4) von M,
ein System linearer Gleichungen

nt
@ xgly«'.ny:’: =0 (i=12..,0~1)
adjungieren, die von einander und von den Gleichungen (4) unabhdngig sind.
Die Gleichungen (7) definieren zusammen mit (4) eine durch M,,_@(d) gehende
L, o, Simtliche Punkte dieser L,,,, die nicht gleichzeitigz dem Element Zl_[,,_e
angehdren, werden vermige der ausgearteten projektiven Transformation (4) in
den gegebenen Punkt von M, , tiberfiihrt.

Wir wollen das Resultat der obigen Betrachtungen im folgenden Satz aus-
driicken.

Acta mathematios. 46. Imprimé le 9 juillet 1925. 29
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Satz 1. Durch die ausgeartete projektive Transformation (4) wird eine umkehr-
bar eindeutige Bezichung swischen den durch ITI[,,_Q gehenden L, _,,, und den Punkten
von M, derart vermittelt, daf} simtlichen Punkien irgend einer der fraglichen L, ..,
die nicht zugleich dem Element Jk—l,‘_e angehiren, ein einziger Punkt des Elementes
M,_, zugeordnet wird.

6. Es sel nun (g) irgend eine im Raum R, gelegene abgeschlossene Punkt-
menge, die keinen Punkt von Mﬂ_g(a) enthdlt. Nach dem Vorhergehenden wird
der Menge (u) vermoge (4) eine auf M, (o) gelegene Punktmenge zugeordnet.
Wir behaupten, daf diese letztere Punktmenge identisch mit der oben definierten
Héufungsmenge o(u) ist. Es wird m. a. W. bebauptet, dab die Konvergenz der
Punkte gegen die resp. Hiufungspunkte anf M, , in der Menge (u) gleichmifBig
ist, so daf in jedem im projektiven Sinne abgeschlossenen Bereich, der keinen
Pankt von o () enthilt, nur endlich vielen transformierten Mengen von (u) zuge-
horige Punkte existieren kinnen.

Wegen der Definition von ﬂ"_q(a) koénnen die Funktionen (4) in keinem
Punkt von (u) gleichzeitig verschwinden. Wir konnen daher die Menge (u) in
endlich viele Teile derart zerlegen, daB in jedem Teil wenigstens eine der linearen
Funktionen (4) bestindig von Null verschieden bleibt. Zugleich kann man offen-
bar erreichen, daB in jeder Teilmenge stets wenigstens eine der Koordinaten
y, 6 =1,2,...,n+1) nicht verschwindet.

Wir betrachten eine der fraglichen Teilmengen, etwa diejenige, u,, wo
Yoer ¥ 0 und ”-2*-;‘ B.i1x¥x ¥ 0 ist. Wir fihren die inhomogenen Variablen

%=1

Ty = Y Ynnry xi’=yt{:?/1’x+1 (7’=1,2y1n)

ein und wir konnen die Substitutionen von ¢ durch den Awusdruck

C)] T, = L

n+1
darstellen, wo wir allgemein
Lo' = @;,Z, + Ci sy ++ Cinly + % nt1

gesetzt haben. KEs sei

@) T =

n+1

der analoge Ausdruck der Grenzsabstitution (4) von 6, deren Koeffizienten Grenz-
werte der entsprechenden Koeffizienten der Substitutionen (8) sind. Weil nun
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wegen der oben gemachten Annahmen (g,) im Endlichen gelegen ist und weil
L,,, in der abgeschlossenen Menge (1,) von Null verschieden und daher absolut
oberhalb einer von Null verschiedenen Grenze bleibt, so gelten offenbar in der

fraglichen Punktmenge gleichmiiBig die Gleichungen
lim (2, — /) = 0 G=1,2..,n).

Somit hdufen sich die Punkte von (u,) und daher auch diejenigen von (u) bei
Ausfithrung der Substitutionen von ¢ gleichmiBig nach M,,, w.z b. w.

Wir behaupten, dafl eine gleichméfiige Hiufung der Punkte nach M, bei
Ausfithrung der Substitutionen von ¢ in keinem 2#x-dimensionalen Bereich statt-
finden kann, der Punkte von JTI,,_(, in seinem Innern enthilt.

Es sei ndmlich M ein Bereich, der einen Punkt P von Jl_l,,_g als inneren
Pankt hat. Wir ziehen durch P eine beliebige L, die mit M, o keinen von
P verschiedenen Punkt gemeinsam hat. Nach dem Obigen konvergieren die dem
Bereich U nicht angehtorigen Punkte von I, bei Ausfithrung von ¢ gleichmiBig
gegen das Element M, .. Wire dies auch mit den Punkten von U der Fall, so
miiften die Punkte auf der ganzen L, gleichmiBig gegen M, , konvergieren, was
unmiglich ist, weil L, eine lineare Mannigfaltigkeit hoherer Dimension als M,
ist. Damit ist die obige Behauptung bewiesen.

Wir konnen unsere bisherigen Resultate im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 2. Bei Ausfihrung der Substitutionen der Normalfolge 6 vom Rang o
und mit den Elementen M, und M,_, konvergieren die Punkte in jeder abgeschlossenen

n—p

Menge (u), die keinen Punkt von M

der auf M, , gelegenen Menge 6 (u).
Ferner ist die gleichmifige Hiufung der Punkte gegen M

mdglich, der Punkte von M, — als innere Punkte enthilt.

neg CNthalt, gleichmdflig gegen die resp. Punkte

ot i1 keinem Bereich

7. Wir werden im Folgenden von dem Bereich, der ans der Gesamtheit der
zum zweiten Element M, —(6) nicht gehorigen Punkte des Raumes R, besteht,
die Benennung Normalbereich der Folge ¢ anwenden, im Hinblick auf den
Zusammenhang, der zwischen den Folgen ¢ und den Normalfamilien analytischer
Funktionen von MonteL [14] besteht.

Offenbar enthilt jede Folge eine Teilfolge, die nebst ihrer inversen Folge,
d. h. der Folge der inversen Substitutionen, normal ist. Jede solche Folge soll
als umkehrbar normale Folge bezeichnet werden. Unter ihren Rangzahlen
werden wir die Rangzahlen ¢ und ¢’ der gegebenen Folge und ihrer inversen
Folge verstehen.

29*
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Satz 8. Bei jeder umkehrbar normalen Folge ist das erste Element in dem
zweiten Element der inversen Folge enthalten.

Es seien M, ,, M, , die Elemente der gegebenen Folge ¢ und M_,, M i

Q—l, ﬂ‘?
diejenigen der inversen Folge ¢'. Wir werden nachweisen, daf das Element
M, , als ganzes in dem Elemente 'JW;,_‘, enthalten ist.

Es sei P ein beliebiger Punkt von Me—l und @ ein. beliebiger Punkt der-

jenigen durch ITI,’,_Q gehenden L, die- vermittels der Grenzsubstitution von ¢

—g+1) o>
dem Punkt P zugeordnet wird. Angenommen, daf @ nicht dem Element M, _,
angehort, konvergieren seine Transformierten @, = S,(Q) vermittels der Substi-

tutionen S, von ¢ nach Satz 2 gegen den Punkt P

Wire nun P auBerhalb des zweiten Elementes M,’,_Q, der inversen Folge ¢
gelegen, so kionnte man um den Punkt P herum einen Bereich U konstruieren,
dessen Transformierte vermittels ¢’ gleichmiiBig gegen eine gewisse auf M,
gelegene Punktmenge konvergierten. Dies widerspricht aber dem Obigen, weil
es im Bereich U unendliche viele Punkte ¢, gibt, deren Transformierte vermittels
der Substitutionen S;* von ¢ mit dem auBerhalb der Mannigfaltigkeit M_, ge-
legenen Punkt  zusammenfallen. Somit gehtren sdmtliche Punkte von M,
zugleich dem Element M,',_,\, an. Analog muB My, als ganzes im KElemente
M,_, enthalten sein.

Die Vergleichung der Dimensionen der Elemente I/, und M,’,_d, von denen
nach dem Vorhergehenden das erste als ganzes in dem letzteren enthalten ist,
fiilhrt zam

Satz 4. Die Rangzahlen ¢ und o' jeder umkehrbar normalen Folge gendigen
der Relation

(9) e+ =n+1l

8. Die vorhergehenden Betrachtungen I6sen vollstindig die Frage hinsichtlich
der Héufungsmengen ¢(u) beliebiger im Innern des Normalbereichs der Folge o
gelegenen Punktmengen (p). Man kann aber durch Anwendung der obigen Me-
thoden amch die Hédufung bei Punktmengen studieren, die Punkte auf der Be-
grenzung Mn_g des Normalbereichs besitzen. Mit Riicksicht auf spidtere An-
wendungen wollen wir hier den Fall niher betrachten, wo die gegebene Menge
() aus den Punkten einer Hyperfliche AZ , besteht, deren Gleichung wir durch

n—

Nullsetzen einer homogenen algebraischen Form g-ter Ordnung

(10) q)(y,,!/,,---, .'/n+1) =0
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darstellen. Es sei allgemein

"

+1
(11) Y = 2 4 (=1,2..,n+1)

x=1

der Ausdruck der v-ten Substitution von ¢. Die Gleichung
(12) PO, 9y Y = 0

stellt dann eine Hyperfliche dar, deren Punkte aus denjenigen der Hyperfliche
(10) vermittels der inversen Substitution von (11) erhalten werden. Bei unbe-
grenzt wachsendem » konvergieren die Koeffizienten in der Gleichung (12) gegen
die entsprechenden Koeffizienten in der Gleichung

(13) @Yy Yy ey Yud) = 0,
woO
n-1 .
(4) yn, = E‘ﬂi,xyx (2= 112"")n+1)

die Grenzsubstitution von ¢ darstellt.

Wir nehmen nun an, da8 die Hyperfliche (10) das erste Element M, (o)
nicht als ganzes enthdlt. Dann kann die linke Seite von (13) in den Variablen
(y) nicht identisch verschwinden. In diesem Falle stellt die Gleichung (13) das
Hiufungsgebilde der Hyperflichen (12) dar. Dieses Hiufungsgebilde ist eine
ansgeartete Hyperfliche ¢-ter Ordnung, die das Element JJT,,_Q (6) als ganzes enthilt.

9. Um die Gleichung des Hdufungsgebildes zu vereinfachen, bemerken wir,
daf man durch eine geeignete Koordinatentransformation bewirken kann, daB
das Gleichungssystem des Elementes M, , die Form

yg+1_=07 .'/9+a=01 cosy Y =0

erhdlt. Dann verschwinden alle Koeffizienten g;, fiir ¢ > ¢ in (4), und die Glei-
chung (13) nimmt die Gestalt

(14) ‘P(xnxn ...,.Z'g, Oa vy O) E E(xuxn Ty x@) =0
an, wo die Fuanktionen
n41 .
(15) T, = glﬂi,zyx (i= 1,2, Ty 9)

linear unabhingig sind. Wegen der Form der Gleichung (14) werden wir von
dem Hiufungsgebilde die Benennung ,zylindrische Mannigfaltigkeit anwenden.
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Nun stellt das System (15) bei irgend welchen der Gleichung (14) geniigenden
Werten der Variablen z,, z,, ..., z, gerade diejenige durch M, o gehende L, .,
dar, die vermdge der ausgearteten Projektivitit (4) dem Punkt (2, x,, ..., %,
von M, , zugeordnet wird. Somit ist das Hiufungsgebilde (14) identisch mit der
Mannigfaltigkeit der den Punkten des Schnittes des Anfangsgebildes (10) und
des Elementes J,, zugeordneten L, . Das Gebilde (14) ist somit von dem
fraglichen Schnitt allein abhiingig. Wir driicken die obigen Resultate durch
den folgenden Satz aus.

Satz 5. Das Hiiufungsgebilde der Transformierten einer beliebigen, das erste Ele-
ment nicht enthaltenden Hyperfliche vermittels der inversen Substitutionen der Normal-
folge & besteht aus einer ,eylindrischen“ Mannigfaltigheit, die das sweite Element
der Folge als ganzes enthdlt. Das betreffende Hiufungsgebilde ist identisch mit der
Mannigfaltigheit derjenigen L, _,,, dic vermige der Grenzsubstitution der Folge 6
den Punkten des Schnittes der gegebenen Hyperfliche mit dem ersten Element der
Folge zugeordnet werden.

Im niedrigsten Falle ¢ =— 1 nimmt dieser Satz die folgende Gestalt an:

Satz 6. Das Hiufungsgebilde der Transformierfen einer beliebigen den Punkt
M, nicht enthaltenden Hyperfliche AL, vermattels der inversen Substitutionen der
Normalfolge 6 mit den Elementen M, und M,_, bestecht aus der q-fach gesihlten
Hyperebene M,_,.

10. Wir wollen den Inhalt der beiden obigen Sidtze noch in einer anderen
Form darstellen, indem wir sie mit dem Satz 2 in Verbindung setzen, was spiter
von grofiem Nutzen sein wird.

Wir gehen zu diesem Zweck von der allgemeinen Form g-ter Ordnung

A 4 1,
9 2) = ZeanY Ys .- .’/n+T1

der Variablen y,, y,, ..., ¥,,, aus, deren Koeffizienten z, unbestimmte Parameter
seien. Indem wir diese Parameter als homogene Punktkoordinaten in einem Raum
R, (2) anffassen, erhalten wir eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den
Punkten von R,(2) und den Hyperflichen ¢-ter Ordnung von R, (y).

Jeder auf die Variablen y angewandten linearen Substitution entspricht eine
lineare Substitution der Gréflen 2. Zwischen den unendlichen Substitutionsfolgen
beider Ridume findet ein wichtiger Zusammenhang statt, den wir im folgenden
Satz auwsdriicken.
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Satz 7. Jeder Normaifolge 6 im Raume R,(y) mit den Elementen M, , und
fd_ﬂ_g entspricht im Raume R, (2) eine Normalfolge, deren erstes Element aus der
Gesamtheit derjenigen Punkte (2) besteht, die allen moglichen zylindrischen Mannig-
faltigkeiten (14) entsprechen, die durch Mn—e gehen und deren zweites Element iden-
tisch mit der Gesamtheit derjenigen Punkte (2) ist, die den durch M, gchenden
Hyperflichen A1, zugeordnet sind.

n—1

Der Beweis ergibt sich leicht aus der Identitit

(16) oy, <) = 9y, 2),

wo y' das Zeichen fiir die Grenzsubstitution von ¢ und 2’ die zugeordnete Grenz-
substitution der Variablen z bezeichnet. Man findet nidmlich erstens, daf die
Koeffizienten ¢;, der Grenzsubstitution

+
(17) d= 3 6. (i=1,2..,v+1)
x—=1

nicht simtlich Null sein konnen, weil @(y,z) nicht von z unabhingig Null sein
kann. Weil ferner die Koeffizienten ¢;, ganze rationale Funktionen der Koeffi-
zienten der Grenzsubstitation von ¢ sind, so ist die der Folge ¢ zugeordnete
Folge v der auf z bezogenen Substitutionen normal. Es seien N und N die
Elemente von z. Die Punkte von N kinnen durch das Gleichungssystem

vy 1 .

D Cety =0 t=12..,v+1)

x=1

dargestellt werden. Aus (16) geht hervor, daB die Gleichung
‘p@/) Z) =0

n41

der zugeordneten A4¢_, fir y/ = 3, B .y, identisch in den Variablen y ver-
x==1

schwinden wird. Die den Punkten von N entsprechenden A?_, enthalten somit

n—]

M, ,, ond dies findet offenbar auch umgekebrt statt. Ans den Sétzen 2 und b
geht aber dann hervor, daB die Punkte von N und die zylindrischen Mannig-
faltigkeiten (14) einander umkehrbar eindeutig entsprechen.

Damit ist der obige Satz bewiesen.

11. Einen wichtigen Spezialfall erhilt man, wenn ¢ eine lineare Form

n41
(18) P2 = 2 %Y

x—=1
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ist. Die auf die Variablen z bezogene Substitution ist dann die reziproke

oder die korrelative Substitution der Substitution der Variablen y, ndmlich
- nt1l

(19) 2= 3 a2 (=12, ..,n+1),

x=1
wenn (3) die auf y bezogene Substitution bezeichnet. Die Gleichung

(20) 9, 2) = 0

vermittelt jetzt eine umkehrbar eindeutige Beziehung (Korrelation) zwischen den
Punkten und den Hyperebenen der Rédume R,(y) und R, (2). Jeder Normalfolge
der Substitutionen (3) entspricht eine Normalfolge gleichen Ranges der korre-
lativen Substitutionen (19). Dabei sind die Punkte des ersten (zweiten) Elementes
der einen Folge und die durch das zweite (erste) Element der anderen Folge
gehenden Hyperebenen aufeinander korrelativ bezogen.

12. Das einfachste Beispiel von Normalfolgen geben uns die Potenzen einer
einzigen Substitution.
Wir betrachten die Substitution

(21) Yi = @y (i=12, "'!”+1))

wo die Maultiplikatoren o,, ®,, ..., ®,,, etwa reelle positive, nicht abnehmende
Zahlen sind. Es sei

mximgé'“imx<w»+1 T T Oy

Man bestidtigt dann unmittelbar, daB bei unbegrenzter Iteration von (21) die
Gesamtheit derjenigen Punkte, die der linearen Mannigfaltigkeit

Mx-x S Yprr = Ypr = = Ypy = 0
nicht angehtren, nach bestimmten Punkten von
-Mn—-x : y1=y5="'=yx=0

konvergieren. Die sukzessiven Potenzen von (21) bilden somit eine Normalfolge
des Ranges n —x+1 mit den Elementen M, ,, M, .. Dadurch kann man Normal-
folgen beliebigen Ranges erhalten. Man kann dabei, indem man eine geeignete
Anzahl der ersten Multiplikatoren von (21) einander gleich setzt, erreichen, daf
auch die inverse Folge eine Normalfolge von einem vorgeschriebenen Range wird.

Wir wollen die obigen Ergebnisse etwas ndher in den niedrigsten Fillen
erliutern.
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n =1

13. Fiir die bindren Substitutionen
(22) y; = ayx'*'p_yn y; = 7y1+6ys

kann ¢ = 2 oder ¢ = 1 sein. Die Elemente der Normalfolgen vom Rang Eins
reduzieren sich auf Punkte M,, M,, Man bestitigt leicht, daB jede Normalfolge
umkehrbar normal ist.
Wir betrachten ndher die zyklischen Folgen, die aus den Potenzen einer
einzigen Substitution (22) bestehen. '
Es seien @, und o, die Wurzeln der Gleichung

e—ao f

= 0.

y O0—o

Ist erstens w, + ®,, so kann (22) vermdge einer linearen Transformation
in die Form

(23) Y= 0,9, ¥ = 0,9,

iiberfiihrt werden.

Im ,elliptischen Falle* |o,| = |@,| bilden die Potenzen von (23) entweder
eine endliche Folge, oder sie bilden eine unendliche Folge, die unendlich viele
Normalfolgen vom Rang Zwei enthidlt. Um irgend eine dieser Normalfolgen zu
definieren, hat man eine unendliche Folge der Potenzen (23) zu wihlen, deren
Exponenten m den Gleichungen

m(arg o, — arg o,) = o + ¢,, (mod. 2x)
geniigen, wo o irgend eine reelle GréBe und lim &, = O ist.
m=00
In den ,loxodromischen* und ,hyperbolischen* Fillen, wo |o,] F |o,| ist,
bilden die Potenzen von (23) eine Normalfolge vom Rang Eins mit den Elementen

M :y =0 X

:y:=0:

wenn |m,| < |@,| ist, welche Elemente die Fixpunkte von (23) sind.
Ist o, = w,, so kann man bekanntlich der Substitution (22) nach Aus-
filhrung einer geeigneten Transformation den Ausdruck

y: = 0%+ Yy .'/; = 0,1,

geben. In diesem ,parabolischen“ Falle bilden die sukzessiven Potenzen der
Substitution wieder eine Normalfolge vom Rang Eins, deren Elemente M, und
Acta mathematicg. 48. Imprime le 9 juillet 1925. 30
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M, mit einem und demselben Punkt, nimlich dem einzigen Fixpunkt y, = 0,
zusammenfallen:

In den beiden letzteren Fillen gibt der Satz 2 den bekannten Satz, da8
bei der Iteration der nichtelliptischen Substitution (22) die Punkte in jedem ab-
geschlossenen, einen der Fixpunkte nicht enthaltenden Bereich gleichmiBig gegen
den zweiten Fixpunkt konvergieren.

n = 2

14. Bei den terniren Substitutionen
(24) Y = ey, + By + 7Y, (i=1,23)

sind zwei Arten der Normalfolgen mit verschwindender Determinante (5) vor-
handen.

o = 2. Von den Elementen M,, M, ist hier das erste eine Gerade, das
zweite ein Punkt. Nach dem Satz 2 hiufen sich die Punkte bei Ausfiihrung.
der Substitutionen der fraglichen Normalfolge in jeder abgeschlossenen, den
Punkt M, nicht enthaltenden Menge gleichmiBig nach der Geraden M,. Damit
zwel Punkte dabei einen und denselben Hiufungspunkt besitzen, ist es notwendig
und hinreichend, daB sie einer und derselben durch den Punkt M, gehenden
Geraden angehoren. Fermer bestehen die Héunfungsgebilde der Transformierten
einer beliebigen Kurve, die die Gerade M, nicht als Ganzes enthilt, vermittels
der inversen Substitutionen der Folge pach Satz 5 aus gewissen Geraden des
Biischels mit dem Mittelpunkt M,, welche Geraden von den Schnittpunkten der
gegebenen Kurve mit M, allein abhingig sind.

¢ = 1. Von den Elementen M,, M, ist jetzt das erste ein Punkt, das
zweite eine Gerade. Die auBerhalb der Geraden M, gelegenen Punkte konver-
gieren bei Ausfiibrung der Substitutionen der Folge gegen den Punkt M,. Ferner
besteht das Hiufungsgebilde der Transformierten jeder nicht durch M, gehenden
Kurve p-ter Ordnung vermittels der inversen Folge aus der p-fach gezihlten
Geraden M.

Als Beispiel betrachten wir die von den Potenzen einer einzigen terniiren
Substitution (24) gebildete Folge. Wir beschrinken uns der Kiirze halber auf
den allgemeinen Fall, wo die Wurzeln der determinierenden Gleichung der Sub-
stitution voneinander verschieden sind. Dann 1iBt sich die Substitution in der
Form

(25) Y= Y, Y= 09, Y= .Y

schreiben.
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Um eine Normalfolge zu erhalten, bilden wir eine unendliche Folge von
Potenzen der Substitution (25):

(26) 8™ 8™ §™ .

fiir welche die Grenzwerte

(27) lim #,(arg o, — arg o,) = m, (=1,2),
Y =00

mod. 2% genommen, existieren. Wir wihlen die Bezeichnung so, da8
(o, = |0, = |,

wird, und wir unterscheiden die folgenden vier Fille:

1% |o,| = |o,] = |@,]. Man bestitigt unmittelbar, daf die Folge entweder
endlich ist (periodischer elliptischer Fall) oder unendlich und vom Rang ¢ = 3
(aperiodischer elliptischer Fall).

2% |o,|<|@,| = |o,|. Die Folge ist vom Rang ¢ = 2 mit den Elementen

M oy =0 H:yx=y3=0'

0

Die zugehérige Grenzsubstitution ist dquivalent mit der Zentralprojektion vom
Punkt M, aus auf die Gerade M,

3% |o,| = |o,] <|w,|. Man hat hier eine Folge vom Rang Eins mit den
Elementen

M):y1=y2=0; Mﬁ!/a=0,

1

welche als eine inverse Operation der in 2° betrachteten Projektion, ndmlich
als Projektion von der Geraden M, aus nach dem Punkt M, angesehen werden
kann. Dabei werden alle anBerhalb M, gelegenen Punkte gegen M, konvergieren.
Auf der Geraden M, reduziert sich unsere Substitution in eine binire elliptische
Substitution. Fiir die Folge (26) hat man auf M, die Grenzsubstitution

="y, y=-¢""y,
die als eine Drehung um einen festen Punkt im biniiren Gebiete M, angesehen
werden kann.
4%, |o|<|o,|<]|w,. In diesem Falle bilden die sukzessiven positiven
Potenzen von (25) eine Normalfolge vom Rang Eins mit den Elementen

M:y=y=0 M:y=0

1

Auf der Geraden M, hat (25) jetzt die Eigenschaften einer hyperbolischen oder
30*
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loxodromischen Substitution, indem alle Punkte von M,, von dem invarianten
Pankt y, = y, = 0 abgesehen, gegen den Punkt y, = y, = 0 konvergieren.

Jede der obigen Folgen ist umkehrbar normal, wie leicht einzusehen ist.
Die inverse Folge einer Folge des Typus 1° ist wieder eine Folge dieses Typus.
Die inverse Folge einer Folge des Typus 2° ist eine Folge des Typus 3° und
umgekehrt. SchlieBlich ist die inverse Folge einer Folge des Typus 4° wieder
eine Folge desselben Typus.

n = 3

16. Es gibt drei verschiedene Typen von Normalfolgen der Raumkolli-
neationen mit verschwindender Determinante (5).

¢ = 8. Die Elemente einer Normalfolge vom Rang Drei sind eine Ebene M,
und ein Punkt M,. Nach Satz 2 hdufen sich die Punkte in jeder abgeschlossenen
Menge, die den Punkt M, nicht enthiilt, gleichmiBig nach der Ebene M, Der
Satz & gibt hier den Satz, daB bei Ausfihrung der Substitutionen der inversen
Folge jede Fliche, die die Ebene M, nicht enthilt, als Hinfungsgebilde ihrer Trans-
formierten eine Kegelfliche mit der Spitze M, hat. Dieser Kegel ist von der
Schnittkurve der gegebenen Fliche mit der Ebene M, allein abhingig.

Die einfachste geometrische Darstellung der einer Normalfolge dritten
Ranges entsprechenden Grenzsubstitution besitzt man in der Projektion von
einem Punkt auf eine Ebene (Zentralprojektion), wobei der Punkt und die Ebene
die Elemente der Folge sind.

¢ = 2. Die Elemente einer Normalfolge vom Rang Zwei sind beide Geraden.
Die auBerhalb der zweiten Geraden M, gelegenen Punkte werden gleichmiig nach
den Punkten der ersten Geraden M, derart konvergieren, daB die Punkte einer
und derselben durch M, gehenden Ebene eine und dieselbe auf M, gelegene
Hiufungsstelle haben. Das Hiaufungsgebilde der Transformierten einer beliebigen,
die Gerade M, nicht enthaltenden Fliche vermittels der Substitutionen der
inversen Folge besteht aus einem Ebenenbiischel mit der Achse M,.

Die einfachste geometrische Darstellung der hierher gehorigen Grenzsubsti-
tution hat man in der axialen Projektion von einer Geraden M, auf eine andere
M,, welche Geraden die Elemente der betreffenden Folge sind.

o = 1. Die Elemente einer Folge ersten Ranges sind ein Punkt ¥, und
eine Ebene M, Der Punkt M, ist der Hiufungspunkt fiir alle Punkte auBer-
halb M,. Die Ebene M, ist, ein- oder mehrfach gezihlt, das Hiufungsgebilde
fiic die Transformierten der Flichen, die den Punkt M, nicht enthalten, ver-
mittels der inversen Folge. Die einfachste geometrische Darstellung der Grenz-
substitution im vorliegenden Falle hat man in der Projektion von einer Ebene M,
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aus nach einem Punkt M,, was die inverse Operation der im ersten Falle ange-
wandten Operation ist.

§ 2
Folgen linearer Substitutionen, die eine algebraische Mannigfaltigkeit
in sich selbst iiberfiihren,

.16, 'Wir werden in diesem Paragraphen Folgen linearer Substitutionen unter-
suchen, die algebraische Mannigfaltigkeiten in sich selbst transformieren. Unsere
Betrachtungen werden zu einer interessanten Relation fithren, die zwischen der
Rangzahl der Normalfolgen der betreffenden Substitutionen und einer fiir die
genannten Mannigfaltigkeiten charakteristischen Zahl herrscht. Ferner wird aus
dem Folgenden eine Beziehung zwischen den invarianten Mannigfaltigkeiten und
den Elementen der Normalfolgen zugehdrigen Substitutionen hervorgehen, die
wichtige Anwendungen gestattet.

Wir betrachten zuerst Mannigfaltigkeiten, die durch- Nullsetzen einer ge-
wohnlichen algebraischen Form ¢(y,,¥,,...,¥,,), also durch die Gleichung

(28) PWss Yasy ooy Yng) = 0

dargestellt werden. Jede lineare Substitution, die eine solche Mannigfaltigkeit
ungetindert 146t, filhrt die Form ¢ bis auf einen konstanten Faktor in sich selbst
iiber. Es sei nun ¢ eine Normalfolge des Ranges ¢ = » von Substitutionen, die
(28) invariant lassen, und ¥, ,, fl,,_g ibre Elemente. Angenommen, daf (28) das
Element M, , nicht als Ganzes enthilt, miissen nach Satz 5 die Transformierten
von (28) vermittels der inversen Folge ¢’ als Hidufungsgebilde eine zylindrische
Mannigfaltigkeit haben, die das Element M,_, als Ganzes enthilt. Weil nun das
Gebilde (28) anderseits mit seinen séimtlichen Transformierten und somit auch
mit dem Héaufungsgebilde derselben identisch ist, muB es entweder eine zylin-
drische Mannigfaltigkeit sein oder das Element M, , als ganzes enthalten. Daher
gilt der

Satz 8. Jede algebraische nichizylindrische Mannigfaltigheit (28) enthdilt die
ersten Elemente samtlicher Normalfolgen, deren Substitutionen die betreffende Mannig-
faltigkeit invariant lassen.

Fir die zweiten Elemente gilt ein analoger Satz, der spiter wichtige
Anwendungen finden wird.

Satz 8. Wird cine algebraische nichteylindrische Mannigfaltigheit durch die
Substitutionen einer Normalfolge in sich selbst transformiert, so ist jede das sweite
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Element der Folge enthaltende Hyperebene eine Tangentenhyperebene der imvarianten
Mannigfaltighket.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar, wenn man (28) als Ein-
hiillende ihrer Tangentenhyperebenen betrachtet.

Wir gehen zu diesem Zweck in der in Nr. 11 angegebenen Weise vermoge
(18) zum korrelativer Raum R, (2) iiber, wobei die Hyperfliche p-ter Ordnung
(28) in eine Hyperfliche p-ter Klasse iibergeht. Diese neue Hyperfliche ist
offenbar nichtzylindrisch, und sie enthilt nach Satz 8 sdmtliche Punkte der
ersten Elemente der Normalfolge der korrelativen Substitutionen. Weil diesen
Punkten im Raum E, (y) die Hyperebenen darch das zweite Element der gegebenen
Folge entsprechen, ist die Richtigkeit des obigen Satzes dargetan.

Definition, Wir sagen, daf das Gebilde ¢ = 0 bzw. dic Form ¢ die kom-
plexe Charakteristik ¢’ hat, wenn das Gebilde wenigstens eine L
L, als Ganzes enthill.

o—1y dagegen keine

Aus dem Satz 8 folgt dann unmittelbar der

Satz 9, Der Rang ¢ jeder Normalfolge von Substitutionen, dic eine nicht-
aylindrische algebraische Mannigfaltigheit der komplexen Charakteristik ' in sich
selbst transformieren, geniigt der Bedingung
29) 0=4q,
wenn nicht 9 = n+1 st

In dem Falle, wo ¢ eine reelle Form, d. h. eine Form mit reellen Koeffi-

zienten ist, werden wir neben ¢’ noch eine zweite Grife, die (reelle) Charak-
teristik ¢ einfiihren.

Definition. Wir sagen, daf8 die reelle Form @ bzw. das reelle Gebilde ¢ = 0
die (reelle) Charakteristik q hat, wenn das Gebilde ¢ = 0 wenigstens eine reelle
L,_,, dagegen Leine reelle L, als Ganzes enthilt.

Offenbar ist fiir jede reelle Form
(30) 1=4.

Weil die Elemente jeder Normalfolge reeller Substitutionen reell sind, gilt
der folgende dem Satz 9 analoge

Satz 9'. Der Rang ¢ jeder Normalfolge reeller Substitutionen, die eine reelle
nichtzylindrische algebraische Mannigfaltigheit der reellen Charakteristik q invariant
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lassen, geniigt der Bedingung
(31) 0=4g,

wenn wicht ¢ = n+1 ist.

Es sei ¢ insbesondere eine reelle definite Form. Weil das Gebilde ¢ =0
dann keine reellen Punkte hat, ist ¢ = 0. Die Relation (31) kann aber dann
nicht gelten, weil der Rang o nach seiner Definition mindestens Eins ist. Da.her
muBl ¢ = n+1 sein. Es gilt somit der

Satz 10. Reelle Substitutionen, die eine definite Form in sich selbst trams-
formieren, konnen nur Normalfolgen vom mazimalen Rang ¢ = w4 1 bilden.

17. Die obigen Betrachtungen behalten ihre Giiltigkeit, wenn man die
gewdhnliche Form ¢ durch eine Form mit konjugiert imaginiren Variablen, d. h.
die Hermitesche Form ersetzt. Diese Formen haben den Ausdruck:

(32) v,y = Doty gy
(”1+[‘Ls+"'+un+x = v, + v+ +Vn+1_p))

wo allgemein y und ¥ konjugiert imaginire GriBen bezeichnen und

(4

v

=
ist. Die Gleichung
(33) v(,y) =0

stellt eine im allgemeinen (2#—1) dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit
des Raumes R, dar, vorausgesetzt, daf die Form (32) nicht definit ist.

Um eine in allen Fillen existierende geometrische Darstellung fiir (33) zu
erhalten, zerlegen wir die Variablen y, in ihren reellen und imaginiiren Bestandteil :

(34) Yo = YaF+its, Y= 9—iyy (x=12..,n+1)
Dadurch geht (32) in eine gewthnliche reelle Form

(36) Q(Yis Y o v oy Yhosss Yoy Yy« o Y

der 2%+ 2 Variablen y,, ¥, (*=1,2,...,n+1) iiber. Wir lassen nun diese
Variablen wieder komplexe Werte annehmen und wir deuten dieselben als
homogene Punktkoordinaten in einem Raume R,,,. In der Hyperfliche dieses
Raumes, die durch Nullsetzen der Form (35) erhalten wird, haben wir eine in
allen Fillen brauchbare geometrische Darstellung der Hermiteschen Form (32).

Die Gleichungen (34) ordnen jeder im Raum R, gelegenen L, eine reelle
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L,,,, des Raumes R,  zu. Es sei ¢ eine Normalfolge komplexer Substitutionen,
die die Form (32) bis auf einen konstanten Faktor invariant lassen. Ks sei ¢
der Rang von ¢ und ¥, , und E{,,_g ihre Elemente. Die zugeordneten reellen
Substitutionen zwischen den Variablen ¥/, y”, welche die Form (35) invariant
lagsen, bilden dann offenbar eine Normalfolge, die als Klemente die den Ele-
menten von ¢ zugeordneten L,,, und L,,,,,, hat. Nach Satz 8 gehtrt das erste
dieser Elemente L,, , als Ganzes der Hyperfliche ¢ = 0 an. Dann muf aber M,
als Ganzes in der Hermiteschen Mannigfaltigkeit (33) enthalten sein, woraus folgt,

daB die Beziehung (31) auch im vorliegenden Falle giiltig ist.

18. Die einfachste Anwendung der obigen Resultate ergibt sich bei den
quadratischen Formen.

Es sei ¢ zuerst eine gewdhnliche gnadratische Form. Bekanntlich kann
gie dann vermittels einer reellen linearen Transformation in die kanonische Form

(36) 9 =g+t A Yo=Yy @FI=12+1)

iiberfiihrt werden. Es sei z. B. ¢ <p. Dann enthilt die quadratische Mannig-
faltigkeit

37 =20
die reelle L, _,:

Y = Yprs Y = Ypray -5 Yy = YUproy
yq+1 = Oy yq+, = 0, ey yp = 0.

Dagegen enthilt (37) keine reelle L,. Denn jede in (37) enthaltene reelle L,
miite mit der reellen linearen Mannigfaltigkeit

yp-!—l=01 ypd»H:O’ veey yp+q=0

einen reellen auf (37) gelegenen Schnittpunkt besitzen, was unmoglich ist. Somit
hat (36) die reelle Charakteristik . Wiire p = ¢, so hitte (36) die reelle Charak-
teristik p. Unsere Definition der reellen Charakteristik deckt sich somit fiir die
reellen quadratischen Formen mit der gewthnlichen Definition der Charakteristik.
Sie bildet eine in mehrerer Hinsicht natiirliche Verallgemeinerang des bisher
nur fiir die qoadratischen Formen definierten Begriffs und sie ist eine allen
reellen linearen Substitutionen gegeniiber invariante Eigenschaft reeller alge-
braischer Formen.

In analoger Weise findet man, daB bei den quadratischen Hermiteschen
Formen die von uns definierte Charakteristik mit der frilher gegebenen Definition
dieses Begriffs identisch ist.
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19. Die Normalfolgen von Substitutionen, die eine gewdhnliche oder Her-
mitesche quadratische Form in sich'selbst tiberfithren, besitzen gewisse bemerkens-
werte Eigenschaften, die im allgemeinen Falle fehlen. Wir wollen im Folgenden
einige die genannten Folgen betreffende Sitze herleiten, die spiter eine mehr-
fache Anwendung finden.  Es sei

(38) o) = '3 a4

v =1
eine quadratische Form einer nichtverschwindenden Determinante, deren Koeffi-
zienten beliebige komplexe Zahlen sein kopnen. Durch eine geeignete lineare
Transformation kann man dieselbe in die Form

(39) S T

iiberfilhren. Jede Substitation S, die (38) invariant l48t, gebt dabei in eine
orthogonale Substitution

w41
(40) Yi = 2 el t=12..,n+1)

x=1
iiber. Nun hat die inverse Substitution von (40) den Ausdruck

C) W="3 et G=12.,n41),
x=1

woraus hervorgeht, dafl jede Normalfolge erthogonaler Substitationen eine umkehr-
bar normale Folge ist, deren beide Rangzahlen einander gleich sind. Weil nun
jede lineare Transformation den Rang einer Normalfolge ungeiindert 148t, kann
man aus dem Obigen den Schluf ziehen, daf jede Normalfolge von Substitutionen,
welche eine quadratische Form in sich selbst transformieren, eine umkehrbar nor-
male Folge ist, deren beide Rangzahlen einander gleich sind.

Wir verstehen wie iiblich unter der Polare des Punktes (u,, u,, ..., ,,,) in
bezug aunf (38) die Hyperebene
(42) T o

i—=1 T

Es sei ¢ irgend eine Normalfolge der oben betrachteten Art mit den Elementen
M, und ﬂn—e’ ferner sei ¢' die inverse Normalfolge mit den Elementen M,
und M, , Um die gegenseitige Lage der Elemente genauer zu studieren, gehen
wir von irgend einem Punkt P und seiner Polave x aus, auf welche wir die

Substitutionen von ¢ gleichzeitiz anwenden. Nach Satz 2 konvergieren die
Acta mathematica. 46. Imprimé le 15 jnillet 1925. 31
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4o 8ngehort.
Ferner gibt der Satz b auf die Hyperebene z» angewandt das Resultat dafl das
Hiufungsgebilde der Transformierten von = vermittels ¢ das Element M,’,_“7 ent-
hilt, wenn nicht M, in = enthalten ist. Weil nun die Polaritit zwischen den
Punkten und Hyperebenen durch die Substitutionen, die ( (38) invariant lassen,
nicht zerstort wird, so miissen die Elemente M, und M, g Polare Gebilde sein,
d. h. die Punkte des ersteren und die durch das letztere gehenden Hyperebenen
sind einander paarweise polar zugeordnet. Dies ist natiirlich auch mit den Ele-

and M__der Fall. Wir haben also den

Transformierten von P gegen M, ,, wenn P nicht dem Element X,

menten M’

e n~p

Satz 11. Jede Normalfolge, deren Substitutionen eine quadratische Form einer
nichtverschwindenden Determinante in sich selbst'ﬁberfdhren, ist umkehrbar normal und
mit gleichen Ramgzahlen. Ferner findet ewischen dem ersten Element dieser Folge
und dem sweiten Element ihrer inversen Folge eine Polaritit statt, indem jedem
Punkt des ersten Elementes eine durch das zweite Element gehende Hyperebene,
nimlich die eum betreffenden Punkt gehirige Tangentenhyperebene der tnvarianten
Mannigfaltigkeit zugeordnet wird.

20. Der obige Satz gilt ungeéindert fiir die Folgen linearer Substitutionen,
welche eine indefinite quadratische Hermitesche Form

. n+41 _ ( 11
(48) YY) = X Gtd (c' ieec )

v

in sich selbst transformieren.

Zum Beweis bringen wir (43) vermittels einer linearen Transformation in
die Grestalt

P _ i ol _
(44) 2 YiYi— 2 YsuYn
=1 x:-=p+41

Ist (3) eine Substitution, die (44) invariant 1d8t, so hat die inverse Substitution
den Ausdruck

%= D E o
wo das Zeichen + fiir ¢ <p, x <p) und (: >p, x>p) und in anderen Fillen
das — Zeichen anzuwenden ist. Man findet dann wie friiher, daf jede Normal-

folge der fraglichen Substitutionen umkehrbar normal mit gleichen Rang-

zahlen ist.
Der letzte Teil des Satzes 11 wird auf den vorliegenden Fall unmittelbar

iibertragen, wenn man die Polare des Punktes (%, u,, ..., %,,) durch die Glei-
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chung

n41 a¢
45 u,-.— = 0
(#6) izi ' 0y,
definiert.

II. Diskontinuierliche Kollineationsgruppen.

§ 3.
Normale Diskontinuitiit,

21. Die Untersuchungen des vorigen Kapitels beziehen sich auf die geo-
metrischen Eigenschaften der unendlichen Folgen linearer Substitutionen. Es
sollen jetzt diskontinuierliche Grappen linearer Substitution in Betracht gezogen
werden.

Unter einer diskontinuierlichen Gruppe soll im Folgenden eine Gruppe ver-
standen werden, die keine infinitesimale Substitution besitet, d. h. die keine gegen die
Identitit konvergierende Folge von Substitutionen enthdlt.

Es sei I' eine diskontinuierliche Kollineationsgruppe und o:

Su Sz: Ssy e

eine beliebige Normalfolge ihrer Substitutionen (3). Wire der Rang von ¢ gleich
n+1, d. h. die Determinante der zugeordneten Grenzsubstitution von Null ver-
schieden, so wiirde die Folge

Sy-l Sv+n ('v = 1: 2; 37 . '):

die ebenfalls eine Folge von I' ist, gegen die Identitdit konvergieren. Weil dies
gegen unsere Annahme ist, so ergibt sich der

Satz 12. Eine diskontinuicrliche Gruppe von linearen Substitutionen

n41 .
y:’ = E an’,xyx (?‘=1’27“'7”+1)

x—=1

kann keine Normalfolge vom Rang n+ 1 enthalten.

Wir bezeichnen mit (M) bzw. (M) die Menge der ersten bzw. zweiten Ele-
mente aller in der Gruppe enthaltenen Normalfolgen. Aus der Definition der

Normalfolge ergibt sich, daB die beiden Mengen abgeschlossen sind.
31%*
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Definition. Die Gruppe I' soll im Raume R, normal diskontinuierlich heifien,
wenn die abgeschlossene Manmigfaltigheit (M) der zweiten Elemente der Normalfolgen
von I' nicht die Gesamtheit der Punkte des Raumes R, enthdls.

Unter dem Normalbereich B der Gruppe werden wir die Mannigfaltigkeit
aller Punkte des Raumes verstehen, die keinem Element von (M) angehdren.
Der Normalbereich B der Gruppe I' ist m.a. W. der gemeinsame 27 - dimensio-
nale Teil der Normalbereiche simtlicher Normalfolgen der Gruppe.

Nach Nr. b sind die Koordinaten des Hdufungspunktes der Transformierten
der Punkte von B fiir jede Normalfolge von I' stetige lineare Funktionen der
Koordinaten des Anfangspunktes, wobei die Hdufung gegen das erste EKlement
der betreffenden Folge in jedem inneren abgeschlossenen Teilbereich .von B
gleichmiifig ist. Die den Substitutionen von I' entsprechenden linearen Funk-
tionen (44) bilden daher eine Normalfamilie im Bereich B in dem von Moxter.[14]
definierten Sinne.

Wir bemerken ferner, daB die Mannigfaltigkeit (M) der zweiten Elemente
den Substitutionen der Gruppe I' gegeniiber invariant ist. Denn ist S irgend
eine Substitution von I' und M das zweite Element irgend einer Normalfolge o,
so ist S(M) das zweite Element der transformierten Folge S ¢S. Daraus folgt
insbesondere, daf der Normalbercich der Gruppe durch jede Substitution der Gruppe
in sich selbst transformiert wird.

22, Um die gegenseitige Beziechung der ,normalen Diskontinuitit und
der bisher allein beriicksichtigten ,eigentlichen Diskontinuitdt zu erkldren, be-
weisen wir den

Satz 13. Jede normal diskontinuierliche Gruppe ist iiberall in ihrem Normal-
bereiche eigentlich diskontinuierlich.

Wir sagen wie iiblich, daf die Gruppe I' im Punkte P eigentlich diskonti-
nuierlich ist, wenn man um diesen Punkt herum einen 2#-dimensionalen Bereich
konstruieren kann, der nur mit endlich vielen seiner Transformierten gemeinsame
Punkte hat, d. h. der nur eine beschrinkte Anzahl miteinander #quivalenter
Punkte enthiilt. Fernmer heift I' im Bereich B eigentlich diskontinuierlich, wenn
sie es in jedem Punkte von B ist.

Es sei nun 7 ein 2n-dimensionaler, den Punkt P enthaltender Bereich, der
im Innern des Normalbereichs B von I' liegt. Es sei ferner = ein beliebiger
Hiufungspunkt der Transformierten von ¢ vermittels der Substitutionen von I
Offenbar gibt es dann eine umkehrbar normale Folge ¢ der Substitutionen von
T, fiir welche # als Hiunfungspunkt fiir die zugeordneten Transformierten von =
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erhalten wird. Weil nun 7 im Innern von B und somit auflerhalb der zweiten
Elemente von ¢ gelegen ist, so befindet sich nach Satz 2 der Punkt » auf dem
ersten Elemente der Folge 6. Dieses Element gehort aber als Ganzes dem
zweiten Elemente der inversen Folge von ¢ an, welches keine inneren Punkte
von B enthilt. Der Punkt » und somit die Hdufungsstellen der Transformierten
von v iiberhaupt konnen daher niemals im Innern des Normalbereichs B liegen.
Der Bereich ¢ kann somit nur eine beschrinkte Anzahl miteinander dquivalenter
Punkte enthalten. Die Gruppe I' ist also im Punkte P und somit im Bereiche
B eigentlich diskontinuierlich.

Wie verhilt sich die Gruppe I' auBerhalb ihres Normalbereiches?

Wir betrachten zuerst den Fall » — 1. Die Elemente M, M sind bei jeder
Normalfolge Punkte. Das zweite Element M ist der Hiufungspunkt der Trans-
formierten vermittels der inversen Folge fiir simtliche von M verschiedenen Punkte,
und die Gruppe kann somit in den Punkten (M) nicht eigentlich diskontinuierlich
sein. Wir haben daher das Resultat, daff im Falle n = 1 dic normale und die
eigentliche Diskontinuitit der Kollineationsgruppen identische Begriffe sind.

Dies ist fiir » > 1 nicht der Fall, weil die Mannigfaltigkeiten (M) und (M)
fiir # >1 im allgemeinen nicht identisch sind. Wir werden in der Tat sehen,
daB die Gruppe I' im allgemeinen noch in gewissen Gebieten aufierhalb ihres
Normalbereichs eigentlich diskontinuierlich sein kann. Wir wollen diese Be-
hauptung hier an einem Beispiel bestitigen.

Wir betrachten die von der Substitution

(46) ¥ = oy G=12..,n+1)
ICO1I<|(D2|<'°-<|CO,L+1|

erzeugte zyklische Gruppe. Die positiven Potenzen von (46) bilden eine Normal-
folge ersten Ranges mit den Elementen

M:y=y9="=y=0 HM:y,=0
und die negativen Potenzen eine gleiche Normalfolge mit den Elementen
My =y = =y,=0 M:y =0

Der Normalbereich der fraglichen zyklischen Gruppe umfaBit hier die Gesamt-
heit derjenigen Punkte, die den Hyperebenen

$%=0, %,=0

nicht angehtren. Die Gruppe ist jedoch, auch in diesen Hyperebenen, von den
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invarianten Punkten
1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0, ..., 1)

abgesehen, eigentlich diskontinuierlich, wie leicht zu bestitigen ist.

Die fundamentale Bedeutung des oben eingefiihrten neuen Diskontinuitits-
begriffs, der normalen Diskontinuitiit, fiir die Theorie der automorphen Funk-
tionen werden wir in der funktionentheoretischen Abteilung unserer Arbeit
kennen lernen. Es wird sich zeigen, daB der fragliche Begriff besser als der
friiher allein angewandte Begriff der eigentlichen Diskontinuitéit geeignet ist,
eine Analogie zwischen den Theorien der Funktionen einer und mehrerer Va-
riablen zu gewihren.

§ 4.
Bildung normal diskontinuierlicher Kollineationsgruppen.

23. Im allgemeinen ist das Fehlen infinitesimaler Substitutionen zur nor-
malen Diskontinuitit der Gruppe nicht hinreichend. Es gibt jedoch sehr allge-
meine und wichtige Fille, wo die Grappe normal diskontinuierlich ist, sobald
keine infinitesimalen Substitutionen existieren. Diesen Fillen ist charakteristisch,
daf es dann einen in bezug auf die Gesamtheit der Substitutionen der Gruppe
invarianten Bereich gibt.

Das einfachste Beispiel hat man in den Gruppen linearer Substitutionen
einer Variablen, die einen Hauptkreis besitzen. Ferner hat man hierhergehtrige
Beispiele in den Kollineationsgruppen mit einer reellen quadratischen oder Her-
miteschen Form sowie in den sog. hyperabelschen Gruppen und gewissen Ver-
allgemeinerungen derselben, die im Folgenden untersucht werden. Es entsteht
bei dieser Sachlage natiirlich die Frage nach den Bedingungen, denen ein Bereich
geniigen soll, um jeder Gruppe linearer Substitutionen, die diesen Bereich inva-
riant 146t, normale Diskontinuitdt zu garantieren, sobald sie keine infinitesimale
Substitution enthilt.

Wir werden zeigen, daB8 zur fraglichen Kategorie simtliche 2 #-dimensionalen
Bereiche D angehtren, die der folgenden sehr allgemeinen Bedingung geniigen.

Bedingung (A). FEs gibt ein System von Hyperflichen, die keinen inneren
Punkt von D enthalten und die nicht durch einen und denselben Punkt gehen.

Diese Bedingung ist offenbar u. a. stets dann erfiillt, wenn der Bereich D
endlich ist, weil jedes System von »n+ 1 Hyperebenen, die auBerhalb D liegen
und die nicht durch einen und denselben Punkt gehen, zum System der in (A)
vorausgesetzten Hyperflichen gew#hlt werden kann.
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Satz 14. Jede Gruppe linearer Substitutionen, die irgend einen der Bedingung
(A) geniigenden Bereich D in sich selbst transformieren, ist in diesem Bereich normal
diskontinuierlich, sobald sie keine infinitesimale Substitution enthiilt.

Es sei I'" irgend eine Gruppe der im obigen Satz vorausgesetzten Art und
o eine beliebige Normalfolge von I' mit den Elementen M und M. Wenigstens
eine der in (A) vorausgesetzten Hyperflichen H enthdlt das Element M nicht als
Ganzes. Nach Satz b besitzen ihre Transformierten vermittels der inversen Folge
von ¢ als Hiufungsgebilde eine Hyperfliche H', die das Element M als Ganzes
enthidlt. Weil nun D durch jede Substitution von I' in sich selbst transformiert
wird und weil H keinen inneren Punkt von D enthilt, so ist dies auch mit
simtlichen Transformierten von H und daher auch mit H’ der Fall. Die Ele-
mente M enthalten daher keine inneren Punkte von D. Weil aber der Normal-
bereich gerade aus der Gesamtheit der den zweiten Elementen (M) nicht zuge-
horigen Punkten des Raumes R, besteht, ist die Richtigkeit das Satzes 14 damit
erwiesen.

24. Um die Allgemeinheit der Bedingung (A) zu priifen, gehen wir umge-
kehrt von einer normal diskontinuierlichen Gruppe I' aums, von der nur voraus-
gesetzt wird, daf sie wenigstens eine Normalfolge ¢ vom Rang Eins besitzt und
daB ihre simtlichen Substitutionen weder das zweite Element M, , von ¢ noch
irgend eine auf M, , gelegene L in sich selbst iiberfilhren. Wir behaupten,
dafl der Normalbereick von I' dann ein der Bedingung (A) geniigender Bereich
D ist. In der Tat wird erstens der Normalbereich nach Nr. 21 durch jede Sub-
stitution der Gruppe in sich selbst transformiert. Ferner kann man endlich viele
Transformierte von M, , wihlen, die wie M, , Hyperebenen und daher Gebilde
A,_, sind und die keinen gemeinsamen Punkt haben, weil es andernfalls eine
allen Transformierten von M, , gemeinsame L gibe, die allen Substitutionen von
I’ gegeniiber invariant sein miiBte, was der obigen Annahme widerspricht.

25. Die wichtigste Anwendung des Satzes 14 ergibt sich bei den Gruppen,
deren Substitutionen ein algebraisches Gebilde in sich selbst iiberfiihren.

Es sei zuerst ¢ eine reelle gewthnliche indefinite Form, deren zugeordnetes
Gebilde

47) =0

nicht zylindrisch ist. Wir denken uns die Gesamtheit der reellen Tangenten-
hyperebenen von (47) konstruiert und wir nehmen an, da8 dieselben nicht den
ganzen Raum R, ausfiillen. Es sei B(p) die Mannigfaltigkeit der Punkte, die
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keiner der genannten Hyperebenen angehoren. B (gp)ist ein von einem oder mehreren
Teilen zusammengesetzter Bereich, der offenbar durch jede reelle Substitution,
die @ invariant 148t, in sich selbst transformiert wird. Dieser Bereich geniigt
der Bedingung (A). Denn die reellen Tangentenhyperebenen von (47), die nach
ihrer Definition keinen inneren Punkt von B(p) enthalten, kinnen nicht alle
durch einen und denselben Punkt gehen, weil das Gebilde (47) nach der Annahme
nicht zylindrisch ist.

Es gilt also der

Satz 15, Jede Gruppe reeller linearer Substitutionen, die eine wichtzylindrische
reelle algebraische Mannigfaltigheit (47) in sich selbst transformieren, ist in jedem zu
den reellen Tangentenhyperebenen des Gebildes nicht gehirigen Punkt normal diskon-
tinuierlich, sobald die Gruppe keine infinitesimale Substitution enthilt.

Um einen analogen Satz fiir die Hermiteschen Formen (32) zu erhalten,
definieren wir die Tangentenhyperebenen der Hermiteschen Mannigfaltigkeit (33)
durch die Gleichung

n<-1 0 , pos
(48) > M% = 0,

i=1 Oy
wo (1) den Beriihrungspunkt bezeichnet. Beachtet man, daB die Mannigfaltigkeit
dieser Hyperebenen in bezug auf jede reelle und komplexe Substitution, die ¥
in sich selbst transformiert, invariant ist, so gelangt man ganz wie oben bei
den reellen gewdhnlichen Formen zum

' Satz 16. Jede Gruppe reeller oder komplexer lincarer Substitutionen, die ein
nichteylindrisches Hermitesches Gebilde in sich selbst transformieren, ist in jedem zu
den Tangentenhyperebemen des Gebildes nicht gehirigen Punkt normal diskontinuier-
lich, sobald die Gruppe keine infinitesimale Substitution enthilf.

26. Die Anwendbarkeit des Satzes 14 beschrinkt sich aber nicht auf die
vorhergehenden Fille. Es ist méglich, die normale Diskontinuitit der Gruppe noch
in zahlreichen Fillen vermittels der obigen Methode nachzuweisen, wo es inva-
riante algebraische Gebilde niedrigerer als (2% —2)-ter Dimension gibt, die also
analytisch durch ein System algebraischer Gleichungen (2) darstellbar sind. Um
Weitldufigkeit zu vermeiden, wollen wir dies an einem Beispiel zeigen.

Wir betrachten die rationale Normalkarve p-ter Ordnung, die durch die
Matrizengleichung

Y1 Ys -+ Ya =O

49
#9) Y2 Ys -+ Yrua
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darstellbar ist. Bekanntlich gestattet diese Kurve oo® reelle lineare Trans-
formationen in sich. Wir denken uns die Gesamtheit der reellen Schmiegungs-
byperebenen von (49) konstruiert, die eine (2» —1)-dimensionale algebraische
Mannigfaltigkeit bilden. Die zu dieser Mannigfaltigkeit nicht gehorigen Punkte
bilden einen (p+ 1)-teiligen Bereich, der offenbar der Bedingung (A) ge-
niigt. Denn derselbe bleibt invariant, wenn (49) in sich selbst durch eine
reelle Substitution transformiert wird, und ferner gehen die Schmiegungshyper-
ebenen von (49) nicht durch einen und denselben Punkt. Daraus folgt, daf jede
Gruppe reeller Substitutionen, die (49) in sich selbst transformiert, in jedem zu
keiner reellen Schmiegungshyperebene der betreffenden Kurve gehirigen Punkt
normal diskontinumierlich ist, sobald die Gruppe keine infinitesimale Substitution
enthilt.

Analoge Betrachtungen lassen sich bei invarianten Gebilden beliebiger
Dimension anstellen.

Die gemeinsame Eigenschaft der obigen Ergebnisse besteht darin, daf zu
gewissen algebraischen Gebilden Bereiche gehoren, wo jede Gruppe linearer
Substitutionen (deren Koeffizienten je nach Umstinden reell oder komplex sein
kinnen), die das betreffende Gebilde in sich selbst transformieren, normal dis-
kontinuierlich ist, sobald sie keine infinitesimale Substitution enthilt. Es ist
zweckmifig, von dem genannten Bereich die Benennung Normalbereich des Gebildes
anzawenden.

Die einfachsten und wichtigsten Beispiele von normal diskontinuierlichen
Gruppen findet man unter den Gruppen linearer Substitutionen, die eine qua-
dratische, gewthnliche oder Hermitesche Form in sich selbst iiberfiihren.

Wir beginnen mit der Betrachtung reeller Substitutionen, die eine reelle
gewdhnliche Form invariant lassen.

§ b.

Definite Formen.

27. Wir nennen wie iiblich die reelle Form ¢ definit, wenn die Gleichung
¢ = 0, von der Kombination y, =y, = --- = y,,, = O abgesehen, durch keine
reellen Werte der Variablen befriedigt werden kann.

Die reelle Charakteristik der definiten Formen ist gleich Null. Nach Satz 10
konnen Substitutionen, die eine definite Form in sich selbst iiberfithren, nur
Normalfolgen vom Rang n+ 1 bilden. Solche Folgen konnen aber nach dem
Vorhergehenden niemals bei unendlichen diskontinuierlichen Gruppen existieren.
Somit gilt der

Acia mathematica. 46, Imprimé le 15 juillet 1925. 32
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Satz 17. Jede diskontinuierliche Gruppe reeller linearer Substitutionen, deren
Substitutionen irgend eine definite Form (bis auf eimen konstanten Fakfor) in sich
selbst’ diberfithren, kann nur eine endliche Anzahl Substitutionen enthalten.

§ 6.
Indefinite quadratische Formen.
28. Wir betrachten hier diskontinuierliche Gruppen reeller linearer Sub-
stitutionen, die eine reelle indefinite quadratische Form

n--1
(60) ol = X Gl

v =
einer nichtverschwindenden Determinante in sich transformieren. Die betreffenden
Substitutionen kionnen geometrisch als nichteuklidische Bewegungen im Raume
R, interpretiert werden, wobei die quadratische Mannigfaltigkeit

(61) 9@y =0

das absolute Gebilde darstellt.

Nach Nr. 19 gehioren die ersten Elemente der Normalfolgen der Gruppe
zum Gebilde (51) und sémtliche zweiten Elemente zu den reellen Tangentenhyper-
ebenen von (51), wobei die Elemente reell und paarweise einander in bezug auf
(61) polar sind. Wir behaupten, daf es umgekehrt eine Normalfolge vom Rang

Eins gibt, deren zweites Element M, , mit einer beliebig gegebenen reellen Tan-

gentenhyperebene von (51) identisch ist.

‘Es seien ndmlich 7 und 7 irgend zwei reelle Tangentenhyperebenen von
(61) und P, P’ ihre Beriihrungspunkte. Wir konnen das Koordinatensystem so
wihlen, daf T und 7' resp. die Gleichungen y, = 0 und y,,, = 0 und P, ¥
resp. die Koordinaten (0,0, ..., 0,1) und (1,0, ..., 0, 0) besitzen werden. Dadurch

nimmt die Form (50) die Gestalt
£Y1 Ynir+ @ s Yar -+ > Ya) (= + 0)

an. Diese Form wird nun durch die Substitution

' 1 ' .
(52) yl = myn yrlzﬂ = Eyn-i-l) Y = Y; (?’ = 21 37‘“} n)

in sich selbst transformiert. Ist )< 1, so bilden die positiven Potenzen von
(52) eine Normalfolge vom Rang Eins, deren zweites Element mit der Tangenten-
hyperebene I' von (51) zusammenfillt, w. z. b. w.
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Wir denken uns jetzt die Gesamtheit der reellen Tangentenhyperebenen
von (51) konstruiert. Vorausgesetzt, daf diese Hyperebenen nicht den ganzen
27 -dimensionalen Raum R, ausfiillen, baben wir in der Mannigfaltigkeit B(gp)
der zu den betreffenden Hyperebenen nicht gehirigen Punkte des Raumes R,
den Normalbereich des Gebildes ¢. Nach dem Obigen ist dieser Bereich der
groftmogliche Bereich des Raumes R,, wo jede diskontinuierliche Gruppe reeller
linearer Substitutionen, die ¢ in sich selbst transformieren, normal diskontinuier-
lich ist — ein Resultat, welches den Satz 15 im vorliegenden Falle in wichtiger
Weise ergéinzt.

29. Bei der weiteren Entwicklung geben wir unserer quadratischen Form
den kanonischen Ausdruck

(50") VitttV = Y

Um den Normalbereich von (50') zu bestimmen, haben wir die Bedingung dafiir
auszudriicken, daB ein gegebener Punkt (y,, 9,, ..., ¥,.,) keiner reellen Tangenten-
hyperebene

(53) Y+ Y+ + NoYp— Np1 Ypra — " — Npig Yprg = 0

angehort. Wir zerlegen zu diesem Zweck die GroBen y, in ihre reellen und
imaginiren Bestandteile: y, = y,+ iy;, wodurch die Gleichung (53) in zwei reelle

Gleichungen mit den reellen Variablen 7,,7,, ..., 7,,, zerfillt, zwischen denen
die Relation
(54) B b B e 1y = O

herrscht. Die zwei aus (53) erhaltenen reellen Gleichungen definieren eine L, _,
im Raum der Variablen (). Diese lineare Mannigfaltigkeit schneidet (54) lings
einer 4;, ,, die keine reellen Punkte besitzen darf, wenn (1) einen Punkt des
gesuchten Normalbereichs von ¢ reprisentiert. Weil anderseits der Schnitt einer
quadratischen reellen Mannigfaltigkeit .4 mit einer Hyperebene eine A _, ist,
deren reelle Charakteristik mindestens gleich p —1 ist, wenn diejenige von A4,
gleich ¢ ist, wie aus der in § 2 gegebenen geometrischen Definition der reellen
Charakteristik hervorgeht, so muB, da 42, die Charakteristik Null hat, ¢—2
=0, d L
1=2
sein, Daher gilt der

Satz 18. Die recllen quadratischen Formen, deren reelle Charakteristik grofier
als zwei ist, besitzen keinen Normalbereich.
32*
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Dagegen gibt es einen Normalbereich in den Fillen ¢ = 1 und ¢ = 2, wie
wir im Folgenden zeigen werden.

Fall ¢ = 1.

30. Der kanonische Ausdruck der Formen mit der Charakteristik ¢ = 1
lantet:

(55) ) = i+ yi+ -+ Y Ynuee
Die Gleichung
(56) py) =0

konnen wir durch eine Hypersphidre H reprisentieren. Jede reelle lineare Sub-
stitution, die (55) ungeéndert 148t, behilt auch die Hermitesche Form

(57) ¢(?/,?7) = ?/117.+?/:?72+"'+3/n.’/;.*%+1?7n+1

invariant. Dies findet auch fiir die Formen

(58) 1% 9) = (7)) — Vo) 9 @)
statt, wo 4 einen reellen Parameter bezeichnet. Die Gleichung
(69) 1Y) =0

stellt eine (22 —1)-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit des Raumes R,
dar. Man gewinnt fiir diese invariante Mannigfaltigkeit eine interessante geo-
metrische Eigenschaft, wenn man beachtet, daB der Ausdruck

— xlog (1 +V7=1),
wo
— Yoy
Vo) 9 @)
ist, den Abstand des Punktes (y) von seinem konjugierten Punkte (¥) im nicht-
euklidischen Sinne bezeichnet, wenn die Hypersphire (56) zum absoluten Gebilde
gewithlt wird. Die Mannigfaltigkeiten (59) sind dann Orte fiic Punkte, die von
ihrem konjugierten Punkt einen konstanten Abstand haben. Die obigen invarianten
Gebilde sind die einzigen (27— 1)-dimensionalen invarianten Gebilde der reellem
projektiven Transformationen, die (65) in sich iiberfithren.
Der Normalbereich von (55) li8t sich mit Hilfe der Gebilde (59) leicht
bestimmen.
Wir betrachten zu diesem Zweck den Schnitt von (58) mit irgend einer
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reellen Tangentenhyperebene von (55), z. B. mit y, = ¥,,,. Man findet

(60) BTt YUt 08 = W@+ ) @ Y+ G,
Es sei zuerst » > 2. Die Gleichung (60) gibt dann die Bedingung
(61) 1=1

fiir die Existenz des fraglichen Schnittes. M. a. W. besitzt die betreffende
Tangentenhyperebene keine Punkte im Raume

(62) yxyx'*'yzy;a’*' +?/n.%z— Yot ynﬂ < |y3+y:+ +y7gz—y12}+1|'

Dies ist aber dann mit siémtlichen reellen Tangentenbyperebenen der Fall, weil
jede dieser Hyperebenen in jede andere vermittels einer reellen linearen Trans-
formation, die (55) invariant 1d8t, iiberfiihrbar ist, und weil der Raum (62) dabei
ungedndert bleibt.

Wir besitzen also im Gebiet (62) den Normalbereich unserer Form (55).
Dieser Bereich ist zusammenhingend und er enthiilt als Teilbereich u. a. die
Hypersphire

(63) ylyl'*-ys?/—ﬂ'*'"'+ynyn"'yn+1?7n+x = 0.

Im Falle » = 2 verhilt es sich ganz anders. Aus (60) ergibt sich ndmlich
die Gleichung

(61) A=1

statt der Ungleichung (61). Die zu den reellen Tangenten des Kegelschnittes
(64) Y19+ 99— Y: Y =0

gehorigen Punkte bilden die dreidimensionale Mannigfaltigkeit

(65) WY+ %Y=y = Y+ -

welche den betreffenden vierdimensionalen Raum in drei Teile zerlegt.

Es gibt Gruppen, fiir welche der Bereich (62) bzw. der von (64) begrenzte,
aus drei Teilen zusammengesetzte Bereich der Normalbereich ist. Damit dies
eintrifft, muB nach dem Vorhergehenden jede reelle Tangentenhyperebene von H
der Mannigfaltigkeit (M) der zweiten Elemente, d. h. jeder reelle Punkt von H
der Mannigfaltigkeit (M) der ersten Elemente der Normalfolgen angehdren.
Dieser Bedingung geniigen u. a. die Gruppen reeller ganzzahliger Substitationen,
die eine reelle Form der Charakteristik 1 und mit ganzzahligen Koeffizienten in .
gich selbst iberfiihren, wie man mit Hilfe der Hermiteschen Reduktionstheorie
quadratischer Formen nachweisen kann.
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Andere Beispiele erhélt man durch folgende geometrische Betrachtungen.
Indem wir vorldufig die Variablen y,, y,, ..., ¥,,, nur reelle Werte annehmen
lagsen, bezeichnen wir mit

(66) E, E, G=1,2..p)

reelle Hyperebenen, die ans der reellen Hypersphire H Segmente 7, ; schneiden,
die auflerhalb einander liegen. Es sei allgemein S; eine reelle lineare Substitution,
welche H derart in sich selbst transformiert, daB E; auf E; und die dem Seg-
ment z; nicht gehtrigen Punkte der Hypersphire auf die Punkte von 7; abge-
bildet werden. Die Substitutionen

(67) Sir Sz—l (i == 11 2) .. '7p)

erzeugen dann eine Gruppe, fiir welche der von den Hyperebenen (66) begrenzte
Teil ¥ des Innern der Hypersphire H keine zwei dquivalente Punkte enthilt
und die daher keine infinitesimale Substitution enthalten kann.

Indem man die Transformierten von F vermittels aller moglichen Sub-
stitutionen der Gruppe bildet, erhilt man eine unendliche Anzahl Bereiche, die
das Innere von H einfach und liickenlos bedecken. Die Hiufungspunkte dieser
Bereiche, welche identisch mit den Punkten (M) sind, liegen auf der Hypersphire
H diskret. Der Normalbereich der Gruppe umfaft den ganzen Raum der kom-
plexen Variablen y bis auf die reellen und komplexen Punkte der Tangenten-
hyperebenen von H in den reellen Punkten (M).

Wegen anderer Beispiele verweisen wir auf die Arbeiten[15,16] des Ver-
fassers.

Fall q = 2.
31. Der kanonische Ausdruck der reellen quadratischen Formen der Cha-
rakteristik 2 ist

(68) 9O = Y+ o+t Y — Y Yo

Den Gebilden (59) entsprechen hier die Gebilde

(69) 1%,9) = v, 9)— Vo )e@) = 0,

wo

(70) V@ Y) = Gt NhTt ot Yo Yo~ Yn Yo~ Y Y
vist.

Um den Normalbereich der Form (68) zu bestimmen, bilden wir wie oben
den Schnitt von (69) mit einer reellen Tangentenhyperebene von ¢(y) = 0,



(1]
(=1}

Untersuchungen iiber die automorphen Funktionen beliebig vieler Variablen. 2

z. B. mit y, = y,,,. Wir erhalten

(71) }.= ygy’_*-ysy;-!—“.+y‘n—l?7n—l_ynyn.
i+ ys+- + Yo — ¥al

Es sei zuerst »>3. Wegen der Identitit

n—1 n—1
Y= 2 y?—( p y?—y:)
f=2 i—=2
ist
n—1 n—1

=2 t=2

und daher
A=-1.

Wie oben schlieft man daraus, daf der Normalbereich von (68) mit dem Bereich

(72) Y ?71+yay_:+"' +yn—1?7n-—1_yn?_/;z_'ynﬂynﬂ < Iy:+y:+ +?/?;_1"?/:—y;+ll

identisch ist, der zusammenhidngend ist.
Ist dagegen n = 3, so ergibt sich aus (71)

=1
Die Punkte des Normalbereichs geniigen dann einer der Ungleichungen

(73) Y9+ 0T~ %Y~ Y5> [+ — Y-yl
Ut hh—Y% %Y Y <—htv%— -yl

Der Normalbereich zerfillt in drei Teile, wie eine nihere Untersuchung zeigt.

§ 7.
Quadratische Hermitesche Formen.
32. Die vorhergehenden Betrachtungen sind unmittelbar auf die quadrati-
tischen Hermiteschen Formen

ni1

(74) U9 = X CurYuls

Wy =1
anwendbar.
Den definiten Formen entsprechen die Hermiteschen Formen, die darch

eine projektive Transformation in die Form

(75) Y ?/—x + Ys yz Feeet Yo y‘n+l
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iiberfilhrbar sind. Man findet wie friiher, daf diese Formen niemals durch simt-
liche Substitutionen einer unendlichen diskontinuierlichen Gruppe in sich selbst
transformiert werden kénnen.

Es sei daher (74) eine indefinite Form, die dann in die Form

(76) ylyl+y2y—2+“‘+ypyp_yp+l§?+1_ “'—yp&-q?jp{—q)

wo ¢ =1 ist, transformierbar ist.
Nach Nr. 20 sind die ersten Elemente sémtlicher Normalfolgen mit der inva-
rianten Form (74) auf dem Hermiteschen Gebilde

@) v,y) =0

und die zweiten Elemente auf den Tangentenhyperebenen von (77) gelegen,
wobei die Elemente in bezug auf (77) einander paarweise polar sind. Wie in
Nr. 28 zeigt man, daB es eine Normalfolge vom Rang Eins gibt, deren zweites
Element mit einer beliebigen Tangentenhyperebene von (77) zusammenfillt. Der
Normalbereich des quadratischen Hermiteschen Gebildes (77), d.h. die Mannig-
faltigkeit der zu den Tangentenhyperebenen von (77) nicht gehorigen Punkte
des Raumes hat dann, wenn derselbe existiert, wie bei den reellen quadratischen
Formen die ausgezeichnete Eigenschaft, daB er identisch ist mit dem gemeinsamen
Teil der Normalbereiche aller diskontinuierlichen Gruppen, deren Substitutionen
die betreffende Form in sich selbst transformieren, wobei jetzt die Koeffizienten
der Substitationen beliebige reelle oder komplexe Zahlen sein konnen.

Wir behaupten, daf die Formen der Charakteristik ¢ — 1 die einzigen
sind, die einen 2#-dimensionalen Normalbereich besitzen.

Es sei ndmlich ¢(y, ) eine Form der Charakteristik ¢. Ist (y) ein beliehiger
Punkt des Raumes R,, so besitzen die Gleichungen

(78) v(my) =0, vmn) =0

gemeinsame Ldsungen 7, sobald ¢ =1 ist. Wird némlich eine der Variablen 7
vermittels der ersten Gleichung (78) ausgedriickt als lineare Funktion der =
iibrigen Variablen 5 und alsdann in die Form v(y,y) substituiert, so geht diese
in eine Hermitesche Form von # Variablenpaaren iiber, deren Charakteristik
wenigstens gleich ¢ — 1 ist, wie man in der in Nr. 29 angegebenen Weise bestitigt.
Weil nun diese Form fiir ¢ > 1 stets Nullpunkte hat, ist damit die obige Be-
hanptung bewiesen.
Es bleibt daher nur der Fall ¢ = 1 zuriick.
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§ 8.
Hyperfuchssche Gruppen.
33. Unter den hyperfuchsschen Gruppen versteht man nach Picsrp die dis-

kontinuierlichen Gruppen linearer Substitutionen, welche eine Hermitesche Form
der Charakteristik 1, d. h. des Typus

(-79) "l’(yry) = y1:171+y2:'72+"'+yn.17n—yn+1yn+1

in sich selbst iiberfithren. Die Gleichung

(80) v®,9) =0

kann man als die Gleichung einer (27— 1)-dimensionalen Hypersphire auffassen.

In dem niedrigsten Falle » = 1 stellt (80) den Einheitskreis in der Ebene der
homogenen Variablen y,, y, dar. Die Hauptkreisgruppen oder fuchssche Gruppen
kénnen somit als das einfachste Beispiel der hyperfuchsschen Gruppen angesehen
werden.

Der Normalbereich von (79), d.h. der Ort derjenigen Punkte, die keiner
der Tangentenhyperebenen der Mannigfaltigkeit (80) angehtren, besteht fiir
n>1 aus dem Innern

(81) v(@y)<0
der Hypersphire (80), fiir » = 1 aus
(82) v(% ) 0,

d. h. der Gesamtheit der Punkte, die der Kreislinie

(83) Y~ =0
nicht angehtren. Es gilt daher der

Satz 19. Jede Gruppe ohne infinitesimale Substitutionen, deren lineare Sub-
stitutionen die quadratische Mannigfaltigheit (80) in sich diberfiihren, ist im Bereich
(81) bew. (82) normal diskontinuierlich.

Dieser Satz ist fiir » = 1 zuerst von Pomvcarg, fiir » = 2 von Prcarp und
fiir ein beliebiges » von Fusmv bewiesen worden.

Die in Nr. 30 betrachteten Gruppen reeller Substitutionen subsumieren sich
hier als Spezialfall. Denn jede reelle Substitution, welche die Form (79) in sich
selbst transformiert, behilt auch die Form (65) invariant.

Es gibt Gruppen, deren Normalbereich mit dem Normalbereich der Form
(79) wirklich identisch ist und welche eine Verallgemeinerung der Grenzkreis-
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gruppen bei einer Variablen bilden. Dies findet statt, wenn die Hiufungspunkte
der Transformierten der im Innern von (80) liegenden Punkte, welche mit der
Mannigfaltigkeit (M) der ersten Elemente der Normalfolgen identisch sind, auf
der Hypersphire (80) iiberall dicht liegen. Die einfachsten hierhergehdrigen Bei-
spiele bat man in den Gruppen aller linearen Substitutionen mit ganzzahligen
komplexen Koeffizienten, die eine Form der Charakteristik Eins mit ganzen
komplexen Koeffizienten in sich selbst transformieren.

Es gibt aber auch Gruppen, die ihre normale Diskontinuitit auch in ge-
wissen auflerhalb der Hypersphire gelegenen Teilen des Raumes R, bewahren
und die den Hauptkreisgruppen ohne Grenzkreis analog sind. Ein solches Bei-
spiel findet man bei Pomcari [26]. Dieses Beispiel unterscheidet sich von dem
S. 254 betrachteten Beispiel nur dadurch, daf man statt der reellen Hypersphire
(66) das (27— 1)-dimensionale Grebilde (80) und statt der reellen Hyperebenen (66)
quadratische Mannigfaltigkeiten hat, deren Gleichung durch Nullsetzen einer
Hermiteschen Form der Charakteristik Eins erhalten wird. Die Punkte (M)
Liegen auf (80) diskret, und der Normalbereich der Gruppe besteht aus der Ge-
samtheit der Punkte des Ranmes R,, die keiner durch die Punkte (M) gehenden
Tangentenhyperebenen von (80) angehdren.

§ 9.

Gruppen ohne invariante Gebilde.

84. Die vorhergehenden Betrachtungen beziehen sich ausschlieflich auf
diskontinuierliche Gruppen, deren Substitutionen eine gemeinsame invariante
Mannigfaltigkeit haben. Man kann jedoch auch Beispiele von normal diskonti-
nuierlichen Gruppen geben, die keine solchen Invarianten haben und die als eine
Verallgemeinerung der Gruppen ohne Hauptkreis angesehen werden konnen.

Es seien

n-f1 )
(84) T.(y) = 2 Fpx Yy = 0 (i= 1,2,.., n+1)
Hyperebenen, die keinen gemeinsamen Punkt haben. Wir bilden das Gleichungs-
system

(85) T(y) = o T.@) (=1,2..,1+1)
wo etwa :
(86) ‘ml‘<lmn!<”'<}wn+xl

ist. Die Gleichungen (85) definieren eine lineare Substitution, welche das von
den Hyperebenen (84) gebildete Polyeder zum Fundamentalpolyeder hat.
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Die positiven Potenzen von (85) bilden unter den Voraussetzungen (86) eine
Normalfolge mit den Elementen

(87) M T, =T==T,=0, M, :T,=020
die negativen Potenzen eine ihnliche Normalfolge mit den Elementen
(88) M:T,=T==T,=0, M,:T=0

Die von (85) erzeugte Gruppe ist daher normal diskontinuierlich auBerhalb der
Hyperebenen

(89) T, =0 T, =0

n+1

Sie besitzt keine algebraischen invarianten Gebilde, vorausgesetzt, daf die Malti-
plikatoren ® keiner Gleichung der Form

i, 2 a
(90) o'e’. .o =1
eniigen, wo 4, 4,, ..., 4 anze Zahlen bezeichnen.
g g H t 1) ) Tn4r g

35. Um allgemeinere Beispiele zu erhalten, werden wir eine elementare
geometrische Hilfsbetrachtung vorausschicken.

Es seien « und v zwei endliche Bereiche der komplexen z-Ebene, von denen
der letztere als Ganzes im Innern des ersteren liegt. Ferner seien «' und o'
ihre endlichen Bildbereiche vermittels einer linearen Substitution S:

,_ az+p
(1) ¢ = yz+0

Wird allgemein mit 4(a) der groBte Abstand zwischen zwei Randpunkten des
Bereichs ¢ und mit 4 (abd) der kleinste Abstand zwischen den Berandungen der
Bereiche a und & bezeichnet, so hat man die Ungleichung

4() 1
(92) A(v') 1+2_}£(u_v_)_f’_<1’
A (u) A(v)

wo mitten eine von der Substitution S unabhingige GroBe vorkommt.

Es seien ndmlich 2] und 2, zwei Punkte des Randes von ¢/, deren Abstand
gleich dem Maximum A (v') ist. Ferner seien 7, und 2, die in der Richtung 2! 2!
gerechneten Schnittpunkte ‘der Geraden 2] 2, mit dem Rand von . Es sei allge-
mein £, = S7'(2/). Dann ist aoffenbar |7, — 2,| = 4 (uv), |2, — 2,| = 4(v), und ferner

33 %
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22_*__3_ A (uv) 0
ist LA P , weil der Punkt S~'(co} = — — wegen der Endlichkeit
o i A (uw) Y
oy
des Bereichs «' auBerhalb von « liegt. Aus dem obigen folgt die Ungleichung
2 +£—
TS TR TE a0
4 — &, {zx—zal z_i___d; d(u)d(v)
8
4

|, 9
o3 A—s| _ faza| BTy | 4ol
(93) !z{—z;_ Tl —a, | z;—i—% ZIOVION

Wegen
AW) = |l —z2)|; AW)Z AW+ |7 — 2]+ |0 — 2|
ergibt sich aus (93) und (93')

{4 o)}
A(w) 4(v)’

A(w)

worans schlieBlich die Ungleichung (92) erbalten wird.

Das obige Resultat kann unmittelbar auf einen Raum R, beliebiger Di-
mension iibertragen werden.

Es seien nidmlich U/ und ¥V 2n-dimensionale endliche Bereiche in R,, von
denen der letztere als Ganzes im Innern des ersteren liegt, und es seien U’ und
V' die endlichen Transformierten jener Bereiche vermittels einer linearen Sub-
stitution S, deren Fluchthyperebene also auBerhalb U liegen soll. Wir wihlen
auf dem Rand von V' zwei Punkte P, und P,, deren gegenseitiger Abstand gleich
dem Maximum 4(V') ist. Diese Punkte bestimmen eine L,, die wir mit A’ be-
zeichnen, und deren Schnitte mit U’ und ¥’ zweidimensionale Bereiche ' und o'
seien. Es seien %, v und 1 die Transformierten von #', o' und 2’ vermittels S~
Zwischen den Mannigfaltigkeiten 4 und 2', die wir als Trdger ihrer reellen und
komplexen Punkte als GauBische Ebenen betrachten, wird dann durch S eine
Projektivitit vermittelt, die wir analytisch durch eine lineare Substitution (91)
darstellen konnen, wenn wir 2 und 4’ durch euklidische Bewegungen mit einem
Paar Koordinatenachsen zusammenfallen lassen. Fiir die oben genannten Schnitt-
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bereiche gilt dann die Ungleichung (92). Weil offenbar
AV) = 4@), 4U)z=4W), 4UV)=dwv)

ist, erhdlt man daraus

4(V') 1
Y2 hmyam

d. h. die (92) entsprechende Ungleichung fiir Bereiche beliebiger Dimensionen.

36. Wir gehen jetzt von einer endlichen Anzahl Polyeder aus, deren Seiten-
hyperebenen die Gleichungen

(95) Tf’"(y) =0 (@ :‘ i, g, ,n+1)

* 1= "?p

haben und. denen wir je eine Substitution S, mit dem Ausdruck
(95) TP () = o T (1)

zuordnen, wobei die Ungleichungen (86) fiir jede der Substitutionen S, gelten
sollen. Wir werden dann die Polyeder nur der einzigen Bedingung unterwerfen,
daf allgemein die Eckpunkte M ” und M;* des k-ten Polyeders, die den Punkten
M, und M. in (87) und (88) entsprechen, auBerhalb der zu M, , und M)

n-1 -1 ana-
logen Seitenhyperebenen M, und M)® der p—1 iibrigen Polyeder gelegen sind.

Es ldft sich dann nachweisen, daf bei hinreichend kleinen Werten der Verhiltnisse
(96) lo] s fo3] s 2 ol x=12,...,p)

die von den Substitutionen (95’) erzeugte Gruppe normal diskontinuierlich ist.

Wir konstruieren, um dies nachzuweisen, allgemein um die Punkte M
und M,™ kleine Hypersphiren H, und H,, die vollstindig auBlerhalb einander
liegen und die keine der 2p Hyperebenen M®, und M'® schneiden, von der
Hyperebene JM,* bzw. M,”, abgesehen, denen ihre Mittelpunkte angehoren. Weil
bei unbegrenzter Iteration der Substitutionen S, bzw. S;' die Punkte in jeder
abgeschlossenen Mannigfaltigkeit, die keinen Punkt der Hyperebene M™, bzw.
M enthilt, gleichmiBig gegen den Punkt M® bzw. M!™ konvergieren, kann
man ersichtlich die Quotienten (96) der Multiplikatoren so klein wihlen, daB
die Transformierten sémtlicher Hypersphiren H,, H! (i =1,2,...,p) vermittels
S, bzw. S;*, von der Hypersphire H, bzw. H, abgesehen, im Innern von H,
bzw. H, liegen werden.
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Es sel nun

(97) S, Siy o 00 Sy »=123,..))
eine beliebige unendliche Folge von Substitutionen, wo
(98) Siiy Siy vvy Sipy -e

die Substitutionen (95’) oder ihre inverse Substitutionen bezeichnen. Wir
schreiben vorliufig S, statt S;* und H,, statt H,, wo die Indices modulo p
zu nehmen sind. Durch S, werden alle Hypersphiren H,, von H,,, abgesehen, in
das Tnnere von Hj iiberfiihrt, wobei sie in gewisse geschlossene quadratische
Mannigfaltigkeiten iibergehen. Durch die folgende Substitation S, die von der
inversen Substitution S, von S, verschieden ist, wird H, auf eine innerhalb
der Hypersphire H,, gelegene geschlossene Mannigfaltigkeit H, S abgebildet,
die in ihrem Innern die Transformierte H, S; S;, von H, vermittels S; S, enthalt.
Indem man so fortfihrt, wird man finden, da8 die Transformierte von H, ver-
mittels (97) im Innern von v ineinander geschalteten Bereichen gelegen ist, die
von auBen nach innen gerechnet

(99) H,, HySiy Hy oS iSiyy +ov HiySySiy... S,

gind.

Wir behaupten, daB die Dimensionen der Bereiche in der Reihe (99) fiir
v—>co gegen Null abnehmen.

Wir betrachten zu diesem Zweck irgend zwei aufeinander folgende Bereiche
der Reihe, etwa

(100) U = Hy SupSun--- S
V' = H,#_IS.” S"pl+l"'S0'v'

Diese endlichen Bereiche werden aus den Bereichen
(101) H,, H, 8.,

von denen der letztere im Innern des ersten liegt, vermittels einer und der-
gelben Substitution, ndmlich § = S,,, Sy, ... S, erhalten. Wir kinnen also auf
den vorliegenden Fall die Resultate der Nr.35 anwenden. Es sei ¢ die grifite
unter den Zahlen in den rechten Seiten von (94), die erhalten werden, wenn
men U und V auf alle moglichen Weisen durch (101) ersetzt, und es sei d der
Durchmesser der grioften Hypersphire H. Aus (94) ergibt sich dann fiir das
Maximum der Entfernung zweier Randpunkte des Bereichs U’ in (100) die Un-
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gleichung
A(U') < dg"*

woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung hervorgeht.

37. Nach dem Vorhergehenden kann man eine Teilfolge der beliebig ge-
gebenen Folge (97) finden derart, da die zugeordneten Transformierten der
Punkte jeder Hypersphiire H, (x 4 ¢, +p) gegen einen und denselben Punkt =
konvergieren. Wegen des Satzes 2 kann man daraus schlieBen, daf die be-
treffende Folge oder eine geeignete Teilfolge derselben eine Normalfolge ersten
Ranges ist, welche den Punkt = zam ersten Element hat.

Wir haben also das Resultat gewonnen, da sidmtliche Normalfolgen der
Gruppe von Rang Eins sind, deren erste Elemente in den Hypersphiren
H,H, ..., H, liegen. Indem man die korrelativen Substitutionen betrachtet,
kann man schlieBen, daf die Hyperebenen, die die zweiten Elemente der Normal-
folgen bilden, von den Hyperebenen M®, und M/™ um so weniger abweichen, je
kleiner die Verhéltnisse (96) gewihlt werden.

Sowohl die Punkte (M) als die Hyperebenen (M) liegen diskret. Der
Normalbereich der Gruppe wird einen beliebig vorgeschriebenen abgeschlossenen
Bereich des Raumes enthalten, der keine Punkte der Hyperebenen M™, M!™
(*=1,2,...,p) enthdlt, wenn die Verhiltnisse (96) der Maltiplikatoren hin-
reichend klein gewihlt werden.

Die obigen Gruppen sind die ersten allgemeinen Beispiele von normal
diskontinuierlichen Gruppen mehrerer Variablen, die keine invarianten alge-
braischen Gebilde besitzen.

Wir wollen die Untersuchung der Kollineationsgruppen hier abschlieBen,
um die obigen Betrachtungen fiir eine Klasse von Gruppen zu verallgemeinern,
welche die Kollineationsgruppen als einfachsten Spezialfall enthalten. Wegen
der Ausfiihrlichkeit, mit welcher wir im Vorhergehenden die Kollineations-
gruppen behandelt haben, kénnen unsere Betrachtungen bei den allgemeineren
Gruppen in griofter Kiirze ausgefiihrt werden.
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III. Cremonagruppen.

§ 10.
Die endlichen kontinuierlichen Cremonagruppen.

38. Die Kollineationsgruppen bilden fiir » > 1 den einfachsten Fall einer
allgemeinen Klasse von Gruppen umkehrbar eindeutiger Transformationen, auf
welche die Resultate der vorigen Kapitel unmittelbar angewandt werden kiénnen.
Es sind dies die Cremonagruppen, deren Substitutionen von beschrinkter Ord-
nung sind.

Unter Cremonatransformationen verstehen wir die umkehrbar rationalen Trans-
formationen. In homogenen Punktkoordinaten kann man diese Transformationen
in der Form

(102) Pyi, = Fi(yn Ygy 200 yn+|) (2 = 19 2, '--1n+1)’

darstellen, wo F, ganze rationale homogene Funktionen einer und derselben
Ordnung und ¢ einen Proportionalitidtsfaktor bezeichnet.

Die Gesamtheit der Cremonatransformationen (102) des Raumes R, bildet
eine Gruppe, die von unendlich vielen Parametern abhingt und die Trans-
formationen beliebig hoher Ordnung enthilt. Diese Gruppe enthilt als Unter-
gruppe fiir jedes » eine Anzahl endlicher Fkontinuierlicher Cremonagruppen, d. i
Gruppen mit einer endlichen Anzahl unbestimmter Parameter, deren Substitutionen
Cremonatransformationen beschrinkter Ordnung sind. Diese Gruppen besitzen
die ausgezeichnete Eigenschaft, daf sie eine projektive Abbildung gestatten. KEs
gibt m. a. W. bei jeder endlichen kontinuierlichen Cremonagruppe ein lineares
System algebraischer Mannigfaltigkeiten

a+1
(103) E ligi(?/n Yay ov oy yn-H) =0 (@d= ")9
1=1
wo A, Ay ...y Agy, unbestimmte Parameter und g,,9,, ..., g4, linear unabhingige

homogene ganze rationale Funktionen bezeichnen, welches bei allen Operationen
der Gruppe in sich selbst tibergeht und welches dazu einfuch, d.h. so beschaffen
ist, dafl die Mannigfaltigkeiten des Systems, die einen Punkt allgemeiner Lage
enthalten, nicht alle durch einen weiteren, mit dem ersten verinderlichen Punkt
hindurchgehen Fawo [5; S. 340]. Durch die Gleichungen

(104) 2, = .Yy Yar o+ » Ynan) (=1, 2..,d+1)
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wird der Cremonaraum R, auf ein im Raume R, der Variablen - gelegenes
rationales Gebilde I im allgemeinen umkehrbar eindeutig abgebildet, indem eine
Mehrdeutigkeit nur in dem Fundamentalgebilde von R, stattfinden kann, d.h. in
der Mannigfaltigkeit derjenigen Punkte (y), fiir welche simtliche Determinanten
(n+1)-ter Ordnung der Matrix

o9, |
105 !‘ 99:
(105) | By, |

(i = 1,2,...,d+1>
xr=12..,n+1

I

verschwinden. Die vorgelegte Cremonagruppe geht dabei in eine projektive
Gruppe des Raumes R, iiber, deren Substitutionen das Gebilde I invariant lassen.
Die Geometrie der Cremonagruppe bekommt dadurch eine Interpretation als pro-
jektive Geeometrie auf dem im Raume R, gelegenen invarianten Gebilde I.

Spezielle Fille der projektiven Abbildung hat man in der stereographischen
Projektion linearer Riume auf quadratische Mannigfaltigkeiten. Vermittels einer
solchen Projektion gelangt man z. B. von den ebenen Kreisverwandtschaften zu
Raumkollineationen mit einer invarianten Kugel und zur Begriindung der Gruppen-
theorie der automorphen Funktionen einer Variablen mit Hilfe der nichteuklidi-
schen Geometrie.

39. Es sei nun r eine unendliche Folge von Substitutionen der vorgelegten
Cremonagruppe, der vermige (104) eine Normalfolge 6 vom Rang ¢ =d der
projektiven Substitutionen zugeordnet wird. Wir behaupten, daf die beiden
Elemente M, , und ﬂd_g von ¢ mit I gemeinsame Punkte haben.

Wenn nédmlich I mit Md—e keine gemeinsamen Punkte hitte, so wiirden die
Pankte von I bei Ausfiihrung der Sabstitutionen von ¢ nach Satz 2 gleichméfig
gegen das erste Element M, , konvergieren. Da nun I mit seinen simtlichen
Transformierten identisch ist, miiite es als Ganzes der linearen Mannigfaltigkeit
M, , angehbren, was der Annahme, daB die Funktionen (104) linear unabhingig
sind, widerspricht. Aus gleichem Grunde kann I nicht als Ganzes dem Element
ll—ld_q angehtren. Da die dem FElement Md—e nicht zugehirigen Punkte von I
bei Ausfithrung der Substitutionen von ¢ gegen M _, konvergieren, muB 1 auch
mit M, , gemeinsame Punkte haben. \

Mithin existieren die Schnitte von I mit M, , und M, - lhnen entsprechen
vermtge (104) im Raum R, algebraische Gebilde N, bzw. N,, die wir erstes
bzw. zweites Element der Folge r nennen. Diese Folge selbst soll als Normal-

folge bezeichnet werden.
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§ 11.
Bildung normal diskontinuierlicher Cremonagruppen.

40. Es sei jetzt G eine Cremonagruppe der oben betrachteten Art, die keine
infinitesimale Substitution enthdlt. Wir sagen, da G normal diskontinuierlich
ist, wenn die abgeschlossene Mannigfaltigkeit (N) der zweiten Elemente der
Normalfolgen von G nicht die Gesamtheit der Punkte des Raumes R, enthiilt.
Die aus der Gesamtheit der auBerhalb von (N) gelegenen Punkte gebildete Menge
soll als Normalbereich der Gruppe G bezeichnet werden.

Es sei B der Normalbereich von G und B’ sein auf I gelegener Bildbereich
vermige (104). Wegen der obigen Definitionen enthilt die abgeschlossene Menge
(M) der zweiten Elemente der Normalfolgen der zur Gruppe G vermige der
projektiven Abbildung gehtrigen projektiven Gruppe I" keinen inneren Punkt
von B'. Daraus geht hervor, daff die Gruppe I' im Bereich B' und daher in
einem 2d-dimensionalen, den Bereich B' enthaltenden Bereich B, des Raumes R,
normal diskontinuierlich ist,

Zur Bildung normal diskontinuierlicher Cremonagruppen wollen wir die in
Nr. 23 formulierte Bedingung (A) auf die Cremonagruppen iibertragen.

Definition: Wir sagen, daf der Bereich D des Cremonaraumes R, der Be-
dingung (A) geniigt, wenn es in dem sugeordneten projektiven Raum ein System von
Hyperflichen gibt, die keinen inneren Punkt des auf I gelegenen Bildbereichs A von
D enthalten, und die keinen auf 1 gelegenen Punkt gemeinsam haben.

Satz 20. Jede Gruppe G von Cremonasubstitutionen, dic einen der Bedingung
(A) gendigenden Bereich D in sich selbst transformieren, ist in diesem Bereich normal
diskontinuierlich, sobald es keine infinitesimale Substitutionen gibt.

Zum Beweis stellen wir das Gebilde I als Schnitt von Hyperflichen

(106) Py (21y 2y sy £ayy) = 0 (v=12,..,p)
dar, die keinen nicht zu I gehdrigen gemeinsamen Punkt haben. Es sei
(107) II;L(ZU"":; tey 2‘4“) =0 (y' = 1127 v q)

das in der Bedingung (A) vorausgesetzte System von Hyperflichen. Ferner sei
¢ eine beliebige Normalfolge der zu G' gehodrigen projektiven Gruppe I' mit
den Elementen M und M. Es seien

(107’) H.“l =0, LIM =0, .., I{Mx =0

diejenigen unter den Hyperflichen (107), die den Schnitt von I und M nicht als
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Ganzes enthalten. Diese Hyperflichen bilden zusammen mit den Hyperflichen
(106) Hig, =0 ¢ =1,2...7)

wo H irgend eine der Funktionen H,,, ..., H,, bezeichnet, ein System (3J) von
Hyperflichen, die keinen gemeinsamen Punkt auf M besitzen und von denen
keine das Element M als Ganzes enthilt.

Wir bilden jetzt die Transformierten der Hyperflichen des Systems (3))
vermittels der inversen Substitutionen von 6. Weil die genannten Hyperflichen
das Element M nicht als ganzes enthalten, konvergieren ihre Transformierten
nach Satz 5 gegen zylindrische Mannigfaltigkeiten, die das Element M enthalten.
Nach demselben Satz haben die erhaltenen H#ufungsgebilde keine gemeinsamen
Punkte auBerhalb des Elementes M, weil die Hyperflichen (3) keinen gemein-
samen auf M gelegenen Punkt hatten.

Weil nun I nicht als Ganzes in M enthalten ist, so hat wenigstens eine
der Hyperflichen von (3)), wir nennen sie 3, die Eigenschaft, da8 ihr Hiufungs-
gebilde 3}/ das Gebilde I nicht als Ganzes enthdlt. Da ferner der Bereich 4
durch jede Substitution von I' in sich selbst transformiert wird, so enthilt jede
Transformierte von 3, wie diese Hyperfliche selbst, keinen inneren Punkt von
4. Dies muB dann anch mit dem Hiufungsgebilde 3, der Fall sein. Weil
dieses Gebilde das Element M als Ganzes enthiilt, gehtrt somit der Bereich 4
dem Normalbereich der Folge ¢ an. Damit ist bewiesen, daB die Grappe I' im
Bereich 4 und folglich die Gruppe G im Bereich D normal diskontinuierlich ist,
w. z. b. w.

Die Bedingung (A) ist offenbar insbesondere dann erfiillt, wenn es im Raume
R; eine Hyperfliche gibt, die keinen inneren oder Randpunkt von 4 enthilt,
was z. B. dann der Fall ist, wenn 4 endlich ist.

§ 12.
Cremonagruppen mit einem endlichen invarianten Raum.

41. Die einfachste und wichtigste Anwendung des Satzes 20 bieten uns die
Gruppen G, deren Substitutionen einen endlichen Bereich D) des Cremonaraumes
in sich selbst iiberfiihren.

Wir bezeichnen mit (4, ;) die Gesamtheit der Hyperflichen des Cremona-
raumes, die keinen inneren Punkt des invarianten Bereichs D enthalten. Die
denselben vermoge (104) zngeordneten Grebilde (4,_,) auf I enthalten dann keinen
inneren Punkt des auf I liegenden Bildbereichs 4 von D. Es sind dann zwei

Fille moglich. Entweder gibt es keinen allen Gebilden (4, ,) gemeinsamen Punkt
34*
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auf I, oder gibt es wenigstens einen Punkt, der jedem der Gebilde (4,_,)
angehort.

Im ersten Falle ist die Bedingung (A) offenbar erfiillt. Nach Satz 20 ist
dann jede Cremonagruppe mit dem invarianten Bereich D in diesem Bereich
normal diskontinuierlich, sobald es keine infinitesimale Substitution gibt.

Wenn dagegen alle Gebilde (4;_,) einen gemeinsamen Punkt oder allge-
meiner eine gemeinsame A, (4 =n—2) besitzen, bleibt die normale Diskon-
tinuitit von G zweifelhaft. In diesem Falle muf offenbar 4, durch jede Sub-
stitution der projektiven Gruppe in sich selbst iibergehen. Daraus geht hervor,
daB es sich in diesem zweiten Falle um Gruppen sehr spezieller Art handelt.

Wir haben daher den

Satz 21. Eine Gruppe von Cremonasubstitutionen, dic einen endlichen Bereich
in sich selbst transformierem, ist in diesem Bereich im allgemeinen mormal diskon-
tinuierlich, wenn keine infinitesimalen Substitutionen vorhanden sind.

42. Wir wollen zum Vorhergehenden folgenden Satz hinzufiigen, der in
wichtigen Fillen zum Beweis der normalen Diskontinuitit angewandt werden
kann, ohne daf von der projektiven Gruppe Gebrauch gemacht wird.

Satz 22. Jede Gruppe von Cremonasubstitutionen, die einen endlichen Bereich
D in sich selbst iiberfiihren, der keinen zum Fundamentalgebilde des Cremonaraumes
gehirigen Punkt im Innern oder auf der Berandung hat, ist in D mormal diskonti-
nuierlich, sobald sie keine infinitesimale Substitution enthdlt.

Es sei A, , eine beliebige Hyperfliche, die ganz auBerhalb des Bereiches [
liegt. Weil die Berandung von D keinen Punkt des Fundamentalgebildes von
R, enthiilt, wird die Transformierte von 4,_, vermittels (104) mit der Berandung
der Transformierten -/ von D keinen gemeinsamen Punkt haben. Nach No. 41
geniigt D der Bedingung (A), woraus nach Satz 21 der zu beweisende Satz folgt.

43. Die Cremonagruppen mit einem endlichen invarianten Raum bilden
Gegenstand der Untersuchung von Giraup [7]. TUnter gewissen Bedingungen be-
weist Giraud den Satz, dafl jede Cremonagruppe endlicher Ordnung, die einen
endlichen invarianten Bereich D besitzt, in diesem Bereich eigentlich diskonti-
nuierlich ist, sobald sie es in einem einzigen Punkt von D ist, d. h. ‘wenn es einen
Punkt gibt, dessen Transformierte diesen Punkt nicht zur H#ufungsstelle haben.

Offenbar folgt aus der letztgenannten Bedingung, daf keine infinitesimalen
Substitutionen existieren. Denn wiirde die Folge S, (v =1, 2,...) gegen die Iden-
titit konvergieren, so hitten die Punkte S,(P), wo P ein beliehiger Punkt ist,
diesen Punkt zur Hiufungsstelle. Dagegen ist bekanntlich die Giraudsche Be-
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dingung keineswegs eine Folge davon, daB die Gruppe von infinitesimalen Sub-
stitutionen frei ist.

Die Ergebnisse der No. 41 enthalten eine miglichst weitgehende Verein-
fachung der von Giraud hergeleiteten Sidtze, indem nach Satz 21 das Fehlen
infinitesimaler Substitutionen allein zur normalen Diskontinuitit einer Gruppe
von Cremonasubstitutionen beschrinkter Ordnung im allgemeinen hinreichend ist,
wenn die Gruppe einen endlichen invarianten Bereich besitzt.

§ 13.
Hyperabelsche Gruppen und gewisse Verallgemeinerungen derselben.

44. Die wichtigsten Beispiele von diskontinuierlichen Gruppen nichtlinearer
Substitutionen, die einen invarianten Raum oben betrachteter Art haben, bilden
die von Prcarp [23] eingefiihrten hyperabelschen Gruppen und gewisse Verallge-
meinerungen dieser Gruppen.

Wir betrachten zuerst die Grappen reeller Substitutionen der Form

i Z; + B ;
(108) &l = %;;% G=1,2..,m),
WO
D,- = :" g" =0

ist, welche Gruppen fiir » — 2 gerade mit den von Picarp untersuchten hyper-
abelschen Gruppen zusammenfallen. Diese Substitutionen lassen den Raum

(109) I(z)>0, I(z,)>0, ..., I(z,)>0

invariant!. Durch eine einfathe Transformation wird dieser Bereich in den end-
lichen Bereich

<1, &<, .0 fEl <1
iibergefiihrt.
Die normale Diskontinuitit der obigen Gruppen ldBt sich am leichtesten
dadurch untersuchen, daf wir dieselben in Verbindung mit dem Satz 22 setzen.
Wir bemerken zu diesem Zweck, dafl die projektive Abbildung im vorliegenden
Falle durch das Gleichungssystem
. A Ay, ..nh, =01
By — Y'Y o Ynri Aty =0,1,2,..,n+1
At At Ay, =n+1

! Hier und im Folgenden bezeichnet J(x) den imaginaren Teil von z.
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dargestellt wird, wo z, = y,:4,,, gesetzt ist. Indem man die Funktional-
determinante des Systems

9 = Y Yni1> Gntr = Yait v=12..mn)

bildet, findet man, daf das Fundamentalgebilde des Cremonaraumes mit der
unendlich fernen Hyperebene y,,, = 0 zusammenfillt. Weil demnach die Be-
dingung des Satzes 22 erfiillt ist, muB jede Gruppe der reellen Substitutionen
(108) im Bereich (109) normal diskontinuierlich sein, sobald sie keine infinitesimale
Substitution enthilt. Offenbar gilt dasselbe fiir jeden der 2" Bereiche, die aus
(109) durch Umkehrung der Ungleichheit in allen moglichen Weisen erhalten
werden. Wir haben daher den

Satz 23. Jede Gruppe der reellen Substitutionen (108), die keine infinitesimale
Substitution enthdlt, ist in dem 2°-teiligen Bereiche

(110) I@).I(z)... I(z) ¥ 0

normal diskontinuierlich.

45. Das bekannteste Beispiel der obigen Gruppen bilden die von Brumen-
tHAL [2] eingefithrten htheren Modulgruppen. Es handelt sich um die Gruppen
der Substitutionen (108), deren Koeffizienten die konjugierten ganzen Zahlen in
konjugierten reellen algebraischen Zahlenkdrpern durchlaufen, wobei die Deter-
minanten D; stets ein System konjugierter Einheiten bezeichnen. Wir behaupten,
daB in diesem Falle der Normalbereich der Gruppe mit dem Bereich (110)
wirklich zusammenfillt.

Wir betrachten zu diesem Zwecke die Gruppe aller Substitutionen

ez, +

af|
Y&+ 0 1

wo «, B, p, 0 rationale ganze Zahlen sind, welche Gruppe eine Untergruppe der
oben definierten Modulgruppe ist. Es sei ¢ irgend eine Folge von Substitutionen,
fiir welche die Grenzwerte

im % =lim® — ¢ tim—f —m-f =
4 9 Y
existieren. Offenbar ist dann ¢ eine Normalfolge ersten Ranges mit den Ele-

menten

N, 1z, =z,=: =2z, =1,
'N—ﬂ—l : (xl_t,)(xs_tl)"'(‘Tn—t,) = 07
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weil die Transformierten simtlicher Punkte, die dem Gebilde N, , nicht ange-
hioren, vermittels 7 gegen den Punkt N, konvergieren. Weil nun ¢ alle reellen
Werte durchlinft, wenn z auf alle moglichen Weisen gewihlt wird, so gehort
jeder Pankt der (2#— 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit

Iz). I(z)... I(z,) = 0

der Begrenzung des Normalbereichs der Untergruppe mit den Substitutionen (108')
und daher auch der Modulgruppe selbst an. Der Normalbereich dieser Gruppe
fallt daher mit (110) zusammen, w. z. b. w.

46. Eine zweite Verallgemeinerung der hyperabelschen Gruppen hat Gi-
RAUD [7; S. 66] gegeben.

Er nimmt zum Ausgangspunkt die reellen quadratischen Formen der Cha-
rakteristik zwei, die man vermittels einer einfachen Transformation in die Form

(111) P@) = 0 — G+ T3+ + 20,
fiberfiihren kann. Setzt man
By, = Yy (x=1,2, ..., n),
so gibt
(112) Y, = ?/:‘—?/;“"‘ —y;—x

die Gleichung der quadratischen Mannigfaltigkeit ¢(#) = O in nichthomogener
Form.
Es sei nun
X; = Xi(x,, %5 ...y Tpyy) (i=12..,n+1)

eine lineare reelle Substitution, welche die Form (111) in sich selbst transfor-
miert. Setzt man

XX, =Y, x=1,2,..,n)
so hat man das Gleichungssystem

(113) K = 'Yi'(?/nyn'“r.'/n) (i =1 2;"'7 n);

welches eine reelle projektive Substitution definiert, die das Gebilde ¢ = 0
invariant 1i8t. Wird nun vermége (112) die Variable y, als Funktion der n—1
iibrigen Variablen ausgedriickt, so gibt das System der n —1 ersten Gleichungen
(113) eine quadratische Cremonatransformation C. Diese Transformationen bilden
eine Gruppe, die fiir » = 3 mit der hyperabelschen Gruppe identisch ist.

Nun besitzt nach No. 31 die Form (111) einen Normalbereich, d. h. einen Bereich,
wo jede Gruppe reeller linearer Substitutionen, die (111) invariant lassen, normal
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diskontinuierlich ist, sobald die Gruppe keine infinitesimale Substitution besitzt.
Daraus kann man den SchluB ziehen, daf jede Gruppe von Sabstitutionen C, die
keine infinitesimale Substitution enthilt, in demjenigen Bereich des Cremonaraumes
mit den Koordinaten (y,, ,, -.., ¥,.,) normal diskontinuierlich ist, welcher dem
Schnitt des Normalbereichs von ¢ und des Gebildes ¢ = O vermdge der projek-
tiven Abbildung zugeordnet wird. Man findet leicht, da8 der fragliche Bereich
@. a. den in bezug auf die reellen Substitutionen C invarianten Bereich

(114) Y-y =y = =L >0, >0,
wo ¥, = y.+ iy, ist, enthilt, der durch die Cremonatransformation

1 1
Zl= y1+i, Zx=m (x—1,2,,n——1)

in einen endlichen Bereich transformiert wird.

Eirem Beispiel fiir die obigen Gruppen begegnet man in der Theorie der
abelschen Funktionen. Wird nimlich » = 4 und werden die Koeffizienten ganz-
zahlig angenommen, so gelangt man zu Gruppen, die bei den abelschen Funktionen
vom Geschlecht zwei im allgemeinen Falle dieselbe Rolle spielen wie die hyper-
abelschen Gruppen beim Vorhandensein ,singulirer Relationen“ zwischen den
Perioden.

§ 14,
Gruppen mit festen Hinfungsgebilden.

47. Es gibt eine sehr allgemeine Klasse diskontinuierlicher Gruppen, die
sowohl in geometrischer als funktionentheoretischer Hinsicht eine gréBere Analogie
mit den Gruppen von Substitutionen einer Variablen aufweisen als die anderen
Gruppen. Diese Gruppen sind durch eine ausgezeichnete Eigenschaft charakte-
risiert, die man als Festigkeit der Hiufungsgebilde bezeichnen kann. Diese Eigen-
schaft kommt allen Cremonagruppen G zu, deren zugeordnete projektive Gruppe
I' den folgenden drei Bedingungen geniigt.

I. Jede Normalfolge von I' ist vom Rang Eins.

II. Die Gruppe I' ist normal diskontinuierlich.

III. Die korrelative Gruppe I', d. h. die Gruppe der korrelativen oder
reziproken Substitutionen von I', ist normal diskontinuierlich.

Im vorliegenden Falle sind die ersten Elemente der Normalfolgen der
Gruppen I' und I' Punkte, die zweiten Elemente Hyperebenen. Ferner sind
nach No. 18 die ersten Elemente der einen Gruppe und die zweiten Elemente
der anderen Gruppe einander korrelativ zugeordnet. Es sei B der Normal-
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bereich von I', welcher nach der allgemeinen Definition aus der Gesamtheit der-
jenigen Punkte des korrelativen Raumes R; besteht, die keinem der zweiten
Elemente der Normalfolgen von I' angehoren. Weil diese Elemente den ersten
Elementen M von I’ korrelativ zugeordnet sind, entsprechen den Punkten von B
Hyperebenen des Raumes R;, die kein erstes Element M von I' enthalten. Die
Transformierten dieser Hyperebenen und allgemeiner sdmtlicher Hyperflichen,
die keinen Punkt der abgeschlossenen Menge (M) enthalten, besitzen aber dann
nach Satz 6 als Hiufungsgebilde die Hyperebenen (M), d. b. die zweiten Elemente
der Normalfolgen von I

48. Wir gehen jetzt vermige der Transformation (104) in den Raum R,
der Cremonasubstitutionen iiber. Jeder der oben genannten Hyperflichen 4,_,,
die keinen Punkt von M enthilt, entspricht eine Hyperfliche A, , des Raumes
B,, welche die Eigenschaft hat, daf ihre Transformierten vermdge der Sub-
stitutionen von G die zur Menge (N) der zweiten Elemente von G gehorigen
Hyperflichen als Hiufungsgebilde haben. Bemerkenswert ist, daf diese Hiufungs-
gebilde von der Gruppe G allein, nicht aber von dem Anfangsgebilde abhingen.

Die einfachsten Beispiele von Gruppen der oben betrachteten Art hat man
in den Gruppen linearer Substitutionen einer Variablen, die stets den obigen
Bedingungen geniigen, wenn sie normal diskontinuierlich sind, weil es in diesem
Falle nur Folgen ersten Ranges gibt und weil jede Gruppe mit ihrer korre-
lativen Gruppe wesentlich identisch ist. Aus gleichem Grunde gehtren hierher
die hyperfuchsschen Gruppen des § 8 und daher auch die Gruppen reeller Sub-
stitutionen der No. 30, sowie die in § 9 betrachteten Kollineationsgruppen ohne
invariante Gebilde.

Wir werden im Folgenden Gruppen quadratischer Transformationen’ be-
trachten, die zn den Formen (35) in analogem Verhiltnis stehen wie die hyper-
abelschen Gruppen zu den Formen (68).

§ 15.
Gruppen der Hyperkugelverwandtschaften.

49. Wir gehen von der Hypersphire
(113) g+a+-+a—2, =0
aus, deren Punkte wir von dem Punkt P(0,0,...,0,1,1) aus auf die Hyperebene
(116) 2, =0

projizieren. Werden die homogenen Punktkoordinaten im Raume (116) mit
Acta mathematica. 46. Imprimé le 28 aodt 1925, 35



274 P. J. Myrberg.

Y11 Yy -+ Y, bezeichnet, so kann man die Projektion analytisch durch das Gleichungs-
gystem

2, = 2yvyni y=12 ...,n—l)
(117) et .1 ( *e
2, = 2 ?/y—?/fn Zup = X y;'*'y?z

p=1 =1
darstellen.

Durch (117) werden den hyperebenen Schnitten von (115) Hyperkugeln des
Raumes (116) zugeordnet. Jeder reellen projektiven Transformation, die (115)
invariant 148t, entspricht eine quadratische Transformation des Raumes (116),
welche die Hyperkugeln dieses Raumes wieder auf ebensolche iiberfithrt (Hyper-
kugelverwandtschaften).

Es sei nun I' eine diskontinuierliche Gruppe reeller Substitationen, die
(115) in sich selbst transformieren. Wir nehmen an, daB8 I' ihre normale Dis-
kontinuitit noch in gewissen Teilen der Hypersphire (115) bewihrt, was dann
der Fall ist, wenn die ersten Elemente (M) der Gruppe auf der reellen Hyper-
sphire (115) nicht iiberall dicht liegen. Nach den allgemeinen Definitionen ist
dann die Gruppe G der zugeordneten Hyperkugelverwandtschaften im Raum
(116) normal diskontinuierlich. Der Normalbereich dieser Gruppe besteht dabei
aus der Gesamtheit derjenigen Punkte des Raumes, die keiner der Hyperkegel

(118) (yl —a, yn), + (yz —a, yn)’ +-o (yn—x =Gy, yn)’ =0

angehoren, die den durch die Punkte (a,, ..., a,,,1) der Menge (M, gelegten
reellen Tangentenhyperebenen von (115) entsprechen.

50. Ein hierher gehdriges Beispiel hat man in den in No. 30 S. 254 betrachteten
Gruppen, deren erzeugende Substitutionen die auBerhalb einander liegenden Seg-
mente z/, r; in der an fraglicher Stelle niher angegebenen Weise einander paar-
weise zanordnen. Im vorliegenden Falle liegen die Hyperkegel (118) diskret und
der Normalbereich von G enthilt die Gesamtheit der Punkte von (116), die Punkte
von (118) ausgenommen. Beschrinkt man sich auf den reellen Raum (116), so hat
man als Transformierte der Segmente 7}, 7, ein System auBerhalb einander liegender
Hyperkugel, die durch die erzeugenden Substitutionen von G einander derart
paarweise zugeordnet sind, daB das AuBere (Innere) der einen dem Inmeren
(AuBeren) der anderen entspricht.

Im niedrigsten Falle » == 3 reduzieren sich die oben betrachteten Trans-
formationen aunf die Kreisverwandtschaften. Die obigen Betrachtungen fiihren
dabei zur bekannten Darstellung der Kreisverwandtschaften als hyperbolische
Bewegungen.
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IV. Das Hesse-Kleinsche Ubertragungsprinzip.

§ 16.
Die Relativitit der Gruppendiskontinuitit.

b1. Die Ergebnisse der vorigen Kapitel werden dadurch eine wichtige Er-
ginzung erhalten, daB wir die normale Diskontinuitit als einen relativen Begriff
auffassen. Dies geschieht durch Anwendung einer von Hesst [8] herriihrenden
und von Krmn [9] weiter entwickelten Methode, die allgemein unter dem Namen
»Hesse-Kleinsches Ubertragungsprinzip* bekannt ist.

Es sei ¢ eine allgemeine gewdhnliche oder Hermitesche Form mit den un-
bestimmten Koeffizienten (¢) und den Variablen y,,,,...,%,,,- Es sei ferner ¢’
diejenige Form, die ans ¢ vermittels irgend einer linearen Substitution

n4-1
(119) y£ =leai,xyx (i=1’2s-~')n+1)
erhalten wird. Die Koeffizienten (z) der Form ¢’ driicken sich dann als lineare
Funktionen der Koeffizienten () aus:

(119') Z=3 .z G=1,2...,v+1)

wo die Koeffizienten ¢ ganze rationale Funktionen der Grifen ¢;, (im Falle
einer Hermiteschen Form auch der GriBen w,) bezeichnen.

Jeder Gruppe I" der Substitutionen (119) entspricht eine isomorphe Gruppe
I'(¢) der zugeordneten Substitutionen (119). Indem wir die Koeffizienten (2)
der Form ¢ als homogene Punktkoordinaten in einem Raum R,(z) auffassen, er-
halten wir eine neue geometrische Darstellung unserer Gruppe I’, die sich von
der fritheren Darstellung dadurch unterscheidet, daB statt der Punkte (y) die
Formen ¢ oder die Gebilde ¢ = O als geometrische Elemente dienen.

Wir nehmen nun an, daf die Gruppe I’ diskontinuierlich, d. h. ohne in-
finitesimale Substitutionen ist. Dann ist dies auch mit jeder zm irgend einer
Form ¢ gehirigen Gruppe I'(p) der Fall. Es liegt dann die Frage nach der
Existenz der Formen ¢ nahe, fiir welche die gegebene diskontinuierliche Gruppe
I im betreffenden Raum R, (7) normal diskontinaierlich wire.

Der Zweck der folgenden Betrachtungen ist, die normale Diskontinuitit
der Gruppen I'(p) bei den allgemeinen Formen ¢ zu untersuchen. Dabei werden

wir die reellen und die komplexen Gruppen fiir sich betrachten, weil es natiir-
35+
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lich ist, bei den ersteren Gruppen gewshnliche Formen, bei den letzteren Gruppen
Hermitesche Formen als Form ¢ anzuwenden.

§ 17.
Gruppen reeller Substitutionen.
b2, Es sei
1 A i,
(120) PW) = JaY' Y - Ynis

eine allgemeine Form p-ter Ordnung der Variablen

YisYsr ooy Ynuu
mit den unbestimmten Koeffizienten (¢). Die Gleichung

(121) o) = Syl ... =0

definiert dann eine im Raume R, (y) liegende algebraische Mannigfaltigkeit A2,
die von der Ordnung p und der Dimension 2(n — 1) ist. Indem wir die Grifen
(#) als homogene Punktkoordinaten in einem Raum R,(¢) deuten, erhalten wir
aus dem Obigen eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Formen (120)
bzw. den algebraischen Gebilden (121) des Raumes R,(y) und den Punkten (2)
des Raumes R, (2).

Es sei nun I' irgend eine Gruppe der reellen Substitutionen (119), die keine
infinitesimale Substitution enthdlt und es sei I'(p) die isomorphe Gruppe der
zugeordneten reellen linearen Substitutionen (119'). Wir bezeichnen mit ¢ eine
beliebige Normalfolge von I' mit den reellen Elementen M, , und JTI,,_Q. Nach
No. 10 bilden die zugeordneten Substitutionen (119') von I'(p) eine Normalfolge
6(p). Das zweite Element dieser Folge ist dabei identisch mit der Mannigfaltig-
keit derjenigen Punkte (2), deren zugeordnetes Gebilde (121) das Element B,
enthilt; ferner besteht das erste Element von o(p) aus der Gesamtheit derjenigen
Punkte (¢), deren zugeordnetes Gebilde (121) eine durch ~,,_Q gehende zylindrische
Mannigfaltigkeit in dem in No. 9 definierten Sinne ist.

Nach unserer in No. 21 gegebenen Definition ist die Gruppe I'(p) im Raume
E(¢) normal diskontinuierlich, wenn es Gebilde (121) gibt, die keines der reellen
linearen Gebilde M, , enthalten. Der Normalbereich der Gruppe besteht dabei
aus der Mannigfaltigkeit derjenigen Punkte (2), die den fraglichen Gebilden zu-
geordnet sind.
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53. Wir nehmen nun an, daf die Ordnung p der Form (120) fiir n>1
eine gerade Zahl ist. Dann gibt es Formen (120), deren zugeordnetes Gebilde
(121) iiberhaupt keine reellen Punkte besitzt. Es sei B,(p) die Mannigfaltig-
keit der den letztgenannten Gebilden bezw. Formen entsprechenden Punkte (2).
Diese Mannigfaltigkeit hat nach dem Obigen die bemerkenswerte Eigenschaft,
daf ibre Punkte dem Normalbereich der Gruppe I'(p) angehbren, unabhingig
davon, welche reelle diskontinuierliche projektive Gruppe zur Gruppe I' gewdhlt
wird. Wir werden B,(p), der somit von der allgemeinen Form ¢, d. h. von der
Ordnung und der Anzahl ihrer Variablen derselben allein, abhiingt, als Normal-
bereich des Formentypus ¢ bezeichnen.

Um den Bereich B, (p) explicite anfzustellen, haben wir die Bedingungen
dafiir auszudriicken, daf die Mannigfaltigkeit (121) keine reellen Punkte (y) hat.
Wir zerlegen zn diesem Zweck die Koeffizienten z; in ihre reellen und imagi-
niren Bestandteile:

n = L+imy,
wodurch statt (121) die reellen Gleichungen

(122) SE =0, Suylyl
erhalten werden. Nach dem Vorhergehenden besteht der Bereich B, (p) aus der
Gesamtheit derjenigen Punkte (2), fiir welche die Gleichungen (122) keine reellen
Loésungen, von y, = y, = -+ = y,,, = O natiirlich abgesehen, besitzen. Man
gelangt zu ganz verschiedenen Resultaten, je nachdem » = 1 oder » >1 ist.

Im Falle » = 1 besitzen die Gleichungen (122) im allgemeinen keine ge-
meinsame Losang. Damit eine solche existiere, mufi die Resultante jener Glei-
chungen verschwinden. Diese Bedingung wird durch eine Gleichung zwischen
den Variablen 7 und ihren konjugierten Grifien z, dargestellt, wenn man die
Resultante der Gleichungen

1
Y1 =0

(123) p= S a4yt =0, = 3 zytp =0

A=0 A=0
gleich Null setzt:
(124) o(2,2) = 0.

Diese Gleichung stellt eine Hermitesche (2p — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
des 2p-dimensionalen Raumes R, (s) dar. Alle dieser Mannigfaltigkeit nicht zu-
gehorigen Punkte sind Punkte des Bereichs B,(gp).

Ist dagegen » >1, so besitzen die Mannigfaltigkeiten (122) stets gemein-
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same Punkte. Damit es gemeinsame reelle Punkte gebe, miissen gewisse Bedin-
gungen erfiillt sein, die analytisch durch algebraische Ungleichungen zwischen
den Variablen £ und % oder # und 7z dargestellt werden konnen. Die dem Nor-
malbereich nicht zugehtrigen Punkte fiillen daher fiir » =1 Teile des Raumes
aus, die von der gleichen Dimension wie der Raum selbst sind. Es gibt wirk-
lich einen Normalbereich gleicher Dimension wie der Raum selbst, sobald die
Ordnung p der Form (120) eine gerade Zahl ist, wie spiter ndher gezeigt wird.

54. Wir wollen hier insbesondere die Lage der reellen Punkte (2) in bezug
auf den Bereich B, (p) untersuchen.
Es sei zuerst (¢) ein Punkt, dem eine definite Form (120) entspricht. Dann ist

[N

R
L Ys

' Rts 1 Topr _
(128) ¢ = 9,0 = Jhy ey @GN = MY Y Yy =

Man kann dann um den Punkt (#) herum einen Bereich konstruieren derart, daB
die Form g, (% %) definit bleibt und die Gebilde (122) somit keine gemeinsamen
reellen Punkte aufweisen, solange der Punkt (2) im genannten Bereich variiert.
Die den reellen definiten Formen (120) entsprechenden Punkte (2) des Raumes
R(2) liegen daher im Innern des Normalbereichs B, (p).

Ist dagegen (2) irgend ein reeller Punkt, welcher einer indefiniten Form
zugeordnet ist, so gibt es in beliebiger Umgebung desselben sowohl innere Punkte
von B,(p) als anch Punkte, die auSlerhalb des Bereichs B (¢) liegen, weil man
bei einer beliebig kleinen Variation der imagindren Teile der Gré8en 2 erreichen
kann, daf ¢,(E,4) = O mit einer beliebigen reellen A?_ identisch wird. Die
Gesamtheit der den indefiniten Formen (120) entsprechenden Punkte () liegt so-
mit auf der Berandung des Normalbereichs B, (p).

556. Man kann den Normalbereich B,(p) noch in einer anderen Weise de-
finieren, die ein anschauliches geometrisches Bild von der Struktur des fraglichen
Bereiches gibt.

Wir setzen, unter

(126) Uyy Uyy oo Uy
komplexe Variablen verstanden,

(127) 5= Wulur ... ul,

wo (4) den Koeffizienten von u:"u:" ...u,’:ﬁ‘ in der Entwicklung von

(44 g+ - + thpiy)?
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bezeichnet. Die Gleichungen (127) stellen in Parameterform eine in R{z) gelegene
A? dar, die wir mit V(p) bezeichnen. Dies ist ein rationales Gebilde, welches
durch jede Substitution (119') in sich selbst transformiert wird.

Wir konnen ferner die Gleichung

(128) o= Dayly..ymr =0
als die Gleichung einer reellen im Raume R(s) gelegenen Hyperebene inter-
pretieren, indem wir die GroBen y,, ¥,, ..., ¥,,, als reelle Konstanten anffassen.

Der Schnitt der Hyperebene (128) mit V(p) wird durch Einsetzung der Werte
von ¢ aus (127) in (128) erhalten. Man gelangt dadurch zu der Gleichung

(129) (“’1 Yot+uy,+- -+ Uppy ynﬂ)? - 07

woraus hervorgeht, daf die Hyperebenen (128) reelle Schmiegungshyperebenen
der Mannigfaltigkeit V(p) sind. Der Normalbereich B, (p) kann daher als der
Ort derjenigen Punkte () des Raumes R(2) definiert werden, die keiner reellen
Schmiegungshyperebene des Gebildes ¥V (p) angehoren.

Wir konnen unsere bisherigen Resultate in folgendem Satz zusammenfassen.

Satz 24. Bei jeder Form ¢ gerader Ordnung (im Falle bindrer Formen
auch ungerader Ordnung) gibt es einen Bereich B (p) im zsugeordneten Raum R(2),
wo jede Gruppe I'(p), die einer beliebigen diskontinuierlichen Gruppe I' reellen Sub-
stitutionen zugeordnet ist, normal diskontinuierlich ist. Die dem Bereich B, (p) nicht
zugehirigen Punkte bilden fiir n > 1 einen Bereich von gleicher Dimension wie der
Gesamtraum, fir n = 1 dagegen eine algebraische Mannigfaltigkeit um einer Einheit
niedrigerer Dimension. Der DBereich B () ist auch identisch mit der Gesamtheit
derjenigen Punlte, die keiner reellen Schmiegungshyperebene des invarianten rationalen
Gebildes V(p) angehiren.

56. Bevor wir auf die Untersuchung des Bereichs B, (p) niher eingehen,
wollen wir an einem wichtigen Beispiel zeigen, daB es Gruppen I' gibt, deren
zugeordnete Gruppe I'(p) als Normalbereich gerade den Bereich B, (p) hat.

Wir betrachten zu diesem Zweck die Gruppe I', aller reellen Substitutionen
(119) mit ganzzahligen Koeffizienten ¢;, der Determinante +1. Wir denken uns
die Zahlen «,, als Koordinaten eines Parallelgitters in einem Raume mit n+1
Dimensionen. Die Determinante |, ,| driickt dann den Inhalt des Parallelipipeds
aus, welches durch den Nullpunkt O und die Punkte

(130) Pi(ai,n U TIRERY) “i.nﬂ) (n = 1) 2r" "y n+1)
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definiert wird. Offenbar ist es moglich, ein solches Parallelipiped zu konstruieren,
das vom Inhalt Eins ist und dessen Kanten OP, (i =1,2,...,n+1) mit einer
beliebig gegebenen Richtung mit vorgeschriebener Genauigkeit iibereinstimmen.
M. a. W. ist es moglich, eine unendliche Folge der Substitutionen von I', zu
bestimmen, fiir welche die Gleichungen

(131) lim %t — Lim-% — . = lim—22 — ¢ (1=1,2,...,n)
Zri,1 Opitre oy, bt
gelten, wo ¢,, ¢, ..., ¢, ein beliebig gegebenes System reeller Grdfien ist. Die

betreffende Folge ist aber dann eine Normalfolge ersten Ranges, welche den
Punkt (¢) zum ersten Element hat. Es ist somit bewiesen, daB jeder Punkt (c)
mit reellen Koordinaten das erste Element einer Normalfolge ersten Ranges der
Modulgruppe I, ist.

Es sei nun (2,) ein beliebiger Punkt von R(z), welcher dem Normalbereich
von (p) nicht angehtrt. Diesem Punkt entspricht dann im Raum R(y) ein Ge-
bilde (121), welches wenigstens einen reellen Punkt (y,) enthdlt. Nun gibt es
nach dem Obigen eine Normalfolge von I',, die den Punkt (y,) zum ersten Ele-
ment hat. Die zugeordnete Normalfolge der Gruppe I',(p) besitzt dann zum
zweiten Element eine Hyperebene, die den Punkt (¢,) enthiéilt. Dieser Punkt
gehort somit nicht dem Normalbereich der Gruppe I',(p) an.

Der Normalbereich von I',(g) ist also wirklich mit dem Normalbereich von
(p) identisch, wie behauptet wurde.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wenden wir uns einer niheren Be-
stimmung des Normalbereichs zu, wobei wir den Fall der bindren Formen beliebiger
Ordnung und der quddratischen Formen beliebig vieler Variablen eingehender
behandeln werden.

§ 18.

Binéire Formen.

57. Es sei jetzt I' eine Gruppe bindrer reeller Substitutionen

(182) Y= ay,+ Y, Y = yy,+9y,

die keine infinitesimale Substitution enthilt. Indem wir dieser Gruppe die allge-
meine bindire Form p-ter Ordnung zuordnen, die wir von der allgemeinen, in (117)
angewandten Bezeichnung unwesentlich abweichend in der Gestalt

4 2 2
(133) C etew = 3 ()nery;

X =
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schreiben, erhalten wir eine Gruppe I'(p) der Substitutionen
(134) 4= 3 ¢,z (i=01,2..p)
x=0

deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen p-ter Ordnung der Koeffizienten
von (132) sind.
Das Gebilde V(p) wird hier durch die Gleichungen

(13b) 2, = w¥™u} (x=0,12,...,p

oder noch einfacher durch die Matrizengleichung

(135') |

120 2, .. 2,
2,

|z, 2 =0

1 2

dargestellt, die eine Normalkurve p-ter Ordnung definiert. Die Gleichung
(136) zoyf—*'pzxylp_lyi'*'"'_,_zpyf =0

stellt die zum Punkt (y,,y,) gehorige Schmiegungshyperebene der Kurve (135)
dar. Nach No. 55 besteht der Normalbereich B(p) aus der Gesamtheit der-
jenigen Punkte des Raumes E,, die keiner an den reellen Punkten von (135)
gelegten Hyperebenen (136) angehdren, was mit dem Resultat der No. 27 vollig
iibereinstimmt.

Wir behaupten, da8 die reellen Schmiegungshyperebenen von (135) den
Raum R, in p+1 Teile zerlegen.

Wir gehen zu diesem Zweck von unserer Form (133) aus, wo die Koeffi-
zienten 2, derart gewihlt seien, daf keine der Wurzeln der Gleichung

(137) s (p) G =0
n =0 \%

reell ist. Es sei ¢ die Anzahl der Wurzeln von (137) mit positivem imaginiiren
Teil. Offenbar ist es dann moglich, von der Form (133) stetig in eine beliebige
andere binire Form derselben Ordnung iiberzmgehen, fiir welche die Zahl ¢ den-
selben Wert hat, ohne da8 irgend eine der Wurzeln der zugeordneten Gleichung
(187) reell wird, wihrend dies nicht moglich ist, sobald die Zahl ¢ fiir die beiden
Formen mnicht iibereinstimmt. Weil nun ¢ die p 4 1 verschiedenen Werte
0,1,2,..., p annebmen kann, ist damit die Richtigkeit der obigen Behauptung
erwiesen. Wir haben daher den

Satz 20, Der Bereich B,(p) zerfillt bei der bindren Form p-ter Ordnung
i p+1 Teile.

Acta mathematica. 46. Ymprimé le 28 sofit 1925. 36
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Zur Bestimmung. der Begrenzung von B,(p) haben wir nach No. 53 die
Resultante der Gleichungen

(138) f01”+Pf,l”‘+---+f, =0
G A+ pe A d2, = 0

zu bilden:

(139) Q(Z: Z) =0,

welche ein (2p — 1)-dimensionales Hermitesches Gebilde definiert. Man hat ferner
noch eine andere Bedingung zu beriicksichtigen, nédmlich die, da8 die Gleichungen
(138) eine gemeinsame reelle Wurzel A besitzen sollen. Dies findet sicher statt,
wenn die gemeinsame Wurzel jener Gleichungen einfach ist, weil diese Glei-
chungen neben irgend einer komplexen Wurzel auch die konjugierte Grofe zur
gemeinsamen Wurzel haben. Die zwei- und mehrfachen gemeinsamen Lisungen
von (138) geniigen aber neben (139) noch einer zweiten leicht zu bildenden alge-
schen Gleichung:

(140) 0.(e,5) = 0.
Die Begrenzung von B,(p) enthilt somit sicher alle Punkte der Mannigfaltigkeit
(140°) 04 =0, o552 0.

58. Wir machen zum SchluB noch die fiir die funktionentheoretischen Zwecke
wichtige Bemerkung, da8 simtliche Normalfolgen von I'(p) vom Rang Eins sind.
In der Tat reduzieren sich die zylindrischen Mannigfaltigkeiten (14) bei den
bindiren Formen auf einen p-fachen Punkt:

(141) (gl ¥, + & yz)P = 0,

w;) (&, &) das erste Element der betreffenden Normalfolge der bindren Gruppe
I bezeichnet. Das erste Element der zugeordneten Normalfolge von I'(p) ist
identisch mit dem reellen Punkt

2, = §~ & (y = Or 1) 2,.. -;p)

der Normalkurve (135), woraus hervorgeht, dafl die letztgenannte Normalfolge
vom Rang Eins ist.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen wollen wir niher auf die Betrachtung
der niedrigsten Fille eingehen.
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Lineare Formen.
59. Ist p = 1 und daher (133) eine lineare Form
(142) ¢ = %49,+2Y,
so reduziert sich die Gruppe I'(p) auf die Gruppe der korrelativen Substitutionen
(143) 2, = ag,+yz, 2 = fz,+0z,

von (132). Der Bereich B (p) besteht bhier aus den Punkten der oberen und
unteren Halbebene, die Begrenzung von B,(p) aus den Punkten der reellen
Achse. Dem Satz 24 entspricht hier der bekannte

Satz 26. Jede Gruppe reeller Substitutionen (143), die keine infinitesimale
Substitution enthdilt, ist auflerhalb der reellen Achse normal (= eigentlich) diskonti-
nuierlich.

Die Modulgrappe ist die einfachste Gruppe, deren Normalbereich identisch
mit dem Bereich B, (p) ist.

Quadratische Formen.
60. Es sei p = 2 und daher (133) eine quadratische Form
(144) ¢ = 50?/:‘{-251?/1]/,'*‘5,!/:.
Das Gebilde V' (p) ist hier identisch mit dem Kegelschnitt

(145) 7,4,— 2 =0,
die Gleichungen (137), oder
(146) 2, +224+2, =0,

reprisentieren Tangenten von (145). Um die Begrenzung von B,(p) zu erhalten,
haben wir die Resultante der Gleichungen

(147) oM+ 22,d+2, =0, 2,1 +251+7 =0
zu bilden. Diese ist gleich der Invariante der Funktionaldeterminante

(148) 9 — 4 foy1+f1ya fx?/x"‘fzyz
z0y1+zly2 zlyl—*—z?y’

der Formen ¢ und . Man hat somit

) zo zl
z, @,

(149)

36*
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als die gesuchte Gleichung fiir die Begrenzung von B,(p). Dies ist eine alge-
braische Mannigfaltigkeit vierter Ordnung, die nach Satz 26 den Raum R,(2) in
drei Teile zerlegt.

Nach No. 57 haben wir noch diejenigen Punkte von (149) zu beriicksichtigen,
denen zwei gemeinsame Wurzeln der Gleichungen (147) entsprechen. Dies findet
statt, wenn

% 5 4
(150) W A 4
ist, d. h. wenn die Gleichungen (147) geeignet normiert reelle Koeffizienten
2y, 2,, 2, besitzen. Ist dann

(151) 2,2,— 8 =0,

so sind die Wurzeln von (147) reell, sonst aber imagindr. Wir sind damit zu
dem Resultat gelangt, daB der Begrenzung von B (¢) alle komplexen Punkte
von (149) und nur diejenigen reellen Punkte angehoren, die der Bedingung (150)
geniigen.

In der terndren Gruppe der Substitautionen

2, = d*z,+2ayz,+yte,
(162) o = afz,+(xd+y)2,+y04
2y = f’2,+ 2802, + 0,

haben wir die bekannte Darstellung der biniren Substitutionen als nichtenklidische
Bewegungen der hyperbolischen Ebene, wobei der Kegelschnitt (145) die Rolle
des absoluten Gebildes spielt.

Kubische Formen.
61. Wir wollen noch besonders den Fall der kubischen bindren Formen

(183) 9 = 2 ¥i+3291y,+35y,¥,+ 4%
behandeln.
Das Gebilde ¥ (p) wird hier von der rationalen Normalkurve dritter Ordnung
154 Izozlz,f=0
(159 2 2 =l

reprisentiert. Die Schmiegungsebenen von (154) besitzen die Gleichungen
(185) 2,4+ 82,44 32,4+2, = 0.

Die Gesamtheit der reellen Schmiegungsebenen umbhiillen eine fiinfdimensionale
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algebraische Mannigfaltigkeit sechster Ordnung, welche den sechsdimensionalen
Raum der komplexen Variablen (#) in vier Teile zerlegt.

Um die Gleichung der genannten Mannigfaltigkeit bequem zu erhalten,
bemerken wir, daB jede gemeinsame Wurzel der Gleichungen

= 2, A +32,A+324+2, =0

(166) i _ o
= 3,A°+382,4+32,A+7, =0

4
P
auch eine Wurzel derjenigen Gleichungen ist, die durch Nullsetzen der Funktional-
determinante der Formen ¢ und @, und der ersten partiellen Ableitungen dieser
Funktionaldeterminante erhalten werden. Diese beiden letzteren Gleichungen
sind vom dritten Grade in bezug auf i = y,:y,, Mit den Gleichungen (156)
zusammen bilden sie ein System von vier kubischen Gleichungen. Damit sie
eine gemeinsame Wurzel 4 besitzen, muf die Determinante ihrer Koeffizienten
gleich Null sein, wodurch die gesuchte Gleichung fiir die Begrenzung des Normal-
bereichs B,(¢p) erhalten wird.

Aus dem Ausdrack

291+ 229, 9.+ 2y 44 +259,9, 15y,

157 =" ° s £ § al
(157 2,0+ 22,99+ 4y, 494 +2%y,9%.+ 40

der bis auf einen numerischen Faktor mit der Funktionaldeterminante der Formen
¢ und @ iibereinstimmt, erhdlt man durch Differentiation in bezug auf y, und y,
die Gleichungen

(2,8, — 2,2) Y+ 3 (2,2, — %,2) ¥} ¥s

(158) + (2,2, — 2,2,— 82,2, +82,2,) ¥, 41+ 2(2,2,— 2,2,)y; = O
2(2333_2223)?/2'*‘3(‘5123—"2125)3/:?/1

+ (2,2, — 2,2,— 82,2, +32,2) 4, ¥: +2(¢,2,— 2,2) y; = O.

Das Nullsetzen der Determinante der Koeffizienten dieser Gleichungen und der
Gleichungen
¢ = Zoyi'*' 3zly:yl+ 3zay1y;+zsy: =0

p = zoy:+321y:ya+322?/1?/2'*'233/; =0
gibt die Gleichung des gesuchten Hermiteschen Gebildes, dem die Gesamtheit
der Randpunkte des Normalbereichs unserer kubischen bindren Formentypus (153)
angehiort.

Durch Anwendung der Cayleyschen Symbolik bat Creescm ([3], S.94) fiir
die obige Resultante eine sehr einfache und elegante Darstellung erhalten.
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§ 19.
Quadratische Formen beliebig vieler Variablen,
62. Es sei
g 1, =1
(159 = lw z,, R ( e )
) L N Vi Y A
eine allgemeine quadratische Form der »-+ 1 Variablen y,, %,, ... ¥,,, mit den

unbestimmten Koeffizienten 2,,, welche letzteren wir als homogene Punktkoordi-
naten in dem % (n+ 3)-dimensionalen Raum R(2) anffassen. Die Gleichungen (127)

ersetzen wir hier durch

(160) 2, = U, U (g,v=1,2,...,n+1),

uy (Zed?
welche eine in R(2) gelegene Hyperfliche 2"-ter Ordnung reprisentieren.
Um den Normalbereich von (189) zu bestimmen, zerlegen wir die Gleichang
@ = 0 in die reellen Gleichungen:

(161) St by =0, Zi,m.y.9 =0

Nach No. 53 ist der gesuchte Normalbereich identisch mit der Mannigfaltigkeit
derjenigen Punkte (2), fiir welche die Gebilde (161) keine reellen Schnittpunkte
haben.

Wir beweisen den

Satz 27, Der Normalbereich der quadratischen Formen ist stets eusammen-
hingend.

Es seien ¢, und ¢, zwei reelle quadratische Gebilde (161), die keine ge-
meinsamen reellen Punkte besitzen. Wir zeigen zuerst, daB, wenn die beiden
Gebilde reelle Punkte haben, eines derselben derart stetig geiindert werden kann,
daB es alle seine reellen Punkte verliert, ohne daf die beiden Gebilde wihrend
der Anderung reelle Schnittpunkte aunfweisen. '

Wir nehmen etwa an, daB das Gebilde ¢, im Innern des Gebildes @, liegt,
wobei wir das Innere von ¢, bzw. @, durch die Ungleichungen ¢, <<0 bzw.
@, << 0 definieren. Es sei 1 eine reelle Grifie des Intervalles (0 =1 =1). Wir
bilden.die Form

(162) ¢ = o, +(1-2)g,
wo ¢, die positive definite Form
(162)) = Yit 9+
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bezeichnet. Fiir

(163) =20
ergibt sich aus (162), wenn 0 <1 <1 ist:
(164) p,<0

d. h. die Gebilde (163) liegen im Innern von ¢, und daher von ¢,. Fir i =0
ist aber: ¢ = @, und fiir A = 1: ¢ = @,. Wenn somit 4 stetig von Null zu
Eins wichst, variiert das Gebilde ¢, stetig in der Weise, daB es alle seine
reellen Punkte verliert, ohne daB es wihrend jener Anderung reelle Schnitt-
punkte mit ¢, aufweist, w. z. b. w.

Wir wollen ferner daran erinnern, daf der Raum der positiven (wie auch
der negativen) definiten quadratischen Formen zusammenhéingend ist. Sind ndm-
lich ¢, und ¢, positive definite Formen, so ist dies auch mit den Formen

(165) Ap,+(1-2A) g,

der Fall, wo 0 <A4=1 ist. Die den Formen (165) entsprechenden Punkte (2)
sind identisch mit den Punkfen der Strecke, deren Endpunkte die Formen ¢,
und ¢, reprisentieren. Daraus geht hervor, daf der Raum der positiven (und
daher auch der negativen) Formen konvex und mithin aach zusammenhéngend ist.

Nach dem Vorhergehenden kann man das beliebig gegebene Paar (g,, ¢,)
reeller quadratischer Mannigfaltigkeiten ohne gemeinsame reelle Punkte in ein
beliebiges anderes Paar (y,, ¥,) von Mannigfaltigkeiten (161), deren Gleichungen
durch Nullsetzen reeller, quadratischer definiter Formen erhalten werden, stetig
derart iiberfiihren, daf sie bestiindig keine reellen Schnittpunkte aufweisen. Wir
nennen diese Operation kurz T. Es sei (¢,, ¢,) irgend ein anderes dem Paare
(9., p,) analoges Paar quadratischer Mannigfaltigkeiten und T diejenige Ope-
ration, welche das nene Paar in der eben angegebenen Weise in das Paar (y,, v,)
iiberfiihrt. Die Operation TT fiihrt dann die Gebilde ¢, und @, derart stetig
in @, bzw. @, iiber, dal sie bestindig keine reellen Schnittpunkte haben.

Nach dem Vorhergehenden ist der Raum B,(p) bei den quadratischen
Formen ¢ stets zusammenhingend, and zwar so, daf man zwei beliebige Punkte
stets mit einer Linie verbinden kann, deren Punkte simtlich innere Punkte von
B,(p) sind.

Um die Gleichung der Begrenzung von B, (p) explicite aufzustellen, wollen
wir uns der Kiirze halber anf die terniren quadratischen Formen beschrinken.
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Ternire quadratische Formen.
63. Wenn (159) eine terniire Form ist:

(166) q’ = zlly: + 2221;-{_ Zssy: + 23]2yly2+ 2zl3yl y3+ 2323y9y8’
geht das Gebilde V(p) in die Veronesesche Fliche

— - 2

(167) &y = Uy Zoy = Uy, Z3p = Yy

2y = U U,, i3 = U Uy, Zag = Uy Ug

tiber, die eine Fliche vierter Ordnung ist. Der Normalbereich B,(p) besteht
hier aus der Gesamtheit der anBerhalb der reellen Schmiegungshyperebenen

(168) @ =0

der Fliche (167) gelegenen Punkte des Raumes R, (2).
Die Gleichung der Begrenzung von B,(p) ergibt sich in folgender Weise.
Es seien ‘

d — d — by =1
(169) y,wz':.ll"w gyvyy Yy = 07 ‘“'vz__‘llluv ’luvyf.tyv - O (1‘“' —_ 2 (!“ +,u)>
die der Gleichung (168) entsprechenden reellen Gleichungen (161), die hier zwei
reelle Kegelschnitte K, und K, darstellen. Damit der Punkt

(170) Z.uv = g;zv+ i,’luv (“’) V= 1’ 2) 3)

der Begrenzang von B,(p) angehtre, muB es in beliebiger Nihe dieses Punktes
sowohl solche Punkte geben, die dem inneren von B,(p) angehoren und deren
entsprechende Kegelschnitte K,, K, keine gemeinsamen reellen Puankte haben,
als auch solche Punkte, deren zugeordnete Kegelschnitte reelle Schnittpunkte
besitzen. Dies ist nur dadurch moglich, daB die zum Randpunkt (170) von B,(p)
gehorigen Kegelschnitte (169) einander in einem reellen Punkt beriihren. Dann
miissen aber in diesem genannten Punkte auch die Kegelschnitte (168) und

— 3 —
(171) = 3 ll,wz,n ¥.9, = 0
v =

einander beriihren.

Wenn wir somit die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir auf-
stellen, daf die Kegelschnitte (168) und (171) einander beriihren, erhalten wir
eine Gleichung, deren zugeordnete Mannigfaltigkeit U die Randpunkte von B,(p)
enthdlt. Diese Mannigfaltigkeit enthdlt aber dazu unendlich viele Punkte, die
der Begrenzung von B,(p) nicht angehoren. Denn ist (¢) ein Punkt von M, so
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besitzen die zugeordneten Kegelschnitte (169) auler den Beriihrungspunkten noch
zwei andere Schnittpunkte, die sowohl reell als imagindr sein kinnen, Aber
nur im letzteren Falle liegt (2) auf der Berandung von B,(p). Damit dies der
Fall sei, muf neben der Gleichung von U noch eine Ungleichung erfiillt sein.

64. Die analytische Darstellung von U kann am leichtesten in folgender
‘Weise geschehen (Awpover ([1], S. 269).

Es seien
Py Py Rys B |2, 2, 2,
(172) d = |2, &, 2, d = |2, 2, 2,
| 215 24 £ | 23 2y zas]

die Diskriminanten der Formen ¢ und @. Die Diskriminante der Form
(173) Lo+id o

148t sich dann in der Form

(174) d(Ay, d) = ABd+ 12, e+A, e+ A2d

schreiben, wo die GriBen

175 _ sy 04 3d
(175) e = 2, 3z, e = 2, %,

simultane Invarianten der Formen @ und ¢ sind. Damit die Kegelschnitte
p =0, g=0

einander berithren, mufl die Gleichung

(176) 44, 4,) =0

fiir 4,:4, eine zweifache Wurzel geben. Die Bedingung hierfiir ist

(177) 27d'd* — 18ddee —e*e* + 4de* + 4de* = 0,

welche die gesuchte Gleichung von U ist. Diese Gleichung stellt eine neun-
dimensionale Hermitesche Mannigfaltigkeit zwolften Grades dar.

§ 20.
Bemerkungen iiber die hoheren Formen.
656. Die obige Methode behiilt ihre Anwendbarkeit bei Formen beliebiger

Ordnung und einer beliebigen Anzabl Variablen.
Acta mathematica. 46. Imprimé le 7 septembre 1925. 37
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Wie oben in dem speziellen Beispiel der guadratischen Formen findet man
allgemein, daB die Randpunkte des Normalbereichs B, (p) auf derjenigen Mannig-
faltigkeit liegen, deren Punkten Gebilde (123) zugeordnet sind, die einander in
reellen Punkten (& 7) berithren. Wir haben also wie oben die Bedingung fiir
die Beriihrung der Gebilde

i, A A
® = Z‘elyllyzz e yn-}-:-l =0
_ — A A An
¥ = Ezlyx .7/:,"' ?/m:.l =0

auszudriicken, was durch das Gleichungssystem

=0
op Op dp oOp dp 0
178 b AP S L% ... _ % . 9%
(178) dy, 0y, dy, ~ 0Oy, 0Ypir  Wuna

gegeben wird. Damit die Gleichungen kompatibel seien, mufl ibre Resultante
verschwinden. Die so erhaltene Gleichung

(179) o(2,z) = 0

zwischen den Variablen z, z- stellt eine Hermitesche Mannigfaltigkeit dar, die
nach dem Vorhergehenden die Gesamtheit der Randpunkte des Normalbereichs
B,(p) enthilt.

§ 21.
Gruppen komplexer Substitutionen.

66. Die im Vorhergehenden fiir die Gruppen reeller linearer Substitutionen
hergeleiteten Sitze lassen sich auf die Gruppen komplexer linearer Substitutionen
iibertragen, wenn man bei der Anwendung des Hesse-Kleinschen Ubertragungs-
prinzips die gewthnlichen Formen darch die Formen mit konjugiert imaginiren
Variablen oder die Hermiteschen Formen

_ 2, A [ IR T TR 1A
(180) 11’(?/, y) = Zzl.l'yl !/:g---.'/m:‘ yl ?/a’--- yn:l-l
%1 n+41
(Zx=ZH=2)
i=1 t=1

ersetzt. Diese Formen haben wir schon in No. 18 kurz betrachtet. Um fiir die
zugeordnete Gleichung

(181) v y) =0
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eine in allen Fillen brauchbare geometrische Darstellung zu erhalten, haben wir
die Variablen y in ihre reellen und imaginiren Bestandteile zerlegt:

(182) Y = E+ing, vy, =6&—in Gx=12,...,n+1)

und dann die Variablen £ und % wieder als komplexe Variablen aufgefafit.
Dadurch geht die Gleichung (181) in die Gleichung

(183) YE+in, E—ig) =0

iiber, die eine im Raume R,,,, der komplexen Koordinaten £ 5 gelegene Hyper-
fliche A,, reprisentiert.

67. Wir betrachten nun die unbestimmten Koeffizienten »# der Form (180)
als homogene Punktkoordinaten in einem Raume R(2). Dadurch erhalten wir
eine umkehrbar eideutige Beziehung zwischen den Punkten (2) und den Formen
(180). Jeder Substitution

n+4-1 - w41 .
(184) yzl = 2 G x Yx» y: = z O xYx (2‘:1: 2;!”+1)
Xx=—1 x=—1

entspricht eine lineare Substitution

r+41
(183) 2= 3 ¢ .2 =12 ...,v4+1)
x =1

der Variablen 2. Es sei I" eine Gruppe der Substitutionen (184), die keine infi-
nitesimale Substitution enthdlt. Die zugeordneten Substitutionen (185) bilden
dann eine isomorphe Gruppe I'(¢), die ebenfalls frei von den infinitesimalen
Substitutionen ist.

Es sei o eine beliebige Normalfolge von I' mit den Elementen M und M.
Die zugeordneten Substitutionen der Gruppe I'(¥) bilden dann auch eine Normal-
folge. Man findet leicht, daB das zweite Element dieser Folge aus der Gesamt-
heit derjenigen Punkte (2) besteht, deren entsprechendes Gebilde (181) das Ele-
ment M als ganzes enthilt. Somit ist die Gruppe I'(¥) im Raume R (2) normal
diskontinuierlich, wenn es Hermitesche Gebilde (181) gibt, die kein zweites Ele-
ment (M) der Gruppe I' als Ganzes enthalten. Solche Gebilde sind stets vor-
handen. Denn die Ordnung der Form (180) ist nach ihrer Definition eine gerade

Zshl, und es gibt stets Gebilde, die gar keine Punkte besitzen, wie z.B. die-
Jenigen Gebilde (181), fiir welche

(186) v(E+in E—1y)
eine reelle definite Form ist.
37+
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Wir verstehen nun analog wie bei den gewthnlichen Formen unter dem
Normalbereich B,(¥) des Formentypus (180) den Inbegriff aller derjenigen
Punkte (2), deren entsprechendes Hermitesches Gebilde (181) keine reellen oder
komplexen Punkte bat. Dieser Bereich ist dann wegen seiner Definition identisch’
mit dem gemeinsamen Teil der Normalbereiche aller Gruppen I'(y), wo I eine
beliebige Gruppe reeller oder komplexer Substitutionen (187) ist, die keine infi-
nitesimale Substitution enthélt.

68. Um den Normalbereich B, (y) zu erhalten, haben wir die Gesamtheit
derjenigen Punkte (¢) zu bestimmen, fiir welche die Gleichungen

(187) vEm) =0 =0,

die durch Zerlegung der Gleichung (183) in ihren reellen und imaginiren Teil
erhalten werden, keine gemeinsamen reellen Losungen (von der trivialen Lisung
£ = 1 = O abgesehen) haben. Es gibt aber auch eine zweite Definition des
Normalbereichs B, (), die der Definition in No. b5 analog ist.

Wir setzen, unter

(188) Uyy Ugy oovy Upyy
komplexe Variablen verstanden,

A, 4 Ay —A _1g o ¥
(189) 2 o= (A A)ulu . w T w w L w

wo (4, ') den Koeffizienten desjenigen Gliedes der Entwicklung von
(190) (“1+ua+"'+un+1)p(“, +u, 4t u,,, )

bezeichnet, welches in der rechten Seite von (189) vorkommt. Die Gleichungen
(189) definieren ein dem Gebilde (127) analoges Gebilde V' (), welches darch jede
projektive Transformation (185) in sich selbst iiberfiihrt wird. Wir konnen
nun die Gleichung (181) als die Gleichung einer Hyperebene des Raumes R(2)
interpretieren, indem wir die GriBen y konstant behalten. Der Schnitt dieser
Hyperebene mit dem algebraischen Gebilde ¥V (y) gentigt der Gleichung

nt1 g /n4 r
(191) (T wu) (Zan)=o
x = 1 % = 1
oder
(192) U Yy + Uy Yot U Yy = O,

woraus hervorgeht, dafl die Hyperebenen (181) Schmiegungshyperebenen des Ge-
bildes V() sind.
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Die vorhergehenden Ergebnisse kinnen wir im folgenden, dem Satz 24 ana-
logen Satz zusammenfassen.

Satz 28. Bei jeder Hermiteschen Form v (y, y) gibt es einen Bereich B, () im
zugeordneten Raume R(z), wo jede Gruppe I'(¢), die einer beliebigen diskontinuier-
lichen Gruppe reeller oder komplexer Substitutionen zugeordnet ist, normal diskonti-
nuterlich ist. Die dem DBereich B,(y) nickt angehirigen Punkte bilden stets Riume
von gleicher Dimension wie der Gesamtraum. Der Bereich B, () ist auch identisch
mit der Mannigfaltigkeit simtlicher Pumkte (z), die keiner Schmiegungshyperebene des
Gebildes V() angehiren.

Wie bei den gewdhnlichen Formen zeigt man, daB die den Formen (180)
mit konjugiert imagindren Koeffizienten (z) entsprechenden Punkte (#) im Innern
oder anf der Berandung von B, (y) liegen, je nachdem die betreffende Form
definit oder indefinit ist. '

Wir fiihren jetzt die Transformation

(193) gr= Uy+iWi, &= U,—1W

aus. Dadurch wird das Gebilde V(¥) des Raumes R(7) in ein reelles Gebilde
des Raumes mit den Koordinaten U, W iiberfithrt. Den komplexen projektiven
Transformationen des Raumes R(s) werden dabei reelle projektive Transfor-
mationen des neuen Raumes entsprechen, die das reelle transformierte Gebilde
von V() in sich selbst iiberfiihren.

Wie in No. 56 konnen wir auch bei den Hermiteschen Formen die Existenz
von Gruppen I’ nachweisen, fiir welche der Normalbereich der Gruppe I'(y) mit
dem Normalbereich B, (y) iibereinstimmt. Das einfachste Beispiel liefert die
Gruppe I’ aller linearen unimodularen Substitutionen (184) mit ganzzahligen Koef-
fizienten aus dem Zahlenkorper (1, ¢), die fiir # = 1 mit der Picardschen Gruppe
iibereinstimmt. Der Beweis hierfiic wird ganz analog wie bei den reellen Modal-
gruppen ausgefiihrt, wenn man beachtet, da8 der absolute Betrag der Determi-
nante |¢, | der Koeffizienten von (187) auch im komplexen Gebiet als Inhalt
eines Parallelipipeds interpretiert werden kann, dessen Ecken im Nullpunkt und
in den Punkten P, (e, ., @,y .-y % np) (#=1,2,..., n+1) liegen.

Wir wihlen als Beispiel die quadratischen Formen.
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§ 22.
Quadratische Hermitesche Formen.

Bindre quadratische Formen.
69. Wir beginnen mit der Betrachtung der bindren quadratischen Hermite-
schen Form

(194) w(g’ g) = Zoylyl_*-zlyly!+Zly-ly2+zsy2?/2'
Das Gebilde V(y) wird hier durch das Nullsetzen der Determinante von
(194) dargestellt:
2,8,— 2,2, = 0.
Dieses Gebilde wird durch die Transformation

(195) 2, = U,tu,, 2, = u+iu, 2, = u,—iu,, 2

3 = Us;— Y,

3

die (193) in etwas gednderter Form darstellt, in das Gebilde
(196) wptultu;—u; = 0
tiberfiihrt, das wir als eine Kugel anffassen kinnen. Den komplexen Substitutionen

Y, = oy, +B8Y,, Y= yy,+0y,

werden reelle Kollineationen zugeordnet, die die Kugel (196) in sich selbst
transformieren. Wir haben hier die bekannte Darstellung der komplexen Kreis-
verwandtschaften als Bewegungen im hyperbolischen Raume (x), wo die Kugel

(196) das absolute Gebilde ist.
Nach No. 30 driickt die Ungleichung

(197) Uy Uy + Uy + 2, U, — U Uy << |y 4 %] + Ul — 1l

die Bedingung dafiir aus, daf der Punkt (u) keiner reellen Tangentenebene der
Kugel (196) angehort. Durch die Transformation (195) wird der Raum (197) in
den Raum

(198) 2,2, 2,2, —8,2,—2,2,<< |2,2,— &, 2,]
iiberfithrt, welcher mit dem Normalbereich des Formentypus (194) identisch ist.

Quadratische Formen mehrerer Variablen.
70. Es sei jetzt
n41

(199) vy, y) = X Yl

My =
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eine quadratische Hermitesche Form der » 41 Variablen y,, 4,, ..., ¥,;, und ihrer
konjugierten GroBen. Wir setzen wie friiher

— ] L
8y = 8, + 12,

(200) . . .
y[l. == E,ﬁ*‘“?m .7/;; = g‘u—'l’)?‘“,

wodurch die Form (199) in ihren reellen und imaginiren Teil zerlegt wird:

(201) P Y) = 9.8 ) +ip, ().

Um den Normalbereich B, (%) zu bestimmen, haben wir die Gesamtheit der reellen
GroBensysteme (2/, ") zu bestimmen, fiir welche die reellen quadratischen Mannig-
faltigkeiten

(202) (Pl(g1 "7) = 0, %(E; "7) =0

keine gemeinsamen reellen Puankte haben. Man hat hier einen dem in No. 62
betrachteten analogen Fall mit dem Unterschied, daB jetzt die Gleichungen (202)
bei willkiirlichen Werten der Parameter # nicht die allgemeinsten Paare qua-
dratischer Gebilde reprisentieren. Die Betrachtungen der No. 62 behalten jedoch
ungeéndert ihre Giiltigkeit, wenn man zur Form (162') die Form

n41
(203) p.&m = X E+n)
y=1
wihlt, die der Hermiteschen Form
. B n--1 _
204) v1,9) = X 4.9,

v=1
zugeordnet ist. Man gelangt dadurch zum

Satz 28. Der Normalbereich ist bei den quadratischen Hermiteschen Formen
stets zusammenhingend.
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V. Automorphe Funktionen.

§ 23.
Existenz der automorphen Funktionen.

71. Die funktionentheoretische Abteilung unserer Arbeit zerfillt in zwei
Teile.

Im ersten Teile werden allgemeine Sitze iiber die automorphen Funktionen
bei Cremonagruppen beschrinkter Ordnung hergeleitet. Es wird unter gewissen
allgemeinen Bedingungen die Existenz automorpher Funktionen nachgewiesen
und der Existenzbereich sowie die wesentlichen Singularititen dieser Funktionen
bestimmt.

Der zweite Teil ist der Untersuchung der arithmetischen Invarianten belie-
biger gewdhnlicher und Hermitescher Formen gewidmet.

Statt homogener Variablen, die in geometrischen Betrachtungen die geeig-
netsten sind, wollen wir in unseren funktionentheoretischen Untersuchungen von
nicht homogenen Variablen Gebrauch machen. Wird

(205) Yo Y = % (=1,2..,n)
gesetzt, so nimmt die Cremonasubstitution (102) die Form

F(x z, ...x)

n+l (xl [ et P ] x”)

(206) z =

an.

72. Wie in der Einleitung erwihnt, werden wir den Existenzbeweis der
automorphen Funktionen, der Methode von Poincare [24] folgend, dadurch aus-
fihren, daf wir analytische Ausdriicke vermittels unendlicher Reihen bilden.
In erster Linie wird zu diesem Zweck die von Picarp [20] gegebene Verallge-
meinerung der Poincaréschen Reihen angewandt, die wir in der Form

(207) 0,2, ..,x,) = ZH(‘”:»”““ " ")Jlggl,x,,---, 3}

schreiben, wo H eine rationale Funktion und m eine positive ganze Zahl be-
zeichnet, die spiiter genauer definiert werden, und wo (z/, 2,, ..., #,) die Gesamt-
heit der Substitutionen der betreffenden Cremonagruppe G durchliuft.

Es soll die Konvergenz der Reihen (207) unter der folgenden allgemeinen
Bedingung untersucht werden.
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Bedingung (A'). Es gibt im Raume R, einen 2n-dimensionalen Bereich D,
dessen Transformierte vermittels der Substitutionen der diskontinuierlichen Cremona-
gruppe G, von endlich vielen derselben hichstens abgesehen, in einem endlichen oder
ins Endliche transformierbaren Bereich W liegen.

Im allgemeinen folgt aus der Bedingung (A') die normale Diskontinuitit
der Gruppe im Bereich D.

Es seien nidmlich (4,_,) beliebige auflerhalb des Bereichs W gelegene
Hyperflichen, deren zugeordnete Gebilde (4;_,) im projektiven Raume R, keinen
gemeinsamen Punkt haben. Die Gesamtheit der Punkte des Cremonaraumes, die
keiner der Hyperflichen (4, ) oder ihren Transformierten vermittels der Cre-
monagruppe angehdren, bilden einen in bezug auf diese Gruppe invarianten
Bereich I),, der D als Teilbereich enthiilt. Der Bereich D, geniigt aber dann
der in No.40 formulierten Bedingung (A), woraus nach Satz 20 die normale
Diskontinuitéit der Gruppe im Bereich D, und daher in D eine Folge ist.

73. Bevor wir den eigentlichen Konvergenzbeweis der Reihen (207) be-
ginnen, wollen wir eine elementare Formel herleiten, die im Folgenden eine
mehrfache Anwendung finden wird. '

Es sei

n

1 i,
(208) Pz, 2,,..,2,) = e, .1 % x:"a:

eine ganze rationale Funktion p-ter Ordnung mit beliebigen reellen oder kom-
plexen Koeffizienten. Die Gleichung

(209) Pz, z,...,2,) =0

definiert dann eine im Raume R, (z) gelegene 42_,. Wir setzen nun

i, 2 1,
(210) 21112...1." = xx xaﬁ'“x" I
WO Ay, Ay, ...y 4, alle nicht negativen ganzen Zahlen durchlaufen, fiir welche
(1) Lhtd+ 44, =p.

ist, wobei #,,.., = 1 zu setzen ist. Die in dieser Weise aus (209) erhaltene
Gleichung

(212) Ple) = X, .1.%0...2, =0

stellt dann eine im Raume R(¢) der Variablen () gelegene Hyperebene dar.
Acta mathematica. 46. Imprimé le 7 septembre 1925, 38
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Nun gilt fiir den Abstand des Punktes (¢) von der Hyperebene (212) der
Ausdruck

12,20, 70,2, 1,

V¥ e, 0

wo bei der Summierung unter dem Wurzelzeichen die Kombination 4, — 4, = .-
= 1, = 0 aunszuschlieBen ist. Hieraus ergibt sich fiir den absoluten Betrag
der Funktion (208) die folgende wichtige Darstellung:

(213) Az, P) =

(214) |P(z,, 2,,...,2,)| = 4(z, P) \/E|c_“ R

wo A(xz, P) statt (s, P) geschrieben ist.

Es sei ferner U irgend ein abgeschlossener Bereich des Raumes R, (z), der
keinen Punkt des Gebildes (209) enthdlt. Vermoge (210) wird dem Bereich U
ein bestimmter abgeschlossener Bereich U’ des Raumes R(z) zugeordnet, der
keinen Punkt der Hyperebene (212) enthidlt. Es sei A, der kiirzeste Abstand
des Bereichs U’ von der Hyperebene (212). Dann ist

(215) Az, P)=4,=>0
im Bereich U.

74. Indem wir jetzt dem Konvergenzbeweis der Reihen (207) beginnen,
schreiben wir die rationale Funktion H als Quotient zweier Polynome:

—_— Pl(xl’x”"', xn)
(216) H(z, =, ..,2) = AT AL
wo
iy 2 i,
217) P (z,2,..,2,) = 2“1112___17‘3711.’1,‘22...27”
11 l n
P,(x,,x,,...,xn) = Zb;,l;,zm;'nxl x.,’...xn.

Wegen (214) ist dann

A, P) \/E—'T‘IMTR
A B Y [bg,.af

(218) [H (2}, 2y, ..., 2,)] =
Wir wihlen nun zom Gebilde
(218) Pz, 2y, ..,2) = 0

eine beliebige auBerhalb des Bereichs W gelegene Hyperfliche. Solange der
Punkt () in dem Bereich D gewihlt wird, werden die dquivalenten Punkte (')
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nach der Bedingung (A’) innerhalb des Bereichs W liegen. Daher gilt im Bereich
D die zu (215) analoge Ungleichung

(219) A@, P)=4,>0.

Aus der Gleichung (218) geht aber dann hervor, da8 der absolute Betrag von
H(z;, 2,, ..., %), wenn (zi, %, ..., 2,) alle Substitutionen der Gruppe G durch-
linft, im Bereich D unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Daraus folgt, daB
die Reihen (207) im Bereich D gleichmifiiz und absolut koumvergieren, sobald
dies mit der speziellen, der Annahme H = 1 entsprechenden Reihe

0 (21, 235 - ) |"
0 2 fae =)
der Fall ist. Wir kionnen daher mit der Betrachtung dieser speziellen Reihe
fortfahren.

756. Es sei (206) irgend eine Substitution unserer Cremonagruppe G. Die
zugeordnete Funktionaldeterminante

_ 8.
(221) 6(x) - a(xl’ x” Ly x‘n)

148t sich in der Form
| J(2)

(222) 0@ = 5 (o

schreiben, wo

P oF, OF, oF,
' og, ox, oz,
7 oF, oF,  9F,
(228) J@)=|"* oz, oz oz,
Iﬂ 6Fn+l EaFrH-l .. aFn-H
" oz, Oz, oz,
Dabei stellt die Gleichung
(224) F, (=0
das ,Fluchtgebilde“ und die Gleichung
(224') Jx) = 0

das ,Jacobische Gebilde“ der Substitution (206) dar.
38*
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Es seien nun (z) und (§) zwei beliebige Punkte eines abgeschlossenen inneren
Teilbereichs D' von D. Weil die Fluchtgebilde (224) als Transformierte des
unendlich fernen Gebildes aufierhalb D liegen, haben die Grofen A(z, F,,,) und
4, F,,,) eine von Null verschiedene untere Grenze, die mur von D’ abhingt.
Daraus folgt nach (214), da8 fiir simtliche Fluchtgebilde

| Fn+1 (x) — A(‘T’ EH‘!.)_
(225) | Fron® | — 4E FLL) =»=0

ist, wenn (z) und (£) beliebig in D’ variieren.

Es sei ferner 7 eine im Bereich I’ gelegene kleine Hypersphire mit dem
Volumen v. Wir bezeichnen mit ¢’ das Volumen der Transformierten von =
vermittels der Substitution (206). Man hat

(226) v = v]o(@)[,

wo ¢ einen Punkt von 7 bezeichnet.
Nun ist nach (222)

6(x) J(x) Fn-H(g) -
(227) 8(E) ~ JE '(f'n+.(w)> '

Wegen (225) und (226) ergibt sich hieraus

e L | T@ [,
(228) @I < a7y |

Diese Ungleichung zeigt, daf die absolute Konvergenz der Reihe (220) fiir
m = 2 von derjenigen der Reihe

929 ( ) o

(229) pACE

abhﬁngt, wo £ einen Punkt von r bezeichnet, der mit der Substitution im allge-
meinen variiert.

76. Um die absolute Konvergenz dieser letzteren Reihe zu untersuchen,
bemerken wir zuniichst, daB die Funktionen J(z) ganze rationale Funktionen
beschrinkter Ordnung sind, worans folgt, daB die Gebilde (224') durch eine
endliche Anzahl (< ¢) Punkte eindeutig bestimmt werden. Es ist offenbar
moglich, im Bereich D’ eine endliche Anzahl auferhalb einander liegender kleiner
Hypersphéren

(230) Tyy Tay eeny T
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in der Weise zu konstruieren, daf jedes der Gebilde (224') wenigstens von einer
derselben einen Abstand hat, der oberhalb einer von Null verschiedenen GroBe
A, liegt.

Wir fassen nun allgemein in der Summe 3, diejenigen Glieder der Reihe
(229) zusammen, deren zugeordnetes Gebilde (224') von 7, einen Abstand hat, der
= 4, ist. Zur Abschitzung der Summe 3, identifizieren wir 7, mit z. Wir
haben dann nach (214) fiir jedes Glied von 3], und jeden Punkt z des Gebietes
D' die Ungleichung

J(2) | A(z, J)

231 |__,_,_ = - . <,

(@31) TE) | = A, )

wo £, einen Punkt von 7, bezeichnet und wo O, eine endliche Konstante ist.
Daber wird

(232) [Sl< G,

wo v, die Summe der Volumina der Hypersphdre 7, und ihrer Transformierten
bezeichnet. Diese Summe ist aber endlich, weil die Gruppe in D' normal dis-
kontinujerlich ist und weil die Transformierten von 7, im Endlichen, nimlich
im Bereich W, liegen. Jede der Reihen 3, (v =1,2,..,,q) ist daher im Be-
reich D' gleichmifiig und absolut konvergent. : :
Weil nun jedes Glied von (229) wenigstens in einer der Summen 3], vor-
kommt, muf auch die Reihe (229) selbst in D' gleichmifig und absolut kon-
vergent sein. Dies gilt dann auch betreffs der Reihe (220) und somit auch

betreffs der allgemeinen Reihen (207) fiir m = 2 und dann natiirlich aunch fiir
m=>=> 2,

77. Im allgemeinen findet aber die Konvergenz der Reihen (207) in einem
groferen Bereich statt. Wir werden ndmlich den folgenden Satz beweisen.

Satz 830. Die Reihe (207) konvergiert, wenigstens nach Fortlassen einer end-
lichen Anzahl Glieder, fiir m =2 gleichmifig und absolut in jedem abgeschlossenen
Bereich U, der keinen Hdiufungspunkt der Transformierten des Gebildes (218") und
keinen Hdufungspunkt der Fluchigebilde (224) enthilt.

Wir wihlen im Bereich D eine endliche Anzahl von Hypersphiren mit
den Mittelpunkten

(233) En ko0 b

derart, daB fiir jede Substitution der Gruppe G wenigstens eine unter ihnen
auBierhalb der beiden Gebilde
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(234) P@)=0, Jx)=20

liegt, was moglich ist, weil diese Gebilde von beschrinkter Ordnung sind. Wir
bilden dann den Quotienten zweier entsprechenden Glieder der Reihen @(x) und
O(f), wo z irgend einen Punkt des Bereichs U, der als endlich vorausgesetzt
werden kann, und £ irgend einen der Punkte (233) bezeichnet. Der genannte
Quotient ist dem absoluten Betrag nach gleich

- LR e

4, J)
wo P, und P, die Zdhler der rationalen Funktionen P,(z') und P,(z’) bezeichnen.
Weil die Gebilde

(236) P,=0, F,, =0

(235)

Z (x7 Iﬂn+;)

in dem abgeschlossenen Bereich U nach der Annahme keinen Hiunfungspunkt
haben, bleiben die Quotienten
46 P) 4ETF,)

(237) d(x, P,5 ' J(x) Fn+1)

wenigstens von einem gewissen Glied ab unterhalb einer endlichen Grenze K,.
Ferner liegt wenigstens eine der Funktionen

4@ F) 4@J)
4, P) 4E,d)

(238) v=12..,p

im Bereich U bei beliebig gewihlter Substitution von G unterhalb einer end-
lichen Konstanten X,, weil nach dem Vorhergehenden die beiden Abstinde
4(E,, P) und 4(§,, J) wenigstens fiir einen Wert von » oberhalb einer von Null
verschiedenen Grenze bleiben. Somit ist

P _ B
0 2 LEenTlEE-

Aus (235) folgt dann, mit Riicksicht anf die obige Abschidtzung der GréBen (237),
die Ungleichung

(240) |H@)3@)I" < K"K, 3 |HE)IE)P"

y=1

die nach dem Vorhergehenden im Bereich U wenigstens von einer Stelle ab fiir
die Glieder der Reihe (207) giiltig ist.



Untersuchungen iiber die automorphen Funktionen beliebig vieler Variablen. 303

Nach dem vorhergehenden Beweis ist jede der p Reihen

@41) D HElae =12 ..

fiir m = 2 absolut konvergent, weil die Punkte (£,) dem Bereich D angehiren.
Wegen (240) muB dann die Reihe (207) fiir m = 2 gleichmiBig und absolut im
Bereich U konvergieren, wenigstens nachdem endlich viele Glieder fortgelassen
worden sind, w. z. b. w.

78. Die Reiben (207) definieren analytische Funktionen, die den Funktional-

gleichungen
v , oz, a2, ..., 2)™

@) 6 = Ola, my |G
geniigen, wo (2') eine beliebige Substitution der Gruppe G bezeichnet. Der
Quotient zweier @-Fanktionen mit einem und demselben Exponenten m ist also
eine automorphe Funktion unserer Cremonagruppe.

Wir haben somit die Existenz automorpher Funktionen nachgewiesen, die
in jedem Bereich meromorph sind, der keine Hiufungsstelle der Gebilde

(243) P@) =0, F.@=0

enthilt. Die Haufungsstellen der Gebilde (243) miissen ersichtlich wesentliche
Singularititen der durch die Reihen (207) definierten Transzendenten sein.

Welcher Zusammenhang findet nun zwischen dem Normalbereich der Gruppe
und dem Existenzbereich ihrer antomorphen Funktionen statt?

Wir gehen, um dies allgemein einzusehen, zum projektiven Raum R, iiber
Es sei H eine Hyperfliche, deren Schnitt mit I vermige (107) dem auBerhalb
des Bereichs W gelegenen Gebilde (218') zugeordnet ist. Wir kdnnen annehmen,
daB die Transformierten von H vermittels der Substitutionen der zu G ge-
ordneten projektiven Gruppe I" keinen gemeinsamen Punkt haben, welcher Be-
dingung sicher alle Gruppen geniigen, bei denen keine allen Substitutionen
gegeniiber invariante A, (u = n—2) existieren. Es sei ¢ eine beliebige
Normalfolge von I' mit den Elementen M und M. Es sei ferner H’ irgend eine
der Transformierten von H, die das Element M nicht als Ganzes enthilt. Die
Transformierten dieser Hyperfliche vermittels ¢~ konvergieren dann nach Satz b
gegen eine Mannigfaltigkeit, die das Element M als Ganzes enthilt. Daraus
geht hervor, daB im allgemeinen jedes der zweiten Elemente der Cremonagruppe
den Héaufungsgebilden von (243) angehort. Die Punkte dieser Elemente konnen
daher dem Existenzbereich der automorphen Funktionen nicht angehdren. Weil
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nun der Normalbereich der Gruppe nach seiner Definition aus der Menge aller
zu den zweiten Elementen nicht gehdrigen Punkte besteht, ist durch das Obige
bewiesen, daB die automorphen Funktionen im allgemeinen nicht auBerhalb des
Normalbereichs der Gruppe existieren konnen. Sie besitzen aber im allgemeinen
wesentliche Singularititen auch in dem Normalbereich, sobald » > 1 ist (vgl. die
Beispiele in § 27).

Wir konnen die zuletzt erhaltenen Resultate im folgenden Satz zusammen-
fassen.

Satz 31. Jede der Bedingung (A") geniigende Gruppe besitet automorphe Funk-
tionen, die vermittels der verallgemeinerten Poincaréschen Reihen in ihrem ganzen
Existenzbereich darstellbar sind. Im allgemeinen ist der Existensbereich jeder aufo-
morphen Funktion in dem Normalbereich der Gruppe enthalten.

79. Wir wollen jetzt nachtriiglich untersuchen, in wie weit die Bedingung
(A") fiir die Darstellbarkeit der automorphen Funktionen vermittels Poincaréscher
Reihen notwendig ist.

Wir bemerken zu diesem Zweck, daB die Gebilde
(244) Pz(x{,x;,...,x,’l) = 07

die fiir Glieder von (207) algebraische Unstetigkeiten sind, nicht den ganzen
Raum R, ausfiillen diirfen, weil die durch die betreffende Reihe definierte Funktion
andernfalls fiberall singulir wire, was unméglich ist. Im allgemeinen, ndmlich
wenn es keine allen Substitutionen der Gruppe gegeniiber invariante A, gibt,
kann man unter den Gebilden (244) ein System wihlen, das keinen gemeinsamen
Punkt haben. Dies ist im wesentlichen der Inhalt der in No. 40 aufgestellten
Bedingung (A), die somit zur Darstellbarkeit der automorphen Funktionen mit
Poincaréschen Reihen notwendig ist. Unsere Bedingung (A’) setzt nun etwas
mehr voraus. In derselben wird nimlich die Existenz einer kontinuierlichen
Mannigfaltigkeit von Hyperflichen A4, voransgesetzt (ndmlich die Hyperflichen,
die auBerhalb des Bereichs W liegen), deren Transformierte vermittels der Sub-
stitutionen ‘der gegebenen Gruppe einen gewissen 27 -dimensionalen Bereich frei
lassen. Dadurch werden die Unstetigkeitsgebilde der Glieder der Reihe (207)
Bedingungen unterworfen, die durch Ungleichungen zwischen den Koeffizienten
ihrer Gleichungen ausgedriickt werden, wihrend man andernfalls durch Gleichungen
darstellbare Bedingungen hitte.
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Wir wollen das obige Resultat durch den folgenden Satz aussprechen.

Satz 82. Die Bedingung (A') driickt die notwendige und hinreichende Bedin-
gung dafiir aus, daf mit willkiirlich wihlbaren, d.h. durch Ungleichungen definierten
algebraischen Unstetigkeitsgebilden versehene automorphe Funktionen existieren, deren
analytische Darstellung durch verallgemeinerte Poincarésche Reihen miglich ist.

80. Die vorhergehenden Betrachtungen beruhen wesentlich auf der An-
wendung analytischer Ausdriicke, die wie die Reihen (207) unendliche Summen
oder Produkte rationaler (oder einfacher transzendenter) Funktionen sind. Die
durch solche Reihen definierten analytischen Funktionen kinnen aber im Falle
mehrerer Variablen nicht denselben Grad der Aligemeinheit haben wie bei den
Funktionen einer Variablen, was eine Folge davon ist, daB die Niveaugebilde
analytischer Funktionen zweier und mehrerer Variablen im allgemeinen irreduzible
transzendente Mannigfaltigkeiten sind. Es ist daher a priori moglich, daB es
Gruppen gibt, deren automorphe Funktionen keine analytische Darstellung ver-
mittels der Poincaréschen oder analoger Reihen gestatten. In der Tat hat man
ein solches Beispiel in den abelschen Funktionen, deren Niveaugebilde im all-
gemeinen irreduzible transzendente Mannigfaltigkeiten sind. Um dies za be-
weisen, geniigt es nach dem Vorhergehenden zu zeigen, daf die Transformierten
jeder von dem unendlich fernen Gebilde verschiedenen algebraischen Mannigfaltig-
keit vermtge der Substitutionen der abelschen Gruppe den ganzen Raum aus-
fiillen. Dies baben wir in der Tat in einem anderen Zusammenhang fiir den
Fall zweier Variablen und fiir die linearen Funktionen getan ([18]; S. 95).

§ 24.

Zwei allgemeine Klassen automorpher Funktionen.

81. Es gibt zwei allgemeine Klassen diskontinuierlicher Gruppen, auf welche
die obigen Ergebnisse anwendbar sind, nimlich die Gruppen mit festen Hiiufungs-
gebilden und die Gruppen mit einem endlichen invarianten Raum, die resp. in
den §§ 14 und 12 untersucht worden sind.

Wir wollen das Bestehen unserer Bedingung (A’) zundichst an der ersten
der genannten Klassen bestitigen.

Es sei I' eine Kollineationsgruppe, die den drei in No. 47 aufgestellten
Bedingungen geniigt. Es sei H irgend eine Hyperebene, die einem Punkt des
Normalbereichs der korrelativen Gruppe zugeordnet ist. Diese Hyperebene ent-
hilt danmn keinen Punkt der abgeschlossenen Menge (M) der ersten Elemente

Acta mathematioa. 46. Imprimé le 8 septembre 1925. 39
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von I Wir denken uns eine lineare Transformation ausgefiihrt, durch welche
die Hyperebene H ins Unendliche iiberfithrt wird. Nach Awusfiilhrung dieser
Transformation werden sdmtliche Punkte von (M) im Endlichen liegen.

Es sei nun D irgend ein endlicher Bereich, dessen Punkte innere Punkte
des Normalbereichs von B sind. Nach Satz 6 sind die Hiufungspunkte der Trans-
formierten von D identisch mit den Punkten der Menge (M). Weil diese Punkte
im Endlichen liegen, kann man D so wihlen, daf alle seine Transformierten im
Innern eines endlichen Bereiches W liegen. Die Bedingung (A') ist also im
vorliegenden Falle stets erfiillt.

Wir wihlen jetzt als Unstetigkeitsgebilde (218") unserer Reihen Hyperflichen
H, die keinen Punkt der Menge (M) enthalten, welcher Bedingung u. a. alle
Hyperebenen gentigen, die den Punkten des Normalbereichs von I' korrelativ
entsprechen. Die Hdufungsgebilde der Transformierten jener Hyperflichen fallen
dann nach No. 47 mit den Hyperebenen der Menge (M) der zweiten Elemente von
I’ zusammen. Man hat somit den

Satz 33. Bei denjenigen Kollineationsgruppen, deren simtliche Normalfolgen
den Rang Eins besitzen und die nebst ihrer korrelativen Gruppe mormal diskonti-
nuierlich sind, gibt es durch Poincarésche Reihen darstellbare automorphe Funktionen,
deren Existenzbereich mit dem Normalbereich der Gruppe tdentisch ist und deren wesent-
liche Singularititen, die mit den zweiten Elementen der Normalfolgen der Gruppe
zusammengallen, von der Gruppe allein, nicht aber von der Wahl der Funktion selbst
abhingen.

Wir haben im vorliegenden Falle automorphe Funktionen mit festen wesent-
lichen Singularititen, in welcher Hinsicht diese Funktionen somit eine vollkommene
Analogie mit den Funktionen einer Variablen aufweisen.

Vermoge der projektiven Abbildung kann man den vorhergehenden Satz
unmittelbar auf die Cremonagruppen iibertragen.

Wir nehmen zu diesem Zweck an, daB die Gruppe I' ihre normale Diskon-
tinuitdt noch in gewissen Teilen des invarianten Gebildes I bewdhrt. Durch
die Transformation (204) gehen dann die aatomorphen Funktionen der projek-
tiven Gruppe I' in diejenigen der zugeordneten Cremonagruppe G iiber, deren
Existenzbereich mit dem Normalbereich von G zusammenfillt.

Wie schon in No. 48 erwiihnt wurde, gehdren séimtliche eigentlich diskon-
tinuierliche Gruppen linearer Substitutionen einer Variablen zur Kategorie der
Gruppen mit festen Hiufungsgebilden. Die automorphen Funktionen einer Va-
riablen subsumieren sich daher als einfachster Spezialfall unter die im Vorher-
gehenden betrachteten antomorphen Funktionen.
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82. Der Bedingung (A’) geniigen ferner die in § 12 untersuchten Gruppen
mit einem endlichen invarianten Raum, indem dann die Bereiche D und W
identisch mit dem invarianten Raum sind. Wir wihlen als Unstetigkeitsgebilde
(218") irgend eine anferhalb des invarianten Ranmes gelegene Hyperfliche und
wir gelangen zum

Satz 34. Im allgemeinen besitet jede Gruppe von Cremonasubstitutionen be-
schrankter Ordnung, die einen endlichen Bereich in sich selbst tramsformieren, sobald
sie keine infinitesimale Substitution enthalt, automorphe Fumktionen, die im genannten
Bereich meromorph sind.

Die einfachste Anwendung des vorhergebenden Satzes bieten uns die Gruppen
linearer Substitutionen, die einen Hauptkreis besitzen (die fuchsschen Gruppen).

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir zu einer nidheren Unter-
suchung der wichtigsten Klassen automorpher Funktionen iibergehen.

§ 25.
Hyperfnchsgche Funktionen.
83. Wir beginnen mit der Betrachtung der automorphen Funktionen von
Kollineationsgruppen. Werden die linearen Substitutionen

9 o O Xy, Tyt 0, 2 0y, ;— 1.9
(245) o = — Sttt e, b, g9 g
LA X A SEEEE AT A o R

unimodular geschrieben, so nimmt die Poincarésche Reihe (207) die Gestalt

(246) @(xv Zgy ooy Ty, =ZIZI((E:, x;7 ceey ‘Z;;){dnh.\xt +eo 4 Ao z,+ O, 1 g—mm“)
an. '

Die ersten und wichtigsten allgemeinen Beispiele automorpher Funktionen
mehrerer Variablen mit einer Gruppe linearer Substitutionen hat man in den
hyperfuchsschen Funktionen, die fiir » = 2 von Picarp und fiir beliebiges » von
Fuswst eingefithrt worden sind. Unter den vorstehenden Namen versteht man
die antomorphen Funktionen der in § 8 betrachteten ,byperfachsschen® Gruppen,
d. h. derjenigen Gruppen linearer Substitutionen, die eine Hermitesche quadra-
tische Form der Charakteristik Eins, d. h. eine Form des Typus

(247) YY) = 45+ 5+ YV~ Y nrw
invariant lassen.

Nach No. 48 gehtren die hyperfuchsschen Gruppen zur Kategorie der
Gruppen mit festen Hiufungsgebilden. Gleichzeitig besitzen sie aber anch einen
endlichen invarianten Raum, nimlich

(243) v, y) <O
39+
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Wegen des Satzes 34 gilt daher der

Satz 35. Jede Gruppe linearer Substitutionen, die eine Hermitesche Form
(247) der Charakteristik Eins in sich selbst transformieren, besitat, sobald keine infi-
nitesimalen Substitutionen vorkommen, automorphe Funktionen, die in dem Normal-
bereich (248) der gemannten Form meromorph sind.

84. Es gibt Gruppen, deren Normalbereich mit (248) identisch ist, z. B. die
Gruppen aller ganzzahligen komplexen Substitutionen, die eine Form des Typus
(247) mit ganzzahligen komplexen Koeffizienten in sich selbst tiberfilhren. Die
zugehtrigen antomorphen Funktionen haben den Bereich (248) als wahren Existenz-
bereich, fiber dessen Begrenzung hinaus keine analytische Fortsetzung mig-
lich ist. Diese Funktionen bilden eine direkte Verallgemeinerung der auto-
morphen Funktionen einer Variablen mit Grenzkreis, welche sich hier in der
Tat als niedrigster Fall (» = 1) subsumieren.

Die auf 8. 258 betrachteten Gruppen mit diskret liegenden singuliren Tan-
gentenhyperebenen fiihren zu antomorphen Funktionen, die im ganzen Raum bis
auf die genannten Hyperebenen existieren. Wir haben hier eine Verallgemei-
nerung der automorphen Funktionen mit einem Hauptkreis, der kein Grenz-
kreis ist.

Wir wollen hiernach niher den Fall betrachten, wo die Koeffizienten der
Substitutionen reell sind. Diese Substitutionen fiihren neben der Hermiteschen
Form (247) die reelle quadratische Form

(249) ¢ = yityi+ -+ v~y
in sich selbst iiber.

Nach No. 30 besteht der Normalbereich der Form (249) fiir n > 2 aus
dem zusammenhingenden Raum

(250) yxgx"’" ?/2?;:’*'"' +yn?_/n_yn+1yn+1< |y1+y§+"'+?/2~?/f»+xl,

fiir » = 2 dagegen aus dem dreiteiligen Raum

(81) 9.9 +9:%— 49 F v+ -yl

Es gibt nach No. 80 Gruppen, deren Normalbereich mit (250) bzw. (251)
identisch ist, wie z. B. die Gruppen linearer ganzzahliger Substitutionen, die
eine ganzzahlige Form des Typus (249) in sich selbst transformieren. Fiir diese
Gruppen I’ gilt der

Satz 36. Jede zu ciner Gruppe I' gehirige Poincarésche Reihe definiert fiir
n > 2 eine analytische Funktion, die den Bereich (250) als Existenzbereich hat,
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wihrend sie fir n = 2 gleichzeitig drei analytische Funktionen definiert, die in je
einem der drei Raumteile existieren, in welche der betreffende vierdimensionale Raum
durch die Mannigfaltigkeit (251) zerlegt wird.

Beispiele von automorphen Funktionen anderer Art geben die auf S. 264
betrachteten Gruppen. Die automorphen Funktionen dieser Grappen existieren
im ganzen Raum bis auf die diskret liegenden reellen Tangentenhyperebenen
des Gebildes ¢ = 0.

§ 26.
Eine Klasse automorpher Funktionen ohne invariante Gebilde.

85. Die in §9 betrachteten Kollineationsgruppen ohne invariante Gebilde
filhren zu den ersten allgemeinen Beispielen antomorpher Funktionen mehrerer
Variablen, die den automorphen Funktionen einer Variablen ohne Hauptkreis
analog sind.

Die genannten Gruppen gentigen den drei in No. 47 aufgestellten Bedin-
gungen und gehtren daher zur Klasse der Gruppen mit festen Hiufungsgebilden.
Die zngehirigen automorphen Funktionen existieren im ganzen Raum bis auf
die diskret liegenden Hyperebenen, welche die zweiten Elemente der Normal-
folgen der Gruppe bilden und welche fiir die antomorphen Funktionen der Gruppe
feste wesentliche Singularititen sind.

§ 27.
Zyklische Gruppen.

86. Ein sehr lehrreiches Beispiel bieten die zyklischen Gruppen linearer
Substitutionen. Der Kiirze halber betrachten wir nur den allgemeinen Fall, wo
die determinierende Gleichung der erzeugenden Substitution keine gleichen
Wurzeln besitzt. Dann 1iBt sich diese Sabstitution in der kanonischen Form

(2562) x = 2, (t=1,2,...,m)
darstellen.

Wir wihlen die Bezeichnung so, daB
(253) 2] = o] = .00 = |x,)

ist. Durch die lineare Transformation

. z; 1 .
(254) o =Y =1 (=12 ..,n-1)

kann man erreichen, daf die Griofen |x,| hichstens gleich Eins werden, wenn sie
dieser Bedingung nicht anfangs geniigen.



310 P. J. Myrberg.

Wir kénnen annehmen, daB in (253) das Ungleichheitszeichen wenigstens an
einer Stelle gilt, weil die von (252) erzeugte Gruppe andernfalls endlich wire
oder eine infinitesimale Substitution enthielte. Es sei daher etwa

(255) I”xl = I”n[ = = lxu| < [“yﬂl =< [”n-vﬂl = v = {xnl = 1.
Jede unendliche Folge

(266) S, Sy

von Potenzen der Substitution (252), fiir welche die Grenzwerte

(267) o, = lim p,argx (mod.2x) (A=mn—v+1,..., )

o=

existieren, ist eine Normalfolge vom Rang v. Wenn die Grenzwerte (256) auch
fir A =1, 2,..., p existieren, ist auch die inverse Folge von (256) eine Normal-
folge vom Rang g.

87. Statt der Poincaréschen Reihen (207) wihlen wir hier die Reihen

+ oo 1\
(258) Y s, s (o)

p=—-00

die den Vorteil bieten, direkt automorph zu sein. Wir nehmen der Kiirze halber
an, da H ein Quotient zweier linearer Funktionen ist:

(259) H@) = 49,
Dann ist nach der Formel (214)

V & 1mprier

(260) |HWx,, ..., 552,)| = Q,,g =]
DV S mriar
wo B
(261) Q@) = 3 bua,+b,, =0
=t (p=%1,%2..)
261y P,(z) =v§1a,x’$xv+aﬂ+, =0

die Gleichungen der Transformierten von

(262) Q@) =0, Pl =
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vermittels S7 reprisentieren. Ist nun z. B. ¢, %0 und a,%0, so bleibt der
zweite Faktor der rechten Seite von (260) fiir alle Werte von p sicher unter-
halb einer endlichen oberen Grenze. Wird dann z in irgend einem endlichen
abgeschlossenen Bereich U gewéhlt, der keinen Hé#ufungspunkt der Hyperebenen
(261") enthilt, so bleiben die GriBen (260) bis auf endlich viele derselben unter-
halb einer endlichen Grenze.

Nun konvergiert die Reihe

+ oo

1 -m
(263) D (ot )

p=-oco0

wegen |x,|< 1 fiir m >0 gleichmidBig und absolut in jedem endlichen Bereich,
wo z,%0 ist, wenigstens wenn endlich viele Glieder fortgelassen werden. Nach
dem Vorhergehenden muB daher die in entsprechender Weise abgekiirate Reihe
(258) im Bereich U gleichméBig und absolut konvergieren.

88. Die Reihen (258) definieren antomorphe Funktionen unserer zyklischen
Gruppe, die in jedem Punkt meromorph sind, der keine H&ufungsstelle der Ge-
bilde (261’) ist. Diese Gebilde sind algebraische Unstetigkeiten der betreffenden
Funktionen. Ihre Hiufungspunkte sind dann wesentliche Singularititen.

Nach dem Vorhergehenden bestehen diese Singularititen aus der Gesamt-
heit der den verschiedenen Normalfolgen (256) der Gruppe entsprechenden linearen
Mannigfaltigkeiten

n

(264) i +laze“"x;+an+l =0
and

o 100y
(265) 12 me tz, = 0.

=1

Wir betrachten etwa die Gleichungen (265). Fiir g = 1 stellen sie alle
die Hyperebene z, = 0 dar. Fiir ¢ = 2 hat man die Gleichung

(266) a, ciw‘x,+a, ¢ z, = 0.

Hier sind zwei wesentlich verschiedene Fille zu unterscheiden, je nach dem die

Zahl fz%arg% rational oder irrational ist. Im ersten Falle kann nach (257)
. 1

der Ausdruck ¢ %) nur endlich viele Werte annehmen, und die Gleichungen
(266) stellen daher eine endliche Anzahl Hyperebenen dar. Im zweiten Falle
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liegen nach einem bekannten Satze. von Krowecker [11] die kleinsten positiven
Reste modulo 2% der Zahlen p arg %( p = 1, *2 ) iiberall dicht im Inter-

valle (0,2x), woraus folgt, daB die unendlich vielen Mannigfaltigkeiten (267) zu-
sammen das ganze (2# — 1)-dimensionale Gebilde

(267) [al x:l = l.aa xal

reprisentieren, welches den Raum R, in zwei Teile zerlegt.

Es sei schlieflich g = 3. Wir begniigen uns damit, die beiden extremen
Fille zu behandeln.

Die eine extreme Moglichkeit ist, daB alle Zahlen —21;arg -:zi A=2,3,...,n)

rational sind. Wie oben hat man dann endlich viele Hyperebenen (265).

Der entgegengesetzte extreme Fall ist derjenige, wo zwischen den GriBen

%arg% keine homogene lineare Relation mit ganzzahligen Koeffizienten statt-

1

findet oder, was dasselbe ist, wenn keine Gleichungen der Form

(268) wltal al =1

gelten, wo die Exponenten ganze Zahlen sind, die nicht simtlich verschwinden.
Nach dem Kroneckerschen Satz approximieren die GroBensysteme

(269) p arg %, (mod 2 x) A=212..,p;p=123,..)

dann alle Systeme von uZahlen, die simtlich im Intervalle (0,2x) liegen. Die
zu den Gebilden (265) gehorigen Punkte liegen daher iiberall dicht in dem Raum,
der durch die Gleichung

!l, .
(270) S agm =0
1=1
dargestellt wird, wenn darin die reellen Gro8en f, unabhiingig voneinander die
Intervalle (0,27) durchlanfen. Der betreffende Raum ist offenbar der Ort der-
jenigen Punkte, fiir welche die Gleichungen

1

(271) |a,, x,‘] = ZI laﬂ.xll (” = 11 2, cery l")
A—=1

gleichzeitig gelten, wo in 3}’ der Index 4 = x auszuschlieBen ist. Diejenigen

Punkte, die den Ungleichungen (271) nicht gentigen, bilden einen zusammenhin-
genden Bereich, wie leicht einzusehen ist.



Untersuchungen iiber die automorphen Funktionen beliebig vieler Variablen. 313

Indem wir mit den Gleichungen (264) analog verfahren, gelangen wir zum

Satz 87. Ist in (287) wenigstens eine der Zahlen u und v grifler als zwei,
so fiillen die wesentlichen Singularititen der automorphen Funktionen im allgemeinen
Bereiche aus, die von gleicher Dimension wie der Gesamtraum sind, und die durch
ein System von Ungleichungen der Form (271) darstellbar sind.

Wenn dagegen eine der Griflen w und v gleich zwei, die andere gleich zwei oder
eins ist, bilden die wesentlichen Singularititen nur (2% —1)-dimensionale Mannig-
faltigkeiten, die durch (267) und analoge Gleichungen reprisentiert werden kinnen.

Schliefilich hat man im Falle w = v = 1 die Hyperebene z, = 0 und die
unendlich ferne Hyperebene als einzige wesentliche Singularititen.

Finden Relationen der Form (268) statt, so sind die wesentlichen Singulari-
titen von geringerer Mdichtigkeit,

§ 28.
Hyperabelsche Funktionen.

89. Unter den automorphen Funktionen, die zu Gruppen nichtlinearer Sub-
stitutionen gehoren, sind die bekanntesten die hyperabelschern Funktionen, d. h.
die automorphen Funktionen der in § 13 betrachteten Gruppen reeller Substi-
tutionen

! 5 %1 B; i Pi ;
@72) &l = ﬁ; D~ |1 g.}>o (=1,2,...n)

Es gibt hier einen invarianten Bereich:
(273) I(z)>0, I(z)>=>0,..., I(z,) >0,
der durch eine Transformation der Form (272) auf den endlichen Bereich
(274) El<1, lGl<l,... f&l<1

abgebildet werden kann. Wegen des Satzes 34 kann man im vorliegenden Falle
den folgenden Satz aufstellen.

Satz 38. Jede Gruppe reeller Substitutionen (272), die keine infinitesimale
Substitution enthilt, besitzt automorphe Funktionen, die im Bereich (213) meromorph
sind (die hyperabelschen Funktionen).

Wir denken uns die Substitutionen (272) so normiert, da8
D,D,..D, =1

Acla mathematics. 46. Imprimé le 8 septembre 1925. 40
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wird. Dann nebmen die Reihen (207) folgende Gestalt an:

(275) Z H(z!, @,y ..., &) (7,2, + 0™ ...y, @, + 0,)"

Um die Bedingungen fiir die Konvergenz dieser Reihen zu finden, gehen
wir zum Raum der Variablen (£) iiber. Die Poincarésche Reihe (275) der trans-
formierten Gruppe ist nach § 23 in jedem inneren Teilbereich von (274) fiir
m = 2 gleichmifBig und absolut konvergent, wenn der Nenner P(£) der ratio-
nalen Funktion H(f) weder im Innern noch auf der Berandung des Bereichs
(274) Nullpunkte aufweist, was z. B. durch die Wahl

(276) PO = 3 oh+on

ry=1

erreicht wird, wenn man

(277) Z lcvl < lcn-ﬂl

¥y =1
annimmt. Beim Riickgang zu den Variablen (z) findet man, daf es fiir die
gleichmifiige und absolute Konvergenz der Reihen (275) in jedem abgeschlossenen
Bereich des Raumes (273) hinreichend ist, da H(z,, #,, ..., 2,) endlich bleibt,
wenn alle Variablen z,,z,,..., z, reell sind, und ferner, daf

. I ) m
Hx 2, ..., 2) "%} ... %]

bei unbegrenzt wachsenden Variablen endlich bleibt.

90. Unter den hyperabelschen Funktionen sind in erster Linie diejenigen
zu nennen, deren Gruppe den Bereich (110) als Normalbereich hat. Fiir diese
Funktionen, zu denen u. a. die hoheren Modulfunktionen gehtren, ist (273) der
wahre Existenzbereich.

Man kann aber auch Beispiele von hyperabelschen Funktionen finden, die
nicht jeden Punkt der Begrenzung von (278) als wesentlich singulire Stelle
haben. Dann gibt es im allgemeinen wesentliche Singularititen auferhalb des
Bereiches (273), die beweglich, d. h. von der Wahl der Funktion H in der Reihe
(275) abhingig sind. Dies ist z. B. mit den zyklischen Gruppen der Fall, wenn
einige der Funktionen (272) aperiodische elliptische Substitutionen reprisentieren.
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§ 29.
Andere Beispiele.

91. Die in No. 46 besprochenen Gruppen quadratischer Substitutionen ge-
horen zur Kategorie der Gruppen mit einem endlichen invarianten Raum, woraus
folgt, daf unsere funktionentheoretischen Resultate bei ihnen anwendbar sind.
Die hierher gehirigen automorphen Funktionen hat Giraup in seiner These ans-
fiihrlich untersucht. Das wichtigste Beispiel dieser Funktionen bilden die Quo-
tienten der Thetanullwerte bei den abelschen Funktionen, wenn man sie in ihrer
Abhingigkeit von den Normalperioden der abelschen Integrale betrachtet.

Die in § 15 untersuchten Gruppen der Hyperkugelverwandtschaften fiihren
zu automorphen Funktioner mit festen wesentlichen Singularititen. Diese Sin-
gularititen bestehen nach der allgemeinen Theorie aus den Minimalhyperkegeln
(118), die im betreffenden Raum diskret liegen.

In diesem Zusammenhang konnen schlieflich die automorphen Funktionen
der Jonquiéresschen Gruppen genannt werden, die in einem interessanten Ver-
hiltnis zu den automorphen Funktionen einer Variablen stehen [19]. Es handelt
gich hier um die Gruppen der Substitutionen der Form
ax+f Y R i 2T A S S

- ’

y.’l)+—(§_’ y (yw_*_a)n

278) 7 =

die nach einem zuerst von Enriques ([5]; S. 342) bewiesenen Satz neben den Kolli-
neationsgruppen und den Gruppen der Kreisverwandtschaften sowie ihrer Trans-
formierten die einzigen Gruppen von Cremonasubstitutionen zweier Variablen
sind, die in endlichen kontinuierlichen Cremonagruppen als Untergruppen ent-
halten sind. '

§ 30.
Eine neue Darstellung antomorpher Funktionen bei gewissen Gruppen.

92. Wir wollen hier zum Abschluf eine neue Art unendlicher Reihen einfiihren,
die zur analytischen Darstellung antomorpher Funktionen in gewissen wichtigen
Féllen dienen kinnen, unabhingig davon, ob die Bedingung (A') erfiillt ist oder
nicht.

Es sei

(279) sy Yas - os Yur)

eine indefinite quadratische Form mit reellen ganzzabligen Koeffizienten. Es

seien ferner (n,, 1,, .-+, Nuy,) W0 (7,7, ..., 7,,,) zwei Punkte der Mannigfaltigkeit
40%*
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(280) P Yys Y3+ Yors) = 0,
deren n erste Koordinaten paarweise iibereinstimmende ganze Zahlen sind:
(281) =1 ¢=12...,n),

wihrend die letzten Koordinaten 1,,, und 7,,, konjugierte quadratische Irratio-
nalititen bezeichnen. Das Produkt

(282) (£ 320 (Z 50).

dessen Faktoren gleich Null gesetzt Tangentenhyperebenen von (280) darstellen,
geht dann bei Multiplikation mit einer geeigneten ganzen Zahl in eine zer-
fallende quadratische Form

n41
(283) 11’(3/” Yss ooy yn+1) = 2 ZuvYuYs

u,y==1
iiber, deren Koeffizienten reelle ganze Zahlen sind.

Wir denken uns jetzt auf (283) die Gesamtheit aller linearen Substitutionen
mit recllen ganzzahligen Koeffizienten ausgeiibt, die die Form (279) invariant
lagssen. Dadurch erhalten wir eine unendliche Anzahl mit (283) arithmetisch
dquivalenter Formen

n-f-1
(234) V(YY) = 2 ZusYuYes

my=1

unter denen unendlich viele mit einander identische vorkommen konnen.

93. Wir bilden jetzt die Reihe

(285) 0=y i - 3
GuvYu Yy

v =1

wo die dufiere Summierung iiber die Gesamtheit der von einander verschiedenen
Formen (284) zu erstrecken ist. Um die Konvergenz jener Reihe zu unter-
suchen, bemerken wir zunichst, daf die Gleichungen

n41
(286) S 2 ut = 0

u,y==1

Paare reeller Tangentenhyperebenen von (280) darstellen. Es sei (279) eine
Form der Charakteristik 1 oder 2. Dann gibt es nach § 6 einen 2#x-dimensio-
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nalen Bereich, der Normalbereich B der Form (279), der keinen Punkt von (286)
enthilt.

Wir behaupten, dafl die Reihe (285) fiir hinreichend grofies ¢ in jedem ab-
geschlossenen Bereich B’, dessen Punkte im Iunern von B liegen, gleichmiBig
und absolut konvergiert.

Wir fiihren eine geeignete reelle ganzzahlige Substitution aus derart, daB
B' von keiner Koordinatenhyperebene geschnitten wird. Wir zerlegen dann
die Reihe (285) in }(n+1)(n+2) Teilreihen, indem wir allgemein in X, , die-
jenigen Glieder zusammenfassen, in welchen 2, , dem absoluten Betrage nach der
kleinste unter den Koeffizienten ist. (Sind mehrere kleinste Koeffizienten vor-
handen, so kann ein beliebiger von ihnen zum kleinsten Koeffizienten gewihlt
werden.) Wir betrachten irgend eine dieser Teilreihen, z. B. X, ,,,, die dem
letzten Koeffizienten z,,, ,,, zugeordnet ist. Wir setzen y,:¥,,, = 2; und wir
machen Gebrauch von der allgemeinen Formel (214). Fiir das allgemeine Glied

von X,,, .., erhalten wir dann die Gleichung

(287) |22 Y9l = |Yoes ' 4 (2, 2) VT2, T,

wo 4 (z,#') den Abstand des Punktes (x) von der dem Gebilde (286) zugeordneten
Hyperebene

(288) S e, =0

des Raumes (¢) bezeichnet und wo bei der Summierung unter dem Wurzelzeichen
die Xombination 4 = » = n 41 auszuschlieBen ist.

Nun ist nach unserer Annahme y,,, 0 im Bereiche B’. Ferner hat 4 (z, 2)
in B’ eine von Null verschiedene untere Grenze. Das allgemeine Glied von
2,11 nt: 18t somit dem absoluten Betrage nach kleiner als das mit einer gewissen
endlichen Konstanten multiplizierte entsprechende Glied der Reihe

(289) 1

{ZIV;HH

£
2

Ferner ist, weil z,,, ,,, der kleinste unter den Koeffizienten ist,
(290) 2, =325,/

wo rechts die Summe iiber alle Koeffizienten des betreffenden Gliedes zu er-
strecken ist. Die Glieder von (289) sind daher kleiner als die mit einer Kon-
stanten multiplizierten entsprechenden Glieder der Summe
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(291) Z _r
1 Q_‘z

Nun ist die Reihe

2

2 2 2
(im0
2

wo die Zahlen m unabhiingig von einander alle ganze Zahlen durchlaufen (mit
Ausschluf der Kombination m, = m, = ... = m,,,, = 0), konvergent, sobald

_ nmtl)

(292) 5

Fiir diese Werte von ¢ konvergiert also sicher die- Reihe (291) und somit aunch
die Teilreihe X%,,, ,,, von (285). Dasselbe gilt offenbar auch fiir die iibrigen
Teilreihen, und es ist somit unter der Bedingung (292) die Reihe (285) selbst im
Bereich B' gleichmifig und absolut konvergent.

94. Die Reihen (285) stellen im Bereich B ganze Funktionen dar, die un-
geiindert bleiben, wenn auf die Variablen y irgend eine ganzzahlige Substitution
ausgeiibt wird, die (279) invariant lift, weil dabei nur die Glieder jener Reihe
unter einander permutiert werden. Sie definieren also automorphe Formen der
Gruppe der genannten homogenen ganzzahligen Substitutionen. Es seien J, (y)
und J, (y) irgend zwei Formen dieser Art mit den Exponenten ¢, bzw. ¢, Der
Quotient

JE): JE(Y)

stellt dann eine automorphe Funktion der inhomogenen Gruppe dar, deren Exi-
stenzbereich mit dem Normalbereich der Form (279) identisch ist. Denn die
Tangentenhyperebenen (286), die fiir die Glieder der Reihe (285) Unstetigkeits-
gebilde sind, besitzen jede reelle Tangentenhyperebene von (280) als Héufungs-
gebilde, wie man leicht zeigen kann.

Auf die ganzzahligen Formen des Typus (55) angewandt fiihrt die obige
Methode zu einer neuen Darstellung der zugehdrigen automorphen Funktionen,
die neben der Darstellung vermittels Poincaréscher Reihen angewandt werden
kann.

Wichtiger ist aber der Umstand, daf die Reihen (285) auch bei Gruppen
reeller Substitutionen, die eine Form der Charakteristik zwei (68) in sich selbst
transformieren, zur Bildung automorpher Funktionen dienen konunen, die im
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ganzen Normalbereich der Form existieren, was vermittels der Poincaréschen
Reihen nicht médglich ist. Wegen der Resultate der No. 31 kann man im vor-
liegenden Fall den folgenden Satz aufstellen.

Satz 39. DBei den Gruppen reeller ganzeahliger Substitutionen, die eine gamz-
zahlige Form des Typus (68) in sich selbst transformieren, stellt jede Reike (285) im
Falle n > 8 eine automorphe Form dar, die den Raum (72) zum Ewistenzbereich hat;
wm Falle n = 8 dagegen reprisenticrt jede derartige Reihe gleichzeitig drei automorphe
Formen, deren Existencbereiche mit je einem der Raumteile susammenfallen, die durch
(78) definiert werden.

Die obige Methode kann unmittelbar bei Hermiteschen Formen der Charak-
teristik Eins mit komplexen ganzzahligen Koeffizienten angewandt werden. Man
gelangt dadurch zu einer neuen Methode zur analytischen Darstellung der
hyperfuchsschen Funktionen.

VI. Arithmetische Invarianten.

§ 31,
Allgemeine Definitionen.

95. Das vorliegende letzte Kapitel ist der Untersuchung gewisser auto-
morpher Funktionen gewidmet, die in der arithmetischen Formentheorie eine
hervorragende Rolle spielen. Unsere Betrachtungen stehen in engem Zusammen-
hang mit dem in Kap. IV entwickelten Hesse- Kleinschen Ubertragungsprinzip.

Es sei

1 % Lusa
(293) @ (yl’ Yoy oo .'/n+l) = Z 7 L% y’a vee yrﬂ:

eine Form beliebiger Ordnung der Variablen
(294) Yur Yo o5 Yun

und mit den unbestimmten Koeffizienten 2. Es sei ferner I, die reelle Modulgruppe
des Raumes R, mit den homogenen Koordinaten (294), d.h. die Gruppe aller
reellen ganzzahligen unimodularen Substitutionen

n41 .
(295) Yi = D .Yy t=12,..,n+1).

x—=1
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Durch diese Substitutionen wird aus (293) eine unendliche Anzahl Formen

' S A 2 iy
(296) ‘p(y;v yév ) ?/n+1) = 24 7 TN S yxly22 tee ym:lH

erhalten, die mit der Form (293) arithmetisch #quivalent genannt werden und
deren Gesamtheit eine Formenklasse (¢) bildet. Zwischen den Koeffizienten der

transformierten (296) und der urspriinglichen Formen herrschen dabei die Re-
lationen

v41
(297) 2= 2 ¢,% =12 ..,v+1),

=1
deren Koeffizienten ¢;, ganze rationale Funktionen der Koeffizienten der ent-
sprechenden Modulsubstitution (295) sind, deren Ordnung gleich derjenigen der
Form (293) ist. Die Substitutionen (297) bilden eine mit der Modulgruppe iso-

morphe Gruppe, die wir mit I',(p) bezeichnen.

96. Unter den Invarianten der Form (293) versteht man gewdhnlich rationale
Funktionen der Koeffizienten (2), die bis auf eine Potenz der Determinante der
Substitution ungedndert bleiben, wenn die Variablen (294) einer beliebigen linearen
Substitation unterworfen werden. Die Bestimmung dieser Invarianten ist eine
Aufgabe der algebraischen Invariantentheorie. Zu dieser Aufgabe kann man
eine Analogie in der Theorie der automorphen Funktionen finden, indem man
nach der Existenz von analytischen Funktionen der Koeffizienten der Form (293)
fragt, die ungeindert bleiben, wenn man die Variablen (2904) der Form nicht
allen linearen Substitutionen, sondern nur den Substitutionen einer diskontinuier-
lichen Gruppe I' unterwirft. Jene Funktionen wiren, wenn sie existieren, auto-
morphe Funktionen derjenigen projektiven Gruppe I'(p), die vermoge des Hesse-
Kleinschen Ubertragungsprinzips durch Vermittlung der Form ¢ der Gruppe
I’ zugeordnet wird.

Indem wir uns vorbehalten, in einem anderen Zusammenhang auf diese
Fragen ndher einzugehen, wollen wir im Folgenden ndher denjenigen Fall
betrachten, wo I' mit der Modulgruppe I, oder einer Untergruppe derselben
identisch ist. Die zugeordneten automorphen Funktionen bilden eine Klasse
transzendenter Invarianten, die in der Arithmetik der Formen von hervor-
ragender Bedeutung sind. Wir konnen fiir sie die folgende Definition aufstellen:

Definition. Unter einer arithmetischen Invariante der Form ¢ soll jede
analytische Funktion '

(298) I(Zu fyy ey 2,)
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der Koeffizienten 2, der Form @ verstanden werden, die den Substitutionen (297) der
Gruppe I',(p) gegenilber ungedndert bleibt. Jede arithmetische Invariante ist m. a.
W. eine analytische Funktion der Kocfficienten z,, die ihren Wert behdlt, wenn die
Form @ durch irgend eine arithmetisch dquivalente Form ersetet wird.

In analoger Weise kann man die arithmetischen Invarianten fiir die Her-
miteschen Formen definieren, wobei statt der reellen Modulgruppe I', die Gruppe
I, aller unimodularen Substitutionen (295) mit ganzzahligen komplexen Koeffi-
zienten des Kirpers (1, 7) za wihlen ist.

Die folgenden Betrachtungen haben den Zweck, die Existenz arithmetischer
Invarianten bei beliebigen gewthnlichen und Hermiteschen Formen nachzuweisen
und ihre wesentlichen Singularititen zu studieren. Es handelt sich hier um eine
sehr weitgehende Verallgemeinerung der analogen Betrachtungen, die Porxcare
in seiner Arbeit ,Sur les invariants arithmétiques“ [27] im Falle der bindren linearen
und quadratischen Formen ausgefiihrt hat.

In der analytischen Darstellung der arithmetischen Invarianten konnen die
Poincaréschen Reihen nur im Falle der bindren Formen verwertet werden. Im
allgemeinen Falle ist es uns als zweckmiBig erschienen, arithmetische Invarianten
durch unendliche Reihen darzustellen, die eine Verallgemeinerung der bekannten
Reihen von Diricarer [4]

+ ©

! 1
(299) Z (am®+2bmn + cn®)

mn-—=— @

bilden. Diese verallgemeinerten Dirichletschen Reihen besitzen die ausgezeichnete
Eigenschaft, daf sie die arithmetischen Invarianten in jedem Falle in dem ganzen
Existenzbereich darstellen. Dieser wichtige Satz ist eine direkte Folgerung der
in Kap. IV entwickelten geometrischen Betrachtungen, und wir haben in dem-
selben eine interessante Anwendung des Hesse-Kleinschen Prinzips in der trans-
zendenten Funktionentheorie.

§ 32.

Binére Formen.

97. Bevor wir zu der Betrachtung der Formen beliebig vieler Veridnder-
lichen iibergehen, wollen wir fiir sich die bindren Formen behandeln, die schon
nach dem Vorhergehenden eine gewissermaBen besondere Stellung einnehmen.

Es sei

(300) 2w = 3 (f)orn

Acta mathematios. 46. Imprimé le 8 septembre 1825. 41
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eine allgemeine biniire Form p-ter Ordnung. Die Gruppe I, ist die gewdhnliche
Modulgruppe mit den Substitutionen

(301) y: = “y1+ﬂysn ?/,' = yyl'*'dya }; g‘ = 1.
Indem wir die Koeffizienten

(802) Cor 21y Fay oo £

P

als homogene Punktkoordinaten des Raumes R,(¢) auffassen, kinnen wir die den
Substitutionen (301) entsprechenden Substitutionen

(303) P S G=0,1,2,...,p)

als reelle Kollineationen des Raumes R,(¢) interpretieren, welche die rationale
Normalkurve p-ter Ordnung

C,: 6, = uiul (6=0,1,2,...,p)

in sich selbst iiberfiihren.

Nach No. 58 sind alle Normalfolgen der Gruppe I',(p) vom Range Eins.
Die Punkte (M,) fallen mit den reellen Punkten der Kurve C, zusammen. Die
Elemente (M,_,) sind identisch mit den an den Punkten (M,) gelegten Schmiegungs-
hyperebenen von C,. Es gibt Punkte im Raume R,(¢), die keiner dieser Hyper-
ebenen angeh¢ren, indem die letzteren nur eine (2p —1)-dimensionale Mannig-
faltighkeit bilden. Ferner gibt es Hyperebenen L, ,, die keinen der Punkte (M)
enthalten, némlich alle Hyperebenen

(304) 3 a5 =0,

welche die Normalkurve C, in nicht reellen Punkten schneiden, m. a. W. fiir
welche die Gleichung

(305) S a2 =0
v=290

keine reellen Wurzeln besitzt. Die Gruppe I',(p) ist also mit ihrer korrelativen
Gruppe normal diskontinuierlich, und sie gehort daher zu der in § 14 betrachteten
Kategorie von Gruppen mit festen Hiufungsgebilden.

Wir setzen
(306) 2,12, = T, x=12..,p)

wodarch wir fiir die Substitutionen (303) von I'’,(p) die inhomogene Darstellung
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(307) 'x, . ci,o+ci,1x:+ci,ax:+"'+ci,pxp

- i=12,...
(] '00,0+60.1x1+co,:xg+“'+0°'pxp ( g Gy ,p)

erhalten. Es sei H(x,,,,...,z,) eine rationale Funktion, die in den reellen
Punkten von C, endlich bleibt und bei welcher die Ordnung der Zihler wenig-

stens um (p+1)m Emhelten kleiner als diejenige der Nenner ist. Dann ist die
Reihe

(308) 0(z,,z,,. ,,,)_ZH(xl,x,, ,,,){ggnx,, xp;}

fiir m = 2 in jedem abgeschlossenen Bereich, dessen simtliche Punkte dem Innern
des Bereichs B,(p) angehoren, wenigstens nach Fortlassen endlich vieler Glieder,
gleichmifBig und absolut konvergent. Der Ausdruck (308) definiert eine ®-Funk-
tion der inhomogenen Gruppe I',(¢), die der Funktionalgleichung

0@, Zyy ooy ™
/ ! 1y — 1) 722 1P
(309) O,z ..., xp) = @(xl,x,,...,xp){a( S P)}

geniigt.

98. Wir bilden jetzt die Funktion

(310) I (8, 81y oy 2,) = O(Z,, T4, ..., 2,) 5T,
Wird
(311) . H(Zot y p) - H(xn xa; ,x,) z;’"(PH)

gesetzt, so ergibt sich aus (308), wegen der Relation

(xl, a, ..., 2p) 1
312 1! 29 ¥ P, — ,
( ) a(xuxu'";xp) (co,o+cox 1+ +cop p)FH

fiir (310) die analytische Darstellung
(313) Ty ns) = 3 Hleh oo )

wo (2, 4y, ..., 7,) die Gesamtheit der Substitutionen der homogenen Gruppen
I,(p) durchldaft. Diese Reihen stellen direkt arithmetische Invarianten unserer
bindren Form (300) dar, indem allgemein

(314) I (25, 215 0oy 2p) = (&5, 2,, .00, 2p)

ist. Diese Invarianten sind homogene Funktionen der Variablen 2,,7,..., 2,
von der Dimension —m(p+1).
41*
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Nach den fritheren Resultaten ist jede reelle Schmiegungshyperebene der
rationalen Normalkurve C, ein wesentlich singuldres Gebilde fiir die durch
die Reihen (308) und daher auch durch (313) definierten Funktionen. Nach
Satz 25 zerlegen die fraglichen Hyperebenen den Raum R, () in p+41 Teile,
die keinen Zusammenhang mit einander haben. Wir haben daher den

Satz 40. Jede Reihe (313) definiert gleichzeitig p+ 1 arithmetische Invarianten
der bindren Form p-ter Ordnung (300), die je einen der p+ 1 Teile des Raumes
R,(2) eum Ezistenzbereich haben, in welche der Gesamiraum durch dic recllen
Schmiegungshyperebenen der rationalen Normalkurve p-ter Ordnung C, zerlegt wird.

99. Wir betrachten als Beispiele die niedrigsten Fille.
Fiir p = 1 reduziert sich (800) auf die lineare Form

(815) 2 Y+ 2,9,
Die Substitutionen (303) sind hier:
(316) 2, = g, +yz, 2 = feg-+dz,

und ihre Gruppe ist die Modualgruppe. Die Reihen (313) haben im vorliegenden
Falle die Gestalt

(317) T (20, 2,) = 2H<az.,+w,, Beo+ 82y,

und sie stellen die Modulformen dar. Jede Reihe definiert gleichzeitig zwei
analytische Funktionen, die in der oberen bzw. unteren Halbebene von ¢,: ¢,
existieren.

Fiir p = 2 geht (300) in die bin#ire quadratische Form

(318) ?YsY) = zoy:+2zxy1?/z+zzy:
iiber. Die Substitutionen (297) haben den Ausdruck

2, = o'z, +aye, +9'2,

(319) 7 = afz,+(ad+By) s+ 902,
8, = 2,4+ B0z, + 0%,

Diese Substitutionen stellen reelle Kollineationen dar, welche den Kegelschnitt
(320) 2,0,—21 = 0

in sich iiberfilhren. Die Reihen (3183):

(321) J(2,,2,,2,) = Z H(z}, 2, 2,)
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reprisentieren Formen, die zu den automorphen Funktionen der in No. 30 be-
trachteten Gruppen fir n = 2 in analogem Verhiltnis stehen wie die Modal-
‘formen (317) zu den automorphen Funktionen einer Variablen. Jede Reihe (321)
definiert drei analytische Funktionen, die je in einem der drei Riume existieren,
in welche die reellen Tangenten des Kegelschnittes (320) den ganzen Raum zer-
legen.

100. Es gibt noch eine zweite Methode zur Bildung arithmetischer Inva-
rianten der bindren Formen, die bei allen in lineare Faktoren zerlegbaren Formen

anwendbar ist. _
Wir schreiben die Form (300) in Faktoren zerlegt:

(322) WL Y) = ClU+2,9) Y, +2.9) ... (4, +%,9,)
Ist
(323) P, Y) = CW+29,) 0+ 29 ... (4, +2,y,)

die Transformierte von (322) vermittels der Substitution (301), so gelten die
Relationen
(324) g = I%tB

2+ t=12...,p).

Diese Substitutionen bilden eine hyperabelsche Gruppe. Jede automorphe Funk-
tion dieser Gruppe kann als eine arithmetische Invariante unserer Form (322)

angesehen werden.
im vorliegenden Falle besitzen die Reihen (207) den Ausdruck

(325) Z H(zy 25, 2o 0 %) (12,4 )" (p2y+ )" L (p2p+ )™

Diese Reihen konvergieren nach No. 89 fiir m =2 gleichmifig und absolut in
jedem Bereich, wo keine der GriBen x; (i = 1,2,..,2) reell ist, wenigstens nach
Fortlassung endlich vieler Glieder, wenn die rationale Funktion H den folgenden
Bedingungen geniigt:

1°. H(=,,z,,..., z,) soll endlich bleiben, wenn alle Koordinaten , reell sind.
2°. Das Produkt

(326) H(z,,z,,..,z,)27a; ... 2

soll einen bestimmten endlichen Wert haben, wenn die GréBen #,, «,, ..., z, unbe-

grenzt wachsen.
Zwischen den beiden Klassen der Invarianten der Form (300) herrscht eine
einfache Relation. Werden ndmlich die beiden Ausdriicke (300) und (322) der
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Form miteinander verglichen, so gelangt man zu den Gleichungen

(327) Zig, = 327%,7%,..%, (i=12..,p),

wo rechts die i-te elementare symmetrische Funktion der GriBen x, auftritt.
Durch die rationale Transformation (327) gehen die Invarianten der No. 97 in
die zuletzt betrachteten Invarianten iiber.

Eine nihere Untersuchung der obigen Invarianten findet man in der oben
zitierten Arbeit von Poixcarg [27].

Die vorhergehenden Betrachtungen knnen unmittelbar dahin verallgemeinert
werden, daf man die Modulgruppe durch eine beliebige in der komplexen Ebene
diskontinuierliche Gruppe reeller linearer Substitutionen ersetzt. Man gelangt
dadurch zu einer Verallgemeinerung des Aquivalenzbegriffs und der arithmetischen
Invarianten von bindren Formen. Wir wollen hierauf jedoch hier nicht niher
eingehen.

§ 33.

Darstellung der arithmetischen Invarianten beliebiger Formen
durch verallgemeinerte Dirichletsche Reihen.

101. Wir werden in diesem Paragraphen Reihen aufstellen, die zur analy-
tischen Darstellung arithmetischer Invarianten der Formen

l 1'1 ln-H

(328) PWr Yoo 1Y) = 2 gy Y o Ynny

beliebiger Ordnung p und einer beliebigen Anzahl der Variablen y dienen konnen.
Unsere Reihen haben den Ausdruck

(329) I(z) = —i_z z z s . 2 A PR
Zlady ..

1= —0Q Y= —00 Yngr = — . n+|y‘ Ya o Yns

wo die GroBen y,, ¥,, ..., ¥,,, voneinander unabhéngig alle positiven und negativen
Zahlen durchlaufen, obhne gleichzeitig zu verschwinden.

Um die Konvergenz der Reihe (329) zu untersuchen, deuten wir die GréBen
2z wie vorher als homogene Punktkoordinaten in einem Raume R(s). Die Glei-
chungen

i, 1 nt
(330) 221,1.,...1,,“3/1 ys . !/n+T =0

stellen dann nach No. 55 reelle Schmiegungshyperebenen des Gebildes
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nt1

(331) PO gy, = @l

dar. Indem man in (330) die GriBen y alle oben genannten ganzen Wert-
kombinationen annehmen ldft, wird man eine abzihlbare Menge Hyperebenen
erhalten, die nach No. 56 jede reelle Schmiegungshyperebene des Gebildes (331)
zum Héufungsgebilde haben.

Wir setzen nun, um nicht homogene Variablen zu erhalten,

(332) Pty gy b ARR L0 = T,y

wobei 2070 20 4 O angenommen wird. Durch Anwendung der Formel (214)
erhilt man dann die Relation

Byl ]

’ L 1,
(333) ‘ E xll ... lnﬂyx Yg oo y"+:-1 Y Ye oo Y

7 1 2’ 1'11 1
= d(w,y)\/z P s

wo 4(z,y) den Abstand des Punktes (#) von der Hyperebene (330) bezeichnet
und wo in beiden Seiten in der Summierung das Wertsystem

‘2
2

(334) A=A, AL =124, ..., A, =1,
auszuschlieBen ist.

102. Wir nehmen nun an, daf die Form (328), wenn % > 2 ist, von gerader
Ordnung ist. Dann gibt es nach Satz 24 im Raum R(2) Punkte, die keiner
reellen Schmiegungshyperebene von (331) angehoren und deren Gesamtheit den.
Normalbereich B, (p) bildet. Ks sei U ein beliebiger abgeschlossener Bereich,
dessen simtliche Punkte im Innern von B,(p) liegen. Wir behaupten, da man
stets durch Ubergang zu einer mit ¢ arithmetisch #quivalenten Form erreichen
kann, daB keine der GréoBen 2, in U verschwindet.

Es sei ndmlich ¢ eine Normalfolge ersten Ranges der Gruppe I'(p), deren
erstes Element mit irgend einem auBerhalb der Koordinatenhyperebenen liegenden
Punkt zusammenfdllt. Nach Satz 6 konvergieren dann die Transformierten der
genannten Hyperebenen vermittels der inversen Substitutionen von v gegen das
zweite Element von o6, welches eine Hyperebene ist, die keinen inneren Punkt
von B (p) enthdlt. Man kann somit eine Substitution S der Folge ¢ finden
derart, daf die Transformierten sdmtlicher Koordinatenhyperebenen 2, = 0 ver-
mittels S~ auBerhalb des Bereichs U liegen. Wird dann die Form ¢ durch die
arithmetisch &quivalente Form S(p) ersetzt, so bleiben alle Koeffizienten 7, im
Bereich U von Null verschieden, w. z. b. w.
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Nun gilt im Bereich U die Ungleichung
(335) A(x,y) = 4,>0,

wo A, der kiirzeste Abstand der Berandungen von U/ und B, (p) ist. Wir denken
uns jetzt das System der Zahlen (334) so gewihlt, daB keine derselben gleich p
und daher alle iibrigen gleich Null sind. Dann enthdlt die Summe in der rechten
Seite von (333) u. a. alle Glieder der Form yf (x =1,2,...,n+1), und es gilt
daher die Ungleichung

n41
(336) DA PR AU el I S0

x=1

Aus (334), (335) und (336) folgt, daB die Glieder der Reihe (329) dem abso-
luten Betrage nach kleiner sind als die mit der endlichen Grdfle 5;°4;°, wo 2,
das von Null verschiedene Minimum von

(387) 21009...29,,

im Bereich U bezeichnet, multiplizierten entsprechenden Glieder der Reihe

© 353

5500 1 S 00 ym——oo{ }
1

Nun konvergiert bekanntlich diese letztere Reihe fiir
(339) §=> .

Nach dem Obigen ist dann die Reihe (329) im Bereich U gleichméBig und absolut
konvergent.
Wir haben daher den

Satz 41. Die Reihe (329) konvergiert fiir s > "jfl gleichmdflig und absolut

in jedem abgeschlossenen Bereich, der im Innern des Normalbereichs B,(p) gelegen
ist. Vorausgesetst wird dabei, daff im Falle n>2 die Ordnung p der Form ¢
eine gerade Zahl ist, weil bet Formen ungerader Ordnung kein Normalbereich B,(p)
existiert.

103. Die Reihen (329) definieren analytische Funktionen der Variablen z,,
die im Bereich B,(p) regulir sind. Ferner sind die reellen Schmiegungshyper-
ebenen des Gebildes V{gp), welche die Begrenzung von B, (p) bilden, als Haufungs-
gebilde der Mannigfaltigkeiten (330), die algebraische Unstetigkeitsgebilde ein-
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zelner Glieder von (329) sind, wesentliche Singularititen der durch die Reihen
(329) definierten Funktionen.
Es sei nun

ll 12 ln+l

(340) P WY Yned) = D202, 0,0, Y1 Ys' - Y

eine beliebige mit (328) arithmetisch #quivalente Form, die daraus vermittels
einer Substitution

n41

(341) ?/: = Z C; 5 Y (2=1,2,,%+1)
x=1

der Modulgruppe I', erhalten wird:

(34-2) ‘P(y{) ?/;, .. -,.y:th) = 9)'(?/, yYzy e n yn+l)‘

Lassen wir in (341) die Variablen y voneinander unabhingig alle ganzen Zahlen
durchlanfen, ohne daB jedoch alle gleichzeitiz Null werden, so werden die Va-
riablen y' alle solchen ganzen Wertkombinationen gerade einmal annehmen.
Daraus folgt, daB die absolut konvergente Reihe (329) nur ihre Glieder mit-
einander vertauscht, wenn die Koeffizienten #,1,...1,,, von (328) durch die Koeffi-
zienten der mit (328) arithmetisch Zquivalenten Form (340) ersetzt werden.
M. a. W. stellen die Ausdriicke (329) arithmetische Invarianten unserer Form
(328) dar.

Satz 42. Die Reihen (329) definieren arithmetische Imvarianten der Form
(328), die im Normalbereich regulir sind. Die Randpunkte von B,(@) sind fir die
Funktionen (329) wesentlich singuldre Stellen.

Nach der in No. 54 gemachten Bemerkung verhalten sich die Funktionen
regulir in jedem reellen Punkt (2), der einer definiten Form entspricht, wihrend
die den indefiniten reellen Formen entsprechenden Punkte (2) wesentliche Singu-
larititen fiir die Funktionen (329) sind. Die Reihen (329) haben wie die Poin-
caréschen Reihen die ausgezeichnete Eigenschaft, dafi sie zur analytischen Dar-
stellung der durch dieselben definierten analytischen Funktionen in ihrem ganzen
Existenzbereich dienen kinnen.

Reihen der Form (329) hat MeLuin [12] in einer kiirzlich erschienenen Abhand-
lung als Funktionen des Exponenten s untersucht, wodurch eine bemerkenswerte
Verallgemeinerung der Dirichletschen Reihen erhalten wird.

Wir wollen als Beispiele die Fille » = 1 und p = 2, d. h. die binéiren
Formen beliebiger Ordnung und die quadratischen Formen beliebig vieler Variablen
etwas ndher betrachten.

Acta mathematica. 46. Imprimé le 8 septembra 1925, 42
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n=1.
104. Fiir die bindren Formen nimmt die Reihe (329) den Awusdruck

+ 00
@9 > Z {ﬁ ]

Y= —00 Yy =

an, und zwar ist sie fiir

2
344
(344) s>p

absolut und gleichmifig in jedem abgeschlossenen Bereich konvergent, der keinen
Punkt der reellen Tangentenhyperebenen der rationalen Normalkurve C, enthilt,
Jede Reihe (343) definiert gleichzeitig p+ 1 analytische Funktionen, von denen
jede je in einem zusammenhingenden Teil des Normalbereichs des Formtypus
(300) existiert.
Fiir p = .1 erhilt man aus (343) die Reihen
+ oo

(345) z -

(#¥:+29)"

Y Yy = —O0
welche eine wichtige Rolle bei den elliptischen Funktionen spielen. Spezielle
Fille dieser Reihen sind die bekannten Reihen
+oo I

1 1
346 = E ——— g, = 2 . R—
(346) % @vtayy Y (2,9, +2,9,)

Y2 = —0© Y1y Yp = —OCO
der Weierstrafischen Invarianten, durch welche bekanntlich die Funktionen (345)

bei ganzem Werte von s rational dargestellt werden kionnen.
Fiir p = 2 haben die Reihen (343) den Ausdruck

+00 .
2
340 Z (29 + 22,9, 9,+2,95)"

Yo Ys = —O0
Diese Reihen spielen bei DiricBLer [4] bei der Bestimmung der Klassenanzahl der
bindren quadratischen Formen eine wichtige Rolle. Wegen des Satzes 25 defi-
niert jede der Reihen (347) gleichzeitig drei verschiedene analytische Funktionen,
die je in einem der Raumteile existieren, in welche der Gesamtraum durch die
reellen Tangenten des Kegelschnittes
(348) g,8,—2, = 0
zerlegt wird.
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p=2.

106. Wir wihlen als zweites Beispiel die quadratischen Formen von beliebig
vielen Verénderlichen
n-41
(349) Y = 2 uYiYe

=1

Die Reihen (329) haben hier die Gestalt

+ oo + oo )
(350) 1(e) = Z z )
Yy =00 Y1 =—00 2_ 1Zixyiyx$

n+1
2
bereichs von (349) gleichmiBig und absolut. Nach Satz 27 definiert jede Reihe

(350) fiir s > —

und sie konvergieren fiir s >

in jedem inneren Teilbereich des Normal-

eine einzige analytische Funktion, die den Normalbereich

1
2
des Formentypus (349) zum Existenzbereich hat.

Die¢ Reihen (350) hat Mixgowskr {13] in seinen Untersuchungen iiber die
quadratischen Formen einer beliebigen Anzahl Variablen zu analogem Zweck
angewandt wie DiricaLer die Reihen (347).

§ 34.

Hermitesche Formen.

106. Die obigen Betrachtungen konnen dahin verallgemeinert werden, daf
man statt der gewdhnlichen Formen die Formen mit konjugiert imaginiren Va-
riablen oder die Hermiteschen Formen zum Ausgangspunkt bei der Bildung
arithmetischer Invarianten wihlt.

Es sei
Oy 3§ R

(351) VWD) = Ba b G R

eine Hermitesche Form der Ordnung 2p, wo also

(352) A4+ +d,,, = A+A+-+4, =p

ist. Ferner sei I', die .Gruppe aller unimodularen Substitutionen

(353) Vo= 3 e B= B a5 (=12, 41

x=1 x=1

42*
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mit den ganzzahligen komplexen Koeffizienten
(854) o, = a,,+Y—1-b,, (a, b reelle ganze Zahlen).

Indem wir auf (361) die Gresamtheit der Substitutionen von I') anwenden, er-
halten wir eine unendliche Anzahl mit (351) arithmetisch #quivalenter Formen

'y T Moo A oM iy
(355) V(Y = Zaay v Yuis Yy "'!/M:;
deren Koeffizienten mit den urspriinglichen Koeffizienten durch lineare Relationen
(356) 2 = ¢ .2

zusammenhingen, wobei die Koeffizienten ¢, , ganze rationale Funktionen der
Koeffizienten der Modulsubstitutionen (353) sind.

Definition. Unter einer arithmetischen Invariante der Hermiteschen Form
(361) soll jede analytische Fumktion 1(2) der Koeffizienten (2) der Form verstanden
werden, die ungedndert bleibt, wenn man die Grifien (2) durch die Koeffizienten
einer beliebigen arithmetischen dquivalenten Form (3BB) ersetet :

(357) Iy = 1(s).

Die arithmetischen Invarianten sind m.a. W. automorphe Funktionen der Gruppe
aller Substitutionen (356), die den Substitutionen (353) der komplexen Modulgruppe
I’y in obiger Weise zugeordnet sind.

107. Die Reihen (329) konnen unmittelbar auch zur Darstellung analytischer
Invarianten Hermitescher Formen angewandt werden. Sie haben jetzt den
Ausdruck

+ oo + oo 1
(858) I() = 2 , 2 , b Tn M »‘um;* ’
y:, y’xl= —0o0 y7’|+1: .'/;:+| = —00 3221'}" y" '“y"'H yl '“y"'H

wo die reellen und imagindren Teile der komplexen ganzen Zahlen
(859) Yo = YstiYs x=12..,n+1)

von einander unabhiingig alle reellen ganzen Zahlen durchlaufen, ohne jedoch
alle gleichzeitig zu verschwinden.
Um die Konvergenz der Reihen (358) zu untersuchen, setzen wir

(360) B a0 0 = I3, 2,
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WO 20,20 den Koeffizienten irgend eines Gliedes bezeichnet, das nicht die Form
y*y? hat., Wie in No. 101 konnen wir dann

10
-‘1n+ n.+l "‘ln+l i

4, - A%
(361) ‘ 2’ x).,).' yl . ?/m:l ?/1 . yn+1_l—+ Jx . yjl-H yl _' s Yurr
wir A A
- A(x; y) vzl ‘ yx M yni:l yx e ;H:“
setzen, wo 4 (z, y) den Abstand des Punktes (#) von der Hyperebene

(362) Ba ' U gl = 0
bezeichnet und wo auf beiden Seiten bei der Summierung das System 1 = 2°,
A’ = A'° auszuschlieflen ist.

Es sei nun U ein beliebiger abgeschlossener Bereich, dessen Punkte im
Innern des Normalbereichs von (351) liegen. Dann gilt im Bereich U eine Un-
gleichung der Form

(363) 4(z,y) = 4,>0.

Wir konnen ferner durch Ubergang zu einer idquivalenten Form wie bei den
gewohnlichen Formen stets erreichen, da8 alle Koeffizienten ¢ und daher
auch ;0 3o in U von Null verschieden bleiben. Wie in No. 102 kann man dann
nachweisen, daf die Reihe (338) in U gleichmdfiig und absolut konvergiert,
sobald die Reihe

+ o0 400
(364) Z z . 1 .
YhY{=—00 Yhs1, Yap=—00 32' |yl . y,,i‘,“ AN el %

konvergent ist. Nach dem Obigen sind aber die Glieder dieser Reihe resp.
kleiner als diejenigen der Reihe

+ oo 4+ o0 .
(365) o &t ip';’
yhyl = —oco y{m,y;;ﬂ:—oo{ 2wl }

x=1

und also a fortiori kleiner als die mit der endlichen GroBe 4,°|is, s|™ multi-
plizierten Glieder der Reihe

too + oo
(366) Z Z 1
YL Y =—00 Yhu, Ynp=— {x E (!/"’ 12?)}!

=1 .
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Diese letztere Reihe ist aber fiir

(367) o= 2nF1

konvergent. Wie in No. 102 kann man daraus den Schluf) ziehen, da8 die Reihe (364)
unter der Bedingung (367) in jedem abgeschlossenen Bereich, dessen Punkte innere
Punkte des Normalbereichs B, (y) sind, gleichmifiig und absolut konvergiert.

Die Reihen (364) definieren somit analytische Funktionen, die in dem
Normalbereich B, (y) regulir sind, wihrend alle Randpunkte dieses Bereichs, als
Hiufungspunkte der Gebilde (362), welche algebraische Unstetigkeiten fiir die
einzelnen Glieder sind, wesentlich singulire Stellen der Funktion sind. Diese
Funktionen sind arithmetische Invarianten der Form (851), indem sie ungeéndert
bleiben, wenn die Koeffizienten z der Form 3 durch die Koeffizienten irgend
einer mit ¢ hinsichtlich der Gruppe I'. iquivalenten Form ersetzt werden.

Wir haben somit den

Satz 48. Die Reihen (358) stellen fiir s > &L;—l* arithmetischen Invarianten

der Hermiteschen Form (351) dar, die den Normalbereieh B,(y) als wahkren Existenz-
bereich haben und die in diesem Bereich regulir sind.

108. Es liege im speziellen eine quadratische Hermitesche Form

(368) YY) = 2%uYiY
vor. Die zugeordnete Reihe (358) lautet :

, B )
369 I = T~ . T ysy
( ) (Z) , ”Z {Ez«z?/iyx}
Y,y =-—0o

welche Reihe nach (867) fiir s > # + } in jedem inneren Teilbereich des Normal-
bereichs von (368) gleichmiBig und absolut konvergiert. Nach dem Satz 29 defi-
niert die Reihe (369) stets eine einzige analytische Funktion.

Im niedrigsten Falle » = 1 erhilt man aus (369) aritbmetische Invarianten
der bindren quadratischen Hermiteschen Form

(370) V(U Y) = 4Y Y+ 4+ 58, Y+ %Y Y

Durch die Transformation (195) gehen diese Invarianten in die automorphen
Formen der Grappen der ganzzahligen reellen Kollineationen iiber, die (196) in
gich selbst transformieren.
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§ 3b.
Schlugsbemerkungen.

109. Die Reihen (329) sind nicht die einzigen, die zur analytischen Dar-
stellung arithmetischer Invarianten dienen konnen. Um allgemeinere Reihen zu

erhalten, gehen wir von einer eindeutigen analytischen Funktion F(p) von ¢
aus. Ist die Reihe

+oo
(371) Z FloWu Ua - Yupd)|
Y, s Ynpu= —X

in irgend einem Bereich des Raumes R(z) gleichmiBig konvergent, so stellt die-
selbe eine analytische Funktion dar, die eine arithmetische Invariante von ¢ ist.
Die Reihen (329) werden aus (371) durch die Annahme F = ¢~* erhalten. Zu
einer anderen bemerkenswerten Klasse der Reihen (871) gelangt man durch die
Annahme ¥ = ¢. Die betreffenden Reihen konvergieren absolut und gleich-
miBig in jedem Bereich des Raumes R(z), dessen Punkten Formen ¢ mit negativ
definitem reellen Teil entsprechen. Speziellen Fillen dieser Reihen begegnet
man in der Theorie der abelschen Funktionen. In der Tat reduzieren sich die
genannten Reihen bei den quadratischen Formen auf die Reihen

+o0o gt
: : ).._ ZusYulYy
et V=1 ,
Yi: 91, 0y Ynga = — O

welche die Thetanullwerte reprisentieren.

110. Wir bemerken zum AbschluB, daB die vorhergehenden Betrachtungen
in mehreren Richtungen verallgemeinert werden kénnen.

Indem man Formensysteme statt einer einzigen Form betrachtet, kann die
obige Methode zur Aufstellung simultaner arithmetischer Invarianten der Formen-
systeme angewandt werden. Man kann aunch mehrere Reihen der Variablen in
den Formen einfiihren und aunf dieselben verschiedene Substitutionen anwenden.
Ein sehr wichtiges Beispiel erhiilt man, wenn man fiir die Koeffizienten der auf
die verschiedenen Variasblensysteme bezogenen linearen Substitutionen konju-
gierte ganze Zahlen in einem System konjugierter algebraischer Zahlenkirper
wihlt. Man gelangt dadurch zu arithmetischen Invarianten, die zu den alge-
braischen Zahlenkérpern in analogem Verhiltnis stehen wie die im Vorhergehenden
untersuchten Invarianten zu dem Korper der rationalen Zahlen und dem quadra-
tischen Korper mit den Einheiten 1 und 4.
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