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Einleltung. 
1. Die Theorie der automorphen Funktionen einer komplexen Variablen, 

die vor vier Jahrzebnten darch die Arbeiten yon  Poz,~'CAl~;: and K~:IN allgemein 
begriindet wurde, ist w~hrend der letzten Jahre nament]ich durch die Arbeiten 
von KOEBE ZU einem gewissen Abschluli gebracht worden. Dagegen befindet sich 
die allgemeine Untersuchung der automorphen Funktionen zweier und mehrerer 
Variablen auf einem verh~iltnism~l~ig unentwickelten Stadium. 

Nach dem klassischen Beispiel der abelschen Funktionen hat man vorzugsweise 
zwei verschiedene allgemeine Klassen automorpher Funktionen mehrerer Ver~inder- 
lichen studiert, n~mlich die yon PzCAnD eingefiihrten hyperfuchsschen [20, 21, 22] 
und hyperabelsehen[23] Funktionen. Die erstgenannten bilden eine natfirliche 
Verallgemeinerung der Poincar~schen ,fuchsschen Funktionen", d. i. der auto- 
morphen Funktionen mit einem Hauptkreis, die letzteren Funktionen, die in 
engem Zusammenhang mit den abelschen Funktionen stehen, enthalten als be- 
kanntesten Spezialfall die in der analytischen Zahhntheorie wichtigen hiiheren 
Modulfunktionen. 

Allgemelne Untersuchungen fiber die automorphen Funktionen beliebig vieler 
Veriinderlichen haben FcBI,~I [6] und Gm~uD [7] ausgefiihrt. Es gelingt in diesen 
krbeiten, tinter gewissen Voraussetzungen betreffs der diskontinuierlichen Gruppen, 
die Existenz automorpher Funktionen naehzuweisen, deren Eigenschaften in meh- 
rerer Hinsicht denjenigen der automorphen Funktionen einer Variablen analog 
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sind. Diese Betrachtungen lassen aber auch anderseits erkennen, daft eine voll- 
st~indige Analogie mittels der bisherigen Methoden nicht zu erreichen ist. 

Man wird gleieh beim ersten Sehritt ganz neuen Verh~iltnissen begegnen, 
wenn man die im Falle einer Variablen geltenden S~ze auf mehrere Variablen 
iibertragen will. So lehrt uns das Beispiel der abelschen Funktionen, daft zur 
Existenz automorpher Funktionen die eigentliche DiskontinuitRt der Gruppe 
nicht hinreichend ist: es sind noeb bier gewisse Bedingungen arithmetischer 
Natur erfo~derlieh, n~mlich die Riemannschen bilinearen Relationen zwischen 
den Perioden. Wir werden ferner unten sehen, was auch GIRAUD bemerkt hat, 
dab es Gruppen gibt, deren automorphe Funktionen wesentliche Singulari~ten 
in Bereiehen aufweisen mfissen, we die Gruppe eigentlich diskontinuierlich ist. 

Alle diese und analoge Schwierigkeiten kSnnen dadurch beseitigt werden, 
dab man die Existenz eines endlichen, in bezug auf s~mtliehe Substitutionen 
der Gruppe invarianten Raumes D voraussetzt. In diesem Falle, auf welehen 
sich die bisherigen Untersuchungen haupts~ichllch besehriinken, kaun man unter 
gewissen erg~nzenden Annahmen die Analogie mit dem Fall einer Variablen 
bewahren, solange man sieh auf das Inhere yon D beschr~inkt. Wenn abet die 
Gruppe ihre eigentliche Diskontinuit~it noeh fiber die Begrenzung yon D hinaus 
bewRhrt, gestatten die bisher bekannten Methoden nichts fiber das Verhalten der 
zugeordneten automorphen Funktionen auflerhalb des Raumes D auszusagen. 

Die Annahme eines invarianten Raumes bedeutet natiirlich eine wesentliehe 
Einschr~nlmng und es entsteht die Frage nach der Existenz automorpher Funk- 
tionen bei Gruppen, die den Gruppen ohne Hauptkreis analog keine invariauten 
Mannigfaltigkeiten besitzen. 

2. Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, eine neue allgemeine Methode 
zur geometrisehen und funktionentheoretischen Untersuchung diskontinuierlicher 
Gruppen und ihrer automorphen Funktionen darzustellen. Wir werden unsere 
Theorie fiir die allgemeinsten Cremonagruppen endlicher Ordnung entwickeln. 
Ffir diese Gruppen ist es charakteristisch, dag ihre geometrische Theorie dutch 
Anwendung der Hilfsmittel der projektiven Geometrie entwickelt werden kann. 
Das Hauptziel unserer Untersuchungen bildet der Beweis der Existenz auto- 
morpher Funktionen in miiglichst alIgemeinen F~llen sowie die Bestimmung des 
Existenzbereichs und der wesentlichen Singularit~ten jener Funktionen. 

Unsere Arbei~ zerf~llt in zwei Teile. 
Die erste, geometrisehe Abteilung besch~iftigt sich zun~iehst mit der Unter- 

suchung der geometrischen Eigensehaften unendlicher Substitutionenfolgen. In 
diesen Betrachtungen werden nicht nut einzelne Punkte, wie man es gewShnlich 

Acta mothematica, 46. lmprimd lo 7 juillet 1925. 2~ 
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rut, sondern auch beliebig ausgedehnte Punktrnannigfaltigkeiten hinsichtlich der 
H/iufangsgebilde ihrer Transforrnierten studiert. Diese allgemeinere Betrachtungs- 
weise ist hier urn so natiirllcher, weft die tqiveaugebilde analytlscher Funktionen 
rnehrerer Variablen keine isolierten Punkte, sondern kontinuierliche Gebilde sind. 

Eine besondere Betrachtung werden wit Folgen yon Substltutionen widrnen, 
die eine algebraische i~Iannlgfaltigkeit, deren Gleichung durch Nullsetzen irgend 
einer gewiShnlichen oder Hermiteschen Form erhalten wird, in sich selbst trans- 
formieren. Zwlschen den geometrischen Eigenschaften der genannten Folgen 
und der zugehSrigen invarianten ~annigfaltigkeit finder eine interessante Be- 
ziehung start, die vieler wichtigen Anwendungen f~hig ist. 

In den beiden folgenden Kapiteln wird eine neue, yon der bisherigen 
wesentlich abweichende Theorie der diskontinuierlichen Gruppen entwickelt. Es 
wird eine neue Art der Diskontinuit~it eingefiihrt, die ,normale Diskontinuit~it ~, 
welche als eine sowohl fiir geornetrische als funktionentheoretische Zwecke 
natiirliche Verallgemeinerung des irn Falle einer Variablen angewandten Begriffs 
der eigentlichen Diskontinuit~t angesehen werden kama. Die normal diskonti- 
nuierlichen Gruppen werden durch die Eigenschaft charakterisiert, dab bei ihnen 
ein Bereich B existiert, wo siimtliche Folgen yon Substitutionen tier Gruppe in 
dem yon ~IO~TEL[I4] definierten Sinne normal sind. Der fragliche Norrnalbereich 
B f~llt irn Falle einer Variablen mit dern Bereich der eigentlichen Diskontinuit~t 
der Gruppe zusarnmen, irn Falle zweier und mehrerer Variablen ist aber der 
Bereich I3 irn allgerneinen im Bereich der eigentlichen Diskontinuit~t als Teil- 
bereich enthalten. 

Wir werden ferner in diesem Zusarnrnenhang ein allgemeines Problem be- 
handeln, dessea LSsung fiir die weiteren Entwicklungen yon fundarnentaler Be- 
deutung ist. Es handelt sich bier urn die Aufstellung derjenigen Bedingungen, 
denen irgend ein Bereich (oder allgerneiner irgend eine Punktmannigfaltigkeit) 
geniigen soll, um jeder Crernonagruppe endlicher Ordnung, deren Substitutionen 
denselben in sich selbst transforrnieren, die norrnale Diskontinuit~t zu garantieren, 
sobald es keine infinitesirnale Substitution gibt. Die Bedingungen, zu denen 
unsere Betrachtungen fiihren, kiSnnen nicht nut als hinreichend, sondern im all- 
gemeinen auch als notwendig angesehen werden. 

Die hierher geh~rigen Untersuchungen fiihren ferner in umfangreichen 
F/illen zu der vollstiindigen Bestirnrnung des Diskontinuit~itsbereichs verrnittels 
einer sehr einfachen und anschaulichen Methode. Es gibt besonders zwei allge- 
meine Klassen yon Gruppen, die unserer Methode leicht zug~nglich sind. 

Die eine der fraglichen Klassen besteht aus der Gesarntheit der oben ge- 
nannten Cremonagruppen, die einen endlichen invarianten Raurn besitzen. Auf 
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diesen bisher fast allein betrachteten Fall angewandt fiihren unsere aUgemeinen 
Resultate zu dem Ergebnis, dab bet den genannten Gruppen das Fehlen der 
infinitesimalen Substitution zur normalen (und somit auch zur eigentlichen) Dis- 
kontinult:~it wenigstens im allgemeinen hinreichend ist - -  ein Satz, dessert Beweis 
bisher nur unter mehreren beschr:~inkenden Voraussetzungen gelungen ist. 

Die zweite der oben genannten Klassen besteht aus den Gruppen mit 
einer ausgezeichneten Eigenschaft, die man als ,,Festigkeit der H~iufungs- 
gebilde" bezeichnen kann. Diese Gruppcn sind niimllch durch die Eigenschaft 
charakterisiert, daft bet ihnen die H~ufungsgebilde der Transformierten irgend 
welcher Punktmannigfaltigkeiten yon dem Anfangsgebilde in gewissem Sinne 
unabhiingig sind, woraus folgt, dal~ die automorphen Funktionen der fraglichen 
Gruppen eine griil~ere Analogie mit dem Falle ether Variablen als bet den anderen 
Gruppen aufweisen. 

Die wichtigsten Beispiele yon obigen Gruppen finder man unter den Gruppen, 
deren Substitutionen eine gewShn]iche oder Hermitesehe quadratisehe ]~Iannig- 
faltigkeit in sich selbst iiberfiihren. Die Konstruktion des Normalbereichs l~t~t 
sich in diesen ]~'~llen vermittels einer Methode ausfiihren, worth in einfacher 
Weise yon gewissen projektiven Invarlanten Gebraueh gemacht wird. In diesem 
Zusammenbang wird aber auch die Existenz yon normal fliskontinuierlicben 
Cremonagruppen nachgewiesen, die keine invarianten Mannigfaltigkeiten besitzen 
und welche die ersten allgemeinen Beispiele von Gruppen liefern~ die den Gruppen 
ohne Hauptkreis einer Variablen analog stud. 

Unsere geometrisch-gruppentheoretischen Betrachtungen erhalten eine wich- 
tige Erweiterung dadurch, da~ wit die normale Diskontinuitgt als einen relativen 
Begriff auffassen, was durch eine Anwendung des a]lgemeinen Hr~ss~-KL~i~ s c hen  
U b e r t r a g u n g s p r i n z i p s  [8, 9] mSglieh wird. 

Wenn man von irgend ether Form ~ (oder noch allgemeiner yon einem 
System yon Formen) ausgeht, und auf die Variablen derselben die Substitutionen 
der gegebenen Gruppe anwendet, erleiden die unbestimmten Koeffizienten der 
Form lineare Substitutionen, die eine mit der gegebenen Gruppe 11 isomorphe 
Gruppe F(~) bilden. Diese Gruppe kann als eine zur Form ~ gehSrige Dar- 
steUung der gegebenen Gruppe angesehen werden, zu welcher man gelangt, wenn 
man start einzelner Pankte das Gebilde cp ~ 0 zum geometrisehen Element 
der Gruppe w~ihlt. Es entsteht hier die Frage nach der Gesamtheit der- 
jenigen Formen ~, deren zugeordnete Gruppen F(cp), sobald nur die @ruppe 
F keine infinitesimale Substitution enthi~lt, normal diskontinuierlich sin& Diese 
Frage wird in Kap. IV vollst~ndig beantwortet, indem zugleich eine ]~ethode 
zur Bildung des zugeordneten Normalbereichs gegeben wird. Bemerkenswert 

28* 
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ist das Resultat, dab es bei jeder allgemeinen Form ~ einen yon der Anzahl der 
Variablen und der Ordnung der Form ~ allein abh~ingenden Bereich gibt, der in 
den Normalbereichen aller Gruppen F(~) enthalten ist, wo F eine beliebige pro- 
jektive Gruppe olme infinitesimale Substitutionen ist, deren Substitutionen reelle 
oder komplexe Koeffizienten haben, je nachdem die Form ~ eine gewShnliehe 
oder eine Hermitesche Form ist. Die explizite Bestimmung des lqormalbereiehs 
l~l~t sich in einfaeher und eleganter Weise dureh Anwendung gewisser Kova- 
rianten aufstellen, die Hermitesche Formen h~herer Ordnung sin& 

3. Die zweite funktionentheoretische Abteilung unserer Arbeit behandelt 
Fragen, die zwei versehiedenen Gebieten angehSren. 

In der ersten tt~lfte wird eine allgemeine Theorie fiir die automorphen 
Funktionen der in der geometrischen Abteilung betrachteten Cremonagruppen 
entwickelt. Das Problem, dem eine sehr allgemeine L~sung gegeben wird, besteht 
in dem Beweis der Existenz automorpher Funktionen und in der Untersuchung 
ihrer wesentlichen Singularit~ten. 

Im Falle einer Variablen hat man sich bei den Existenzbeweisen zweier 
verschiedenen ~Iethoden bedient. Die yon PoiscxR~ [24, 25] herriihrende Methode 
beruht auf tier knwenduug uuendlieher ~eihen, aus denen durch einfache Ope- 
rationen analytische Ausdriicke fiir die automorphen Funktionen erhalten werden. 
Die zweite Methode, die yon KL~s [10] und seinen Sehiilern entwickelt worden 
ist, fiihrt den Existenzbeweis vermittels der allgemeinen Prinzipen der Riemann- 
schen Funktionentheorie. 

Beim gegenw~rtigen Standpunkt der allgemeinen Theorie der analytischen 
Funktionen zweier und mehrerer Ver~nderlichen kann nur die erstgenannte Me- 
rhode zum Beweis der Existenz tier automorphen Funktionen mehrerer Ver~nder- 
lichen angewandt werden. Leider fiihrt diese Methode hier nicht ztr so allge- 
meinen Resultaten, wie im Falle einer Variablen. Denn die PoincarSschen und 
verwandten Reihen, zu denen man yon der Idee der symmetrischen Funktionen 
aus gelangt ist, sind unendliche Summen bezw. Produkte yon rationalen (oder 
einfachen transzendenten)Funktionen, woraus folgt, dab die durch sie definierten 
analytischen Funktionen im allgemeinen algebraische (oder einfache transzendente) 
lqiveaugebilde besitzen, was eine Spezialisierung der fraglichen Funktionen be- 
deutet, indem die Niveaugebilde im allgemeinen irreduzible transzendente Gebilde 
sin& Die automorphen Funktionen, welche eine ,automorphe Darstellung ~ be- 
sitzen, kSnnen daher nicht die allgemeinsten ihrer Art  sein. Anderseits kann 
man jedoch behaupten, daft die diskontinuierlichen Cremonagruppen, fiir welche 
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eine ~automorphe Darstellung" der zugeordneten invarianten Funktionen m~glich 
ist, yon sehr grof~er Allgemeinheit sind. 

Die Untersuehung der Bedingungen, die fiir die Existenz dutch die Poin' 
ear~schen und verwandte Reihen darstellbarer automorpher Funktionen n~tig 
sind, bildet die erste fundamentale Aufgabe unserer funktionentheoretisehen 
Betrachtungen. Die Bedingungen, zu denen wir gelangen, diirfen nieht nur als 
hinreichend, sondern auch in gewissem Sinne notwendig angesehen werden. 

Man hat in tier Theorie der automorphen Funktionen einer Variablen den 
einfaehen und wiehtigen Satz, dab zu jeder eigentlich diskontinuierliehen Gruppe 
automorphe Funktionen geh~ren, die in dem Bereieh der eigentliehen Diskonti- 
nuit/~t meromorph sind, w~hrend jeder Grenzpunkt der Gruppe eine wesentlich 
singul~re Stelle der Funktionen ist. In dieser Form beh~lt der Satz beim Auf- 
steigen zu mehreren Variablen nieht seine Giiltigkeit. Wir haben ja sehon das 
Beispiel der abelschen Funktionen genannt, die nut unter'gewissen speziellen 
Bedingungen im Normalbereieh der Gruppe, der hier aus der Gesamtheit aller 
endliehen Punkte des betreffenden Raumes besteht, meromorph sin& 

Die Analogie mit dem Falle einer Variablen bew~ihrt sieh allerdings darin, 
da$, wie gezeigt wlrd, jeder Randpunkt des Normalbereiehs eine wesent!ieh 
singul/ire Stelle fiir s~mtliche automorphe Funktionen der Gruppe ist. Es k~nnen 
aber ira Falle mehrerer Ver~nderliehen im Innern des Normalbereiehs wesentliehe 
Singularit/iten auftreten, die beweglich sind, d. h. yon der Wahl der automorphen 
Funktionen selbst abh~ngen. 

Unter denjenigen Cremonagruppen, fiir welehe die Existenz automorpher 
Funktionen durch Aufstelhng unendlicher Reihen nachgewiesen werden kann, 
sind zwei versehiedene Klassen, yon denen sehon im Vorhergehenden die Rede 
war, yon besonderer Bedeutung. 

Eine dieser Klassen besteht aus der Gesamtheit der Cremonagruppen mit 
einem invarianten Raum; der entweder endlich ist oder vermittels einer Cremona- 
transformation ins Endtiehe iiberfiihrt werden kann. Wie schon oben erw~hnt, 
gehSren die bisher untersuehten Gruppen haupts~chlieh der genannten Kategorie 
an. Zum Beweis der automorphen Funktionen hat man mehrere beschr~nkende 
Voraussetzungen aufgestellt [6; S. 274] [7; S. 9]. Es sind dies teils Voraussetznngen 
algebraischen Charakters, deren Bestehen in den einfaehsten F~llen leicht ein- 
zusehen ist, tefls Bedingungen transzendenter Natur, die sieh auf eine Eigem 
schaft der Funktionaldeterminanten der Substitutionen der Gruppe beziehen und 
deren Bestehen nur in den aller einfaehsten F~illen und auch dann nieht ohne 
rechnerisehe Sehwierigkeiten best~itigt werden kann. 
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Um so iiberraschender diirfte wegen seiner Einfachheit das Resultat sein, 
zu dem unsere Betrachtungen fiihren, dab n~mlich bei Vorhandensein eines end- 
lichen invarianten l~aumes die zur Existenz automorpher Funktionen notwendige 
Bedingung , da~ die Gruppe keine infinitesimale Substitution enth~ilt, im allge- 
meinen auch hinreichend ist. In diesem Punkt herrscht somit eine vollst~ndige 
Analogie zwischen den automorphen Funktionen einer und mehrerer Ver~inder- 
lichen. 

Von ebenso grofiem Interesse sind jedoch die Gruppen der zweiten Kategorie, 
die Gruppen mit festen H~iufungsgebilden. Die zugeh~rigen automorphen Funk- 
tionen teilen mit den automorphen Funktionen einer Variablen die wichtige 
Eigenschaft, da/3 ihre wesentlichen' Singularit~ten feste, d.h. yon der Gruppe 
allein abh~ingige Mannigfaltigkeiten sind, eine Eigenschaft, die den anderen 
Gruppen im allgemeinen nicht zukommt. Die Hauptziigc der Theorie der frag- 
lichen Funktionen haben wir in einem auf dem V. skandinavischen Mathematiker- 
kongrel3 in Helsingfors 1922 gehaltenen Vortrag entwickelt[17, 18]. Bemerkens- 
wert ist, daft in dlesen Betrachtungen keine Voraussetzung hinsichtlieh der 
Existenz invarianter Mannigfaltigkeiten irgend welcher Art notwendig ist. Wir 
werden ja bier die ersten allgemeinen Beispiele automorpher Funktionen kennen 
lernen, die den automorphen Funktionen einer Variablen bei Gruppen ohne 
Hauptkreis analog sind. 

Der letzte Tell der vorliegenden Arbeit ist der Untersuchung der , a r i t h -  
m e t i s c h e n I n v a r i a n t e n ~ beliebiger algebraischer Formen gewidmet. Unter 
diesem Namen verstehen wir mit PoIscxR;~[27] analytlsche Funktionen der unbe- 
stimmten Koeffizienten irgend einer Form % die unver~indert bleiben, wenn die 
Form durch eine beliebige arithmetisch ~iquivalente Form ersetzt wird. Die 
fraglicheu Funktionen k~nnen als automorphe Funktionen derjenigen Gruppe 
F(~) angesehen werden, die aus den Modulgruppen, d.i.  den @ruppen aller 
unimodularen Substitutionen mit ganzzahligen reellen oder komplexen Koeffizienten 
bei Ausiibung derselben auf die gegebene Form ~ gem~t~ dem Ubertragungsprinzip 
gewonnen werden. 

In seiner eben genannten Arbeit hat PoINcAt~ die arithmetischen Invarianten 
der bin~iren linearen und quadratisehen Formen and Formensysteme einer funk- 
tionentheoretischen Betrachtung unterzogen. Unsere Untersuchungen fiihren zur 
Verallgemeinerung der Poincar~schen Resultate auf gewShnliche und Hermitesche 
Formeu beliebiger Ordnung und beliebig vieler Variablen. Die Poinear~sehen 
Reihen zeigen sich hier zur analytischen Darstellung weniger geeignet. Dagegen 
erh~ilt man fiir aUe F~ille giiltige analytische Ausdriicke durch eine Verallge- 
meinerung der yon D~P~CELE~ [4] in seinen zahlentheoretischen Betraehtungen 
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angewandten Reihen, die kiirzlich HJ. MELLL~ [12] in anderer Hinsicht zum Gegen- 
stand seiner Untersuchangen gemacht hat. 

I. Unendliehe Folgen linearer Substitutionen. 

w 
Allgemeine Eigensehaften linearer Substitutionsfolgen. 

4. Wir wollen mit der Aufstellung einiger Definitionen beginnen. 
Es seien 

(1) y,, y,, . . . ,  y,,+, 

komplexe Variablen, die wir als homogene Punktkoordinaten in einem 2n-dimen- 
sionalen Raum R~ auffassen. Jedem Gleichungssystem 

(2) % (Y,, Y,, ..., Y~+I) ---- 0 (v = 1, 2, ..., p ( ~  n)), 

we ~, ganze rationale and homogene Funktionen bezeichnen, entspricht in R~ 
eine 2 (n-io)-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit, die wir mit A~_p be- 
zeichnen, we q die Ordnung desselben, d.h. das Produkt der Ordnungszahlen 
der Formen ~, ist. Sind insbesondere alle Formen ~, linear, so werden wir start 
A~_~ die Bezeiehnung L=_p anwenden. Wit  werden ferner unter einer Hyper- 
fl~iche b~w. Hyperebene die (2n-2)-dimensionalen Gebilde A~_, und L,=, ver- 
stehen. F~ir n ~ 3 sind diese identisch mit einer algebraisehen Fl~che resp. 
Ebene, fiir n ~ 2 mit einer algebraischen Kurve resp. einer Geraden, fiirn-----1 
mit einem endliehen Punktsystem resp. einem einzelnen Punkt. 

Unter einem reellen Gebilde sell eine A oder L verstanden werden, deren 
Gleichangen (2) lauter reelle Koeffizienten haben. 

Wir schreiben die linearen Substitationen in homogener Form: 

H + I  
(3) = Z y,  (i = 1, 2 , . . . ,  + 1), 

we die Koeffizienten ai..~ beliebige reelle oder komplexe Griil3en sein k(innen. 
Weft im Folgenden nur die Verhgltnisse der Koeffizienten beriicksichtigt werden, 
ist es erlaubt, alle Koeffizienten irgend einer Substitution mit einer and der- 
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selben yon Null verschiedenen end]ichen Griilie zu multiplizieren. Es ist zweck- 
m~il3ig, jede Substitution (3) derart zu normieren, daft das l~Iaximum der absoluten 
Betdige der Koeffizienten einen bestimmten endlichen und yon Null verschiedenen 
Wert, z. B. Eins, hat. 

Es sei irgend eine unendliche Folge yon Substitutionen (3) gegeben, die in 
oben augegebener Weise normiert sind. Offenbar l~iflt sich eine Teilfolge a der- 
selben finden derart, daft die Koefiizienten bestimmte endliche Grenzwerte ~., 
besitzen: die nicht s~imtlich verschwinden. Die Substitution 

(4) Y~ = Z fl,.,Y, (i ~ 1, 2, ..., n + l )  

soll die G r e n z s u b s t i t u t i o n  yon d genannt werden. 
werden wit die Benennung N o r m a l f o l g e  anwenden. 
:Normalfolge yore R a n g  0 ist, wenn die Determinante 

(5) 

Von der Folge a selbst 
Wir sagen, daft diese 

der Koeffizienten yon (4 )den  Rang Q hat, d.h.  wenn alle Unterdeterminanten 
( ~ - 1 ) - t e r  Ordnung von (5), nicht aber alle Unterdeterminanten Q-ter Ordnung 
gleich Null sind. 

Fiir Q ----- u § 1 stellt (4) eine allgemeine lineare Substitution einer nicht- 
verschwindenden Determinante dar. Werden die Substitutionen yon ~ mit 

S,, 3~, S,, . . .  

bezeichnet, so konvergieren die Substitutionen der Folge 

(v ---- 1, 2, 3 , . . . )  

im vorliegenden FaUe gegen die identische Transformation. 
E s  sei daher im Folgenden Q ~ n. Die Gleichungen (4) definieren dann 

n + 1 - 0 der Griilien 

y; ,  . . . ,  

als lineare Funktionen der Q tibrigen. Bei unbegrenzt variierenden Werten der 
komplexen Gr~il~en (y) bestimmen die zugeordneten Werte  yon (y') also eine Lr 
die wir mit Me_,(a ) oder kurz Me_ ̀ bezeichnen. 

Wir betrachten ferner die Gleichungen 

n-t-I 
(o) Z = o (i ~- 1, 2, . . . ,  n 4-1). 
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Die Mannigfaltigkeit der diesen Gleichungen geniigenden Wertsysteme (Yl, Yl,. . . ,  Y,,+~) 
definiert eine L~_e, die im Folgenden mit 2~._e.(a ) oder kurz M~-e. bezeiehnet wird. 

Wit  nennen die linearen Mannigfaltigkeiten Me_ ̀ (e) and Mn_ e (a) das e r s t e 
resp. z w e i t e  E l e m e n t  der lqormalfolge ~. Aus ihrer Definition geht hervor, 
dab sie reelle Mannigfaltigkeiten sind, wenn die Substitutionen yon a reelle 
Koeffizienten haben. 

5. dede lineare Substitution (3) kann geometrisch als eine Kollineation des 
Raumes R~ in sich interpretiert werden. Es sei nan (#) irgend eine im Raume 
R, gelegene Punktmenge. Indem wit auf dieselbe die Gesamtheit der Substi- 
tutionen der Normalfolge a anwenden, erhalten wir eine unendliehe Anzahl 
transformierter Punktmengen. Diese besitzen dann wenigstens einen Hi~ufungs- 
punkt, d.h. einen Punkt, in dessen beliebig kleiner Umgebung unendlich viele 
der transformierten Mengen yon (#) Punkte besitzen. Wir bezeichnen mit a (~) 
die Menge aller H~ufungspunkte der Transformierten yon (~). Es ist unsere 
n~chste Aufgabe, die Menge ~(~) zu bestimmen und ihre Abh~ngigkeit yon der 
Menge (~) zu studieren. 

Diese Aufgabe soll zuerst fiir den Fall gel~ist werden, wo (~) eine im 
projektiven Sinne abgeschlossene Punktmenge ist, die keinen Punkt des zweiten 
Elementes M,_~ der Normalfolge a enthiilt, wobei also 0----< n vorausgesetzt ist. 

Wir betraehten zu diesem Zweek die yon der Grenzsubstitution (4)ver- 
mittelte Abbildung, die ffir q ~ ne ine  ausgeartete Projektivit~it ist. Naeh dem 
Obigen wird jedem dem Element Mn_e(a ) nicht zugeh~irigen Punkt dee Raumes 
R~ vermSge (4) ein bestimmter Punkt des Elementes Me_,(a ) entsprechen, der 
mit dem Anfangspunkte stetig variiert. Wir kiinnen den auf Me_~(~ ) gelegenen 
Bildpunkt beliebig vorschreiben, indem wir dem Gleichungssystem (4) yon Me_ ̀ 
ein System linearer Gleichungen 

n + !  

(7) Z r,., Y" ----- 0 (i • 1, 2,..., • -- 1) 
x----- : |  

adjungieren, die yon einander und von den Gleichungen (4) unabhiingig sind. 
Die Gleiehungen (7) definieren zusammen mit (4) eine dutch ~7/._e(a) gehende 
L,_~+ v S~imtliche Punkte dieser L~_~I , die nicht gleichzeitig dem Element M,_ e 
angehiiren, werden vermSge der ausgearteten projektiven Transformation (4) in 
den gegebenen Punkt yon Me_ , iiberfiihrt. 

Wit wollen das Resultat der obigen Betrachtungen im folgenden Satz aus- 
driicken. 

Acta rao~na;Boa. 40. Imprim~ le 9 juinet 1925. 29 
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Satz 1. Dutch die ausgeartete 2orojektive Transformation (4) wird ei~e umkehr- 

bar eindeulige Beziehung zwischea den durch M,_ e gehenden Z=_.o+t und den Pu~kten 
yon M~,_, derart vermittelt, daft sdmtlichen Punkten irgend einer der fraglichen L,,_o+~, 

die nicht zugleich dem Element  M,,..r angeh6ren~ ein ein,iger t)unkt des Elementes 
Me_ ' zugeordnet wird. 

6. Es sei nun (g) irgend eine im Raum R. gelegene abgeschlossene Punkt- 
menge, die keinen Punkt yon it/~_o(a) enthglt. Nach dem Vorhergehenden wird 
der Menge (#) verm~ige (4) eine auf Me..,(a ) gelegene Punktmenge zugeordnet. 
Wir behaupten, dalt diese letztere Punktmenge identisch mit der oben definierten 
Hi~ufungsmenge ~(g) ist. Es wird m. a. W. behauptet, daft die Konvergenz tier 
Punkte gegen die resp. Hiiufungslaunkte auf M.o_, in der Menge (t~) gleichm~il~ig 
ist, so da~ in jedem im projektiven Sinne abgeschlossenen Bereieh, der keinen 
Punkt yon ~(~t) enth//lt, nur endlich vielen transfbrmierten Mengen von (g) zuge- 
h(irige Punkte existieren k~innen. 

Wegen der Definition yon M,_e(~) kSnnen die Funktionen (4) in keinem 
Punkt yon (#) ~leichzeitig verschwinden. Wir kSnnen daher die Menge (#) in 
endlich viele Teile derart zerlegen, da~ in jedem Tell wenigstens eine tier linearen 
Funktionen (4) bestiindig yon Null verschieden bleibt. Zugleich kann man often- 
bar erreiehen, dab in jeder Teilmenge stets wenigstens eine der Koordinaten 
y; (i = 1, 2, ..., n + 1) nieht versehwindet. 

Wit  betrachten eine der fragliehen Teilmengen, etwa diejenige, tto, wo 
n + l  

Yn+, # 0 und ~ ~,,+,., y, # 0 ist. Wir fiihren die inhomogenen Variablen 
~ 1  

' ' ' ( i =  1 , 2 ,  . n )  x~ ~--- Yi : Y,+~ ; x~ ~ Yi : Y,+~ � 9  

ein and wir k(innen die Substitutionen yon 6 dureh den ~usdruek 

(8) x ' -  L, 
i i ,+, 

darstellen, wo wit allgemein 

L~ ----- a~, t x~ + ai, t x2 + "" + a;, n x,, + al. n+, 

gesetzt haben. Es sei 

(s') L.+, 

der analoge Ausdruck der Grenzsubstitution (4) yon ~, deren Koeffizienten Grenz- 
werte der entsprechenden Koeffizienten der Substitutionen (8) sin& Well nan 
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wegen der oben gemachten Annahmen (~o) im Endlichen gelegen ist und weil 

]~+, in der abgesch]ossenen ]~lenge (#o) yon Null verschleden und daher absolut 
oberhatb einer yon Null verschiedenen Grenze bleibt, so gelten offenbar in der 
fraglichen Punktmenge gleichm~i~ig die Gleiehungen 

lim (x:. -- ~:) = 0 (i ----- 1, 2 , . . . ,  n). 

Somit h~iufen sich die Punkte  yon (~o) und daher aueh diejenigen yon (t~)bei 
Ausffihrung der Substitutionen yon a gleichm~i~ig nach Me_ ,, w. z. b. w. 

W i t  behaupten, daft eine gleichmgfiige Hgufung der Punkte  naeh Me_, bei 
Ausfiihrung der Substitutionen yon a in keinem 2n-dimensionalen Bereich statt-  

finden kann, der Punkte  yon M,_ e in seinem Innern enthiilt. 

Es sei ngmlich M ein Bereieh, der einen Punkt  P yon M,,_o. als inneren 

Punkt  hat. Wi t  ziehen durch P eine beliebige L.o, die mit  ~ r  keinen yon 
P versehiedenen Pmlkt  gemeinsam hat. Naeh dora Obigen konvergieren die dem 
Bereich U nieht angehfirigen Punkte  yon L~, bei Ausfiihrung yon ~ gleichm~t~ig 
gegen das Element M.o-1. W~ire dies aueh mit den Punkten yon U der Fall, so 
miil~ten die Punkte auf der ganzen L e gleichmi~i3ig gegen Me_ , konvergieren, was 
unm~iglich ist, weft Le elne lineare Mannigfaltigkeit h~iherer Dimension als Me-1 
ist. Damit ist die obige Behauptung bewiesen. 

Wir  kSnnen unsere bisherigen Resultate im folgenden Satz zusammenfassen. 

Sa tz  2. Bei Ausfiihrung der Substitutionen der Normalfolge ~ veto Rang 0 

und mit den Elementen Me-, und M,-o. konvergieren die Punkte in jeder abgeschlossenen 
Menge (~), die keinen Punkt yon M,,_e enthgilt, gleicl~mSflig gegen die resp. Punkte 
der auf Me_~ gelegenen Menge a(t~ ). 

_Ferner ist die gleichmiiflige tt~iufung der Punkte gegen Me_ ~ in keinem ~Bereich 

mSglich, der Punkte yon M,_r als innere Punkte enthiilt. 

7. Wir  werden im Folgenden yon dem Bereich, der aus der Gesamtheit der 

zum zweiten Element M,,_e(~ ) nicht geh~rigen Punkte  des Raumes R~ besteht, 
die Benennung N o r m a l b e r e i c h  der Folge ~ anwenden, im Hinbliek auf den 
Zusammenhang, der zwisehen den Folgen ~ and den Normalfamilien analytiseher 
Funktionen yon MONTEL [14] besteht. 

Offenbar enth~ilt jede Folge eine Teilfolge, die nebst ihrer inversen Folge, 
d. h. der Folge der inversen Substitutionen, normal ist. Jede solche Folge sell 
als u m k e h r b a r n o r m a 1 e F o 1 g e bezeiehnet werden. Unter  ibren Rangzahlen 
werden wir  die Rangzahlen ~ u n d e '  der gegebenen Folge und ihrer  inversen 
Folge verstehen. 

29* 
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Satz 3. Bei jeder umkehrbar normalen Folge ist das erste Element in dem 

zweiten Element der inversen Folge enthalten. 

Es seien Me_,, M--e die Elemente der gegebenen Folge a und M'r , 3/'._r 
diejenigen der inversen Folge a'. Wir werden nachweisen, dab das Element 
Mr als ganzes in dem Elemente M'_ e enthalten ist. 

Es sei P ein beliebiger Punkt yon Me_, und Q ein beliebiger Punkt der- 
jenigen dutch M~-,o gehenden L._e+I, die vermittels der Grenzsubstitution yon a 
dem Punkt P zugeordnet wird. Angenommen, dab Q nicht dem Element 3/~_ e 
angehSrt, konvergieren seine Transformierten Q, = S~(Q) vermittels der Substi- 
tutionen S, yon a nach Satz 2 gegen den Punkt P. 

W[ire nun P auBerhalb des zweiten Elementes M'._o, der inversen Folge a' 
gelegen, so kSnnte man um den Punkt P herum einen Bereieh U konstruieren, 
dessen Transformierte vermittels a' gleichm~fiig gegen eine gewisse auf 3/~_, 
gelegene Punktmenge konvergierten. Dies widerspricht aber dem 0bigen, weft 
es im Bereich U unendliehe viele Punkte Q, gibt, deren Transformierte vermittels 
der Substitutionen S:'  yon d mit dem aul~erhalb der Mannigfaltigkeit M~_~ ge- 
legenen Punkt Q zusammenfallen. Somit geh~iren s~imtliehe Punkte yon Me_ ̀ 
zugleich dem Element M ' ,  ~_,,, an. Analog mul~ M~,_, als ganzes im Elemente 

M,~ enthalten sein. 
Die Vergleichung der Dimensionen der Elemente Mr und M,',_g, von denen 

nach dem Vorhergehenden alas erste als ganzes in dem letzteren enthalten ist, 
fiihrt zum 

Satz 4. 
der Relation 

Die Rangzahlen ~ und ~' ]eder umkehrbar normalen Folge geniigen 

(9) @ + Q' ~ n + 1. 

8. Die vorhergehenden Betrachtungen l~sen voIls~ndig die Frage hinsichtlieh 
der H[iufungsmengen ~(~) beliebiger im Innern des Normalbereichs der Folge 
gelegenen Punktmengen (/~). Man kann aber dureh Anwendung der obigen Me- 
thoden auch die H~ufung bei Punktmengen studieren, die Punkte auf der Be- 
grenzung M~-e des Normalbereichs besitzen. ~Iit Riicksicht auf sp~itere An- 
wendungen wollen wit hier den Fall niiher betrachten, we die gegebene Menge 
(~) aus den Punkten einer Hyperfl~ehe A,q,_, besteht, deren Gleiehung wit dutch 
NuUsetzen einer homogenen algebraischen Form q-ter Ordnung 

( lo)  (y,, v , , . . . ,  v.+,) = o 
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darstellen. Es sei allgemein 
. + l  

(11) v; = Z ~:" v.  (i = 1, 2 , . . . ,  n + 1) 
x . ~ - I  

der Ausdruek der v-ten Substitution von o. Die Gleiehung 

(12) ~(vT', " ' "  y, , . . . ,  y .+,  = 0 

stellt dann eine Hyperfl/iche dar, deren Punkte aus denjenigen der Hyperfl~iche 
(10) vermlttels der inversen Substitution yon (11) erhalten werden. Bei unbe- 
grenzt wachsendem v konvergieren die Koeffizienten in der Gleichung (12) gegen 
die entsprechenden Koeffizienten in der @leichung 

(13) 

WO 

(4) 

! 
(v:, v~, . . . ,  v,,+O = o, 

n + l  
vl - -  Z ~ , ,~w (i = 1 , 2 , . . . , n + 1 )  

X = ~  1 

die Grenzsubstitution yon a c]arstellt. 
Wit  nehmen nun an, daft die Hyperfl~che (10) das erste Element M,,_,(a) 

nicht als ganzes enth~ilt. Dann kann die linke Seite yon (13) in den Variablen 
(y) nieht identisch verschwinden. In diesem Falle stellt die Gleiehung (13) das 
H~iufungsgebilde der Hyperfliichen (12) dar. Dieses Hi/nfungsgebilde ist eine 

ausgeartete Hyperfl~che q-ter Ordnung, die das Element ~f',-e (a) als gauzes enth/ilt. 

9. Um die Gleichung des H~iufungsgebildes zu vereinfachen, bemerken wir, 
dab man durch eine geeignete Koordinatentransformation bewirken kann, dab 
das Gleichungssystem des Elementes Me_ , die Form 

Ye+l = 0, Ye+g = 0, . . . ,  Y,+t ~--- 0 

erh~ilt. Dann verschwinden alle Koeffizienten ~,.~ fiir i > ~ in (4), and die Glei- 
chung (13) nimmt die Gestalt 

(14) ~ ( x , , x , , . . . , x ~ ,  o, . . . ,  o) _-- ~ ( x , ,  x, ,  . . . ,  x~) = o 

an, wo die Fanktionen 

(15) 

linear unabhiingig sin& 
dem H~iufungsgebilde die Benennung ,zylindrische Mannigfaltigkeit" 

. + t  
x , - ~  Z fl,.xY~ ( i = l ,  2 , . . . , q )  

X : ~ .  1 

Wegen der Form der Gleiehung (14) werden wir yon 
anwenden. 
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Iqun stellt das System (15) bei irgend welchen der Gleiehung (14) geniigenden 

Werten der Variablen x~, x.~, ..., xr gerade diejenige durch M~_ e gehende L,~_~, 
dar, die vermi~ge der ausgearteten Projektiviti~t (4) dem Punkt (x,, x~, ..., xe) 
yon Mo_, zugeordnet wird. Somit ist das H~iufungsgebilde (14) identisch mit der 
l~Iannigfaltigkeit der den Punkten des Schnittes des Anfangsgebildes (10) und 
des Elementes M,o_, zugeordneten L~_e+ ~. Das Gebflde (14) ist somit yon dem 
fraglichen Sehnitt allein abh~ngig. Wir driicken die obigen Resultate durch 
den folgenden Satz aus. 

Satz 5. Das Hiiufungsgebilde der Transformierten einer beliebigen, das erste Ele- 
ment nicid enthaltenden Hyperfldche vermittels der inversen Substitutionen der Normal- 
folge ~ besteht aus einer ,zylindrischen" Mannigfaltigkeit, die das zweite Element 
der Folge als gauzes enthiilt. Das betreffende HSufungsgebilde ist identiseh mit der 
Mann~qfaltigkeit de~jenigen L,~_e+~ die vermSge der Grenzsubstitution der Folge a 
den Punkten des Schnittes der gegebenen Hyperflitche mit dem ersten Element der 
�9 "olge zugeordnet werden. 

Im niedrigsten Falle q ~ 1 nimmt dieser Satz die folgende Gestalt an: 

Sg~tz 6. Das H~iufungsgebilde der Transformierten einer belieb~gen den Punkt 
M o nieht enthaltenden Hyperfl~iehe Aq~ vermittels der inversen Substitutionen der 

Normal[blge ~ mit den Elementen 2II o und Mn_ 1 besteht aus der q-fach gezdhlten 

Hyperebene M~_I. 

10. Wir wollen den Inhalt der beiden obigen S~tze noch in einer anderen 
Form darstellen, indem wir sie mit dem Satz 2 in Verbindung setzen, was sp~iter 
yon grofiem Nutzen sein wird. 

Wit gehen zu diesem Zweck yon der allgemeinen.Form q-ter 0rdnung 

der Variablen y,, y~, ..., y,~+~ aus, deren Koeffizlenten za~ unbestlmmte Parameter 
seien. Indem wir diese Parameter als homogene Punktkoordinaten in einem Raum 
R~(z) auffassen, erhalten wir eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den 
Punkten yon R~(z) und den Hyperfl~ehen q-ter 0rdnung yon R~(y). 

Jeder auf die Variablen y angewandten linearen Substitution entspricht eine 
lineare Substitution der GrSt~en ~. Zwischen den unendlichen Substitutionsfolgen 
beider R~ume findet ein wichtiger Zusammenhang start, den wir im folgenden 
Satz ausdriicken. 
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Sa tz  7. J'eder Normalfolge 6 im Raume R~(y) mit den Rlementen Mo-i und 

M,_ e entspricht im Raume I?,(z) eine Normalfolge, deren erstes Element aus der 
Gesamt/~eit der]enigen P~tnkte (z) besteht, die allen m~glichen zylindrisclwn Mannig= 

faltigkeiten (14) entsl~echen, die durch M,,_ e gellen und deren zweites Element iden- 
tisch mit der Gesamtheit derjenigen Punkte (z) ist, die den dutch Mo_ , gehenden 
HyperflSchen Aq,,_~ zugeordnet si~2d. 

Der Beweis ergibt sich leicht aus der Ident i tg t  

(16) ~ (y, , ')  _= 9 (y', e), 

wo y' das Zeichen ~dr die Grenzsubstitution yon ~ and ~' die zugeordnete Grenz- 
substitution der Variablen z bezeichnet, bIan finder ngmlich erstens, dab die 
Koeffizienten c~.x der Grenzsubsti tution 

*+1 
(17) z" -~- Z c,.x g~ (i ~- 1, 2 , . . . ,  v + 1) 

1 

nicht s~mtlich Null sein kiinnen, weil ~(y', z) nicht yon z unabh~ingig Null sein 
kamn. Weil ferner die Koeffizienten c~ ganze rationale Funktionen der Koeffi- 
zienten der Grenzsubstitution yon a sind, so isf die der Folge a zugeordnete 

Folge �9 der auf  z bezogenen Substitutionen normal. Es seien N und N die 

Elemente yon ~. Die Punkte  yon ~-k~innen dutch das Gleichungssystem 

r + l  
c;,z~ ~ 0 ( i = l ,  2 , . . . , v + l )  

dargestel l t  werden. Aus (16) geht hervor, dug die Gleichung 

= o 

n §  
der zugeor4neten A~_, fiir y~ ~ ~] 3~,xYx identisch in den Variablen y ver- 

sehwinden wird. Die den Punkten yon N entsprechenden A,~,_, enthalten somit 
Me_I, und dies finder offenbar such umgekehrt  start. Aus den S~itzen 2 und 5 
geht  abet damn hervor, dab die Punkte  von N und die zylindrischen Mannig- 
faltigkeiten (14) einander umkehrbar eindeutig entsprechen. 

Damit ist der obige Satz bewiesen. 

(18) 

11. FAnen wichtigen Spezialfall erhiilt man, wenn 9~ eine lineare Form 

n + l  



232 P . J .  Myrberg. 

ist. Die auf die Variablen z bezogene Substitution ist dann die r e z i p r o k e  
oder die k o r r e l a t i v e  S u b s t i t u t i o n  der Substitution der Variablen y, n~imlieh 

,+1 
(19) z~ = Z a~.,z~ (i---- 1 , 2 , . . . , n + l ) ,  

wenn (3) die auf y bezogene Substitution bezeichnet. Die Gleichung 

(20) = o 

vermittelt jetzt eine umkehrbar eindeutige Beziehung (Korrelation) zwischen den 
Punkten und den Hyperebenen der l~ume R,(y) und R~(z). Jeder Normalfolge 
der Substitutionen (3) entspricht eine Normalfolge gleichen Ranges der korre- 
lativen Substitutionen (19). Dabei sind die Punkte des ersten (zweiten) Elementes 
der einen Folge und die durch das zweite (erste)Element der anderen Folg e 
gehenden Hyperebenen aufeinander korrelativ bezogen. 

12. Das einfachste Beispiel von Normalfolgen geben uns die Potenzen einer 
einzigen Substitution. 

Wir betrachten die Substitution 

(21) Y~ ---- ~iY~ (i ---- 1, 2,. . . ,  n + 1), 

wo die Multiplikatoren ~,, ~:, ..., o~§ etwa reelle positive, nicht abnehmende 
Zahlen sind. Es sei 

~ l ~ -  ~ s ~ -  " ~ ' ' ' ~  ~ ~ m - t  ---~ " '" = ~n+t" 

Man best~tigt dann unmittelbar, dab bei unbegrenzter Iteration yon (21) die 
Gesamtheit derjenigen Punkte, die der llnearen Mannigfaltigkeit 

M~_I : Y~-, = Y,~, . . . . .  Yn+~ = 0 

nicht angeh6ren, nach bestimmten Punkten yon 

M,~_~ : Yl = Y~ . . . . .  y~ ~-- 0 

konvergieren. Die sukzessiven Potenzen yon (21) bilden somit eine Normalfolge 

des Ranges n -  ~ +  1 mit den Elementen M,_~, M,_ v Dadurch kann man Normal 
fo]gen beliebigen Ranges erhalten. Man kann dabei, indem man eine geeignete 
Anzahl der ersten Multiplikatoren yon (21) einander gleich setzt, erreichen, da5 
auch die inverse Folge eine Normalfolge yon einem vorgesehrlebenen Range wird. 

Wir wollen die obigen Ergebnisse etwas n~her in den niedrigsten F~llen 
erl~utern. 
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n = l  

13. Fiir die b in~en Substitutionen 

(22) y', = a y, + p y,, y~ = ? y, + ~ y, 

kann 0 = 2 oder 0 = 1 sein. Die Elemente der Normalfolgen vom Rang Eins 

rednzieren sich auf Pnnl~te Mo, Mo. Man best~itigt leicht, dab jede Normalfolge 
umkehrbar normal ist. 

Wi r  betrachten ngher die zyklischen Folgen, die aus den Potenzen einer 
einzigen Substitution (22) bestehen. 

Es seien ~, und v, die Wurzeln der Gleichung 

~ -0~  /~ = 0 .  

so kann (22) verm~ge einer linearen Transformation Is t  erstens o I ~: or,  

in die Form 

(23) 

iibeffiihrt werden 

Y', = ~ I Y , ,  Y~ "= o , Y ,  

Im ,elliptischen Fall~ u Iv, I = I~,1 bilden die Potenzen yon (23) entweder 
eine endliche Fo]ge, oder ale bilden eine unendliche Folge, die unend]ich viele 
Normalfo]gen yore Rang Zwei enth~ilt. Um irgend eine dieser Normalfolgen zu 
definieren, hat  man eine unendliche Folge der Potenzen (23) zu w~hlen, deren 
Exponenten m den Gleichungen 

m (arg v, - arg ~s) ~ c0 + E= (rood. 2 g) 

geniigen, w o o  irgend eine reeUe GreBe und lira ~ = 0 ist. 
m = O O  

In den ~loxodromischen" und ~hyperbolischen ~ F~illen, wo Ico,] ~ [oll ist, 
bi]den die Potenzen yon (23) eine Normalfolge yore Rang Eins rail den Elementen 

M o : y,  = O; Mo : y,  -~ 0, 

wenn [roll < I~,[ ist, welche Elemente die Fixpnnkte yon (23) sin& 
Ist v~ = co,, so kann man bekanntlich der Substitution (22) nach Aus- 

fiihrung einer geeigneten Transformation den Ausdruck 

geben. In  diesem ,parabolischen ~ Fall~ bilden die sukzessiven Potenzen der 
Substitution wieder eine Normalfolge yore Rang Eins, deren Elemente Mound 

Acta m ~ t / ~ .  46. Imprimd 1~ 9 jnillet 1925. 30 
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Mo mit einem und demselben Punkt, n~mlich dem einzigen Fixpunkt y~ ~ 0, 
zusammenfallen. 

In den belden letzteren F~llen gibt tier Satz 2 den bekannten Satz, daft 
bet der Iteration der nichtelliptischen Substitution (22) die Punkte in jedem ab- 
geschlossenen, einen der :Fixpunkte nicht enthaltenden Bereich gleichm~Big gegen 
den zweiten Fixpunkt konvergieren. 

n ~ 2  

14. Bet den tern~ren Substitutionen 

(24) Y~ = '~, Y, + fl, Y, + r, Y~ (i = 1, 2, 3) 

sind zwei Arten der Normalfolgen mit verschwindender Determinante (5) vor- 
handen. 

~--- 2. Von den Elementen MI, M~ ist hier das erste eine Gerade, das 

zweite ein Punkt. Nach dem Satz 2 h~iufen sich die Punkte bei Ausf'fihrung. 
tier Substitutionen der fraglichen Normalfolge in jeder abgeschlossenen, den 

Punkt -~o nicht enthaltenden Menge gleichm~ig nach der Geraden M 1. Damit 
zwei Punkte dabei einen und denselben H~iufungspunkt besitzen, ist es notwendig 

und hinreiehend, dat~ sie ether and derselben dutch den Punkt M o gehenden 
Geraden angeh(iren. Ferner bestehen die ttiiufungsgebilde der Transformierten 
ether beliebigen Kurve, die die Gerade M, nieht als Ganzes enthiilt, vermittels 
tier inversen Substitutionen der Folge nach Satz 5 aus gewissen Geraden des 
Biisehels mit dem ~Iittelpunkt Mo, welehe Geraden yon den Schnittpunkten der 
gegebenen Kurve mit M 1 allein abh~ngig sind. 

~ 1. Von den Elementen Mo, M~-~ ist jetzt das erste ein Punkt, das 

zweite eine Gerade. Die aut~erhalb der @eraden M, gelegenen Punkte konver- 
gieren bet kusfiihrung der Substitutionen der Folge gegen den Punkt M o. Ferner 
besteht das H~ufungsgebilde der Transformierten jeder nieht durch M o gehenden 
Kurve p- ter Ordnung vermittels der inversen Folge aus der p-fach gez~ihlten 

Geraden ~/,. 
Als Beispiel betraehten wir die yon den Potenzen einer einzigen tern~iren 

Substitution (24) gebildete Folge. Wir beschriinken uns der Kiirze halber auf 
den allgemeinen Fall, wo die Wurzeln der determinierenden Gleichung der Sub- 
stitution voneinander versehieden stud. Dana l~iBt sieh die Substitution in tier 

]~orm 

(25) y', = ~,y,, y', = ea, y,, Y~ ---~ ~ Ys 

schreiben. 
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Um eine Normalfolge zu erhalten, bilden wit  eine unendliche Folge yon 
Potenzen der Substitution (25): 

(26) S n', S n2, S m, . . . ,  

fiir welche die Grenzwerte 

(27) lira n, (arg eo, -- arg e%) ----- m~ (i = 1, 2), 
Y ~ - :  ( :X) 

rood. 2~ genommen, exlstieren. Wir  wghlen die Bezeichnung so, dat] 

wird, and wir unterseheiden die folgenden vier Fi/lle: 

1~ [~11 = Ico~l = [~,]. Man best~itigt unmittelbar, daft die )'olge entweder 
endlich ist (periodischer elliptischer Pall) oder unendlich und vom Rang Q = 3 
(aperiodischer elliptischer Fall). 

20 . 0o1[< 0~2[ = I~,[. Die Folge ist vom Rang 0 = 2 mit den Elementen 

M 1 : y, = 0; M o : y, = y , - - - -0 .  

Die zugeh~irige Grenzsubstitution ist ~quivalent mit der Zentralprojektion vom 

Punkt  l~fo aus auf die Gerade M,. 

3 ~ go,] = ]co2l < [c%i. Man hat  hier eine Folge yore Rang Eins mit den 
Elementen 

Mo : y, = y~ -~ 0; M, : y, = 0, 

welehe als eine inverse Operation der in 2 o betraehteten Projektion, ngmlieh 

als Projektion yon der Geraden M I aus nach dem Yunkt Mo angesehen werden 

kann. Dabei werden alle augerhalb M, gelegenen Punkte gegen M o konvergieren. 

Auf der Geraden M~ reduziert sieh unsere Substitution in eine bin~ire elliptische 

Substitution. Ftir die Yolge (26) hat man auf M, die Grenzsubstitution 

ml i , = ema i 
y~ = e y , ,  Y2 Y,  

die als eine Drehung um einen festen Punkt im bin~iren Gebiete M, angesehen 
werden kann. 

4 ~ l e ~ , l < i ~ ] < i ~ , i .  In diesem Falle bilden die sukzessiven positiven 
Potenzen yon (25) eine Normalfolge yore Rang Eins mit den Elementen 

M : y, = y~ = 0; 2J~ : y~ = 0. 

Auf der Geraden M~ hat (25) jetzt  die Eigenschaften einer hyperbolischen oder 
30 * 
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loxodromischen Substitution, indem alle Punkte yon MI, yon dem invarianten 
Punkt Yl ---~ Y8 ~ 0 abgesehen, gegen den Punkt Yl ~ Y, ~ 0 konvergieren. 

Jede der obigen Folgen ist umkehrbar normal, wie leicht einzusehen ist. 
Die inverse Folge einer Folge des Typus 1 ~ ist wieder eine Fo]ge dieses Typus. 
Die inverse Folge einer Folge des Typus 2 o ist eine Folge des Typus 3 o und 
umgekehrt. Schlieflieh ist die inverse Folge einer Folge des Typus 4 o wieder 
eine Folge desselben Typus. 

n ~ 8  

15. Es gibt drei verschiedene Typen yon Normalfolgen der Raumkolli- 
neationen mit verschwindender Determinante (5). 

~ 3. Die Elemente einer Normalfolge veto Rang Drei sind eine Ebene M, 

und ein Punkt Me. Nach Satz 2 hiiufen sieh die Punkte in jeder abgesehlossenen 
Menge, die den Punkt Me nicht enthiilt, gleichm~ifig nach der Ebene M,. Der 
Satz 5 gibt hier den Satz, daft bei Ausfiihrung der Substitutionen der inversen 
Folge jede Fl~iehe, die die Ebene M~ nicht enthiilt, als Hiiufungsgebilde ihrer Trans- 

formierten eine Kegelfl~che mit der Spitze J~o hat. Dieser Kegel ist yon der 
Schnittkurve der gegebenen Fl~iche mit der Ebene M, aUein abh~ingig. 

Die einfachste geometrisehe Darstellung der einer lqormalfolge dritten 
Ranges entspreehenden Grenzsubstitution besitzt man in der Projektion von 
einem Punkt auf eine Ebene (Zentralprojektion), wobei der Punkt und die Ebene 
die Elemente der Folge sind. 

~ 2. Die Elemente einer Normalfolge veto Rang Zwei sind beide @eraden. 

Die auferhalb der zweiten Geraden M 1 gelegenen Punkte werden gleichmi/l~ig nach 
den Punkten der ersten Geraden M, derart konvergieren, daf die Punkte einer 
und derselben dutch M, gehenden Ebene eine und dieselbe auf M, gelegene 
H~iufungsstelle haben. Das H~iufungsgebilde der Transformierten einer beliebigen, 
die Gerade M 1 nicht enthaltenden Fliiche vermittels der Substitutionen der 

inversen Fo]ge besteht aus einem Ebenenbiischel mit der Achse M~. 
Die einfachste geometrische Darstellung der hierher gehSrigen Grenzsubsti- 

tution hat man in der axialen Projektion yon einer Geraden M. anf eine andere 
M~, welehe L~eraden die Elemente der betreffenden l~olge sind. 

0 ~ 1. Die Elemente einer Folge ersten Ranges sind ein Punkt Me und 

eine Ebene ~ .  Der Punkt Me ist der H~iufungspunkt fiir alle Punkte aufer- 

halb M~. Die Ebene M~ ist, ein- 0der mehrfaeh gez~hlt, das H~ufungsgebilde 
fiir die Transformierten der Fl~iehen, die den Punkt Me nicht enthalten, ver- 
mittels der inversen Folge. Die einfaehste geometrische Darstellung der Grenz- 
substitution im vorliegenden FaUe hat real in der Projektion yon einer Ebene M, 
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aus nach einem Pnntrt Mo, was die inverse Operation der im ersten Falle ange- 
wandten Operation ist. 

w 
Folgen linearer Substitutionen, die eine algebraische Mannigfaltigkeit 

in sich selbst fiberfiihren. 

16. Wir werden in diesem Paragraphen Folgen linearer Substitutionen unter- 
sucben, die algebraische Mannigfaltigkeiten in sich selbst transformieren. Unsere 
Betrachtungen werden zu einer interessanten Relation fiihren, die zwischen der 
Rangzahl der Normalfolgen der betreffenden Substitutionen und einer fiir die 
genannten Mannigfaltigkeiten charakteristischen Zahl herrscht. Ferner wird aus 
dem Folgenden eine Beziehung zwischen den invarianten Mannlgfaltigkeiten und 
den Elementen der )7ormalfolgen zugehiirigen Substitutionen hervorgehen, die 
wichtige hnwendungen gestattet. 

Wir betrachten zuerst Mannigfaltigkeiten, die dureh Nullsetzen einer ge- 
w~ihnliehen algebraischen Form r y., ..., y,+,), also dureh die Gleiehung 

(28) ~(Y,, Y,,..., W+,) = 0 

dargestellt werden. Jede lineare Substitution, die eine solehe Mannigfaltigkeit 
unge~mdert l~ifit, fiihrt die Form 9 bis auf einen konstanten Faktor in sich selbst 
iiber. Es sei nun a eine Normalfolge des Ranges @ < n yon Substitutionen, die 
(28) invariant lassen, und Me_I, Mn-e ihre Elemente. Angenommen, dab (28) das 
Element Me_ ̀ nicht als Ganzes enth~ilt, miissen nach Satz 5 die Transformierten 
yon (28) vermittels der inversen Folge a' als H~iufungsgebilde eine zylindrisehe 
Mannigfaltigkeit haben, die das Element M~_ e als Gauzes enth~ilt. Weft nun das 
Gebilde (28) anderseits mit seinen s~imtliehen Transformierten and somlt auch 
mit dem H~iufungsgebflde derselben identisch ist, muZ es entweder eine zylin- 
drische Mannigfaltigkeit sein oder das Element Me_, als gauzes enthalten. Daher 
gilt der 

Satz 8. Jede algebraische nichtzylindrische Mannigfaltigkeit (28) enthdlt die 
ersten Elemente sdmtlicher ~ormalfolgen, deren Substitutionen die betref[ende Mannig- 
faltigkeit invariant lassen. 

Fiir die zweiten Elemente gilt ein analoger Satz, der sp~iter wiehtige 
Anwendungen linden wird. 

Sat~ 8'. Wird eine algebraische nichtzylindrische Mannigfaltigkeit dutch die 
Substitutionen einer ~ormalfolge in sich sdbst transformiert, so ist jede das ~weite 
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Element der Folge enthaltende Hyperebene eine Tangentenhyperebene der invarianten 
Mannigfaltigkeit. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar, wenn man (28) als Ein- 
hiillende ihrer Tangentenhyperebenen betrachtet. 

Wit gehen zu diesem Zweck in der in lgr. 11 angegebenen Weise vermSge 
(18) zum korrelativen Raum R~(~) iiber, wobei die Hyperfliiehe /)-ter Ordnung 
(28) in eine Hyperfl~iche p- te r  Klasse iibergeht. Diese neue Hyperfl~icbe ist 
offenbar nichtzylindrisch, und sie enth~ilt nach Satz 8 s~imtliche Punkte der 
ersten Elemente der Normalfolge der korrelativen Substitutionen. Well diesen 
Punkten im Raum R,~ (y) die Hyperebenen durch das zweite Element tier gegebenen 
Folge entspreehen, ist die Richtigkeit des obigen Satzes dargetan. 

Definition, Wir sagen, da.13 das Gebilde q~ ~ 0 bzw. die Form q9 die kom- 
l~lexe Charakteristik q' hat, wenn das Gebilde wenigstens eine Lq, l, dagegen keine 

Lq, als Ganzes enthdlt. 

Aus dem Satz 8 folgt dann unmittelbar tier 

Satz 9, Der Rang Q ]eder Normalfolge yon Substitutio~en, die eine nicld- 
zylindrische algebraische Mannigfaltigkeit der komplexen Charakteristik qt in sich 
selbst transformieren, geniigt der Bedingung 

(29) q ~< q', 

wenn nicht ~ ---- n +  1 ist. 

In dem Falle, wo r eine reelle Form, d.h. eine Form mit reellen Koeffi- 
zienten ist, werdeu wir neben q' noeh eine zweite GrSt~e, die ( ree l l e )  C h a r a k -  
t e r i s t i k q einfiihren. 

Definition. Wir sagen, daJ3 die reelle Form qo bzw. das reelle Gebilde 99 ~-- 0 
die (reelle) Charakteristik q hat, wenn das Gebilde q~ ~ 0 wenigstens eine reelle 

Lq_~, dagegen keine reelle Lq als Ganzes enthitlt. 

Offenbar ist f'tir jede reelle Form 

(3o) q _< q'. 

Weil die Elemente jeder Normalfolge reeller Substitutionen reell sind, gil~ 
der folgende dem Satz 9 analoge 

Satz 9 t. Der Rang q ]eder h~ormalfolge reeller Substitu;lionen, die eine reelle 
nichtzylindrisehe algebraische Mannigfaltigkeit der reellen Charakteristik q invariant 
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lassen, geniigt der ~Bedingung 

(31) q ~ q, 

wean nicht ~ ----- n + 1 ist. 

Es sei ~o insbesondere eine reelle definite Form. Well das Gebilde ~ ~ 0 
dann keine reellen Punkte bat, ist q ---- 0. Die Relation (31) kann aber dann 
nicht gelten, weil der Rang p nach seiner Definition mindestens Eins ist. Daher 
muff ~ ~--- n + l  sein. Es gilt somit der 

Satz 10. Reelle Substitutionen, die eiue definite Form in sich selbst trans- 

formieren~ k6nnen nut  ]%rmalfolgen yore maximalen Rang ,o ~ n + 1 bilden. 

17. Die obigen Betrachtungen behalten ihre Gfiltigkeit, wenn man die 
gewiihnliche Form ~ durch eine Form mit konjugiert imagin~ren Variablen, d. h. 
die Hermitesehe Form ersetzt. Diese Formen haben den Ausdruek: 

(32) ~0(y,y) = Z -  ~' ~ ~"+'-~'-~' -~"+' %.~Y, Y~ ...y,~+~ Y~ Y, ...y,,+~ 
(#, + #, + . . .  + ~,~+, --~ v, + v, + . . .  + v,+, ---- p), 

wo allgemein y mad y konjugiert imagin/ire GrSfien bezeiehnen und 

ist. Die Gleiehmag 

(33) 

stellt eine im allgemeinen 

= o 

( 2 n - 1 )  dimensionale algebraisehe l~Iamaigfaltigkeit 
des Raumes Rn dar, vorausgesetzt, da6 die Form (32) nicht deiinit ist. 

Um eine in alien F~illen existierende geometrische Darstellung fiir (33) zu 
erhalten, zerlegen wir die Variablen y~ in ihren reellen und imagin~iren Bestandteil: 

(34) 

Dadurch geht (32) in eine gewShnliche reelle Form 

(35) I ! t l  tx 

(P(Y,,Y,, , �9 ,, y , , . . . ,  . . . ,  Y,,+, ~ Y,, Y,+,) 

(~ = 1, 2,. . . ,  n + 1). 

der 2 n + 2  Variablen y~', y~ ( x ~ l ,  2 , . . . , n + l )  fiber. Wir lassen nun diese 
Variablen wieder komplexe Werte annehmen und wir deuten dieselben als 
homogene Punktkoordinaten in einem Raume R~+,. In der Hyperfl/iche dieses 
Raumes, die durch Nulisetzen der Form (35) erhalten wird, haben wir eine in 
alien F~llen brauchbare geometrische Darsteliung der Hermiteschen Form (32). 

Die Gleichungen (34) ordnen jeder im Raum R~ gelegenen Lx eine reelle 
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L,,+, des Raumes R,~+, zu. Es sei a eine Normalfolge komplexer Substitutionen, 
die die Form (32) bis auf einen konstanten Faktor invariant lassen. Es sei 

der Rang yon , und Me_ , und M,,-e ihre Elemente. Die zugeordneten reellen 
Substitutionen zwischen den Variablen y~, y", welche die Form (35) invariant 
lassen, bilden dann offenbar eine Normalfolge, die als Elemente die den Ele- 
menten von o zugeordneten L~.o-i und L,,+I_,. o hat. Nach Satz 8 geh~rt das erste 
dieser Elemente L.~e_ I als Ganzes der Hyperfliiche 9 = 0 an. Dann mug abet Me_ ~ 
als Ganzes in der Hermiteschen Mannigfaltigkeit (33) enthalten sein, woraus folgt, 
dag die Beziehung (31) auch im vorliegenden Falle giiltig ist. 

18. Die einfachste Anwendung der obigen Resultate ergibt sich bei den 
quadratischen Formen. 

Es sei ~ zuerst eine gew~hnliche qaadratische Form. Bekanntlich kanu 
sie dann vermittels einer reellen linearen Transformation in die kanonische Form 

Es sei z. B. q ~ p. Dann enth~ilt die quadratische Mannig- 

(36) 

iiberi~dhr t werden. 
faltigkeit 

(37) 

die reelle La_l : 

r  

Yl = Y~,, Y, ----- Yp+,, . . . ,  Yq = Y~+q, 
Y~+I = 0, Yq+2 = 0, . . . ,  yr = 0. 

Dagegen enth~lt (37) keine reelle Lq. Denn jede in (37) enthaltene reelle Lq 
miit3t6 mit der reellen linearen ~Iannigfaltigkoit 

y~, = 0 ,  y ~ , , = O ,  . . . ,  y,§ = 0 

einen reellen auf (37) gelegenen Schnittpunkt besitzen, was unm~glich ist. Somit 
hat (36) die reelle Charakteristik q. W~re p ~_ q, so h~itte (36) die reelle Charak- 
teristik p. Unsere Definition der reellen Charakteristik deckt sich somit ~fir die 
reellen quadratischen Formen mit der gewShnlichen Definition der Charakteristik. 
Sie bildet eine in mehrerer Hinsicht natiirliche Verallgemeinerang des bisher 
nur fiir die quadratischen Formen definierten Begriffs und sie ist eine allen 
reellen linearen Substitutionen gegentiber invariante Eigenschaft reeller alge- 
braischer Formen. 

In analoger Weise finder man, daft bei den quadratischen Hermiteschen 
Formen die yon uns defmierte Charakteristik mit der friiher gegebenen Definition 
dieses Begriffs identisch ist. 
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19. Die Normalfolgen yon Substitutionen, die eine gew~ihnliche oder tter- 
mitesche quadratische Form in sich'selbst fiberfiihren, besitzen gewisse bemerkens- 
werte Eigenschaften, die im allgemeinen Falle fehlen. Wit wollen im Folgenden 
einige die genannten Folgen betreffende S~tze herleiten, die sp~iter eine mehr- 
faehe Anwendung finden. Es sei 

n + l  

(38) �9 (Y) ~--- Z a~,, y~ y, 

eine quadratisehe Form einer nichtverschwindenden Determinante, deren Koeffi- 
zienten beliebige komplexe Zahlen sein k~nnen. Durch eine geeigaete lineare 
Transformation kann man dieselbe in die Form 

(39) ~ ' ' " Yl + Y~ +""  + Y,+I 

fiberfiihren. Jede Substitution S, d]e (38) invarlant l~ifit, geht dabei in eine 
orthogonale Substitution 

(40) y~ = Z ~,.. y~ (i = 1, 2 , . . . ,  n + 1) 

fiber. Nun hat die inverse Substitution yon (40) den Ausdruek 

.+1 
(41) yl = Z ,~.,y~ (i = 1 , ~ , . . . , n + 1 ) ,  

x- -~ . l  

woraus hervorgeht, dat~ jede :Normalfolge orthogonaler Substitutionen eine umkehr- 
bar normale Folge ist, deren beide Rangzahlen einander gleich sin& Well nun 
jede lineare Transformation den Rang einer Normalfolge unge~indert l~il]t, kann 
man aus dem Obigen den SchluB ziehen, daft jede Normalfolge yon Substitutionen, 
welehe eine quadratische Form in sich selbst transformieren~ eine umkehrbar nor- 
male Folge ist, deren beide Rangzahlen einander gleieh sind. 

Wir verstehen wie iiblieh unter der Polare des Punktes (ul, u~, ..., u~+l) in 
bezug auf (38) die Hyperebene 

,,+ l 0q~ 
(42) Z u, - -  0. 

-=- 1 6y; 

Es sei a irgend eine Normalfolge der oben betracbteten Art  mit den Elementen 
M~_~ und ~,~_~, ferner sei a' die inverse Normalfolge mit den Elementen M~'~ 
und M~'e. Um die gegenseltige Lage der Elemente genaner zu studieren, gehen 
wit yon irgend einem Punkt P u n d  seiner Polare ~ aus, auf welche wit die 
Substitutionen yon a gleiehzeitig anwenden. Nach Satz 2 konvergieren die 

Ae~a ma~/4emat~ca. 46. Imprimd le 15 jnillet 1925. 31 
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Transformierten yon P gegen Mo ,, wenn ~ nlcht dem Element M,,_ o angehiirt. 
Ferner gibt der Satz 5 auf die Hyperebene :r angewandt das Resultat, da~ das 

H~ufungsgebilde der Transformierten yon :r vermittels a das Element i'd,'_ e ent- 
I hiflt, wenn nieht M,z_, in ~ enthalten ist. Well nun die Polariti~t zwisehen den 

Punkten und Hyperebenen durch die Substitutionen, die (38) invariant lassen, 

nicht zerstSrt wird, so miissen die Elemente Me_ , und M'n_e polare Gebilde sein, 
d.h.  die Punkte des ersteren und die dutch das letztere gehenden Hyperebenen 
sind einander paarweise polar zugeordnet. Dies ist natiirlich auch mit den Ele- 

menten M'r und M,_ e der Fall. Wir haben also den 

Batz II. Jede Normal/olge, deren Substitutionen e~ne quadratSsche Form einer 
nichtverschwindenden Determinante in sich selbst iiberfiihren, ist umkehrbar normal und 
mit gleichen t~angzahlen. Ferner finder zwischen dem ersten Element dieser Folge 
und dem ~weiten Element ihrer inversen Folge eine Polariffit start, indem ]edem 
:Punkt des ersten Elementes eine durch das zweite Element gehende Hyperebene, 
nSmlich die zum betreffenden Punkt gehOrige Tangentenhyperebene der invarianten 
.Mannigfaltigkeit zugeordnet wird. 

20. Der obige Satz gilt unge~ndert fiir die Folgen llnearer Substitutionen, 
welche eine indefinite quadratische Hermitesehe Form 

-+' (c,,,.~ reell ~ 
(43) ~0 (y, y) = ~] %, y, g. .e,,, : ~,,,/ 

in sich selbst transformieren. 
Zum Beweis bringen wit (43) vermittels einer linearen Transformation in 

die Gestalt 
p p+q 

(44) Z ~,,Y,- E y.L. 

Ist (3) eine Sabstitution, die (44) invariant l~Bt, so hat die inverse Substitution 
den Ausdruck 

Y~ ~1 + , 

wo das Zeiehen + i~dr (i<~p, x~p) und (i>p, x>p) und in anderen F~llen 

d a s -  Zeichen anzuwenden ist. Man findet dann wie friiher, daft jede Normal- 
folge der fraglichen Substitutionen umkehrbar normal mit gleiehen Rang- 

zahlen ist. 
Der letzte Teil des Satzes 11 wird auf den vorliegenden Fall unmittelbar 

iibertragen, wenn man die Polare des Punktes (u,, u,, ..., u,,+~) dutch die Glei- 
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chung 

(45) "~]' c~O 
i= i Oy~ 

defmiert. 

II. Diskontlnulerllehe Kolilneationsgruppen. 

w 
Normale Diskontinuit~t. 

21. Die Untersuchungen des vorigen Kapitels beziehen sich auf die geo- 
metrischen Eigenschaften der unendlichen Folgen linearer Substitutionen. Es 
sollen jetzt diskontinuierliche Gruppen linearer Substitution in Betracht gezogen 
werden. 

Unter einer diskontinuierlichen Gruppe soll ira Folgenden ei~e Gruppe ver- 

standen werden, die keine infinitesimale Substitution besitzt, d.h. die keine gegen die 
ldentitdt konvergierende Folge yon Substitutionen enthgilt. 

Es sei F eine diskontinuierliche Kollineationsgruppe und a: 

Z, ,  S.., S , ,  . . . .  

eine beliebige Normalfolge ihrer Substitutionen (3). W~ire der Rang yon ~ gleich 
n + 1, d.h. die Determinante der zugeordneten Grenzsubstitution yon Null ver- 
schieden, so wiirde die Folge 

$7' S,+,, (v ----- 1, 2, 3,...), 

die ebenfalls eine Folge yon F i s t ,  gegen die Identit~it konvergieren. Well dies 
gegen unsere Annahme ist, so ergibt sich der 

Batz  12. JEine diskontinuierliche Gruppe yon linearen Substitutionen 

kann keine Normalfolge yore ]~ang n + 1 enthalten. 

(i ~ 1, 2,..., n + 1) 

Wir bezeichuen mit (M) bzw. (M) die Menge der ersten bzw. zweiten Ele- 
mente aller in der Gruppe enthaltenen Normalfolgen. Aus der Definition der 
Normalfolge ergibt sich, dal~ die beiclen Mengen abgeschlossen shad. 

31" 
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Defini t ion.  Die Gruploe F soll im Raume R,, normal diskontinuierlich heilJen, 

wenn die abgeschlossene Mannigfaltigkeit (M) der zweiten Elemente do" Normalfolgen 
yon F nicht die Gesamtheit der Punkte des t~aumes R,~ enthiilt. 

Unter dem Normalbereleh B der Gruppe werden wir die Mannigfaltigkeit 

aller Punkte des Raumes verstehen, die keinem Element yon (M) angehSren. 
Der Normalbereieh B der Gruppe F i s t  m. a. W. der gemeinsame 2n-d~mensio- 
nale Teil der NormaIbereiche s~mtlicher Normalfolgen der Gruppe. 

~aeh ~r.  5 sind die Koordinaten des ]~ufungspunktes der Transformierten 
der Punkte yon B ffir jede Normalfolge yon F stetige lineare Funktionen der 
Koordinaten des Anfangspunktes, wobei die H~ufung gegen das erste Element 
der betreffenden Folge in jedem inneren abgesehlossenen Teflbereich .yon B 
gleiehm~fiig ist. Die den Substitutionen yon F entspreehenden linearen Funk- 
tionen (44) bflden daher eine Normalfamille im Bereieh B in dem yon Mo~r~i~[14] 
definierten Sinne. 

Wir bemerken ierner, dab die Mannigfaltigkeit (M) der zweiten Elemente 
den Substltutionen der Grnppe F gegeniiber invariant ist. Denn ist S irgend 

eine Substitution yon F und M das zweite Element irgend einer Normalfolge a, 

so ist S(_~) das zweite Element tier transformierten Folge S- 'aS .  Daraus folgt 
insbesondere, daft der Normalbereich der Gruppe durch jede Substitution do" Gruppe 

in sich selbst transformiert wird. 

22. Um die gegenseitige Beziehung der ,normalen Diskontinuit~t" und 
der bisher allein beriieksiehtigten ,eigentlichen Diskontinuit~t" zu erkl~iren, be- 

weisen wit den 

Satz 13. Jede normal diskontinuierliche Gruppe ist iiberall in ihrem Normal- 

bereiche eigentlich diskontinuierlich. 

Wir sagen wie iiblich, daft die Gruppe F im Punkte P eigentlieh diskonti- 
nuierlich ist, wenn man um diesen Punkt herum einen 2n-dimensionalen Bereieh 
konstruieren kann, der nur mit endlich vielen seiner Transformierten gemeinsame 
Punkte hat ,  d . h .  d e r n u r  eine besehr~nkte Anzahl miteinander ~quivalenter 
Punkte enth~lt. Ferner heil~t F i m  Bereich B eigentlich diskontinuierlich, wenn 

sie es in jedem Punkte yon B ist. 
Es sei nun v e i n  2n-dhnensionaler, den Punkt  P enthaltender Bereich, der 

im Innern des Normalbereichs B yon F liegt. Es sei ferner ~ ein beliebiger 
tt~iufungspunkt der Transformierten yon �9 vermittels der Substitutionen yon F. 
0ffenbar gibt es dann eine umkehrbar normale Folge a der Substitutionen yon 
F, fiir welche z als H~iufungspunkt fiir die zugeordneten Transformierten yon 
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erhalten wird. Weil nun v fin Innern von B und somit au~erhalb der zweiten 
Elemente von a gelegen ist, so befindet sich naeh Satz 2 der Punkt g a u f  dem 
ersten Elemente der Folge a. Dieses Element geh(irt aber als Ganzes dem 
zweiten Elemente der inversen Folge yon a an, welches keine inneren Punkte 
yon B enth~lt. Der Punkt  : rund  somit die H~ufungsstellen der Transformierten 
yon v iiberhaupt kiJnnen daher niemals im Innern des Normalbereiehs B liegen. 
Der Bereich v kaun somit nur eine beschr~inkte Anzahl miteinander iiquivalenter 
Punkte enthalten. Die Gruppe F ist also im Punkte /) and somit im Bereiche 
B eigentlich diskontinuierlich. 

Wie verh~lt sich die Gruppe F aui~erhalb ihres l~ormalbereiches ? 

Wir betrachten zuerst den Fall n ~ 1. Die Elemente M, M sind bel jeder 

Normalfolge Punkte. Das zweite Element M ist der H~ufungspunkt der Trans- 
formierten vermittels der inversen Folge fiir s~imtliche yon M verschiedenen Punkte, 

und die Gruppe kann somit in den Punkten (M) nicht eigentlieh diskontinuierlieh 
sein. Wit  haben daher das Resultat, da~ im F a l l e n  ~ 1 die normale und die 

eigentliche Diskontinuitdt der Kollineationsgruppen identische :Begriffe sind. 

Dies ist fiir n > 1 nicht der Fall, well die Mannigfaltigkeiten (M) und (M) 
fiir n ~ 1 fin allgemeinen nicht identisch sind. Wir werden in der Tat sehen, 
dag die Gruppe /" im allgemeinen noch in gewissen Gebieten auBerhalb ihres 
l~ormalbereichs eigentlich diskontinuierlich seln kann. Wir wollen diese Be- 
hauptung hier an einem Beispiel bestiitigen. 

Wir betrachten die yon der Substitution 

(46) Y~ ~- ~iY~ 

I ,1 < 1 2i < "" < 

(i --~ 1, 2, . . . ,  n-t- 1) 

erzeugte zyklische Gruppe. Die positiven Potenzen yon (46) bilden eine Normal- 
folge ersten Ranges mit den Elementen 

M : Y, - - - - Y 2  . . . . .  y~  ---- O;  M : y,~+, --~ 0 

und die negativen Potenzen eine gleiche Normalfolge mit den Elementen 

M '  : Y~ ~ -  Y8 . . . . .  Y,~+I ~ -  0 ;  M '  : y ,  ~ 0 .  

Der Normalbereich der fraglichen zyklischen Gruppe umlaut bier die Gesamt- 
heir derjenigen Punkte, die den Hyperebenen 

Yl ----- 0; Y~+I ~ 0 

nicht angeh(iren. Die Gruppe ist jedoch, aueh in diesen Hyperebenen, yon den 
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invarianten Punkten 

(1, o, o, . . . ,  o), (o, 1, o, . . . ,  o), ..., (o, o, o , . . . ,  1) 

abgesehen, eigentlich diskontinuierlich, wie leieht zu best~itigen ist. 
Die fmadamentale Bedeutung des oben eingefiihrten neuen Diskontinuit~its- 

begriffs, der normalen Diskontinuit~it, fiir die Theorie der automorphen Funk- 
tionen werden wir in der funktionentheoretisehen Abteilung unserer Arbeit 
kennen lernen. Es wird sieh zeigen, dab der fragliche Begriff besser als der 
friiher allein angewandte Begriff der eigentlichen Diskontinuit~it geeignet ist, 
eine Analogie zwischen den Theorien der Funktionen einer and mehrerer Va- 
riablen zu gew~ihren. 

w 
Bildung normal diskontinuierlicher Kollineationsgruppen. 

23. Im al]gemeinen ist das Fehlen infinitesimaler Substitutionen zur nor- 
malen Diskontinuit~/t der Gruppe nicht hinreiehend. Es gibt jedoch sehr al]ge- 
meine und wiehtige Fiille, wo die Gruppe normal diskontinuierlich ist, sobald 
keine infinitesimalen Substltutionen existieren. Diesen F~llen ist charakteristiseh, 
dab es danu einen in bezug auf die Gesamtheit der Substitutionen der Gruppe 
invarianten Bereieh gibt. 

/)as einfaehste Beispiel hat man in den Gruppen ]inearer Substitutionen 
einer Variablen, die einen Hauptkreis besltzen. Ferner hat man hierhergeh~irige 
Beispiele in den Kollineationsgruppen mit einer reellen quadratisehen oder Her- 
miteschen Form sowie in den sog. hyperabelsehen Gruppen mad gewissen Ver- 
allgemelnerungen derselben, die im Folgenden untersucht werden. Es entsteht 
bei dieser Sacblage natiirlich die Frage nach den Bedingungen, denen ein Bereich 
geniigen sol], um jeder Gruppe llnearer Substitutionen, die dlesen Bereieh inva- 
riant l~il3t, normale Diskontinuit~it zu garantieren, sobald sie keine iniinltesimale 
Substitution enth~ilt. 

Wir werden zeigen, dal~ zur fragliehen Kategorie s~mtliehe 2 n-dimensionalen 
Bereiche /) angeh~iren, die der folgenden sehr allgemeinen Bedingung geniigen. 

Bedingung (A). Es gibt ein System yon ttyper~chen, die keinen inneren 
_Punkt yon D enthalten und die nicht durch einen und dense~ben Pun~t gehen. 

Diese Bedingung ist offenbar u. a. stets dann erfiillt, wenn der Bereich D 
endlieh ist, well jedes System yon n + 1 Hyperebenen, die auBerhalb D liegen 
und die nicht durch einen und denselben Punkt gehen, zum System tier in (A) 
vorausgesetzten Hyperfl~chen gew~hlt werden kann. 
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Satz 14. Jede Gruppe linearer Substitutionen, die irgend einen der Bedingung 
(A) geniigenden Bereich D in sich selbst transformieren, ist in diesem Bereich normal 
diskontinuierlich, sobald sie keine infinitesimale Substitution enthidt. 

Es sei F irgend eine Gruppe der im obigen Satz vorausgesetzten Ar t  und 

eine beliebige Normalfolge von F m i t  den Elementen M und M. Wenigstens 
eine der in (A) vorausgesetzten Hyperfl~ichen H enthiflt das Element M nicht als 
Ganzes. Nach Satz 5 besitzen ihre Transformierten vermittels der inversen Folge 

yon a als H~ufungsgebilde eine Hyperfl~iche H', die das Element M als Ganzes 
entb~ilt. Weil nun D durch jede Substitution yon F in sich selbst transformiert 
wird und well H keinen inneren Punkt  von D enth~ilt, so ist dies auch mit 
s~imtlichen Transformierten yon H und daher aueh mit H' der Fkll. Die Ele- 

mente M enthalten daher keine inneren Punkte yon D. Well aber der l~ormal- 

bereieh gerade aus der Gesamtheit der den zweiten Elementen (M) nieht zuge- 
hSrigen Punkten des Raumes Rn besteht, ist die Riehtigkeit das Satzes 14 damit 
erwiesen. 

24. Um die Allgemeinheit der Bedingung (A) zu priifen, gehen wit umge- 
kehrt yon einer normal diskontinuierlichen Gruppe F aus, yon d e r n u r  voraus- 
gesetzt wird, da~ sie wenigstens eine l~ormalfolge a vom Rang Eins besitzt und 

daft ihre s:~imtliehen Substitutionen weder das zweite Element M,~_ 1 yon a noch 

irgend eine auf M,,_ I gelegene L in sich selbst iiberfiihren. Wit  behaupten, 
dab der l~ormalbereich yon F dann e i n d e r  Bedingung (A) geniigender Bereieh 
D ist. In der Tat wird erstens der :Normalbereich nach lqr. 2l durch jede Sub- 
stitution tier Gruppe in sich selbst transformiert. Ferner kann man endlieh viele 

Transformierte yon M,,_ 1 w~hlen, die wie Mn_l ttyperebenen und daher Gebilde 
A,~_, sind und die keinen gemeinsamen Punkt haben, weft es andernfalls eine 

allen Transformierten yon 2J,_~ gemeinsame L gs die allen Substitutionen yon 
F gegeniiber invariant sein miilite, was der obigen Annahme widerspricht. 

25. Die wichtigste Anwendung des Satzes 14 ergibt sich bei den Gruppen, 
deren Substitutionen ein algebraisches Gebilde in sich selbst iiberfiihren. 

Es sei zuerst ~ eine reelle gew(ihnliehe indefinite Form, deren zugeordnetes 
Gebflde 

(47) = o 

nicht zylindriseh ist. Wir denken uns die Gesamthelt der reellen Tangenten- 
hyperebenen yon (47) konstruiert und wir nehmen an, dab dieselben nieht den 
ganzen Raum R~ ausfiillen. Es sei B(r die Mannigfaltigkeit der Punkte, die 
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keiner der genannten ttyperebenen angehiiren. B (~) ist ein v~ einem oder mehreren 
Teilen zusammengesetzter Bereich, der offenbar durch jede reelle Substitution, 
die tp invariant liil3t, in sich selbst transformiert wird. Dieser Bereieh geniigt 
der Bedingung (A). Denn die reellen Tangentenhyperebenen yon (47), die naeh 
ihrer Definition keinen inneren Punkt yon B(~) entbalten, kSnnen nicht alle 
dutch einen und denselben Pnnkt gehen, well das Gebilde (47) naeh der Annahme 
nicht zylindriseh ist. 

Es gilt also der 

Satz 15. Jede Gruppe reeller linearer Substitutionen, die eine nichtzylindrische 
reelle algebraische Mannigfaltigkeit (47) in sich selbst transformieren, ist in ,]edem zu 
den reellen Tange~tenhyperebenen des Gebildes nicht gehSrigen t~unkt normal diskon. 
tinuierlich, sobald die Gruppe keine infinitesimale Substitution enthgilt. 

Um einen analogen Satz fiir die ttermitesehen Formen (32) zu erhalten, 
definieren wit die Tangentenhyperebenen der Hermiteschen i~Iannigfaltigkeit (33) 
dutch die Gleiehung 

(48) ~ 1  O~O (7, ~) y, --_ O, 

wo (7) den Beriihrnngspunkt bezeichnet. Beachtet man, dab die Mannigfaltigkeit 
dieser Hyperebenen in bezug auf jede reelle und komplexe Substitution, die 
in sich selbst transformiert, invariant ist, so gelangt man ganz wie oben bei 
den reellen gewiihnliehen Formen zum 

Sara 16. Jede Gruppe reeller oder komplexer linearer Substitutionen, die ein 
nicldzylindrische.s Hermitesches Gebilde in sich selbst transformieren, ist in jedem zu 
den Tangentenhyperebenen des Gebildes nicht geh6rigen ])unkt normal diskontinuier- 
lich, sobald die Gruppe keine infinitesimale Substitution enthiilt. 

26. Die Anwendbarkeit des Satzes 14 beschrgnkt sich abet nicht auf die 
vorhergehenden F~lle. Es ist mtiglich, die normale Diskontinuit[it der Grnppe noch 
in zahlreichen Fiillen vermittels der obigen ltIethode nachzuweisen, woes  inva- 
riante algebraische Gebilde niedrigerer als ( 2 n - 2 ) - t e r  Dimension gibt, die also 
analytisch durch ein System algebraischer Gleichangen (2) darstellbar sind. Um 
Weitliiufigkeit zu vermeiden, wollen wir dies an einem Beispiel zeigen. 

Wir betraehten die rationale Normalkurve p - t e r  Ordnung, die dureh die 
Matrizengleichung 

(49) Y' Y ' " "  y~ ] = 0 
Y, Y, . . .  y~+, 1 
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darstellbar ist. BekanntUch gestattet diese Kurve oo s reelle lineare Trans- 
formationen in sich. Wir denken uns die Gesamtheit der reellen Schmiegungs- 
hyperebenen yon (49) konstrulert, die eine (2n-1)-dimensionale algebraische 
Mannigfaltigkeit bilden. Die zu dieser Mannigfaltigkeit nicht gehSrigen Punkte 
bilden einen (p+l ) - te i l igen  Bereich, der offenbar der Bedingung (A) ge- 
niigt. Denn derselbe bleibt invariant, wenn (49) in sich selbst durch eine 
reelle Substitution transformiert wird, und ferner gehen die Schmiegungshyper- 
ebenen yon (49~ nieht durch einen und denselben Punkt. Daraus folgt, daft jede 
Gruppe reeller Substitutionen, die (49) in sich selbst transformiert, in jedem zu 
keiner reeUen Schmiegungshyperebene der betreffenden Kurve gehSrigen Punkt 
normal diskontinuierlieh ist, sobald die Gruppe keine infinitesimale Substitution 
enth~ilt. 

Analoge Betraehtungen lassen sich bei invarianten Gebilden beliebiger 
Dimension anstellen. 

Die gemeinsame Eigenschaft der obigen Ergebnlsse besteht darin, daft zu 
gewissen algebraischen Gebilden Bereiche gehSren, wo jede Gruppe linearer 
Substitutionen (deren Koeffizienten je nach Umst~nden reell oder komplex sein 
k~nnen), die das betreffende Gebilde in sich selbst transformieren, normal dis- 
kontlnuierlieh ist, sobald sie keine infinitesimale Substitution enth~ilt. Es ist 
zweckmRl~ig, yon dem genannten Bereich die Benennung Normalbereich des Gebildes 

anz uwenden. 
Die einfachsten und wichtigsten Beispiele yon normal dlskontinuierlichen 

Gruppen finder man unter den Gruppen linearer Substitutionen, die eine qua- 
dratische, gew~hnliehe oder Hermitesehe Form in sich selbst iiberfiihren. 

Wir beginnen mit der Betrachtung reeller Substitutionen, die eine reelle 
gewShnliche Form invariant lassen. 

w 
Definite Formen. 

27. Wir nennen wie iiblieh die reelle Form ~ definit, wenn die Gleiehung 
~ 0, yon der Kombination Yl ~ Y2 . . . . .  y,~+l ~ 0 abgesehen, durch keine 

reellen Werte der Variablen befriedigt werden kann. 

Die reelle Charakteristik der definiten Formen ist gleich Null. Nach Satz 10 
k~nnen Substitutionen, die eine definite Form in s~ch selbst iiberfiihren, nur 
Normalfoigen vom Rang n + 1 bilden. Solche Folgen kSnnen aber nach dem 
Vorhergehenden nlemals bei unendliehen diskontinuierlichen Gruppen existieren. 
Somit gilt der 

Ac~a ma/bcmat/va. 46. Imprim6 le 15 juillet 1925. ~2 
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Satz  17. Jede diskontinuierliche Gruppe reeller linearer Substitutionen, deren 
Substitutionen irgend eine definite Form (his auf einen konstanten _Faktor) in sich 
selbst iiberfiihren, kann nut eine endliehe Anzahl Substitutionen enthalten. 

w 
Indefinite quadratisehe Formen. 

28. Wir betrachten hier diskontinuierliehe Gruppen reeller linearer Sub- 
stitutionen, die eine reeUe indefinite quadratische Form 

(50) - -  )2 
~t w Y = 1 

einer nichtverschwindenden Determinante in sich transformieren. Die betreffenden 
Substitutionen k(innen geometrisch als nichteuklidische Bewegungen im Raume 
/~  interpretiert werden~ wobei die quadratische l~annigfaltigkeit 

(51) "~(y) ---- 0 

das absolute Gebilde darstellt. 
l~laeh Nr. 19 gehiiren die ersten Elemente der Normalfolgen der Gruppe 

zum Gebflde (51) und s~imtliehe zweiten Elemente zu den reellen Tangentenhyper- 
ebenen yon (51), wobei die Elemente reell und paarweise einander in bezug auf 
(51) polar sin& Wir behaupten, daft es umgekehrt eine Normalfolge vom Rang 

Eins gibt, deren zweites Element M,~_, mit einer beliebig gegebenen reellen Tan- 
gentenhyperebene yon (51) identisch ist. 

Es seien n~imlich T und T' irgend zwei reelle Tangentenhyperebenen yon 
(51) mad /9, p~ ihre Beriihrungspunkte. Wir kiinnen alas Koordinatensystem so 
w~hlen, dab T und T' resp. die Gleichungen Yl = 0 mad Yn+~ ~ 0 mad /),/~' 
resp. die Koordinaten (0, 0, ..., 0, 1) und (1, 0i . . . ,  0, 0) besitzen werden. Dadurch 
nimmt die Form (50) die Gestalt 

an. Diese Form wird nun dutch die Substitution 

1 (52) y', ---- ~y,,  ' ---- (i = 2, 3,.. . ,  n) Yn+l -~ Yn+l, Y~ = Y~ 

in sich selbst transformiert. Ist I~]-< 1, so bilden die positiven Potenzen yon 
(52) eine lqormalfolge yore Rang Eins, deren zweites Element mit der Tangenten- 
hyperebene T yon (51) zusammenf~illt, w. z. b. w. 
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Wir denken uns jetzt die Gesamtheit der reellen Tangentenhyperebenen 
yon (51) konstruiert. Vorausgesetzt, dab diese ftyperebenen nicht den ganzen 
2n-dimensionalen Raum R,~ ausfiillen, haben wir in der Mannigfaltigkeit B(~) 
der zu den betreffenden Hyperebenen nicht gehSrigen Punkte des Raumes R~ 
den Normalbereich des Gebildes ~. Nach dem Obigen ist dieser Bereich der 
grSl3tmSgliche Bereich des Raumes R,,, wo jede diskontinuicrliche @ruppe reeller 
linearer Substitutionen, die ~ in sich selbst transformieren, normal diskontinuier- 
lieh ist - -  ein Resultat, welches den Satz 15 ira vorliegenden Falle in wiehtiger 
Weise erg[inzt. 

29. Bei der weiteren Entwicklung geben wit unserer quadratischen Form 
den kanonisehen Ausdruek 

(50') + r + . . .  + g -  g , ,  . . . . .  

Um den lqormalbereich von (50') zu bestimmen, haben wit die Bedingung dafiir 
auszudriicken, dal] ein gegebener Punkt (y,, y,, . . . ,  Y,,+I) keiner reellen Tangenten- 
hyperebene 

(53) % Y, + ~ Y, + " "  + ~ Y~- %+, Y~+, . . . . .  ~+q Yr+q ---- 0 

angehSrt. Wir zerlegen zu diesem Zweck die GrSBen y, in ihre reellen und 
imaginiiren Bestandteile: y, ~ y'~ + iy; ,  wodurch die Gleiehung (53) in zwei reelle 
Gleiehungen mit den reellen Variablen ~ ,  ~,, ..., 7,+, zerf/illt, zwisehen denen 
die Relation 

( 5 4 )  ' +  ' ' ' ' ~, ~h + " "  + ~/~-- ~p+~ ..... ~p+q = 0 

herrscht. Die zwei aus (53) erhaltenen reellen Gleichungen definieren eine Ln_~ 
im Raum der Variablen (7). Diese lineare l~Iannigfaltigkeit schneider (54) l~ngs 
einer A'~_,, die keine reellen Punkte besitzen darf, wenn (7) einen Punkt des 
gesuchten Normalbereichs yon ~ repr[isentiert. Well anderseits der Schnitt einer 
quadratischen reellen hlannigfaltigkeit A~ mit einer Hyperebene eine Aim_, ist, 
deren reelle Charakteristik mindestens gleich ~ -  1 ist, wenn diejenige von A'~ 
gleich ~ ist, wie aus der in w 2 gegebenen geometrisehen Definition der reellen 
Charakteristik hervorgeht, so mut~, da A~_, die Charakteristik Null hat, q - 2  
~<0, d.h. 

q -<2  
sein. Daher gilt der 

Satz 18. Die reellen quadratischen Formen, deren reelle Charakteristik grafter 
als zwei ist, besitzen keinen 1%rmalbereich. 

32* 
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Dagegen gibt es einen Normalbereich in den F'~llen q ~ 1 und q ~ 2, wie 
wlr im Folgenden zeigen werden. 

F a l l  q ---- 1. 

30. Der kanonische Ausdruek der Formen mit der Charakterist ik q ~ 1 
lautet :  

( 5 5 )  ~ ( y )  , , ~ y, q- y, q-"" -t- Yn - Yn§ 

Die Gleichung 

(56) r = 0 

kSnnen wir dutch eine Hypersph~ire H repr~isentieren. Jede reel]e lineare Sub- 
stitution, die (55) unge~indert l~Bt, beh~ilt auch die Hermitesche Form 

(57) V(Y,y-) : y,L+y,L+'"+y,y,-y~+,Y~+, 

invariant. Dies finder auch fiir die Formen 

(ss) z(y, y)  = o(y ,  .~) - it V ~ ( y ) r  

statt ,  wo it einen reellen Parameter  bezeiehnet. Die Gleichung 

(59) Z(Y, Y) = 0 

steUt eine (2n-1 ) -d imens iona le  algebraische l~Iannigfaltigkeit des Raames R,, 
dar. Man gewinnt  fdr dlese invariante Mannigfaltigkeit eine interessante geo- 
metrische Eigenschaft, wenn man beaehtet, daft der kusdruck  

A = ~ log (it + g ~ - : - i ) ,  
WO 

it _ v(y,  Y) 
V ~ ( ~ ( y )  

ist, den Abstand des Punktes (y) yon seinem konjugierten Punkte  (~-) im nlcht- 
euldidisehen Sinne bezeielmet, wenn die Hypersph~ire (56) zum absoluten Gebilde 
gew~ihlt wird. Die Mannigfaltigkeiten (59) sind dann Orte fiir Pankte,  die yon 
ihrem konjugierten P~mkt einen konstanten Abstand haben. Die obigen invarianten 
Gebilde sind die einzigen (2n-1) -d imens iona len  invarianten Gebilde der reellen 
projektiven Transformationen, die (55) in slch iiberfiihren. 

Der ~ormalbereich yon (55) l~i~t sieh mit Hilfe der Gebilde (59) leicht 
bestimmen. 

Wir  betrachten zu diesem Zweck den Sehnitt  yon (58) mit  irgend einer 
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reellen Tangentenhyperebene yon (55), z. B. mit y, ~--- y,+,. Man finder 

- " = V ( y , + '  , . . ~ - ,  i (60) y~y2+y,~,+ "+y~Yn ~ -2 Ys+"" +Y,,)(Y2 +Ys +'"+Y,fl 

Es sei zuerst n > 2. Die Gleiehung (60) gibt dann die Bedingung 

(61) ~ _>_ 1 

flit die Existenz des fragliehen Sehnittes. 1~. a. W. besitzt die betreffende 
Tangentenhyperebene keine Punkte im Raume 

2 g 2 ( 6 2 )  y,Y~--t-y2y~+'"TY,~Y,~-y,,+,Y~+, <Iy,-t-Y,T'"+Y,~-y,,+,I. 

Dies ist abet dann mit s~mtlichen reellen Tangentenhyperebenen der Fall, weil 
jede dieser Hyperebenen in jede andere vermittels einer reellen linearen Trans- 
formation, die (55) invariant l~il~t, iiberfiihrbar ist, und weft der Raum (62) dabei 
ungeEndert bleibt. 

Wir besitzen also im Gebiet (62) den Normalbereich unserer Form (55). 
Dieser Bereieh ist zusammenhEngend u n d e r  enth~lt als Teilbereich u. a. die 
Hypersph~re 

(63) Y, Y-, + Y2 Y2 + " "  + Y,, Y-~ - y,~+, y~+, = 0. 

Im F a l l en -~ -2  verh~ilt es sich ganz anders. Aus (60) ergibt sieh n~imlich 
die Oleiehung 

(61') ~. ~--- i 

start der Ungleichung (61). Die zu den reellen Tangenten des Kegelschnittes 

(64) Y,Y, +Y~Y~-Y:Y2 = 0 

geh(irigen Pnnkte bilden die dreidimensionale Mannigfaitigkeit 

(65) y, Y, + y, Y2- y, ~; = ly,' + y ~ -  y~l, 

welehe den betreffenden vierdimensionalen Ranm in drei Teile zerlegt. 
Es gibt Gruppen, fiir welehe der Bereieh (62) bzw. der yon (64) begrenzte, 

aus drei Teilen zusammengesetzte Bereich der Normalbereich ist. Damit dies 
eintrifft, muB naeh dem Vorhergehenden jede reelle Tangentenhyperebene yon H 

der Mannigfaltigkeit (:M) der zweiten Elemente, d.h. jeder reelle Punkt yon H 
der Mannigfaltigkeit (M) der ersten Elemente der Normalfolgen angehSren. 
Dieser Bedingung geniigen u. a. die Gruppen reeller ganzzahliger Substitutionen, 
die eine reelle Form der Charakteristik 1 und mit ganzzahligen Koeffizienten i n  
sieh selbst iiberfiihren, wie man mit Hilfe der Hermiteschen Redaktionstheorie 
quadratischer Formen naehweisen kann. 
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Andere Beispiele erbalt "nan dureh folgende geo.netrisehe Betraehtungen. 
Inde.n wir vorliiufig die Variablen y,, y,, ..., y~+, nut reelle Werte anneh.nen 

lassen, bezeichnen wir "nit 

(66) E~, E, (i = 1, 2,.. . ,  p) 

reelle Hyperebenen, die aus der reellen Hypersph~re H Seg.nente v~, v, sehneiden, 
die au_ferhalb einander liegen. Es sei allgemein S~ eine reelle lineare Substitution, 
welzhe H derart in sieh selbst transfor.niert, daft /~ auf E~ und die de.n Seg- 
ment v' nieht gehtirigen Punkte der Hypersph~ire aaf die Punkte yon v~ abge- 
bfldet werden. Die Substitutiouen 

(67) S,, S[' (i - -  1, 2, . . . ,p)  

erzeugen dann eine Gruppe, fiir welehe der yon den Hyperebenen (66) begrenzte 
Tell F des Innern der Hypersph~ire H keine zwei ~iquivalente Punkte enth~lt 
und die daher keine infinitesimale Substitution enthalten kann. 

Inde.n man die Transfor.nierten yon F vermittels aller mtiglichen Sub- 
stitutionen der Gruppe bi]det, erh~ilt "nan eine unendliche Anzahl Bereiche, die 
das Innere yon H einfach und liiekenlos bedecken. Die H~iufungspunkte dieser 
Bereiehe, welehe identisch "nit den Punkten (11/) sind, liegen auf der Hypersph~re 
H diskret. Der Normalbereich der Gruppe umfal]t den ganzen Rau.n der ko.n- 
plexen Variablen y bis auf die reellen und komplexen Punkte der Tangenten- 
hyperebenen yon H in den reellen Punkten (M). 

Wegen anderer Beispiele verweisen wit auf die Arbeiten [15, 16] des Ver- 
fassers. 

F a l l  q = 2. 

31. Der kanonisehe Ausdruek der reellen quadratisehen Fomen  der Cha- 
rakteristik 2 ist 

(68) ~ (y) = y~ + y; + . . .  + y~, - y'~ - y'~+,. 

Den Gebilden (59) entspreehen bier die Gebilde 

(69) Z (Y, Y) = tb (y, ~) - ~ ~/~ (y) ~ (~) ----- 0, 

W0 

(70) Y) = y,Y,+ 

ist. 
Um den Nor.nalbereieh der Form (68) zu bestimmen, bilden wit wie oben 

den Schnitt yon (69) ,nit einer reellen Tangentenhyperebene yon , p ( y ) =  0, 



z. B: mit Yl ---- Y,+r 

(71) 

Es sel zuerst n > 3. 

ist 

mad daher 
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Wir erhalten 

;~ = y,y ,+y.~Y, . -b. . .+y._,Y, ,_ ,-Y,Y, ,  
l Y ~  " " "  " - + y , +  +y,,-, y~l 

Wegen der Identit~t 

y: =,y. y:-y: 

255 

~ - 1 .  

Wie oben schlieBt man daraus, dab der Normalberelch yon (68) mit dom Bereich 

(72) y,y,--F y, Y-~ + . . .  + y,,_,y-,,_,-y,~/-,--y,~+,y-,~+, < - l y ~ + y l + . . .  + Y~-I--Y~--Y~§ 

identisch ist, der zusammenh~ingend ist. 
Ist dagegen n ----- 3, so ergibt sich aus (71) 

IXl~l. 

Die Punkte des Normalbereichs geniigen dann einer der Ungleichungen 

( 7 3 )  Y l Y ' §  lY2"FY~-Y"-Y~[ 
- Y ,  - Y , I .  

Der Normalbereich zerf~illt in drei Teile, wie eine n~here Untersuchang zeigt. 

w 
Quadratische Hermitesche  Formen. 

32. Die vorhergehenden Betrachtungen sind unmittelbar auf die quadrati- 
tischen ttermiteschen Formen 

. + 1  
(74) ~(y,~-)----- ~ %.y.~-. 

anwendbar. 
Den definiten Formen entsprcchen die Hermiteschen Formen, die durch 

eine projektive Transformation in die Form 

(75) y, y~, + y, ~, + . . .  + y,§ ~+, 
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iiberfiihrbar sincl. Man findet wie frfiher, dal~ diese Formen niemals dutch s~imt- 
liche Substitutionen einer unendlichen diskontinuierlichen Gruppe in sich selbst 
transformiert werden k~nnen. 

Es sei daher (74) eine indefinite Form, die dann in die Form 

(76) Y , Y , + Y ~ Y ~ + " ' + Y ~ Y v - Y ~ + , Y v + I  . . . . .  Yr+q Yv+q, 

wo q ~ 1 ist, transformierbar ist. 
Nach Nr. 20 sind die ersten Elemente s~mtlicher Normalfolgen mit der inva- 

riauten Form (74) auf dem Hermites.chen Gebilde 

if7) *(Y, YD = 0 

und die zweiten Elemente auf den Tangentenhyperebenen yon (77) gelegen, 
wobei die Elemente in bezug auf (77) einander paarweise polar sin& Wie in 
Nr. 28 zeigt man, daft es eine Normalfolge yore Rang Eins gibt, deren zweites 
Element mit einer beliebigen Tangentenhyperebene yon (77) zusammenf~llt. Der 
lqormalbereich des quadratischen Hermitesehen Gebildes (77), d.h. die Mannig- 
faltigkeit der zu den Tangentenhyperebenen yon (77) nieht gehSrigen Punkte 
des Raumes hat dann, wenn derselbe existiert, wie bei den reellen quadratisehen 
Formen die ausgezeichnete Eigenschaft, daft er identiseh ist mit dem gemeinsamen 
Teil der l~ormalbereiche aUer diskontinuierlichen Gruppen, deren Substitutionen 
die betreffende Form in sich selbst transformieren, wobei j e t z t  die Koeffizienten 
der Substitutionen beliebige reelle oder kompiexe Zahlen sein kSnnen. 

Wir behaupten, dab die Formen der Charakteristik q ~ 1 die einzigen 
sind, die einen 2 n-dimensionalen Normalbereich besitzen. 

Es sei nfimlieh ~(y, y) eine Form der Charakteristik q. Ist  (y) eln beliebiger 
Punkt des Raumes R,,  so besitzen die Gleichungen 

(78) V (7, Y) = 0, r (7, ~-) = 0 

gemeinsame Liisungen 7, soba]4 q > l ist. Wird n~mlich eine der Yariablen 
vermittels der ersten Gleichung (78) ausgedrfickt als lineare Fanktion der n 
fibrigen Variablen V und alsdann in die Form 0(Y, y) substituiert, so geht diese 
in eine Hermitesche Form von n Variablenpaaren fiber, deren Charakteristik 
wenigstens gleieh q - 1 ist, wie man in der in Nr. 29 angegebenen Weise best~itigt. 
Weil nun diese Form fiir q > 1 stets NuUpunkte hat, ist damit die obige Be- 
hauptung bewiesen. 

Es bleibt daher nur der Fall q = 1 zurfiek. 
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w 
Hyperfuchssche Gruppen. 

33. Unter den hyperfuchsschen Gruppen versteht man nach PICARD die dig- 
kontinuierlichen Gruppen linearer Substitutionen, welche eiue Hermitesche Form 
der Charakteristik 1, d. h. des Typus 

(_79) ~P(Y, Y) = Y,Y,-I-Y~Y~-b "" + y,,yn-yn+, Y~+, 

in sich selbst iiberfiihren. Die Gleichung 

(80) ~(y, y-) = 0 

kann man alg die @leichung einer (2n-1)-dimensionalen ttypersph~re auffassen. 
In dem niedrigsten Fa l len  = 1 stellt (80) den Einheitskreis in der Ebene der 

homogenen Variablen y,, y~ dar. Die Hauptkreiggruppen oder fuchgsche Gruppen 
kiinnen somit als das einfachste Beispiel der hyperfuchsschen Gruppen angesehen 
werden. 

Der Iqormalbereich yon (79), d.h.  der Ort derjenigen Punkte, die keiner 
der Tangentenhyperebenen der h[annigfaltigkeit (80) angeh~iren, besteht fiir 
n > 1 aug dem Innern 

(81) V (Y, Y) < 0 

tier Hypersph~ire (80), flit n ----- 1 aug 

(s2) v(y, # o, 

d.h. der Gesamtheit der Punkte, die der Kreislinie 

(83) Y , Y , - Y , L  = 0 

nicht angehiiren. Eg gilt daher der 

Satz 19. Jede Gruppe ohne infinitesimale Substitutionen, deren lineare Sub- 
stitutionen die quadratische Mannigfaltigkeit (80) in sich iiberfiihren, ist im ~ereich 
(81) bzw. (82) normal diskontinuierlich. 

Dieser Satz ist fiir n ~ 1 zuerst von POINCARk, fiir n ~ 2 yon PICARD and 
fiir ein beliebiges n yon FuBtm bewiesen worden. 

Die in Nr. 30 betrachteten Gruppen reeller Substitutionen subsumieren sich 
bier als Spezialfall. Denn jede reelle Substitution, welche die Form (79) in sich 
selbst transformiert, beh~ilt auch die Form (55) invariant. 

Eg gibt Gruppen, deren Normalbereich mit dem Normalbereich der Form 
(79) wirklich identisch ist und welche eine Verallgemeinerung der Gren~.kreis- 

Acta ~atbamatica. 46. Imprimd le 15 juillet 1925. 33  
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gruppen bei einer Variablen bilden. Dies finder start, wenn die Hgufungspunkte 
der Transfomierten der im Innern yon (80) liegenden Punkte, welche mit der 
l~annigfaltigkelt (M) der ersten Elemente der lqormalfolgen identiseh sind, auf 
der Hypersphgre (80) iiberaU dieht liegen. Die einfachsten hierhergehiirigen Bei- 
spiele hat man in den Gruppen aller linearen Substitutionen mit ganzzahligen 
komplexen Koeffizienten, die eine Form der Charakteristik Eins mit ganzen 
komplexen Koeffizienten in sich selbst transformieren. 

Es gibt aber auch Gruppen, die ihre normale Diskontinuit~t aueh in ge- 
wissen aufierhalb der Hypersphgre gelegenen Teilen des Raumes R,, bewahren 
und die den Hauptkreisgruppen ohne Grenzkreis analog sind. Ein solches Bei- 
spiel finder man bei PomcAai: [26]. Dieses Beispiel unterscheidet sich von dem 
S. 254 betrachteten Beispiel nur dadurch, dab man statt der reellen ttypersph~ire 
(56) das (2 n -  1)-dimensionale Gebilde (80) und start der reellen Hyperebenen (66) 
quadratische Mannigfaltigkeiten hat, deren Gleiehung dureh Nullsetzen einer 
Hermiteschen Form der Charakteristik Eins erbalten wird. Die Punkte (M) 
liegen auf (80) diskret, und der Normalbereich der Gruppe besteht aus der Ge- 
samtheit der Punkte des Raumes R,,, die keiner dutch die Punkte (M) gehenden 
Tangentenhyperebenen yon (80) angeh~iren. 

w 
Gruppen ohne invariante Gebilde. 

34. Die vorhergehenden Betrachtungen beziehen sich ausscMiei]lieh auf 
diskontinuierliche Gruppen, deren Substitutionen eine gemeinsame invariante 
Mannigfaltigkeit haben. Man kann jedoch auch Beispiele yon normal diskonti- 
nuierlichen Gruppen geben, die keine solehen Invarianten haben und die als eine 
Verallgemeinerung der Gruppen ohne Hauptkreis angesehen werden k~Jnnen. 

Es seien 
n + l  

(84) T,(V) = Z ~ , , ,W = 0 

Eyperebenen, die keinen gemeinsamen Punkt haben. 
system 

(85) T~(V') = ~, T~(y) 
wo etwa 

(86) I~'d < I~,l  < . . - <  t~.+,1 

ist. Die Gleiehungen (85) definieren eine lineare Substitution, welehe das yon 
dan Hyperebenen (84) gebildete Polyeder zum Fundamentalpolyeder hat. 

(i = 1, 2,..., n + 1) 

Wir bilden des Gleichungs- 

(i = 1, 2, ..., n + 1), 
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Die positiven Potenzen you (85) bilden unter den Voraussetzungen (86) eine 
Normalfolge mit den Elementen 

(87) Mo : T l =  T , =  . . . .  T . = 0 ;  M._I : 

die negativen Potenzen eine iihnliche Normalfolge mit den Elementen 

(88) M~ : T~ = T, = . . . .  ~, i = 0; M' 

Die yon (85) erzeugte Gruppe ist daher normal diskontinuiertich avZerhalb der 
Hyperebenen 

(89) T, -~ 0, T,,+I : O. 

Sie besitzt keine algebralschen invarianten Gebilde, vorausgesetzt, dab die Multi- 
plikatoren ~ keiner Ghichung der Fozm 

(9o) it I it~ ~n+l 
{D 1 (D 1 �9 �9 �9 f D n +  1 ~ 1 

geniigen, wo ~t~, ;tg, ..., ~t~+, ganze Zahlen bezeichnen. 

35. Um allgemeinere Beispiele zu erhalten, werden wit eine elementare 
geometrische Hilfsbetraohtung vorausschicken. 

Es seien u und v zwei endliche Bereiche der komplexen z-Ebene, yon denen 
der letztere als Ganzes im Innern des ersteren liegt. Ferner seien u' und v' 
ihre endlichen Bildbereiche vermittels einer linearen Substitution S: 

(91) z '  - -  a z  + ~ 

Wird allgemein mit A ( a )  der griiBte Abstand zwischen zwei Randpunkten des 
Bereichs a und mit A ( a b )  der kleinste Abstand zwischen den Berandungen der 
Bereiche a und b bezeichnet, so hat man die Ungleichung 

(92) A (u') 1 
n ( v ' )  < l n ( . v ) }  2 < 1, 

1 + 2  

wo mitten eine yon der Substitution S unabh~ingige G r ~ e  vorkommt. 
Es seien ngmlich z~ und z~' zwei Punkte des Randes yon v', deren Abstand 

I I I I gleich dem Maximum A(v ' )  ist. Ferner seien z~ und z, die in der Richtung zlz 2 
gerechneten Schnittpunkte de r  Geraden z~z' 2 mit dem Rand yon u'. Es sei alige- 
mein z~ = S-1(~). Dann ist offenbar ] z l -  z,] ~ A(uv), Iz I - z,] ~ A(v) ,  .und ferner 

3 3 *  
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ist ----z~+~- ~ AA(u)(Uv), weil der Punkt S-~(~) ----- - - -~ wegen der Endlichkeit 

des Bereichs u' auflerhalb yon u liegt. Aus dem obigen folgt die-Ungleichung 

(93) 
_ - r - ~  = " , - ' ~  - -  > ~ / ( ~ 0 ~ ( v ) "  

In derselben Weise erh~ilt man die Ungleichung 

(93') 

Wegen 

.~(,~') = I~'~-,~1; d ( u ' ) > . d ( r  

ergibt sich aus (93) und (93') 

A(~')  

A(v')  
- -  > 1 + 

woraus schlie~lich die Ungleichung (92) erhalten wird. 
Das obige Resultat kann n,~mittelbar auf einen Raum R,~ beliebiger Di- 

mension iibertragen werden. 
E s  seien n~imlich U und V 2n-dimensionale endliche Bereiche in B~, yon 

denen der letztere als Ganzes im Innern des ersteren liegt, und es seien U' und 
V' die endlichen Transformierten jener Bereicbe vermittels einer linearen Sub- 
stitution 8, deren ~luchthyperebene also au~erhalb U liegen soll. Wit  wiihlen 
auf dem Rand yon V' zwei Punkte P, und :P~, deren gegenseitiger Abstand gleich 
dem Maximum A(V') ist. Diese Punkte bestimmen eine L,, die wit mit it' be- 
zeichnen, und deren Schnitte mit U' mad F' zweidimensionale Bereiche u' und v' 
seien. Es seien u, v und it die Transformierten yon u', v' und it' vermittels S -1. 
Zwischen den Mannigfaltigkeiten it und ~', die wlr als Triiger ihrer reellen und 
komplexen Punkte als Gau~ische Ebenen betrachten, wird dann dutch 8 eine 
Projektivit~it vermittelt, die wir analytisch durch eine lineare Substitution (91) 
darstellen kiinnen, wenn wir X und it' durch euklidlsehe Bewegungen mit einem 
Paar Koordinatenachsen zusammenfallen lassen. Fiir die oben genannten Sclmitt- 
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bereiehe gilt dann die Ungleiehang (92). Weil offenbar 

n(v ' )  = n(v'), n (u ' )  >__ n(u'), n ( u v )  <= n(uv) 

ist, erh~It man daraus 

- - - -  1 (94) A (V') < < 1, 
n(u') i+2 In(vv)l' 

,#(u) n(v) 

d.h. die (92) entsprechende Ungleichang fiir Bereiche beliebiger Dimensionen. 

36. Wir gehen jetzt yon einer endlichen Anzahl Polyeder aus, deren Seiten- 
hyperebenen die Gleichungen 

(95) T~')(y) = 0 = 1, 2,..., p / 

haben and  denen wir je eine Substitution S, mit dem Ausdruck 

,~, T(~)(y) (95') T~'(y') ----- co, 

zuordnen, wobei die Ungleiehungen (86) fiir je'de der Substitutionen S~ gelten 
sollen. Wir werden dann die Polyeder nur der einzigen Bedingang unterwerfen, 
daft allgemein die Eekpunkte ~oMC") und ~oM "~) des k-ten Polyeders, die den Punkten 
Mound ~1~ in (87) and (88) entsprechen, auflerhalb der zu 2]/~_, and M'_, ana- 
logen Seitenhyperebenen 2~/c~_ ), und M--,'~c~: der p -  1 iibrigen Polyeder gelegen sind. 
Es l~il~t sieh dann nachweisen, dat~ bei hinreichend kleinen Werten der Verh~iltnisse 

(~" ( ~ 1 , 2 ,  .,p) (96 )  Io? ' I  : I 0 ' 7 ) I : ' " :  .. 

die von den Substitutionen (95') erzeugte Gruppe normal diskontinuierlich ist. 
Wir konstruieren, um dies nachzuweisen, allgemein um die Punkte Mo (~) 

und Mo 'c~) kleine Hypersph/iren H, und H',  die voIlst~indig aufierhalb einander 
liegen and die keine der 2p Hyperebenen M__~,'_)I und M,'~(_'~ sehneiden, yon der 
Hyperebene Mj("~ bzw. 2~c,~2, abgesehen, denen ihre Mittelpunkte angehiiren. Well 
bei unbegrenzter Iteration der Substitutionen Sx bzw. S~' die Punkte in jeder 
abgesehlossenen Mannigfaltigkeit, die keinen Punkt der Hyperebene ~J"2, bzw. 

71~'~"~ konvergieren, kann M '(")_._~ enth~lt, gleiehm~fiig gegen den Punkt M~ ") bzw. --o 
man ersiehtlieh die Quotienten (96) der Multiplikatoren so klein w/ihlen, das 
die Transformierten siimtlicher Hypersph~iren //~, H i (i ~: 1, 2,. . . ,p) vermittels 
S, bzw. S~ ~, yon der Hypersph/ire H~ bzw. Hx abgesehen, im Innern yon H~ 
bzw. H~' Hegen werden. 
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Es sei nun 

(97) S,, S~. . .  S~. (v = 1, 2, 3, . . .)  

eine beliebige unendliche Folge yon Substitutionen, wo 

(98) S~, ,  S , , ,  . . . ,  S,,, . . .  

die Substitutionen (95') odor ihre inverse Substitutionen bezeichnen. Wir 
schreiben vorlgufig S;+~ start S~" und H~,p start H,, wo die Indices modulo p 
zu nehmen sin& Durch S; 1 werden alle Hypersph~iren H~, yon H~+p abgesehen, in 
das Inhere yon H,., iiberfiihrt, wobei sie in gewisse geschlossene quadratische 
Mannigfaltigkeiten iibergehen. Durch die folgende Substitution S~,, die yon der 
inversen Substitution S~,+p yon S~ verschieden ist, wird H,., auf eine innerhalb 
der Hypersphgre H,-~ gehgene geschlossene Mannigfaltigkeit H~,S~, abgebfldet, 
die in ihrem Innern die Transformierte H~ Sq S~ yon H~ vermittels Sq S~ enthglt. 
Indem man so fortf~hrt, wird man finden, daft die Transformierte yon H~ vor- 
mittels (97) im Innern yon v ineinander geschalteten Bereichen gelegen ist, die 
yon augen nach innen gerechnet 

(99) H~,, H~,S~,, H~,_,S~,._,S~,, ..., HqS~,S~,...S~, 

sind. 
Wir behaupten, dab die Dhnensionen der Bereiche in der Reihe (99) fiir 

v ~ c~ gegen Null abnehmen. 
Wir betrachten zu diesem Zweck irgend zwei aufeinander folgende Bereiche 

der Reiho, etwa 

v ,  = . . .  
(ioo) 

v ,  = H , , _ ,  s , ,  . . . s , .  

Diese endlichen Bereiche werden aus den Boreichen 

(1Ol) 

yon denen der letztere ira Innern des ersten liegt, vermittels einer und der- 
selben Substitution, n~imlich S ~ 8i~+, S~+2... S:., erhalten. Wir kSnnon also auf 
den vorliegenden Fall die Resultate dot Nr. 35 anwenden. Es sei q die grSBte 
unter den Zahlen in den rechten Soiten yon (94), die erhalten women, wenn 
man U und V auf alle m~glichen Weisen durch (101) ersetzt, und es sei d der 
Durchmesser der grSBten Hypersphiire H. Aus (94) ergibt sich dann flit das 
Maximum der Entfernung zweier Randpunkte des Bereichs U ~ in (100) die Un- 



Untersuchungen fiber die automorphen Funktionen beliebig vieler Variablen. 263 

gleichung 

woraus die Riehtigkeit der obigen Behauptung hervorgeht. 

37. Nach dem Vorhergehenden kann man eine Teilfolge der beliebig ge- 
gebenen Folge (97) finden derart, dab die zugeordneten Transformierten der 
Punkte jeder Hypersph~ire H~ ( ~  i ,+p)  gegen einen und denselben Punkt 
konvergieren. Wegen des Satzes 2 kann man daraus schlie~en, daft die be- 
treffende Folge oder eine geeignete Teilfolge derselben eine Normalfolge ersten 
Ranges ist, welche den Punkt ~ zam ersten Element hat. 

Wir haben also das Resultat gewonnen, daft s~mtliche lqormalfolgen der 
Gruppe yon Rang Eins shad, deren erste Elemente in den ttypersph~ren 
H,, H.,,..., H,~ liegen. Indem man die korrelativen Substitutionen betrachtet, 
kann man sehliet~en, dab die Hyperebenen, die die zweiten Elemente der Normal- 
folgen bilden, von den Hyperebenen M~,~2, und M,','~ u m  so weniger abweichen, je 
kleiner die Verh~iltnisse (96) gew~ihlt werden. 

Sowohl die Punkte (M) als die Hyperebenen (-~) liegen diskret. Der 
Normalbereich der Gruppe wird einen beliebig vorgeschriebenen abgeschlossenen 
Bereich des l~aumes enthalten, der keine Punkte der Hyperebenen __,,_,~c~, --,,-,M'C~ 
(r ~ 1, 2, ... ,p) enth~lt, wenn die Verh~ltnisse (96) der lVIultiplikatoren hin- 
reichend klein gew~hlt werden. 

Die obigen Gruppen sind die ersten allgemeinen Beispiele yon normal 
diskontinuierlichen Gruppen mehrerer Variablen, die keine invarianten alge- 
braischen Gebilde besitzen. 

Wir wollen die Untersuchung der Kollineationsgruppen bier abschlieBen, 
um die obigen Betrachtungen ftir eine Klasse yon Gruppen zu verallgemeinern, 
welche die Kollineationsgruppen als einfaehsten Spezialfall enthalten. Wegen 
der Ausfiihrlichkeit, mit welcher wir im Vorhergehenden die Kollineations- 
gruppen behandelt haben, kSnnen unsere Betrachtungen bei den allgemeineren 
Gruppen in grSBter Kiirze ausgefiihrt werden. 
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III. Cremonagruppen. 

w 10. 
Die endliehen kontinuierlichen Cremonagruppen. 

38. Die Kollineationsgruppen bilden ftir n ~ l den einfachsten Fall einer 
allgemeinen Klasse yon Gruppen umkehrbar eindeutiger Transformationen, auf 
welche die Resultate der vorigen Kapitel unmittelbar angewandt werden kSnnen. 
Es sind dies die Cremonagruppen, deren Substitutionen yon beschr~inkter Ord- 
nung sind. 

Unter Cremonatransformationen verstehen wir die umkehrbar rationalen Trans- 
formationen. In homogenen Punktkoordinaten kann man diese Transformationen 
in tier Form 

( lo2)  ~y" = F,(y. ,  y,, . . . ,  y~§ (~ = 1 , 2 , . . . , n + 1 ) ,  

darstellen, wo F i ganze rationale homogene Funktionen einer mid derselben 
Ordnung mid ~ einen Proportionalit~itsfaktor bezeichnet. 

Die Gesamtheit der Cremonatransformationen (102) des Raumes R~ bfldet 
eine Gruppe, die yon unencllich vielen Parametern abh~ngt und die Trans- 
formationen beliebig hoher Ordnung enth~ilt. Diese Gruppe enth~ilt als Unter- 
gruppe ffir jedes n e i n e  Anzahl endlicher kontinuierlicher Cremonagruppen, d.i. 
Gruppen mit einer endlichen Anzahl unbestimmter Parameter, deren Substitutionen 
Cremonatransformationen beschr~inkter Ordnung sind. Diese Gruppen besitzen 
die ausgezeichnete Eigensehaft, daft sie eine pro]ektive Abbildung gestatten. Es 
gibt m. a .W.  bei jeder endlichen kontinuierlichen Cremonagruppe ein lineares 
System algebraischer ]liamligfaltigkeiten 

d-I-1 
(lo3) Z it, g , (y , ,  y , ,  . . . ,  y~.l) = o (d_>_~), 

i~---1 

wo it,, its, ..., itd+, mibestimmte Parameter mid g,, g,, ..., g~+, linear unabh~ngige 
homogene ganze rationale Funktionen bezeichnen, welches bei allen Opemtionen 
der Gruppe in sich selbst iibergeht and welches dazu einfach, d.h. so beschaffen 
ist, daft die lgannigfaltigkeiten des Systems, die einen Punkt allgemeiner Lage 
enthalten, n~cht alle durch einen weiteren, mit dem ersten ver~inderlichen Punkt 
hindurchgehen FAso [5; S. 340]. Dutch die Gleiehungen 

(io4) ~, - -  g, (y , ,  y, , . . . ,  y~+,) (i = i, 2, . . . ,  d + 1) 
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wird der Creraonaraum R,~ auf ein im Raume R a der Variablen z gelegenes 
rationales Gebilde I ira allgemeinen umkehrbar eindeutig abgebildet, indem eine 
Mehrdeutigkeit nur in dera Fundamentalgebilde yon 1~ stattfinden kann, d.h. in 
der Mannigfaltigkeit derjenigen Punkte (y), fiir welche s~imtliehe Determinanten 
(n+l ) - te r  Ordnung der Matrix 

(105) Og~ 

versehwinden. Die vorgelegte Cremonagruppe 

i s ~ 1, 2,.. . ,  d + I~ 
----- 1, 2, ..., n + 1] 

geht dabei in eine projektive 
Gruppe des Raumes B~ fiber, deren Substitutionen das Gebilde 1 invariant lassen. 
Die Geometrie der Cremonagruppe bekommt dadurch eine Interpretation als pro- 
jektive Geometrie auf dem ira Raume R d gelegenen invarianten Gebilde L 

Spezielle F/file der projektiven Abbildung hat man in der stereographischen 
Projektion linearer R~iume auf quadratische Mannigfaltigkeiten. Verraittels einer 
solehen Projektion gelangt man z. B. von den ebenen Kreisverwandtschaften zu 
Raumkollineationen mit einer invarianten Kugel und zur Begriindung der Gruppen- 
theorie der automorphen Funktionen einer Variablen rait Hilfe der nichteuklidi- 
sehen Geometrie. 

39. Es sei nun v eine unendliche Folge von Substitutionen der vorgelegten 
Cremonagruppe, der verm~ge (104) eine Normalfolge a vora Rang p ~ d der 
projektiven Substitutionen zugeordnet wird. Wir behaupten, dab die beiden 

Elemente Me_ ̀ und Md-e von ~ mit 1 gemeinsame Punkte haben. 
Wenn n~imlich I rait Md_ e keine gemeinsamen Punkte h~/tte, so wiirden die 

Pankte yon 1 bei Ausfiihrung der Substitutionen yon a nach Satz 2 gleichm~ifig 
gegen das erste Element Me_ ̀ konvergieren. Da nun I mit seinen S~imtlichen 
Transformierten identiseh ist, miil~te es Ms Ganzes der linearen Mannigfaltigkeit 
Me_ ̀ angeh~ren, was der Annahme, daft die Funktionen (104) linear unabh~ngig 
sind, widerspricht. Aus gleichem Grunde kann 1 nieht als Ganzes dem Element 

~rd_ e angehSren. Da die dera Element M--~_ e nicht zugehSrigen Punkte yon 1 
bei Ausfiihrung der Substitutionen yon ~ gegen M~, konvergieren, mug I aueh 
mit Me_ ̀ gemeinsame Punkte haben. 

Mithin existieren die Sehnitte yon 1 mit Me-, und Md-t,. Ihnen entsprechen 
vermi~ge (104) im Raum R,~ algebraische Gebilde ~., bzw. N~, die wir erstes 
bzw. zweites Element der Folge v nennen. Diese Folge selbst soll als Normal- 
folge bezeichnet werden. 

Ac~ ~ t h ~ i v a .  46. Imprim6 le 15 juillet |925. 34 
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w 11. 
Bfldung normal diskontinuierHeher Cremonagruppen. 

40. Es sei jetzt G eine Cremonagruppe der oben betrachteten Art, die keine 
infinitesimale Substitution enth~lt. Wir sagen, daft G normal diskontinuierlich 
ist, wenn die abgeschlossene Mannigfaltigkeit (N) der zweiten Elemente der 
Normalfo]gen yon G nicht die Gesamtheit der Punkte des Raumes //~ enth~ilt. 
Die aus der Gesamtheit der auBerhalb yon (_N) gelegenen Punkte gebildete lVlenge 
soll als Normalbereich der Gruppe G bezeichnet werden. 

Es sei B der l~ormalbereich yon G und B' sein auf 1 gelegener Bildbereieh 
vermiige (104). Wegen der obigen Definitionen enth~lt die abgeschlossene Menge 
(M) der zweiten Elemente der Normalfolgen der zur Gruppe G vermiige der 
projektiven Abbildung gehiirigen projektiven Gruppe F l~einen inneren Punkt 
yon B '. Daraus geht hervor, daft die Grulape F i m  Bereich ~ '  und daher in 
einem 2d-dimensionalen, den .Bereich B'  enthaltenden Bereich B~ des Raumes R d 
normal diskontinuierlich ist. 

Zur Bildung normal diskontinuierlicher Cremonagruppen wollen wir die in 
Nr. 23 formulierte Bedingung (A) auf die Cremonagruppen iibertragen. 

Defini t ion:  Wit  sagen, daft der .Bereich D des Cremonaraumes t ~  der Be- 
dingung (A) geniigt, wenn es in dem ~ugeordneten projektiven Raum ein System yon 
Hyperfl~ichen gibt, die keinen inneren _Punkt des auf I gelegenen Bildbereichs zl yon 
D enthalten, und die keinen au[ 1 gelege~en Punkt gemeinsam haben. 

Satz 20. Jede Gruppe G von Cremonasubstitutionen, die einen der Bedingung 
(A) geniigenden Bereich D in sich selbst transformieren, ist in diesem Bereich normal 
diskontinuierlich, sobald es keine infinitesimale Substitutionen gibt. 

Zum Beweis stellen wir das Gebilde I als Schnitt yon Hyperfl~chen 

(106) qJ,(z,, z , , . . . ,  Zd+,) ---- 0 (,, = 1, 2, . . . ,p) 

dar, die keinen nicht zu 1 geh~irigen gemeinsamen Punkt haben. Es sei 

( l o 7 )  = 0 = 1, q) 

das in der Bedingung (A) vorausgesetzte System yon ]~yperfl~iehen. Ferner sei 
eine beliebige Normalfolge der zu G geh~irigen projektiven Gruppe F mit 

den Elementen M und M. Es seien 

(lot) H.,=o, ..., 

diejenigen unter den ttyperfl~ehen (107), die den Schnitt yon / unfl M nicht als 
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Ganzes enthalten. Diese Hypers bilden zusammen mit den Hyperfliiehen 

(106') H + ~, = 0 (v = 1, 2, . . . ,  p), 

we H irgend eine der Funktionen //,I, ..., tI~,~ bezeiehnet, ein System (~]) yon 
Hyperfl/iehen, die keinen gemeinsamen Punkt auf M besltzen und yon denen 
keine das Element M als Ganzes enth~lt. 

Wir bilden jetzt die Transformierten der Hyperfl~chen des Systems (~)  
vermittels der inversen Substitutionen von a. Well die genannten Hypertt~ehen 
das Element M nicht als ganzes enthalten, konvergieren ihre Transformierten 

nach Satz 5 gegen zylindrische Mannigfaltigkeiten, die das Element _M enthalten. 
Nach demselben Satz haben die erhaltenen HEufungsgebilde keine gemeinsamen 
Punkte auBerhalb des Elementes ~r, weil die Hyperfl~chen (~)  keinen gemein- 
samen auf AI gelegenen Punkt batten. 

Weil nun 1 nicht als Ganzes in ~ enthalten is~, so hat wenigstens eine 
der Hyperfl~ehen yon (~), wir nennen sie ~o, die Eigensehaft, dab ihr H~ufungs- 
gebilde ~ das Gebilde 1 nicht als Ganzes enth~ilt. Da ferner der Bereieh z/ 
dutch jede Substitution yon /" in sieh selbst transformiert wird, so enth~ilt jede 
Transformierte yon ~o,  wie diese Hyperfl~iche selbst, keinen inneren Punkt yon 
z/. Dies mu6 dann auch mit dem H~iufungsgebilde ~ der Fall sein. Weil 
dieses Gebilde das Element M als Ganzes enth~lt, gehi~rt somit der Bereieh zl 
dem Normalbereich der Folge a an. Damit ist bewiesen, dab die Gruppe F i m  
Bereich z/ und folglich die Gruppe 6~ im Bereich/) normal diskontinuierlieh ist, 
w. z. b. w. 

Die Bedingung (A) ist offenbar insbesondere dann erfiillt, wenn es hn Raume 
/~a eine Hyperfl~che gibt, die keinen inneren oder Randpunkt yon z/ enth~lt, 
was z. B. dann der Fall ist, wenn z/ endlich ist. 

w 12. 
Cremonagruppen mit einem endliehen invarlanten Ranm. 

41. Die einfachste und wichtigste Anwendung des Satzes 20 bleten uns die 
Gruppen G, deren Substitukionen einen endliehen Bereich ]) des Cremonaraumes 
in sich selbst iiberfdhren. 

Wir bezelchnen mit (A~_~) die Gesamtheit der Hyperfl~chen des Cremona- 
raumes, die keinen inneren Punkt des invarianten Bereichs /) enthalten. Die 
denselben vermSge (104) zugeordneten Gebilde (A',_I) auf I enthalten dan~ keinen 
inneren Punkt des auf I llegenden Bildbereiehs z/ yon /). Es sincl dann zwei 
F~lle m~iglich. Entweder gibt es keinen allea Gebilden (A'I)  gemeinsamen Punkt 

34* 
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auf I, oder gibt es wenigstens einen Pnnkt, der jedem der Gebilde (A' , )  
angehSrt. 

Im ersten Falle ist die Bedingung (A) offenbar erfiillt. Nach Satz 20 ist 
dann jede Cremonagruppe mit dem invarianten Bereich D in diesem Bereich 
normal diskontinuierlich, sobald es keine infinitesimale Substitution gibt. 

Wenn dagegen alle Gebilde (A~_ 0 einen gemeinsamen Punkt oder allge- 
meiner e ine  gemeinsame At, (g___~n-2) besitzen, bleibt die normale Diskon- 
tinuit~it yon G zweifelhaft. In diesem Falle muff offenbar A, durch jede Sub- 
stitution der projektiven Gruppe in sich selbst iibergehen. Daraus geht hervor, 
dai~ es sich in diesem zweiten Falle um Gruppen sehr spezieller Art handelt. 

Wir haben daher den 

Satz 21. Eine Gruppe yon Cremonasubstitutionen, die einen endlichen Bereich 
in sich sdbst trans/brmiercn, ist in diesem Bereich im allgemeinen nor~ned diskon- 

tinuierlich, wenn keine infinitesimalen Substitutionen vorhanden sind. 

42. Wir wollen zum Vorhergehenden folgenden Satz hinzufiigen, der in 
wichtigen F~illen zum Beweis der normalen Diskontinuit~t angewandt werden 
kann, ohne daft yon der projektiven Gruppe Gebrauch gemacht wird. 

Batz 9.9.. Jede Gruppe yon Cremonasubstitutionen, die einen endlichen Bcreich 
D in sich selbst i~berfiihren, der keinen zum _Vundamentalgebilde des Cremonaraumes 
gehorigen Punkt im Innern oder auf der Berandung hat, ist in D normal diskonti- 

nuierlich, sobald sie keine infinitesimale Substitution enthiilt. 

Es sei A,_, eine beliebige Hyperfl~iche, die ganz auBerhalb des Bereiches D 
liegt. Weil die Berandung yon D keinen Punkt des Fundamentalgebildes yon 
/~, enth~ilt, wird die Transformierte yon A,_~ vermittels (104) mit der Berandung 
der Transformierten z/ yon D keinen gemeinsamen Punkt haben, l~ach 1%. 41 
genii~ D der Bedingung (A), woraus nach Satz 21 der zu beweisende Satz folgt. 

43. Die Cremonagruppen mit einem endlichen invarianten Raum bilden 
Gegenstand der Untersuchung yon GIRAUD [7]. Unter gewissen Bedingungen be- 
weist Giraud den Satz, daft jede Cremonagruppe endlicher Ordnung, die einen 
endlichen invarianten Bereich D besitzt, in diesem Bereich eigentlich diskonti- 
nuierlich ist, sobald sie es in einem einzigcn Punkt von D ist, d. h. wenn es einen 
Punkt gibt, dessen Transformierte diesen Punkt nicht zur H~ufungsstelle haben. 

Offenbar folgt aus der letztgenannten Bedingung, dab keine infinitesimalen 
Substitutionen existieren. Denn wiirde die Folge S~ (v ---- 1, 2,...) gegen die lden- 
titbit konvergieren, so hiitten die Punkte S~(P), wo P ein beliebiger Punkt ist, 
diesen Punkt zur H~ufungsstelle. Dagegen ist bekanntlich die Giraudsche Be- 
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dingung keineswegs eine Folge davon, daft die Gruppe yon infinitesimalen Sub- 
stitutionen frei ist. 

Die Ergebnisse der No. 41 enthalten einc miJglichst weitgehende Verein- 
fachung der yon Giraud hergeleiteten S~itze, indem nach Satz 21 das Fehlen 
infinitesimaler Substitutionen allein zur normalen Diskontinuit~it einer Gruppe 
von Cremonasubstitutionen beschr~inkter Ordnung im allgemeinen hinreichend ist, 
wenn die Gruppe einen endlichen invarianten Bereich besitzt. 

w 13. 
Hyperabelsche Gruppen und gewisse Verallgemeinerungen derselben. 

44. Die wichtigsten Beispiele yon diskontinuierlichen Gruppen niehtlinearer 
Substitutionen, die einen invarianten gaum oben betrachteter Art  haben, bilden 
die yon Pm,aD [23] eingef'tihrten hyperabelsehen Gruppen und gewisse Verallge- 
meinerungen dieser Gruppen. 

Wit  betrachten zuerst die Gruppen reeller Substitutionen der Form 

, a~x, + ~, (i = 1, 2 , . . . ,  n), (108) x, - -  ri x, + ai 

wo 
a, 

D, ~-  r, a, > 0 

ist, welche Gruppen flit n ~ 2 gerade mit den yon PICXRD untersuchten hyper- 
abelschen Gruppen zusammenfallen. Diese Substitutionen lassen den Raum 

(109) l(x,) > 0, l ( x , )  > O, . . . ,  l ( x , )  > 0 

invariant 1. Dutch eine einfa~he Transformation wird dieser Bereich in den end- 
lichen Bereich 

1, . . . ,  I .1<1 

iibergefiihrt. 

Die normale Diskontinui~t der obigen Gruppen l~13t sich am leichtesten 
dadurch untersuchen, dai~ wir dieselben in Verbindung mit dem Satz 22 setzen. 

Wir bemerken zu diesem Zweck, dab die projektive Abbildung im vorliegenden 
Falle durch das Gleichungssystem 

i = ~ I 
~, ~t, ~'§ I ~"+' = O, 1, 2, . . . ,  n + 1 zli 12 ... Z.+l ~ Yl Y, �9 ' ' Y.+, 

Ut,+ l~+. . .  + ~t,+~ ~--- n + 11 

i Hier und im Folgenden bezeichnet I(x)  den imaginiiren Tefl yon x. 
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wo xx = yx :Y,+I gesetzt ist. Indem man die Funkfional- dargestellt wirdq 
determinante des Systems 

" = ,,"+' (v  = 1, 2, n)  g~ ---- Y, Y,,+,, 9,+1 ~,,+, '" ' ,  

bildet, findet man, da~ das Fundamentalgebilde des Cremonaraumes mit der 
unendllch fernen Hyperebene y,+, ~ - 0  zusammenf'~lt. Well demnaeh die Be- 
dingung des Satzes 22 erfiillt ist, mul~ jede Gruppe der reellen Substitutionen 
(108) im Bereich (109) normal diskontinuierlieh sein, sobald sie keine infinitesimale 
Substitution enth~It. Offenbar gilt dasselbe fiir jeden der 2" Bereiche, die aus 
(109) dureh Umkehrung der Ungleiehheit in allen m~igliehen Weisen erhalten 
werden. Wir haben daher den 

Satz  0.3. Jede Gruppe der reellen Substi tutionen (108), die keine infinitesimale 

Substitution enthdlt, ist in dem 2*-teiligen Bereiche 

(110) l ( x , ) . I ( x , ) . . .  1@. )  # 0 

normal diskontinuierlich. 

45. Das bekannteste Beispiel der obigen Gruppen bilden die von BLUMEX- 
TBAL [2] eingeFfihrten hiiheren Modulgruppen. Es handelt sich um die Gruppen 
der Substitutionen (108), deren Koeffizienten die konjugierten ganzen Zahlen in 
konjugierten reellen algebraisehen Zahlenk~irpern durehlaufen, wobei die Deter- 
minanten D~ stets ein System konjugierter Einheiten bezeiehnen. Wir behaupten, 
dal~ in diesem Falle der lqormalbereich der Gruppe mit dem Bereieh (110) 
wirklieh zusammenf~illt. 

Wir betrachten zu diesem Zweeke die Gruppe aller Substitufionen 

(108') x~ - -  r x : +  

wo a, fl, ?, ~ rationale ganze Zahlen sind, welche Gruppe eine Untergrnppe der 
oben definierten Modulgrappe ist. Es sei �9 irgend eine Folge yon Substitutionen, 
fiir welehe die Grenzwerte 

lira a _~ ~ fl  t' - -  ---- lira ---- t; l i ra--------  l i r a - - - - - -  
? 7 a 

Offenbar ist dann ~ eine Normalfolge ersten Ranges mit den Ele- existieren. 
menten 

N o : Xt ~ X , . . . .  -~  X.  ~ t, 

: (X, - -e )  ( X , - -  t') . . .  ( x , , - -  r  = O, 
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weil die Transformierten s~antlicher Punkte, die dem Gebilde Nn_ 1 nicht ange- 
hSren, vermittels v gegen den Punkt  N o konvergieren. Weil nun t' alle reellen 
Werte durchl~uft, wenn v auf alle m~glichen Weisen gew~hlt wird, so geh~r~ 
jeder Pmakt der (2n-1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit 

1 ( , , ) . 1 ( x : ) . . .  I(xn)  = o 

der Begrcnzung des Normalbereichs der Untergruppe mit den Substitutionen (108') 
und daher auch der Modulgruppe selbst an. Der Normalbereich dieser Gruppe 
Fdllt daher mit (110) zusammen, w. z. b. w. 

46. Eine zweite Verallgemeinerung der hyperabelschen Gruppen hat GI- 
RAUD [7; S. 66] gegeben. 

Er nimmt zum Ausgangspunkt die reellen quadratischen Formen der Cha- 
rakteristik zwei, die man vermittels einer einfaehen Transformation in die Form 

(111) ~ (x) = x~ xn+, - xl' + x,' + . . .  + x~_,' 

iiberffihren kann. Setzt man 

x, : x~+, = y, (~ = 1, 2, . . . ,  n), 
so gibt 

t 2 (112) y~ - -  y , -  y: . . . . .  y~_, 

die Gleichung tier quadratischen Mannigfaltigkeit ~ ( x ) ~  0 in nichthomogener 
Fornl. 

Es sei nun 
X ,  -~  X , ( x , , x , , . . . , x , ~ + l )  (i -= 1 , 2 , . . . , n + l )  

eine lineare reelle Substitution, welche die Form (111) in sieh selbst transfor- 
miert. Setzt man 

x ~ :  x~+, - -  Y~ (~ = 1, ~ , . . . ,  ~), 

so hat  man das Gleichungssystem 

(113) Y, - -  r , ( y , ,  y , ,  . . . ,  ~ )  (i - 1 . 9 . , . . . ,  .),  

welches eine reelle projektive Substitution definiert, die das Gebflde r = 0 
invariant 1/iBt. Wird nun verm~ge (112) die Variable y~ als Funktion der n - 1  
iibrigen Variablen ausgedriickt, so gibt das System der n - 1 ersten Gleichungen 
(113) eine quadratische Cremonatransformation C. Diese Transformationen bilden 
eine Gruppe, die fdr n ~ 3 mit der hyperabelsehen Gruppe identlseh ist. 

Nun besitzt nach No. 31 die Form (111) einen Normalbereich, d.h. einen Bereieh, 
wo jede Gruppe reeller linearer Substitutionen, die (111) invariant lassen, normal 
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diskontinuierlich ist, sobald die Gruppe keine infinitesimale Substitution besitzt. 
Daraus kann man den Schlug ziehen, daft jede Gruppe yon Substitutionen C, die 
keine infinitesimale Substitution enth~lt, in demjenigen Bereich des Cremonaraumes 
mit den Koordinaten (y,,  y~, . . . ,  y,,_,) normal diskontinuierlich ist, welcher dem 
Schnitt des Normalbereichs yon ~ und dos Gebildes ~ = 0 verm~ge der projek- 
riven Abbildung zugeordnet wird. Man finder leicht, da~ der fragliche Bereich 
u. a. den in bezug auf die reellen Substitutionen C invarianten Bereich 

( 1 1 4 )  " '  " '  " '  " '  " Yi  - Y~ - -  Y3 . . . . .  Y,~-I  ~ '  O,  Yl  ~ O,  

wo y~ ~--- y~ + i y'~ ist, enth[ilt, der durch die Cremonatransformation 

1 1 z~ = - ( ~ = l ,  2 , . . . , n - 1 )  zl - -  y l + i  ' y, W y ~ - t - i  

in elnen endlichen Bereich transformiert wird. 
Einem Beispiel fiir die obigen Gruppen begegnet man in der Theorie der 

abelschen Funktionen. Wird n~imlich n ~ 4 und werden die Koeffizienten ganz- 
zahlig angenommen, so gelangt man zu Gruppen, die bei den abelschen Funktionen 
yore Geschlecht zwei im allgemeinen FMle dieselbe Rolle spielen wie die hyper- 
abelschen Gruppen beim Vorhandensein ,singul~rer Relationen" zwischen den 
2erioden. 

w 14. 
Grnppen mit festen HKufungsgebflden. 

47. Es gibt eine sehr allgemeine Klasse diskontinuierlicher Gruppen, die 
sowohl in geometrischer als funktionentheoretischer Hinsicht eine gr~gere Analogie 
rail den Gruppen yon Substitutionen einer Variablen aufweisen als die anderen 
Gruppen. Diese Gruppen sind durch eine ausgezeichnete Eigenschaft charakte- 
risiert, die man als Fest$gke~t der Hiiufungsgebilde bezeichnen kann. Diese Eigen- 
schaft kommt allen Cremonagruppen G zu, deren zugeordnete projektive Gruppe 
/" den folgenden drei Bedingungen geniigt. 

I. Jede Normalfolge yon F i s t  yore Rang Eins. 
II. Die Gruppe F i s t  normal diskontinuierlich. 

III.  Die korrelative Gruppe P, d. h. die Gruppe der korrelativen oder 
reziproken Substitutionen yon F, ist normal diskontinuierlich. 

Im vorliegenden Falle sind die ersten Elemente der Normalfolgen der 
Gruppen F u n d  /~ Punkte, die zweiten Elemente Hyperebenen. Ferner sind 
nach No. 18 die ersten Elemente der einen Gruppe und die zweiten Elemente 

der anderen Gruppe einander korrelativ zugeordnet. Es sei .B der Normal- 
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berelch yon F, welcher nach der al]gemeinen Definition aus der Gesamtheit der' 
jenigen Punkte des korrelativen Raumes /~d besteht, die keinem der zweiten 
Elemente der Normalfolgen von F angehSren. Well diese Elemente den ersten 

Elementen M von F korrelativ zugeordnet sind, entsprechen den Punkten yon 
Hyperebenen des Raumes Rd, die kein erstes Element M yon F enthalten. Die 
Transformierten dleser Hyperebenen und allgemeiner s~imtlicher Hyperfl~chen, 
die keinen Punkt der abgesehlossenen Menge (M) enthalten, besitzen abet dann 

nach Satz 6 als Hiiufungsgebilde die ttyperebenen (M), d. h. die zweiten Elemente 
der Normalfolgen yon F. 

48. Wir gehen jetzt verm~ige der Transformation (104) in den Raum RT~ 
der Cremonasubstitutionen fiber. Jeder der oben genannten Hyperfl~chen Ad-l, 
die lreinen Punkt yon M enth~lt, entspricht eine Hyperfl~iche A~_, des Raumes 
R~, welche die Eigenschaft hat, dal~ ihre Transformierten vermSge der Sub- 
stitutionen yon G die zur Menge (N) der zweiten E]emente von G gehiirigen 
Hyperfl~ichen als H~ufangsgebilde haben. Bemerkenswert ist, dai~ diese H~iufungs- 
gebilde yon der Gruppe G allein, nicht aber yon dem Aniangsgebilde abh~ngen. 

Die einfachsten Beispiele yon Gruppen der oben betrachteten Art hat man 
in den Gruppen linearer Substitutionen einer u die stets den obigen 
Bedingungen genfigen, wenn sie normal diskontinuierlich sind, well es in diesem 
Falle nur Folgen ersten Ranges gibt und well jede Gruppe mit ihrer korre- 
lativen Gruppe wesentlich identisch ist. Aus gleichem Grunde gehi~ren hierher 
die hyperfuchsschen Gruppen des w 8 und daher aueh die Gruppen reeller Sub- 
stitutionen der No. 30, sowie die in w 9 betrachteten Kollineationsgruppen ohne 
invariante Gebilde. 

Wit  werden im :Folgenden Gruppen quadratischer Transformationen' be- 
trachten, die zu den Formen (55) in analogem Verh~iltnis stehen wie die hyper- 
abelschen Gruppen zu den 1%rmen (68). 

w 15. 
Gruppen der Hyperkugelverwandtscha~ten. 

49. Wir gehen yon der Hypersph~ire 

2 g ~2 ~ O (115) z~ + z~ + . . .  + zT, - ~,~+~ 

aus, deren Punkte wir yon dem Punkt P(O, O, ..., O, 1, 1) aus auf die Hyperebene 

(116) Zn : 0 

projizieren. Werden die homogenen Punktkoordinaten im Raume (116) mit 
Acta math~matica. 46. Imprimd le '28 aodt 1925. 35  
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y,, y, , . . . ,  y~ bezeielmet, so kann man die Projektion analytiseh dutch das Gleichungs- 
system 

(117) 

darstellen. 

z, ~ 2y, y,, (v ~ 1, 2, . . . , n - - l )  
~ - - 1  x - - I  

Z = E 

Durch (117) werden den hyperebenen Sehnitten yon (115) Hyperkugeln des 
Raumes (1.16) zugeordnet. Jeder reellen projektiven Transformation, die (115) 
invariant l~l~t, entsprieht eine quadratische Transformation des Raumes (116), 
welche die tIyperkugeln dieses Raumes wleder auf ebensolche iiberfiihrt (Hyper- 
kugelverwandtschaftcn). 

Es sei nun F eine diskontinuierliehe Gruppe reeller Substitutlonen, die 
(115) in sich selbst transformieren. Wir nehmen an, daft F i h r e  normale Dis- 
kontinui~t noch in gewissen Teilen der gypersph~re (115) bew~hrt, was dann 
der Fall ist, wenn die ersten Elemente (Mo) der Gruppe auf der reellen Hyper- 
sphere (115) nicht iiberall dieht liegen. Nach den allgemeinen Definitionen ist 
dann die Gruppe G der zugeordneten ttyperkugelverwandtscbaften im Raum 
(116) normal diskontinuierlich. Der Normalbereich dieser Gruppe besteht dabei 
aus der Gesamtheit derjenigen Punkte des Raumes, die keiner der Hyperkegel 

(118) (y, - a, y,,)' -t- (Yz - -  a~ y,,)s - t - " "  + (Y,~_, - -  a~_l Y,)~ = 0 

angeh(iren, die den durch die Punkte (a~, ..., a,_,, 1) der Menge (Mo) gelegten 
reellen Tangentenhyperebenen von (115) entsprechen. 

50. Ein hierher geh~iriges Beispiel hat man in den in No. 30 S. 254 betrachteten 
Gruppen, deren erzeugende Substitutionen die auBerhalb einander liegenden Seg- 
mente ~, vl in der an fraglieher Stelle n~iher angcgebenen Weise einander pa~r- 
weise zuordnen. Im vorliegenden Falle liegen die Hyperkegel (118) diskret mad 
der Normalbereich yon G enth~lt die Gesamtheit der Punkte yon (116), die Pankte 
yon (118) ausgenommen. Besehr~inkt man sich auf den reellen Raum (116), so hat 
man als Transformierte der Segmente vl, v~ ein System aul~erhalb einander liegender 
Hyperkugel, die dureh die erzeagenden Substitutionen yon G einander derart 
paarweise zugeordnet sind, daft das Aufiere (Innere) der einen dem Inneren 
(Auiieren) der anderen entspricht. 

Im niedrigsten Falle n ~ 3 reduzieren sich die oben betraehteten Trans- 
formationen auf die Kreisverwandtschaften. Die obigen Betrachtungen fdhren 
dabei zur bekannten Darstellung der Kreisverwandtschaften als hyperbolische 
Bewegungen. 
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IV. Das Hesse-Kleinsche Ubertragungsprinzip. 

w 16. 

Die Relativit~t der Gruppendiskontinuit~t. 

51. Die Ergebnisse der vorigen Kapitel werden dadnreh eine wichtige Er- 
g~inzung erhalten, daft wir die normale Diskontinuitiit als einen relativen Begriff 
auffassen. Dies geschieht dutch Anwendung einer yon HESSE [8] herriihrenden 
und yon KLEIN [9] welter entwickelten Methode, die allgemein unter dem Namen 
,Hesse-Kleinsches Ubertrayungsprinzip" bekannt ist. 

Es sei ~ eine allgemeine gewShnliche oder Hermitesche Form mit den un- 
bestimmten Koeffizienten (z) und den Variablen Yl,Y,, ...,Y,,+I. Es sei ferner r 
diejenige Form, die aus cp vermittels irgend einer linearen Substitution 

nq-I  
( 1 1 9 )  = x ( i  = 1, 2,  . . . ,  n + 1) 

X : I  

erhalten wird. Die Koeffizienten (z') der Form r driieken sich dann als lineare 
Funktionen der Koeffizienten (z) aus: 

(119') z~----- Z c,,,z. (i = i, 2, ..., ~ + I), 

wo die Koeffizienten c gauze rationale Funktionen der Gr~Ben r (ira Falle 
einer Hermiteschen Form auch der Gr~flen ~.x) bezeichnen. 

Jeder @ruppe F der Substitutionen (119) entspricht eine isomorphe Gruppe 
F(cp) tier zugeordneten Substitutionen (119). Indem wit die Koeffizienten (z) 
der Form ~ Ms homogene Punktkoordinaten in einem Raum R,(z) auffassen, er- 
halten wit eine neue geometrische Darstellung unserer Gruppe F, die sich yon 
der friiheren Darstellung dadurch unterscbeidet, dab start der Punkte (y) die 
Formen r oder die Gebilde r = 0 als geometrische Elemente dienen. 

Wir nehmen nun an, dab die Gruppe F diskontinuierlich, d.h.  ohne in- 
tluitesimale Substitutionen ist. Dann ist dies auch mit jeder zu irgend einer 
Form r gehSrigen Gruppe F(~) der FMl. Es liegt dann die Frage naeh der 
Existenz tier Formen cp nahe, fiir welche die gegebene diskontinuierliche Gruppe 
F im betreffenden Raum B(z)  normal diskontinuierlich w~ire. 

Der Zweck der folgenden Betrachtungen ist, die normale Diskontinuit[it 
der Gruppen F(~) bei den allgemeinen Formen ~ zu untersuchen. Dabei werden 
wir die reellen und die komplexen Gruppen flit sieh betrachten, well es natiir- 

35" 
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lich ist, bei den ersteren Gruppen gew(ilmliche Formen, bei den letzteren Gruppen 
Hermitesche Formen als Form ~ anzuwenden. 

52. Es sei 

w 17. 

Gruppen reeller Snbstitutionen. 

( 1 2 o )  = 2 . . .  y n §  

eine allgemeine Form p-ter Ordnung der Variablen 

Yl, Y~, "'", Yn+l 

mit den unbestimmten Koeffizientea (z). Die Gleichung 

( 1 2 1 )  = 2 . . .  = o 

definiert dann elne im Raume R,~(y) liegende algebraische Mannigfaltigkeit A~_I, 
die yon der Ordnung p und der Dimension 2 ( n -  1) ist. Indem wir die GrSfien 
(z) als homogene Punktkoordinaten in einem l~aum R,(z) deuten, erhalten wlr 
aus dem Obigen eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwisehen den Formen (120) 
bzw. den a]gebraisehen Gebflden (121) des Raumes R~,(y) und den Punkten (z) 
des Raumes R,(z). 

Es sei nun F irgend eine Gruppe tier reellen Substitutionen (119), die keine 
infinitesimale Substitution enth~flt und es sei F(~) die isomorphe Gruppe der 
zugeordneten reellen linearen Substitutionen (119'). Wit bezeichnen mit a eine 
beliebige l~ormalfolge von F m i t  den reellen Elementen Me-, und Mn-e" Naeh 
No. 10 bflden die zugeordneten Substitutionen (119 t) yon F(~) elne l~ormalfolge 
a(~). Das zweite Element dieser Folge ist dabei identisch mit der Mannigfaltig- 
keit derjenigen Punkte (~), deren zugeordnetes Gebilde (121) das Element Me_ ̀ 
enth~lt; ferner besteht das erste Element yon a (~) aus der Gesamtheit derjenigen 
Punkte (z), deren zugeordnetes Gebilde (121) eine durch ~ r r  gehende zylindrisehe 
ltiannigfaltigkeit in dem in I%. 9 definierten Sinne ist. 

Naeh unserer in No. 21 gegebenen Definition ist die Gruppe F(~) im Raume 
/~(z) normal diskontinuierlich, wenn es Gebilde (121) gibt, die keines der reellen 
linearen Gebilde Me_, enthalten. Der Normalbereich der Gruppe besteht dabei 
aus tier Manuigfaltigkeit derjenigen Punkte (z), die den fraglichen Gebilden zu- 
geordnet sind. 
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53. Wit  nehmen nun an, daft die Ordnung p der Form (120) fiir n : > l  
eine gerade Zahl ist. Dann gibt es Formen (120), deren zugeordnetes Gebflde 
(121) iiberhaupt keine reellen Punkte besitzt. Es sei Bo(cp) die i~iannigfaltig- 
keit der den letztgenannten Gebilden bezw. Formen entsprechenden I)unkte (z). 
Diese Mannigfaltigkeit hat naeh dem Obigen die bemerkenswerte Eigensehaf~, 
&tg ihre Punkte dem lqormalbereleh der Gruppe F(r  angehiiren, unabhgngig 
davon, welehe reelle diskontinuiertiche projektive Gruppe zur Gruppe F gewghlt 
wird. Wir werden Bo(~), cler somit yon der aligemeinen Form ~, d.h. yon der 
Ordnung und der Anzahl ihrer Variablen derselben allein, abhgngt, als Normal- 
bereich des Formentypus q) bezeichnen. 

Um den Bereieh Bo(r explicite aufzustellen, haben wir die Bedingungen 
dafiir auszudriieken, dag die Mannigfaltigkeit (121) keine reellen Punkte (y) hat. 
Wir zerlegen zu diesem Zweck die Koeffizienten zi in ihre reellen und imagi- 
n~iren BestandteJle : 

wodurch start (121) die reellen Gleiehungen 

(122) ln+l  ~i its ;tn+1 

erhalten werden, l~ach dem Vorhergehenden besteht der Bereich Bo(!p ) aus der 
Gesamthelt derjenlgen Pnnkte (z), fiir welehe die Gleiehungen (122) keine reellen 
LSsungen, yon Yl = Y~ . . . . .  Yn+l ---- 0 natiirlieh abgesehen, besitzen. Man 
gelangt zu ganz verschiedenen Resultaten, je naehdem n = 1 oder n ~ 1 ist. 

Im Falle n = 1 besitzen die Glelehungen (122) im allgemeinen keine ge- 
meinsame LSsung. Damit eine solche existiere, mutt die Resultante jener Glei- 
ehungen verscbwinden. Diese Bedingung wird durch eine Gleichung zwisehen 
den Varlablea z i und ihren konjugierten GrNien ~l dargestellt, wenn man die 
Resultante der Gleichungen 

P P 
(123) �9 Z o, E - " =  = = zzYl y~ ~ 0 

~0 i~0 

gleich Null setzt: 

(124) = o. 

Diese Gleichung stellt eine Hermitesehe ( 2 p -  1)-dimensionale Mannigfaltigkeit 
des 2p-dimensionalen Raumes R~(z) dar. Alle dieser Mannigfaltigkeit nicht zu- 
geh~irigen Punkte sincl Punkte des Bereiehs Bo(~). 

Ist dagegen n > 1, so besitzen die Mannlgfaltigkeiten (122) stets gemein- 
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same Punkte. Damit es gemeinsame reelle Punkte gebe, miissen gewisse Bedin- 
gungen erffillt sein, die analytiseh dutch algebraisehe Ungleichungen zwisehen 
den Variablen ~ und ~ oder z und ~ dargestellt werden k~nnen. Die dem Nor- 
malbereieh nicht zugehSrigen Pankte fiillen daher fiir n > 1 Teile des Raumes 
aus, die yon der gleichen Dimension wie der Raum selbst sind. Es gibt wirk- 
lich einen Normalbereich gleicher Dimension wie der Raum selbst, sobald die 
Ordnung p der Form (120) eine gerade Zahl ist, wie sp~iter ngher gezeigt wird. 

54. Wir wollen hier insbesondere die Lage der reellen Punkte (z) in bezug 
auf den Bereieh Bo (~) untersuchen. 

Es sei zuerst (z) ein Punkt, dem eine definite Form (120) entspricht. Dann ist 

(125)  �9 - ~(~,~) =- Z ~ y ~ l y ,  . . . y ~ + ,  ; ~ ( ~ , ~ )  - 2 ~ y ,  y ,  . . . y ~ + ,  = o.  

Man kann dann um den Punkt (z) herum einen Bereieh konstruieren derart, dal~ 
die Form ~1 (.~, ~/) definit bleibt und die Gebilde (122) somit keine gemeinsamen 
reellen Punkte aufweisen, solange der Punkt (z) im genannten Bereich variiert. 
Die den reellen definiten Formen (120) entsprechenden Punkte (z) des Raumes 
R(z) liegen daher im Innern des Normalbereiehs Bo(qp). 

Ist dagegen (z) irgend" ein reeUer Punkt, weleher einer indefiniten Form 
zugeordnet ist, so gibt es in beliebiger Umgebung desselben sowohl innere Punkte 
yon Bo(q~) als auch Punkte, die aul3erhalb des Bereichs Bo(~) liegen, well man 
bei einer beliebig kleinen Variation der imagin//ren Teile der Gri~Ben z erreichen 
kann, daft ~(~, 7 ) ~  0 mit einer beliebigen reellen A~_, identisch wird. Die 
Gesamtheit der den indefiniten Formen (120) entsprechenden Punkte (z) liegt so- 
mit auf der Berandung des Normalbereichs /~o(~). 

55. ])Ian kann den Normalbereich ~o(~) noch in einer anderen Weise de- 
finieren, die ein ansehauliches geometrisches Bild yon der Struktur des fraglichen 
Bereiches gibt. 

Wir setzen, unter 

(126) u,, u,, ... u,+1 

komplexe Variablen verstanden, 

( i ~ 7 )  ~ _ (~).~' ~, . . . .~§  

~1 4 4+1 in der Entwieklung yon wo (~) den Koeffizienten yon ul u, ... u,+~ 

(u~ + u, + . . .  + u,§ 
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bezeichnet. Die Glelchungen (127) stellen in Parameterform eine in R (z) gelegene 
A~ dar, die wir mit V(~) bezeichnen. Dies ist ein rationales Gebilde, welches 
dutch jede Substitution (119') in sich selbst transfomiert  wird. 

Wir k(innen ferner die Gleichung 

(128) ;I 9 . 1 . + ,  ~ 0 

als die Gleichung einer reellen im Raume R(z) gelegenen Hyperebene inter- 
pretieren, indem wir die @r~iflen y,, y~, ..., y,+, als reelle Konstanten auffassen. 
Der Sehnitt der Hyperebene (128) mit V(~) wird durch Einsetzung der Werte 
yon z aus (127) in (128) erhalten. Man gelangt dadurch zu der Gleichung 

(129) (u, y, + u.~ y, + . . .  + u,+, y,+,)P ~ O, 

woraus hervorgeht, daft die Hyperebenen (128) reelle Schmiegungshyperebenen 
der Mannigfaltigkeit V(~)sind. Der lqormalbereich Bo(~) kann daher als der 
Oft derjenigen Punktc (z) des Raumes R(z) definiert werden, die keiner reellen 
Schmiegungshyperebene des Gebildes V(~) angeh(iren. 

Wir kiSnnen unsere bisherigen Resultate in folgendem Satz zusammenfassen. 

Sat~ 24. Bei jeder Form ~ gerader Ordnung (ira Falle biniirer _Formen 
auch ungerader Ordnung) gibt es einen Bereich .Bo(~p) im zugeordneten Raum R(z), 
wo jede Gruppe F(~), die einer beliebigen diskontinuierlichen Gruppe 1" reellen Sub- 
stitutionen zugeordnet ist, normal diskontinuierlich ist. Die dem Bereich Bo(~) nicht 
zuge~rigen Punkte bilden f i i r n  > 1 einen Bereich yon gleicher Dimension wie der 
Gesamtraum, fiir n ---- 1 dagegen eine algebraische Mannigfaltig~it um einer Einheit 
niedrigerer Dimension. Der Bereich Bo(~) ist auch identisch mit der Gesamtheit 
derjenigen _Punkte, die keiner reellen Schmiegungshyperebene des invarianten rationalen 
Gebildes V(~) angekSren. 

56. Bevor wir auf die Untersuchung des Bereichs B0(~) n~iher eingehen, 
wollen wit an einem wichtigen Beispiel zeigen, dab es Gruppen F gibt, deren 
zugeordnete Gruppe /'(~) als Normalbereich gerade den Bereich Bo(~) hat. 

Wir betraehten zu diesem Zweck die Gruppe P,, aller reellen Substitutionen 
(119) mit ganzzahligen Koeffizienten ai. , d e r  Determinante + 1. Wir denken uns 
die Zahlen ai. ~ als Koordinaten eines Parallelgitters in einem Raume mit n +  1 
Dimensionen. Die Determinante [a~.,] driickt dana den Inhalt des Parallelipipeds 
aus, welches durch den Nullpunkt 0 mad die Punkte 

(13o) . . . ,  = 1, 2 , . . . ,  n + 1) 



280 P . J .  Myrberg. 

definiert wird. Offenbar ist es mSglich, ein solches Parallelipiped zu konstruieren, 
das yore Inhalt Eins ist und dessen Kanten OPi (i = 1,2, ..., n + l )  mit einer 
beliebig gegebenen Richtung mit vorgeschriebener Genauigkeit iibereinstimmen. 
IV[. a .W.  ist es m(iglich, eine unendliche Folge der Substitutionen yon r,, zu 
bestimmen, fiir welehe die Gleichungen 

(131) lira ai.1 --  lim ai., . . . . .  lim ai'"+' - -  c i ( i ~  1,2 , . . . ,n)  
~n+l, 1 0~n+l~ 2 0~n+l, 71+1 

gelten, wo q, c,, ..., c,, ein beliebig gegebenes System reeller G r ~ e n  ist. Die 
betreffende Folge ist aber da~n eine Normalfolge ersten Ranges, welche den 
Punkt (c) zum ersten Element hat. Es ist somit bewiesen, dab jeder Punkt (c) 
mit reellen Koordinateu das erste Element elner Normalfolge ersten Ranges der 
Modulgruppe r,~ ist. 

Es sei nun (Zo) ein beliebiger Punkt yon R(~), welcher dem Normalbereich 
von (~) nicht angehSrt. Diesem Punkt entspricht dann im Raum B(y )  ein Ge- 
bilde (121), welches wenigstens einen reellen Punkt (yo) enth~ilt. Nun gibt es 
nach dem Obigen eine Normalfolge yon r,,, die den Punkt (y~) zum ersten Ele- 
ment hat. Die zugeordnete Normalfolge der Gruppe P~(~) besitzt dann zum 
zweiten Element eine Hyperebene, die den Punkt (Zo) enthglt. Dieser Punkt 
gehSrt somit nicht dem Normalbereich der Gruppe F,(~) an. 

Der Normalbereieh yon Fn(~) ist also wirklieh mit dem Normalbereich yon 
(~) identlsch, wie behauptet wurde. 

Naeh diesen allgemeinen Betrachtungen wenden wir uns einer n~iheren Be- 
stimmung des Normalbereichs zu, wobei wit den Fall der bin~iren Formen beliebiger 
Ordnung und der quadratischen Formen beliebig vieler Variablen eingehender 
behandeln werden. 

w 18. 
Bin~re Formen. 

57. Es sei jetzt r eine Gruppe bingrer reeller Substitutionen 

(132) y~ ---~ aYl+~Y2 ,  Y~ = 7Y ,+dV2 ,  

die keine infinitesimale Substitution enthglt. Indem wir dieser Gruppe die allge- 
meine bin~ire Form p-ter Ordnung zu0rdnen, die wir yon der allgemeinen, in (117) 
angewandten Bezeichnung unwesentlieh abweichend in der Gestalt 

P /~ \P ~z" ' (133) = E 
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sehreiben, erhalten wir eine Gruppe F(~) der Substitutionen 

P 
(].34) z~ ---- ~] ci.~ z~ (i = 0, 1, 2, . . . ,  p), 

g = 0  

deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen p-ter Ordnung der Koeffizienten 
yon (132) sind. 

Das Gebilde V(~) wird bier dutch die Gleichungen 

(135) z, = u, r-~ u~ (u = 0, 1, 2 , . . . ,  p) 

oder noch einfacher dutch die Matriz.engleiehung 

(135') z o z, . .  zp_, = 0 

dargestellt, die eine Normalkurve p-ter Ordnung defmiert. Die Gleichung 

(136) Zo y~ + p z, yf- '  y, + . - .  + % y,p = 0 

stellt die zum Punkt  (y,, y~) gehSrige Sehmiegungshyperebene der Kurve (135) 
dar. Nach No. 55 besteht der Normalbereich B(r  aus der Gesamtheit der- 
jenigen Punkte des Raumes Rp, die keiner an den reellen Punkten yon (135) 
gelegten Hyperebenen (136) angehiiren, was mit dem Resaltat  der No. 27 viillig 
iibereinstimmt. 

Wir  behaupten, dal3 die reellen Schmiegungshyperebenen yon (135) den 
Raum Rp in p + 1 Teile zerlegen. 

Wir gehen zu diesem Zweek yon unserer Form (133) aus, wo die Koeffi- 
zienten z~ derart  gew~hlt seien, daft keine der Wurzeln der Gleichung 

(137) ~, (P )z .~ - "  = 0 

reell ist. Es sei q die Anzahl der Wurzeln yon (137) mit positivem imagin~iren 
Teil. Offenbar ist es dann m~iglieh, v o n d e r  Form (133) stetig in eine beliebige 
andere bins Form derselben Ordnung iiberzugehen, f'fir welche die Zahl q den- 
selben Wer t  hat, ohne dal] irgend eine der Wurzeha der zugeordneten Gleichung 
(137) reell wird, w~hrend dies nicht miiglich ist, sobald die Zahl q fiir die beiden 
Formen nicht iibereinstimmt. Weil  nun q die p + 1 verschiedenen Werte  
0, 1, 2, ..., p ~nnehmen kann, ist damit die Richtigkeit der obigen Behauptung 
erwiesen. Wir  haben daher den 

Satz 9.5. Der .Bereich Bo(cp) zerf5llt bei der bin5ren Form p-ter Ordnung 
in p § 1 Teile. 

Acta math~'nah'ca. 46. Imprimd le 28 aofit 1925. 36 
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Zur Bestimmung der Begrenztmg yon Bo(qO ) haben wir naeh lifo. 53 die 
Resultante der Gleichungen 

(138) z o itP+ p z, itr-, + . . .  + z~ = 0 
~o itp +,P z~ i t s '  + " "  + z~ = 0 

zu bilden: 

(139) ~ (z, z) ~--- 0, 

welche ein ( 2 p -  1)-dimensionales Hermitesches Gebilde definiert. Man hat ferner 
noch eine andere Bedingung zu beriicksichtigen, n~imlich die, daft die Gleichungen 
(138) eine gemeinsame reelle Wurzel it bes]tzen sollen. Dies finder sicher start, 
wenn die gemeinsame Wurzel jener Gleichungen einfach ist, weil diese Glei- 
chungen neben irgend einer komplexen Wurzel auch die konjugierte Gr(iBe zur 
gemeinsamen Wurzel haben. Die zwei- und mehrfachen gemeinsamen LSsungen 
yon (138) geniigen abet neben (139) noch einer zweiten leicht zu bildenden alge- 
sehen Gleiehang : 

(14o) q, = o. 

Die Begrenzang yon Bo(~) enth~lt somit sicher alle Punkte der Mannigfaltigkeit 

(140') O (z, ~) = 0, Q, (z, ~) 4 0. 

58. Wir machen zum Schlul~ noch die fiir die funktionentheoretischen Zwecke 
wiehtige Bemerkung, da~ s~mtliche Normalfolgen von F(r veto Rang Eins sin& 
In der Tat reduzieren sieh die zylindrischen Mannigfaltigkeiten (14) bei den 
bin~ren Formen auf einen p-fachen Punkt: 

(141) (~, y, + ~ yJ~ = 0, 

we (~,, ~2) das erste Element der betreffenden Normalfolge der bln~ren Gruppe 
F bezeiehnet. Das erste Element der zugeordneten Normalfolge von F(~) isi 
identisch mit dem reellen Pnnkt 

z, = ~f-'g (v---- 0 ,1 ,2 , . . . ,p)  

der Normalkurve (135), woraus hervorgeht, daft die letztgenannte Normalfolge 
veto Rang Eins ist. 

Naeh diesen allgemeinen Bemerkungen wollen wit n~iher auf die Betraehtung 
der niedrigsten F~lle eingehen. 



(148) 

der Formen ~ und ~. 

(149) 
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L i n e a r e  F o r m e n .  

59. Ist p ----- 1 und daher (133) eine lineare Form 

(142) ~ ---- z o y, + z, y,, 

so reduziert sich die Gruppe F(~) auf die Gruppe der korrelativen Substitutionen 

(143) g ----- ~Zo+7~,,  z~ = ~o+~z, 

yon (132). Der Bereich Bo(T) besteht hier aus den Punkten der oberen und 

unteren Halbebene, die Begrenzung von Bo(~) aus den Punkten  der reellen 
Achse. Dem Satz 24 entspricht hier der bekannte 

Sa t z  26 .  Jede Gruppe reeller Substitutionen (143), die keine infinitesimale 
,Substitution enthiilt, ist auflerhalb der reellen Achse normal (~- eigentlich) diskonti- 
nuierlich. 

Die Modulgruppe ist die einfachste Gruppe, deren Normalbereich identisch 
mit  dem Bereich /~o(~) ist. 

Q u a d r a t i s c h e  F o r m e n .  

60. Es sei p ~- 2 und daher (133) eine quadratische Form 

(144) ~ ~ Zo y~ + 2 z~ y~ y~ + z~ y~. 

Das Gebilde V(~) ist hier identisch mit dem Kegelschnitt  

(145) Zo ~, - z~ ~ 0, 

die Gleichungen (137), oder 

(146) Zo ~' + 2 z~ ~ + ~ ---- 0, 

repr~sentieren Tangenten yon (145). Um die Begrenzung yon Bo(~) zu erhalten, 
haben wir die Resul tante  der Gleichungen 

(147) Zo/L' + 2 z~ Z + z, ~-~ 0, ~o ~ + 2 ~, ~ + ~2 ---- 0 

zu bilden. Diese ist gleich der Invariante der Funktionaldeteminante 

@ = 41Zoy , _  +z,y ,  z,y 1 _  + z , y :  
ZoY~§ z~YlTZ~ 

Man hat  somit 

. Zo z ,  z ,  zo _z, ' _ _  0 

36* 
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als die gesuehte Gleiehung fiir die Begrenzung yon Bo((p ). Dies ist eine alge- 
bra~sehe Mannigfaltigkeit vierter Ordnung, die naeh Satz 25 den Raum R,(z)  in 
drei Teile zerlegt. 

Nach No. 57 haben wir noch diejenigen Punkte yon (149) zu beriicksichtigen, 
denen zwei gemeinsame Wurzeln der Gleiehangen (147) entsprechen. Dies finder 
start, wean 

(150) ~o __ z, _ z2 
Zo zl Z, 

ist, d .h .  wenn die Gleiehtmgen (147) geeignet normiert reelle Koeffizienten 
Zo, z,, z~ besitzen. Ist dann 

" < O~ (151) ZoZ , - - . ,  = 

so sind die Wurzeln yon (147) reell, sonst aber imagin~r. Wir slnd damit zu 
dem Resaltat gelangt, daft der Begrenzung yon Bo(~) alle komplexen Punkte 
yon (149) and anr diejenigen reellen Punkte angehiiren, die der Bedingung (150) 
geniigen. 

In der tern~ren Gruppe der Substitutionen 

z'o = a~zo+ 2 a T Z , + ~ ' z ~  

(152) zl = a~Zo+(a~+f l r )~ ,+r~z~  

haben wir die bekannte Darstellung der bin~ren Subsiitutionen als nichteuklidische 
Bewegungen der hyperbolischen Ebene, wobei der Kegelschnitt (145) die Rolle 
des absoluten Gebildes spielt. 

K u b i s c h e  F o r m e n .  

61. Wir wol]en noeh besonders den Fall der kubischen bln~iren Formen 

(153) r = ZoY~ + 3z, y~y~ + 3z2y, y~ + zsy*~ 

behandeln. 
Das Gebilde V(~) wird hier vonder rationalen Normalkurve drifter 0rdnung 

(154) Zo ~, ~, = 0 
, Z 1 Z 2  Z a 

repr~isentiert. Die Sehmiegungsebenen yon (154) besitzen die Gleichungen 

(155) Zo Z 8 + 3 z, Z' + 3 ~, Z + ~8 ---- O. 

Die Gesamtheit der reellen Schmiegangsebenen umhiillen eine fiinfdimensionale 
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algebraisehe ]~annigfaltigkeit sechster Ordnung, welche den sechsdimensionalen 
Raum der komplexen u (z) in vier Teile zerlegt. 

Um die Gleichung der genannten l~Iannigfaltigkeit bequem zu erhalten, 
bemerken wir, dal~ jede gemeinsame Wurzel der Gleichungen 

(156) ~ Zo;P+3z~iPT3z , ; tTz  s --~ 0 

auch eine Warzel derjenigen Gleichangen ist, die durch Nullsetzen der Funktional- 
determinante der Formen ~0 und ~, und der ersten partiellen Ableitungen dieser 
Funktionaldeterminante erhalten werden. Diese beiden letzteren Gleiehungen 
sind vom dritten Grade in bezug auf ~ ~ y~ :y~. Mit den Gleichungen (156) 
zusammen bilden sie ein System yon vier kubischen Gleichungen. Damit sie 
eine gemeinsame Wurzel ~ besitzen, muB die Determinante ihrer Koeffizienten 
gleieh bTull sein, wodurch die gesuchte Gleichung f'tir die Begrenzung des Normal- 
bereichs Bo(cp) erhalten wird. 

Aus dem Ausdruck 

(157) ~ : l z~ 2z ' y ' y '  + z'y: z'Y~ T 2z'y'Y'~ +%Y~ I 
" 1  2 i 2 t 

?oy~ + 25 ,y , y ,+  z,y, 5,yl + 2? ,y , y ,+  z~y,t 

der bis auf einen numerisehen Faktor mit der Funktionaldeterminante der Formen 
und ~ iibereinstimmt, erh~ilt man durch Differentiation in bezug auf yl und y, 

die Gleichungen 

(]58) 

d- (zo ~, - ~o z, -- 3 ~, z, d- 3 z, z,) y, y] + 2 (z, ~, -- z, z,) y~ = 0. 

Das Nullsetzen der Determinante der Koeffizienten dieser Gleichungen und der 
Gleiehungen 

3 ---- zo Yl + 3 z, yl' y, + 3 z, Yl y,, + z8 y~3 ~ 0 

= ~o Y, + 3 ~, y~ y, + 3 ~, ---- 0 Yl Y, + zs Y~ 

gibt die Gleichung des gesucbten Hermiteschen Gebildes, dem die Ges~mtheit 
der Randpunkte des ~ormalbereichs unserer kubischen bin~ren Formentypus (153) 
angehiirt. 

Dureh Anwendung der Cayleyschen Symbo]ik hat CLEBSCH ([3], S. 94) fiir 
die obige Resultante eine sehr einfache und elegante Darstellung erhalten. 
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62. Es sei 

w 19. 
Quadratisehe Formen beHebig vieler Variablen. 

-+ '  (&, = 1 
(159) (P = ,,, ~E:=, Z,,, z , ,  y~, y,  \ 4 ,  = 2 (# =~ v) / 

eina allgemeine quadratische Form der n + l  Variab]en Yl, Y2, ..., Y~+I mit den 
unbestimmten Koeffizienten z~,, welche letzteren wir als homogene Punktkoordi- 
naten in dem n (n + 3)-dimensionalen Raum R (z) auffassen. Die Gleichungen (127) 
ersetzen wit  bier durch 

(160) #t,, = u ,u ,  ( ~ , v =  1 , 2 , . . . , n + l ) ,  

welche eine in R(z)  gelegene Hyperfl~che 2~-ter Ordnung repr~isentiereu. 
Um den Normalbereich yon (159) zu best]tureen, zerlegen wit  die Gleichung 

= 0 in die reellen Gleichungen: 

(161) E i t , , & , Y , Y ,  = O, Z 4 , ~ . o , ~ , Y ,  = O. 

Nach No. 53 ist der gesuchte Normalbereich identisch mit  der Mannigfaltlgkeit  
derjenigen Punkte  (z), i~dr welche die Gebilde (161) keine reellen Schnit tpunkte 
haben. 

Wi t  beweisen den 

Sa t z  27 .  Der Normalbereich der quadratischen Formen ist stets zusammen- 
Mingend. 

Es seien r und ~2 zwei reelle quadratische Gebilde (161), die keine ge- 
meinsamen reellen Punkte  besitzen. Wir  zeigen zuerst, dat~, wenn die beiden 
Gebilde reelle Punkte  haben, eines derselben derart  stetig ge~indert werden kann, 
dab es alle seine reellen Punkte  verliert, ohne daft die beiden Gebilde w~ihrend 
der .~nderung reelle Schnit tpunkte aufweisen. 

Wi r  nehmen etwa an, dug das Gebilde cp2 im Innern des Gebildes ~ liegt, 
wobei wir das Inhere yon r bzw. ~ durch die Ungleichungen ~, < 0 bzw. 
�9 2 < 0 defmieren. Es sei ~ eine reelle Griifie des Intervalles (0 _~ it __~ 1). Wir  
bilden, die Form 

(162) ~ ~-- X ~. + (1 - X) ~0, 

wo ~o die positive definite Form 

(162') Cpo ---- y, + y~ + . . .  + y~+, 
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bezeichnet. Ffir 

(163) ~ = 0 

ergibt sich aus (162), wenn 0 ~  ~ ~ 1 ist: 

(164) r < 0 

d. h. die Gebilde (163) liegen im Innern yon ~ und daher yon ~,. Ffir ~ ~ 0 
ist abet: ~ ---- T~ und flit X ~ 1: ~ ----- %. Wenn somit ;t stetig yon Null zu 
Eins w~iehst, variiert das Gebilde % stetig in der Weise, dab es alle seine 
reellen Punkte verliert, ohne daft es w~ihrend jener Anderung reelle Sehnitt- 
punkte mit ~, aufweist, w. z. b. w. 

Wir wollen ferner daran erinnern, daft der Raum der positiven (wie auch 
der negativen) definiten quadratischen Formen zusammenh~ingend ist. Sind n~m- 
lieh ~1 und % positive definite Formen, so ist dies auch mit den Formen 

(165) + (1 - 

der Fall, wo 0 _< ~ <_~ 1 ist. Die den Formen (165) entsprechenden Punkte (z) 
sind identisch mit den Punkten der Streeke, deren Endpunkte die Formen r 
und r repr~isentieren. Daraus geht hervor, daft der Raum der positiven (und 
daher auch der negativen)Formen konvex und mithin auch zusammenh~ngend ist. 

Naeh dem Vorhergehenden kann man das beliebig gegebene Paar (r %) 
reeller quadratischer Mannigfaltigkeiten ohne gemeinsame reelle Punkte in ein 
beliebiges anderes Paar (~,, ~ )  von l~Iannigfaltigkeiten (161), deren Gleiehungen 
durch lqullsetzen reeller, quadratischer definiter Formen erhalten werden, stetig 
derart iiberfiihren, daft sie best~indig keine reellen Schnittpunkte aufweisen. Wir 
nennen diese Operation kurz T. Es sei (~,, ~ )  irgend ein anderes dem Paare 

(~,, r analoges Paar quadratiseher Mannigfaltigkeiten und T diejenige Ope- 
ration, welche das neue Paar in der eben angegebenen Weise in das Paar (~ ,  ~)  
iiberffihrt. Die Operation T T  -~ ffihrt dann die Gebilde ~, und % derart stetig 
in ~, bzw. ~, fiber, daft sie best~indig keine reellen Schnittpunkte haben. 

Nach dem Vorhergehenden ist der Raum Bo(~) bei den quadratisehen 
Formen ~ stets zusammenh~ingend, und zwar so, dab man zwei beliebige Punkte 
stets mit einer Linie verbinden kann, deren Punkte s~mtlich innere Punkte y o n  

s -d. 
Um die Gleichung tier Begre:nzung yon Bo(~) explicite aufzustellen, wollen 

wir uns der Kiirze halber auf die terns quadratischen Formen beschr~nken. 
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63. 
T e r n ~ r e  q u a d r a t i s c h e  Formen .  

Wenn (159) eine tern~re Form ist: 

(p ---- ~,~ y'~ + ~ y~ + z ~  y] + 2 z,~ y, y, + 2 z~8 y, y~ + 2 z ~  y ,  y~, (166) 

geht das Gebilde V(~) in die Feronesesche Eliiche 

(167) z ~  ---- u , ,  z .  ---- u . ,  z .  = u s 
g12 ~ UzU2, Zls ~ UzUa~ Z~s ~ U~Us 

fiber, die eine Flgche vierter 0rdanng ist. Der Normalbereich Bo(~) besteht 
bier aus der Gesamtheit der aufierhalb der ree]len Sehmiegungshyperebenen 

(168) ~ = 0 

der Fl~iehe (167) gelegenen Punkte des Raumes Rs(z). 
Die Gleichung der Begrenzung yon Bo(~) ergibt sich in folgender Weise. 
Es seien 

(169) E i t . .~ , . y .y .  -~ O, Z ~,,,.~,..Yt, Y. = 0 Z,,,= 1 
, .z , , .  = 2 O, + ,,) ,u, ~, ~ 1 ,a, '~' = 1 , 

die der Gleiehung (168) entspreehenden reellen Gleiehungen (161), die hier zwei 
reelle Kegelschnitte /s und K, darstellen. Damit der Punkt 

(170) ~:,. = ~,,.+ ~ . .  (~,,, = 1,2, 3) 

der Begrenzung von Bo(~) angehiire, muJ] es in beliebiger N~he dieses Punktes 
sowohl solehe Punkte geben, die dem inneren von /~o(r angehSren und deren 
entspreehende Kegelschnitte K,, K, keine gemeinsamen reellen Pankte haben, 
als auch solche Punkte, deren zugeordnete Kegelschnitte reelle Schnittpunkte 
besitzen. Dies ist nur dadurch miiglieh, dab die zum Randpunkt (170) yon Bo(Cp) 
geh(irigen Kegelschnitte (169) einander in einem reellen Punkt beriihren. Dann 
miissen aber in diesem genannten Punkte auch die Kegelsehnitte (168) und 

3 
(17i) ~ = Z z,,. ~.. u~, y. = 0 

g , , ~ l  

einander beriihren. 
Wenn wir somit die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir auf- 

stellen, daft die Kegelschnitte (168) und (171) einander beriihren, erhalten wit 
eine Gleiehung, dereu zugeordnete lgannigfaltigkeit U die Randpankte yon Bo(r 
enth~ilt. Diese hlannigfaltigkeit enth~ilt aber dazu unendlieh viele Punkte, die 
der Begrenzung yon Bo(r nieht angehGren. Dean ist (z) ein Punkt yon M, so 
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besitzen die zugeordneten Kegelsehnitte (169) auger den Beriihrtmgspunkten noeh 
zwei andere Schnittpunkte, die sowohl reell als imagin~ir sein kSnnen. Aber 
nut im letzteren Faile liegt (z) auf der Berandung von Be (r Damit dies der 
Fall sei, mug neben der Gleichung yon U noch eine Ungleichung erfiillt sein. 

64. Die analytisehe Dars te lhng von U kann am leiehtesten in folgender 
Weise geschehen (ANDOYER ([1], S. 269). 

Es seien 

(172) d = z,~ ~,~ z,~ 

Zis ~,s ~asI 

die Diskriminanten der Formen ~0 und ~. 

i 
_ Ztt Ztt Zla I 

d ~ Z,2 g~  Z,s I 

Die Diskriminante der Form 

(173) it, ~ + it, 

l~flt sich dann in der Form 

(174) J (it,, Z,) = it~ d + it~ it, e + it, it', ~ + it~ d 

schreiben, wo die Grti/3en 

( 1 7 5 )  e = = o ,,v 

simultane Invarianten der Formen ~ und q~ sind. Damit die Kegelsehnitte 

~ = 0 ,  ~ = 0  

einander beriihren, muZ die Gleiehung 

(176) J (it,, it,) = 0 

fiir it~ :it, eine zweifache Wurzel geben. Die Bedingung hlerFdr ist 

(177) 27 d' d' - 18 dd e ~ - e*~ + 4 d ~' + 4 d e' = 0, 

welche die gesuehte Gleiehung yon U /st. Diese Gleiehung stellt eine neun- 
dimensionale Hermitesehe Mannigfaltigkeit zwSlften Grades dar. 

w 20. 
Bemerkungen fiber die hiiheren Formen. 

65. Die obige Methode beh~lt ihre knwendbarkei t  bei Formen 
Ordnung und einer beliebigen Anzahl Variablen. 

Ada malbematiea. 46. Imprlmd le 7 septembre 1925. 37 

beliebiger 
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Wie oben in dem speziellen Beispiel der quadratlschen Formen finder man 
allgemein, da~ die Randpunkte des ~Tormalbereichs Bo (~) auf derjenigen Mannig- 
faltigkeit liegen, deren Punkten Gebilde (123) zugeordnet sind, die einander in 
reellen Punkten (~, ~) beriihren. Wit  haben also wie oben die Bedlngung fiir 
die Beriihrung der Gebilde 

~'1 ~'2 ln§ q~ = ~ z~y ,  y ,  . . . y , , + ,  = . 0  

~ - .  - -  it1 12 . i tn+x 

auszudr~cken, was dutch das Gleichungssystem 

(178) 

gegeben wird. 
verschwinden. 

(179) 

= 0  

~ = 0  

_0~__. 0_~_ --__- 0 r  O~ __ d~p d~ 
Oy I " dy  1 Oy, " dy~ - -  Oy,,+l : Oyn+~ 

Damit die Gleicbungen kompatibel seien, 
Die so erhaltene Gleichung 

= o 

mul~ ihre Resultante 

zwischen den Variablen z,-z-stellt  eine ttermitesche l~annigfaltigkeit dar, die 
nach dem u die Gesamtheit tier Randpunkte des bTormalbereichs 
/~o(~) enth~lt. 

w 21. 

Gruppen komplexer Substitutionbn. 

66. Die im Vorhergehenden fiir die Gruppen reeller linearer Substitutionen 
hergeleiteten S~itze Iassen sich auf die Gruppen komplexer linearer Substitutionen 
iibertragen, wenn man bei der Anwendung des Hesse-Kleinschen 0bertragungs- 
prinzips die gew~ihnlichen Formen durch die Formen mit konjugiert imagin~iren 
Variablen oder die Hermiteschen Formen 

(180) 
t I ~ t  it1 12 . ;tn+1~-itl =its - n + l  

~(Y, Y) = ~ ~.z, Y, y, ..-yn+, 7, ~, ... Y,,+, 

ersetzt. Diese Formen haben wir schon in No. 18 kurz betrachtet. 
zugeordnete Gleichung 

(181) q., (y, y) = 0 

Um fiir die 
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eine in alien Fiillen brauchbare geometrische Darstellang zu erhalten, haben wir 
die Variablen y in ihre reellen und imagin~iren Bestandteile zerlegt: 

(182) y~ - -  ~ + i ~ ,  L - -  ~ - i ~  (~---- 1, 2, . . . ,  n + l )  

und dann die Variablen ~ and ~ wieder als komplexe Variablen aufgefafit. 
Dadureh geht die Gleichang (181) in die Gleiehung 

(183) 0 ( f + i ~ ,  f - i ~ )  = 0 

fiber, die eine im Raume/~2.+, der komplexen Koordinaten ~, ~ gelegene Hyper- 
fi~ehe A2, , repr~isentiert. 

67. Wir betrachten nun die unbestimmten Koeffizienten z der Form (180) 
als homogene Panktkoordinaten in einem Raume R(z). Dadurch erhalten wir 
eine umkehrbar eideutige Beziehung zwischen den Punkten (z) und den Formen 
(180). Jeder Substitution 

n + l  N-}-I 
(184) y~ = :E ,~,.,yx, 9~ = Z ,~,, ,y.  (i ~ 1, 2, ..., n + l )  

entsprieht eine lineare Substitution 

(185) ~, E c,.~ ~x (~ = 1, 2, . . . ,  , , +  1) 
X - - - ~ I  

tier Variablen ~. Es sei F eine Cxruppe der Substitutionen (184), die keine infi- 
nitesimale Substitution enth~ilt. Die zugeordneten Substitutionen (185) bilden 
dann eine isomorphe Gruppe F(~O), die ebenfaUs frei yon den infinitesimalen 
Substitutionen ist. 

Es sei a eine beliebige ~qormalfolge yon F mit den Elementen M uncl-M. 
Die zugeordneten Substitutionen der Gruppe F(r bilden dann auch eine Normal- 
folge. Man finder leicht, dab das zweite Element dieser Folge aus der Gesamt- 
heir derjenigen Pankte (z) besteht, deren entsprechendes Gebilde (181) das Ele- 
ment M als ganzes enth~ilt. Somit ist die Gruppe F(r im Raume R(z) normal 
diskontinuierlieh, wenn es Hermitesche Gebilde (181) gibt, die kein zweites Ele- 
ment (M) der Gruppe F Ms Ganzes enthalten. Solche Gebilde sind stets vor- 
handen. Denn die Ordnung der Form (180) ist naeh ihrer Definition eine gerade 
Zahl, und es gibt stets Gebilde, die gar keine Punkte besitzen, wie z.B. die- 
jenigen Gebflde (181), ffir welehe 

(186) qJ (f + iT, ~ - i~) 

eine reelle definite Form ist. 

37 * 
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Wir verstehen nun analog wie bei den gew(ihnliehen Formen unter dem 
lqormalbereieh Bo(r des Formentypus (180) den Inbegriff aller derjenigen 
Punkte (z), deren entspreehendes Hermitesehes Gebilde (181) keine reellen oder 
komplexen Punkte haL. Dieser Bereich ist dann wegen seiner Definition identisch 
mit dora gemeinsamen TeLl der Normalbereiehe aller Gruppen F(?), wo F eine 
beliebige Gruppe reeller oder komplexer Substitutionen (187) ist, die keine infi- 
nitesimaie Substitution enthiilt. 

68. Um den l~ormalbereich .Bo (r zu erhalten, haben wir die Gesamtheit 
derjenigen Punkte (z) zu bestimmen, fiir welche die Gleichungen 

( i 8 7 )  , ,  (~, ~) = o ,  , ,  (~, ~) = o,  

die dureh Zerlegnng der Gleichung (183) in ihren reellen nnd imagin~ren Teil 
erhalten werden, keine gemeinsamen reellen LSsungen (yon der trivialen L~sung 

= ~ ---- 0 abgesehen) habea. Es gibt abet auch eine zweite Definition des 
Normalbereichs B o (~), die der Definition in No. 55 analog ist. 

Wit setzen, unter 

(188) u,, u,, . . . ,  u.+, 

komplexe Variablen verstanden, 

it2 I.+ 1:1~ _l' l' - ~+1 ( 1 8 9 )  = . . . .  u . + ,  , . , ' . . . u . + , ,  

wo (Z, l') den Koeffizienten desjenigen Gliedes der Entwicklung yon 

(190) (ul+u,+... + u,+,)P(u, + #,+. . .  + u,,+,)P 

bezeiehnet, welches in der reehten Seite yon (189) vorkommt. Die Gleichungen 
(189) definieren ein dem Gebilde (127) analoges Gebilde V(r welches darch jede 
projektive Transformation (185) in sich selbst iiberfiihrt wird. Wir kiinnen 
nun die Gleiehung (181) als die Gleichung einer Hyperebene des Raumes R(z) 
interpretieren, indem wir die Griiflen y konstant behalten. Der Schnitt dieSer 
Hyperebene mit dem algebraischen Gebilde V($) geniigt der Gleichung 

l . - } -  1 \ p  / n - l l  1 \1o 

(19i) [ - .y,} ( 2; = o 

oder 

(192) ut y, + u~ y~ +. . .  + u.+ 1 y,+~ = 0, 

woraus hervorgeht, dab die Hyperebenen (181) Sehmiegungshyperebenen des Ge- 
bildes V(~) sin& 
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Die vorhergehenden Ergebnisse k(innen wit im folgenden, dem Satz 24 ana- 
]ogen Satz zusammenfassen. 

Satz  28. Bei jeder Hermitesehen Form ~ (y, ~) gibt es einen .Bereich B o (~p) im 
zugeordneten Raume 1~ (z), wo jede GruTq~e F(~0), die einer belieboen diskontinuier- 
lichen Gruppe reeZler oder komplexer Substitutionen zugeordnet ist, normal diskonti- 
nuierlich ist. Die dem Bereich ~B o (~) niclit angehOroen Punkte bilden stets l~iume 
yon gleicher Dimension wie der Gesamtraum. Der .Bereich Bo(O) ist auch identisch 
mit der Mannigfaltigkeit sdmtlicher Punkte (z), die keiner Schmiegungshyperebene des 
Gebildes V (~O) angeh6ren. 

Wie bei den gewiihnlichen Formen zeigt man, dab die den Formen (180) 
mit konjugiert imagin~ren Koeffizienten (z) entsprechenden Punkte (z) im Innern 
oder auf der Berandung yon Bo($)liegen, je nachdem die betreffende Form 
definit oder indefinit ist. 

Wir fiihren jetzt die Transformation 

(193) z~,a'-~- Ua, rwiWa,~ ,, zx, r - ~  Ua, r - i W ~ , a  ' 

aus. Dadurch wird das Gebilde V(~) des Raumes R(z) in ein reelles Gebilde 
des Raumes mit den Koordinaten U, W iiberftihrt. Den komplexen projektiven 
Transformationen des Raumes R(z) werden dabei reelle projektive Transfor- 
mationen des neuen Raumes entsprechen, die das reelle transformierte Gebilde 
yon V(O) in sich selbst iiberfiihren. 

Wie in No. 56 kSnnen wlr anch bei den Hermiteschen Formen die Existenz 
yon Gruppen F nachweisen, fiir welche der l~ormalbereich der Gruppe F(O) mit 
dem Normalbereich Bo(~O) iibereinstimmt. Das einfachste Beispiel liefert die 
Gruppe F ,  ~ aller linearen unimodularen Substitutionen (184) mit ganzzahligen Koef- 
fizienten aus dem Zahlenkiirper (1, i), die fiir n ~ 1 mit der Picardschen Gruppe 
iibereinstimmt. Der Beweis hierfftir wird ganz analog wie bei den reeIlen l~odul- 
gruppen ausgefiihrt, wenn man beachtet, dal~ der absolute Betrag der Determi- 
nante ]a~,x] der Koeffizienten yon (187) auch im komplexen Gebiet als Inhalt 
eines Parallelipipeds interpretiert werden kann, dessen Eeken im Nullpunkt und 
in den Punkten Px(a,.I, r . . . ,  a,.,+0 (u ~ 1, 2, . . . ,  n + l )  liegen. 

Wir  w~hlen als BeispieI die quadratischen Formen. 



294 P.J .  Myrberg. 

w 22. 
Quadratische Hermitesche Formen. 

B i n ~ r e  q u a d r a t i s c h e  F o r m e n .  
69. Wir beginnen mit der Betrachtung der bin~iren quadratischen Hermlte- 

schen Form 

(194) ~ (~, ~) ~ Zo Yl Yl + zl Yz Y~ + z, Yl Y2 + z~ y~ y~. 

Das Gebilde V(qJ) wird bier dutch das Nullsetzen der Determinante yon 
(194) dargestellt: 

Z lz" 2 - z ,  oz  s ~--- O. 

Dieses Gebilde wird dutch die Transformation 

(195) z o ~-- u s + U o ,  z I ~ u , + i u ~ ,  z~ ~ u l - i u , ,  ~s ~ u s - u o ,  

die (193) in etwas ge~inderter Form darstellt, in das Gebflde 

(196) u~ + u~ + u~ - u~ ---- 0 

iiberi~fihrt, das wit als eine Kugel auffassen kiinnen. Den komplexen Substitutionen 

Y'I --- a Y I + f l Y . ,  y;  = r y ~ + ~ y ,  

werden reelle KoUineationen zugeordnet, die die Kugel (196) in sich selbst 
transformieren. Wir haben bier die bekannte Darstellung der komplexen Kreis- 
verwandtschaften als Bewegungen im hyperbolischen Raume (u), wo die Kugel 
(196) das absoluto Gebilde ist. 

l~ach No. 30 driickt die Ungleichung 

2 ~ 2 (197) uo ho + ul u, -I- u~ ~ - u, s us "< [ Uo § ul + u~ - u~sl 

die Bedlngung dafiir aus, dab der Punkt (u) keiner reellen Tangentenebene der 
Kugel (196) angehSrt. Durch die Transformation (195) wird der Ra~m (197) in 
den Raum 

(19s) 

iiberfiihrt, 

(199) 

zl ~2"t- ~. ~ -  ~o~,-  ~o z, ~ ] z l ~ . -  ~o~s] 

welcher mit dem Normalbereich des Formentypus (194) identisch ist. 

70. 
Q u a d r a t i s c h e  F o r m e n  m e h r e r e r  V a r i a b l e n .  

Es sel jetzt 
nq-1 

t*,~--- 1 
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eine quadratische Hermitesche Form der n + l  Variablen y~, y,, ..., y,,+, und ihrer 
konjugierten GrSl~en. Wir setzen wie friiher 

(20o) 
y~, = ~ + i % , ,  y~ = ~ - - i ~ ,  

wodurch die Form (199) in ihren reellen and imaginiiren Teil zerlegt wird: 

@Ol) (y, ~) = ~, (4, 7) + i ~, (4, 7). 

Um den Nomalbereich B o (~) zu bestimmen, haben wit die Gesamtheit der reellen 
Gr56ensysteme (z', z") zu bestimmen, fiir welche die reellen quadratischen Mannig- 
faltigkeiten 

(202) ~,  (4, 7) = o, ~,(4,  7) = o 

keine gemeinsamen reellen Punkte haben. Man hat hier einen dem in No. 62 
betrachteten analogen Fall mit dem Unterschied, da6 jetzt die Gleichungen (202) 
bei willktirlichen Werten der Parameter z nicht die allgemeinsten Paare qua- 
dratischer Gebilde repri~sentieren. Die Betrachtungen der No. 62 behalten jedoch 
ungei~ndert ihre Giiltigkeit, wenn man zur Form (162') die Form 

(2o3) ~, @, ~) = 

w~hlt, die der Hermiteschen Form 

204) 

.+I 

.+i 

o(y, 9) = Z y,9, 
Y = l  

zugeordnet ist. Man gelang~ dadurch zum 

Sa~ 29 .  Der ~ormalbereich ist bei den qttadratischen Hermiteschen Formen 
stets zusammenhSngend. 
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(2O6) 

a n .  

Y. Automorphe Funktlonen. 

w 23. 
Existenz der automorphen Funktionen. 

71. Die funktionentheoretische Abteilung unserer Arbeit zerF~llt in zwei 
Teile. 

Im ersten Teile werden allgemeine S/itze fiber die automorphen Funktionen 
bei Cremonagruppen beschrRnkter Ordnung hergeleitet. Es wird unter gewissen 
allgemeinen Bedingungen die Existenz automorpher Funktionen nachgewiesen 
und der Existenzbereich sowie die wesentlichen Singularit~iten dieser Funktionen 
bestimmt. 

Der zweite Teil ist der Untersuchung der arithmetisehen Invarianten belie- 
biger gewiihnlicher und Hermitescher Formen gewidmet. 

Start homogener Variablen, die in geometrisehen Betrachtungen die geeig- 
netsten sind, wollen wir in unseren funktionentheoretisehen Untersuchungen yon 
nicht homogenen Variablen Gebrauch machen. Wird 

(205) Y~ : Yn+, ---- xi (i = 1, 2,..., n) 

gesetzt, so nimmt die Cremonasubstitution (102 i die Form 

~'~(Xl, x~, . . . ,  x~) (i ---- 1, ~ , . . . ,  n) r 

x, = ~;+ , (x , ,  x , , . . . ,  x~) 

72. Wie in der Einleitung erw~hnt, werden wit den Existenzbeweis der 
automorphen Funktionen, der Methode yon POISCAR~ [24] folgend, dadurch aus- 
fiihren, dab wir ana]ytische Ausdrficke vermittels unendlieher Reihen bilden. 
In erster Linie wird zu diesem Zweck die yon PICXRD [20] gegebene Verallge- 
meinerung der Poinear~sehen Reihen angewandt, die wit in der Form 

(207) 0 (x,, x,,..., x,) = ~ H(x[, x',, ..., x ' , ) /0~,  [ [ 0 (x[, x~,X""..., x . ) ]"  x'~) [~ 

schreiben, wo H eine rationale Funktion und m eine positive ganze Zahl be- 
zeichnet, die spiiter genauer definiert werden, und wo (x~, x~, ..., x') die Gesamt- 
heir der Substitutionen der betreffenden Cremonagruppe G durehl~iuft. 

Es soll die Konvergenz der Reihen (207) unter der folgenden allgemeinen 
Bedingung untersueht werden. 
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Bed ingung  (A'). Es gibt im Raume 1~ einen 2 n-dimensionalen Bereich D, 
dessen Transformierte vermittels der Substitutionen der diskontinuierlichen Cremona- 
gruppe G, yon endlich vielen derselben ]~chstens abgesehen, in einem endlichen oder 
ins Endliche transformierbaren Bereich W liegen. 

Im allgemeinen folgt aus der Bedingung (A') die normale Diskontinuitiit 
der Gruppe im Bereich D. 

Es seien n~mlieh (A~_,) beliebige aul~erhalb des Bereichs W gelegene 
Hyperfl/ichen, deren zugeordnete Gebilde (A'~_,) fin projektiven Raume R d keinen 
gemeinsamen Punkt haben. Die Gesamtheit der Punkte des Cremonaraumes, die 
keiner der Hyperfl~ichen (A,,_,) oder ihren Transformierten vermittels der Cre- 
monagruppe angehiSren, bilden einen in bezug auf diese Gruppe invarianten 
Bereich Do, der D als Teilbereich enth~ilt. Der Bereich D O geniigt aber dann 
der in No. 40 formulierten Bedingung (A), woraus naeh Satz 20 die normale 
Diskontinuit~t der Gruppe fin Bereich D O und daher in D eine Folge ist. 

73. Bevor wir den eigentlichen Konvergenzbeweis der Reihen (207) be- 
ginnen, wollen wir eine elementare Formel herleiten, die fin Folgenden eine 
mehrfache Anwendung finden wird. 

Es sei 

(208) P(x , ,  x , , . . . ,  x,,) = ~ %x~... ~ x ,  x, . . .  x,, 

eine ganze rationale Funktion p- ter  Ordnung mit beliebigen reellen oder kom- 
plexen Koeffizienten. Die Gleichung 

(209) / ) (x , ,  x, ,  . . . ,  xn) = 0 

P definiert dann eine fin Raume /~,~(x) gelegeneA~_~. Wir setzen nun 

1, 1~ In (210) zx~x,...x, = xl x, ... x,,, 

wo it1, )~2, ..., ).,, alle nicht negativen ganzen Zahlen durehlaufen, fiir welche 

(211) Al+its+. . .  +/tn < p .  

ist, wobei Zoo... o 
Gleiehung 

(212) 

----1 zu setzen ist. Die in dieser Weise aus (209) erhaltene 

(z) = E % ~ , . . .  ;n z~ ,~ . . .  ;= = 0 

stellt dann eine fin Raume /{(z) der Variablen (z) gelegene Hyperebene dar. 
Acta m ~ t i c a .  46. Imprim~ ]o 7 soptembre 1925. 38 
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Nun gilt fiir den Abstand des Punktes (z) yon der ttyperebene (212) der 
Ausdruck 

(213) d ( z ,  ~ )  - -  ] E q ' x " - : ' a ~ - ~ ' * ' " ' z " l  
C i 7 V2'I ~,~, ~ol 

wo bei der Summierung unter dem Wurzelzeichen die Kombination ;t I = ~ . . . .  
= ~ = 0 auszuschliet~en ist. Hieraus ergibt sich fiir den absoluten Betrag 
der Funktion (208) die folgende wichtige Darstellung: 

(214) [P(x,, x , ,  . . ., x,,)l = ,J(x, P)  ~/"E'l cz, z, .. . ~.,,[" 

wo A' (x ,  P)  start A( , ,  ,p) geschrieben ist. 
Es sei ferner U irgend ein abgeschlossener Bereich des Raumes R , ( x ) ,  der 

keinen Punkt des Gebfldes (209) enthglt. VermSge (210) wird dem Bereich U 
ein bestimmter abgeschlossener Bereich U' des Raumes R ( z )  zugeordnet, der 
keinen Punkt der Hyperebene (212) enthglt. Es sei A o der kiirzeste Abstand 
des Bereichs U' yon der ttyperebene (212). Dann ist 

(215) A(x,  P) => ~o > o 

im Bereich U. 

74. Indem wir jetzt den Konvergenzbeweis der Reihen (207) beginnen, 
schreiben wir die rationale Funktion H als Quotient zweier Polynome: 

(216) H ( x , ,  x ,  .. x,,) = P '  (x,, x, , . . . ,  x,) 
' "' / ' , ( , , ,  x , , . . . ,  x , ) '  

w o  

(217) 

;tj ;t~ ~t n /~,(x, ,x, , . . . ,x,)  = E % ~ . .  ~ x, x, . . . x .  

P , ( x , ,  x , ,  . . ., xn) ~ . b x ,  z .~. . . l  x ,  x., . . . x , ~ .  

Wegen (214) ist dann 

~(x', P,) 
(218) [H(x',, x l , . . . ,  x')l = A(x ' , / ' , )  

Wir wghlen nun zum Gebilde 

. . . . .  [ ~  ~ 

(218') / ' , (x , ,  ~,, . . . ,  x,,) = 0 

eine beliebige auBerhalb des Bereichs W gelegene Hyperflgche. Solange der 
Punkt (x) in dem Bereich D gewiihlt wird, werden die ~iquivalenten Punkte (x') 
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naeh der Bedingung (A') innerhalb des Bereichs W liegen. 
D die zu (215) analoge Ungleichung 

(219) A(x ' ,  p,)__> ~o > o. 
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Daher gilt im Bereich 

(220) 

der Fall ist. 
fortfa~ren. 

Wir kiinnen daher mit der Betrachtung dieser speziellen Reihe 

75. Es sei (206) irgend eine Substitution unserer Cremonagruppe G. 
zugeordnete Funktionaldeterminante 

(221) 

liigt sieh in der Form 

0 (xl,  X n  I ) (~) = _ _  . . . .  
0 (x,, x,, . . . ,  x,) 

(222) ~(x)  - J ( x )  
tF.+,(~)I-§ 

sehreiben, we 

(223) J(x) = 

,v  oF, aF, 
O x  I c)x 2 

F, OF, OF, 
Ox, Ox~ 

OF,+, OF.+, F,,§ Ox, 

o . ,  

o o .  

oF, 
Ox,~ 
oF, 
Ox,, 

O F=+ l 
Ox. Ox,~ 

Dabei stellt die Gleichung 

(224) ~' .+,(x) = 0 

das ,Fluehtgebilde" und die Gleichung 

( 2 2 r  J ( z )  = o 

das ,Jacobische Gebilde" der Substitution (206) dar. 
38* 

Die 

Aus der Gleichung (218) geht aber dann hervor, daft der absolute Betrag yon 
! t H(x~, x,, ..., x'), wenn (x',, x~, ..., x') alle S~bstitutionen der Gruppe G durch- 

l~uft, im Bereich D unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Daraus folgt, dab 
die Reihen (207) im Bereich D gleichm~il~ig und absolut konvergieren, sobald 
dies mit der speziellen, der knnahmB H = 1 entspreehenden Reihe 
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Es seien nun (x)und (2) zwei beliebige Punkte eines abgeschlossenen ~-neren 
Teilbereichs D' yon D. Weil die :Fluchtgebilde (224) als Transformierte des 
unendlich fernen Gebildes aufierhalb D liegen, haben die Gr613en J(x ,  F~+I) und 
J(~, F~+,) eine yon Null verschiedene untere Grenze, die nur yon D' abh~ngt. 
Daraus folgt naeh (214), dab ftir s~mtliche Fluchtgebilde 

(225) I F.+,(x) [ .J(x, F,,+,) ] ~:+,(~) - -  A(~, F.+,) > _ ~ > o  

ist, wenn (x) und (~) beliebig in D' variieren. 
Es sei fe rnerv  eine im Bereich D' gelegene kleine Hypersphiire mit dem 

Volumen v. Wir bezeichnen mit v' das Volumen der Transformierten yon v 
vermittels der Substitution (206). Man hat 

(236) v ' =  vl~(~)]' , 

wo ~ elnen Punkt yon �9 bezeichnet. 
Nun ist nach (222) 

(227) ~ (x) g (x) ( F~+, (~) ~"+' 
(~) - J(~) \ ~.-~'+,(x---7/ " 

Wegen (225) und (226) ergibt sich hieraus 

I 
Diese Ungleiehung zeigt, daft die absolute Konvergenz der Reihe (220) ftir 
m : 2 yon derjenigen der Reihe 

(229) ~_~ ~ j ~ - )  v / J(x) \' , 

abhiingt, wo ~ einen Punkt you ~ bezeiehnet, der mit der Substitution im allge- 
meinen variiert. 

76. Um die absolute Konvergenz dieser letzteren Reihe zu untersuchen, 
bemerken wir zun~ichst, dab die Funktionen J(x) gauze rationale Funktionen 
beschr~inkter 0rdnung sind, woraus folgt, dal3 die Gebilde (224') durch eine 
endliche Anzahl ( <  q) Punkte eindeutig bestimmt werden. Es ist offenbar 
m~glich, im Bereich D' eine endliche Anzo.hl aut~erhalb einander liegender kleiner 
Bypersph~iren 

(230) %, %, . . . ,  vq 
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in der Weise zu konstruieren, dag jedes der Gebilde (224') wenigstens yon einer 
derselben einen Abstand hat, der oberhalb einer von Null verschiedenen GriJf~e 
z/o liegt. 

Wir fassen nun a]lgemein in der Summe ~]~ diejenigen Glieder der Reihe 
(229) zusammen, deren zugeordnetes Gebilde (224') von v, einen Abstand hat, der 
> z/o ist. Zur Absch~itzung der Summe 2 ,  identifizieren wir v~ mit v. Wir 
haben dann nach (214) fiir jedes Glied yon 2 ,  und jeden Punkt x des Gebietes 
D' die Ungleiehung 

I __J(x) [ z/(x, J)  
(231) i g(~) [ = -z/(~,,-J) < Q, 

wo ~v einen Punkt yon v~ bezeichnet und wo C, eine endliche Konstante ist. 
Daher wird 

(232) .[ ~,,,] < G~ y.. v,', 

wo ~ v', die Snmme der Volumina der Hypersph~re v~ und ihrer Transformier~en 
bezeichnet. Diese Summe ist aber endlieh, well die Gruppe in D' normal dis- 
kontinuierlich ist und well die Transformierten yon v, im Endlichen, n~imlich 
im Bereieh W, liegen. Jede der Reihen ~ ,  (v ~ 1, 2, ..., q) ist daher im Be-  
reich D' gleiehm~il~ig und absolut konvergent. 

Well nun jedes Glied yon (229) wenigstens in einer der Summen ~ ,  vor- 
kommt, mug aueh die Reihe (229) selbst in D' gleiehm~Big und absolut kon- 
vergent sein. Dies gilt dann auch betreffs der Reihe (220) und somit auch 
betreffs der allgemeinen Reihen (207) fiir m ~ 2 und dann natiirlich aueh fiir 
m ~ 2 .  

77. lm allgemeinen finder aber die Konvergenz der Reihen (207) in einem 
griigeren Bereich start. Wit  werden n~mlieh den folgenden Satz beweisen. 

Satz 30. Die Reihe (207) konvergiert, wenigstens nach Fortlassen einer end- 
lichen A~zahl Glieder, fiir m :> 2 gleichmiiflig und absolut in ]edem abgeschlossenen 
Bereich U, der keinen Hdiufungspunkt der Transformierten des Gebildes (218') und 
keinen Hiiufungspunkt der Fluehtgebilde (224) entl~lt. 

Wit wiihlen im Bereich D eine endliche Anzahl yon Hypersphiiren mit 
den Mittelpunkten 

(233) ~,, ~ , , . . . ,  ~ 

derart, dag fiir jede Substitution der Gruppe G wenigstens eine unter ihnen 
augerhalb der beiden Gebilde 
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(234) v , ( . ' )  = o ,  J(x)  = o 

liegt, was miiglieh ist, weil diese Gebilde von besehr~inkter Ordnung sin& Wir 
bilden dann den Quotienten zweier entsprechenden Glieder der Reihen O(x) und 
O(~), wo x irgend einen Punkt des Bereiehs (7, der als endlich vorausgesetzt 
werden kann, and ~ irgend einen der Punkte (233) bezeichnet. Der genaante 
Quotient ist dem absoluten Betrag nach gleich 

(235) I '~ 

wo P~ and P~ die Ziihler der rationalen Funktionen P, (x') and PI (x') bezeichnen. 
Well die Gebilde 

(236) 1-'1 ---- 0, F.+, = 0 

in dem abgeschlossenen Bereich U naeh 
haben, bleiben die Quotienten 

(237) "~(~' p') 
a(x, L ) '  

der Annahme keinen H~iufungspunkt 

(f, F,,+,) 
,~ (x, F.+,)  

wenigstens yon einem gewissen Glied ab unterhalb einer endlichen Grenze K r 
Ferner liegt wenigstens eine der Funktionen 

,/(x, P]) J (x, J)  (v : 1, 2 , . . . ,  p) 
(238) J (~,, PI) J (~'' J )  

im Bereieh U bei beliebig gew~ihlter Substitution von G unterhalb einer end- 
lichen Konstanten K~, well nach dem Vorhergehenden die beiden Abstiinde 
J(~,, P~) and J(~,, J )  wenigstens fiir einen Wert yon v oberhalb einer yon Null 
verschiedenen Grenze bleibefi. Somit ist 

p 
~ )  " ,,t or " 

d(x, P,) J [d(x,  J)  J K," 
~ 1  

Aus (235) folgt daan, mit Riieksieht auf die obige Abseh~tzung der Gr~il~en (237), 
die Ungleiehung 

P 
(240) [//(x') ~ (x)I" < K: "+''' K, E I H(~ ') ~ (IL) P", 

die nach dem Vorhergehenden im Bereich U wenigstens yon einer Stelle ab fiir 
die Glied~r dec Reihe (207) giiltig ist. 
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Nach dem vorhergehenden Beweis ist jede der p Reihen 

Z ~(~:)I~ (~,)}~ (~ = 1, 2, ..., r) (241) 

ffir m ~ 2 absolut konvergent, weil die Ptmkte (~,) dem Bereieh D angehtiren. 
Wegen (240) mul~ dann die Reihe (207) ffir m ~ 2 gleiehm~Big und absolut im 
Bereieh U konvergieren, wenigstens naehdem endlich viele @lieder fortgelassen 
worden shad, w. z. b. w. 

78. Die Reihen (207) definieren analytische Funktionen, die den Funktional- 
gleichungen 

, x : ) l - ~  , . [ 0 (x' , ,  x , ,  . : . .  
(242)  o (x : ,~ , , . . . , x , )  = o(x,, x,, ..., ~,,)i~(xi~ x,, . . , ~  

geniigen, we (x') eine beliebige Substitution der Gruppe G bezeiehnet. Der 
Quotient zweier O-Funktionen mit einem und demselben Exponenten m i s t  also 
eine automorphe Funktion unserer Cremonagruppe. 

Wir haben somit die Existenz automorpher Funktionen nachgewiesen, die 
in jedem Bereieh meromorph sind, der keine H~iufungsstelle der Gebilde 

(243) •,(x') = o ,  F . . , ( x )  ---- 0 

enth~ilt. Die H~ufungsstellen der Gebilde (243) mfissen ersiehtlieh wesentliche 
Singularit~ten der durch die Reihen (207) definierten Transzendenten sein. 

Welcher Zusammenhang finder nun zwischen dem Normalbereieh der Gruppe 
und dem Existenzbereieh ihrer automorphen Funktionen start ? 

Wir gehen, um dies allgemein einzusehen, zum projektiven Raum R d fiber 
Es sei H eine gyperfl~ehe, deren Schnitt mit I verm~ige (107) dem aulierhalb 
des Bereiehs W gelegenen Gebilde (218') zugeordnet ist. Wir kSnnen annehmen, 
dab die Transformierten yon H vermittels der Substitutionen der zu G ge- 
ordneten projektiven Gruppe F keinen gemeinsamen Punkt haben, weleher Be- 
dingung sieher alle Gruppen geniigen, bei denen keine allen Substitutionen 
gegeniiber invariante A, (tt ~_-- n -  2) existieren. Es sei a eine beliebige 

Normalfolge yon F mit den Elementen M and M. Es sei ferner H' irgend eine 
der Transformierten yon H, die das Element M nicht als Ganzes enth~ilt. Die 
Transformierten dieser Hypertt~iche vermittels a-' konvergieren dann naeh Satz 5 

gegen eine Mannigfaltigkeit, die das Element M als Ganzes enth~ilt. Daraus 
geht hervor, dab im allgemeinen jedes der zweiten Elemente der Cremonagruppe 
den H~ufungsgebilden yon (243) angehSrt. Die Punkte dieser Elemente kiSnnen 
daher dem Existenzbereich der automorphen Funktlonen nieht angeh(iren. Weil 
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nun der Normalbereich der Gruppe nach seiner Definition aus der Menge aller 
zu den zweiten Elementen nicht gehSrigen Punkte besteht, ist durch das Obige 
bewiesen, dag die automorphen Funktionen im allgemeinen nieht aul]erhalb des 
lqormalbereichs der Gruppe existieren kSnnen. Sie besitzen aber im allgemeinen 
wesentliehe Singularitiiten auch in dem Normalbereich, sobald n > 1 ist (vgl. die 
Beispiele in w 27). 

Wir k~innen die zuletzt erhaltenen Resultate im folgenden Satz zusammen- 
fassen. 

Batz 31. Jede der Bedingung (A') geniigende Gruppe besitzt automorphe Funk- 
tionen, die vermittels der verallget~i~zerten Poincardschen t~eihen in ihrem gm~zen 
~Existenzbereich darslellbar si, nd. lm allgemeinen ist der Existenzbereich jeder auto- 
morj~hen :Funktion in dem !Vormalbereich der Gruppe enthalten. 

79. Wir wollen jetzt nachtrs untersuehen, in wie weit die Bedingung 
(A') fiir die Darstellbarkeit tier automorphen Funktionen vermittels Poincar4scher 
Reihen notwendig ist. 

Wir bemerken zu diesem Zweck, dal3 die Gebilde 

' . .  = 0 ,  ( 2 4 4 )  . ,  

die Fdr Glieder yon (907) algebraische Unstetigkeiten sind, nieht den ganzen 
Raum R~ ausfiillen dfirfen, weil die dutch die betreffende Reihe definierte Funktion 
andernfalls iiberall singular w~ire, was unm~glich i~t. Im allgemeinen, n{imlich 
wenn es keine allen Substitutionen der Grappe gegeniiber invariante A~, glbt, 
lrann man unter den Gebilden (244) ein System w~hlen, das keinen gemeinsamen 
Punkt haben. Dies ist im wesentlichen der Inhalt der in No. 40 aufgestellten 
Bedingung (A), die somit zur Darstellbarkeit tier automorphen Funktionen mit 
Poinear~schen Reihen notwendig ist. Unsere Bedingung (A') setzt nun etwas 
mehr voraus. In derselben wird n/imlieh die Existenz einer kontinuierliehen 
Mannigfaltigkeit yon Hyperfl/ichen A,~_ 1 vorausgesetzt (niimlich die Hyperfl~ichen, 
die aul~erhalb des Bereiehs W liegen), deren Transformierte vermittels der Sub- 
stitationen 'der gegebenen Gruppe einen gewissen 2n-dimensionalen Bereich frei 
lassen. Dadurch werden die Unstetigkeitsgebilde der Glieder der Reihe (207) 
Bedingangen unterworfen, die dutch Ungleichungen zwischen den Koeffizienten 
ihrer Gleichungen ausgedriiekt werden, wiihrend man andernfaUs dnrch Gleichungen 
darstellbare Bedingungen hiitte. 
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Wir wollen das obige Resultat dutch den folgenden Satz aussprechen. 

Satz  32. Die )Bedingung (&') dri~ckt die not~endige und hinreichende .Bedin- 
gung dafiir aus, da~ mit willkiirlich wShlbaren, d. ]~. dutch Ungleichungen definierten 
algebraisc]~en Unstetigkeitsgebilden versehene automorphe Funktionen existieren, deren 
analytische Darstellung durch verallgemeinerte Poi~zcar~sche Reihen m/iglich ist. 

80. Die vorhergehenden Betrachtungen beruhen wesentlich auf der An- 
wendung analytischer Ausdriicke, die wie die Reihen (207) unendliche Summen 
oder Produkte rationaler (oder einfacher transzendenter) Funktionen sind. Die 
durch solche Reihen definierten analytischen Funktionen k(innen abet im Falle 
mehrerer Variablen nicht denselben Grad der Allgemeinheit haben wie bei den 
Funktionen einer Variablen, was eine Folge davon ist, dab die Niveaugebilde 
analytischer Funktionen zweier und mebrerer Variablen im allgemeinen irreduzible 
transzendente i~Iannigfaltigkeiten sind. Es ist daher a priori miiglich, daft es 
Gruppen gibt, deren automorphe Funktionen keine analytische Darstellung ver- 
mittels der Poincar~schen oder analoger Reihen gestatten. In der Tat hat man 
ein so]ches Beispiel in den abelschen Funktionen, deren Niveaugebilde im all- 
gemeinen irreduzible transzendente l~Iannigfaltigkeiten sind. Um dies zu be- 
weisen~ geniigt es nach dem Vorhergehenden zu zeigen, da~ die Transformierten 
jeder yon dem unendlich fernen Gebilde verschiedenen algebraischen Mannigfaltig- 
keit verm(ige der Substitutionen der abelschen Gruppe den ganzen Raum aus- 
fiillen. Dies haben wir in der Tat in einem anderen Zusammenhang fiir den 
Fall zweier Variablen und fiir die linearen Funktionen getan ([18]; S. 95). 

w 24. 

Zwei allgemeine Klassen automorpher Punktionen. 

81. Es gibt zwei aUgemeine Klassen diskontinuierlicher Gruppen, auf welche 
die obigen Ergebnisse anwendbar sind, n~mlich die Gruppen mit festen Hi/ufungs- 
gebilden und die Gruppen mit einem endlichen invarianten Raum, die resp. in 
den w167 14 und 12 untersucht worden sind. 

Wir wollen das Bestehen unserer Bedingung (A') zun(ichst an der ersten 
der genannten Klassen best~tigen. 

Es sei F eine Kollineationsgruppe, die den drei in No. 47 aufgestellten 
Bedingungen geniigt. Es sei H irgend eine Hyperebene, die einem Punkt des 
Normalbereichs der korrelativen Gruppe zugeordnet ist. Diese Hyperebene ent- 
h~ilt dann keinen Punkt der abgeschlossenen lkIenge (M) der ersten Elemente 

Acta ~a~h~na~.a. 46. Imprimd le 8 sep~mbre 1925. 39 
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yon F. Wir denken uns eine lineare Transformation ausgefiihrt, durch welche 
die Hyperebene H ins Unendliche iiberfiihrt wird. Nach Ausfiihrung dieser 
Transformation werden s~imtliche Punkte yon (M) im Endlichen liegen. 

Es sei nun D irgend ein endlicher Bereicb, dessen Punkte innere Punkte 
des Normalbereichs von B sind. Iqaeh Satz 6 sind die Hiiufungspunkte der Trans- 
formierten von D identisch mit den Punkten tier Menge (2d). Well diese Punkte 
im Endlichen liegen, kann man D so w~hlen, da~ alle seine Transformierten im 
Innern eines endlichen Bereiches W liegen. Die Bedingung (A_') ~st also im 
vorliegenden l~alle stets erfiillt. 

Wir w~ihlen jetzt als Unstetigkeitsgebilde (218') unserer Reihen Hyperfl~chen 
II, die keinen Punkt der Menge (21) enthalten, weleher Bedingung u.a .  alle 

Hyperebenen geniigen, die den Punkten des Normalbereiehs von F korrelativ 
entsprechen. Die H~ufungsgebilde der Transformierten jener Hyperfl~iehen fallen 
dann naeh No. 47 mit den Hyperebenen der Menge (~ )  tier zweiten Elemente von 
F zusammen. Man hat somit den 

Sate. 88.  Bei denjenigen Kollineationsgruppen, deren siimtliche Normalfolgen 
den Rang Eins besitzen und die nebst ihrer korrelativen Gruppe normal diskonti- 
nuierlich si~zd, gibt es dutch Poincardsche Reihen darstellbare automorphe Funktionen, 
deren Existen~bereich mit dem ]Vormalbereich der Gruppe identisch ist und deren wesent- 
liche Singularitiiten, die mit den zweiten Elementen der Normalfolgen der Gruppe 
zusammenfallen, yon der Gruppe allein, nicht aber vonder Wahl der Funktion selbst 
ab]uingen. 

Wir haben im vorliegenden Falle automorphe Funktionen mlt festen wesent- 
lichen Singularitiiten, in welcher Hinsicht diese Funktionen somit eine vollkommene 
Analogie mit den Funktionen einer Variablen aufweisen. 

VermSge der projektiven Abbildung kann man den vorhergehenden Satz 
unmittelbar auf die Cremonagruppen iibertragen. 

Wir nehmen zu diesem Zweck an, dab die Gruppe F i h r e  normale Diskon- 
tinuitiit noeh in gewissen Teilen des invarianten Gebildes I bew~ihrt. Durch 
die Transformation (204) gehen dann die automorphen Funktionen der projek- 
riven Gruppe 1" in diejenigen der zugeordneten Cremonagruppe G fiber, deren 
Existenzbereich mit dem Normalbereich von G zusammenFillt. 

Wie schon in No. 48 erw~ihnt wurde, geh~iren s~mtliche eigentlich diskon- 
tinuierliehe Gruppen linearer Substitutionen einer Variablen zur Kategorie der 
Gruppen mit festen H~ufungsgebilden. Die automorphen Funktionen einer Va- 
riablen subsumieren sich daher als einfachster Spezialfall unter die im Vorher- 
gehenden betrachteten automorphen Funktionen. 
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82. De r  Bedingung (A') geniigen ferner die in w 12 untersuchten Gruppen 
mit einem endlichen invarianten Raum, indem dann die Bereiche D und W 
identisch mit dem invarlanten Raum sin& Wit  w~hlen als Unstetigkeitsgebilde 
(218') irgend eine aul~erhalb des invarianten Raumes gelegene Hyperfl~che und 
wit gelangen zum 

Satz 34. lm allgemeinen besitzt jede Gruppe yon Cremonasubstitutionen be- 
schriinkter Ordnung, die einen endlichen ]3ereich in sich selbst transformieren, sobald 
sie keine infinitesimale Substitution enthitlt, automorphe Funktionen, die im genannten 
Bereich meromorph sind. 

Die einfaehste Anwendung des vorhergehenden Satzes bieten uns die Gruppen 
linearer Substitutionen, die einen Hauptkreis besitzen (die fuchssehen Gruppen). 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir zu einer n~iheren Unter- 
suehung der wichtigsten Klassen automorpher Funktionen iibergehen. 

w 25. 
Hyperfuchssche Funktionen. 

83. Wir beginnen mit der Betrachtung der automorphen Funktionen yon 
Kollineationsgruppen. Werden die ]inearen Substitutionen 

, ai,, x, + a!,~ x,  +_ . - - .+  a_,.._~ x,~ + al, ~.~ (i ---~ 1, 2, . . . ,  n) (245) xl . . . . . . . . . . .  
a~+l, 1 xl  + an+l, ~ X2 + " "  + a,~+l, n X,, + a~+l,,~+~ 

unimodular geschrieben, so nimmt die Poincar~sche Reihe (207) die Gestalt 

(246) O(x,, x,, ..., x,) = Z It(x',, x~, ..., x')la,+,.,x , +.. .  + a,,+,,,,x~+ a,,+,.,+, }-~'"§ 

an ,  

Die ersten and wichtigsten allgemelnen Beispiele automorpher Funktionen 
mehrerer Variablen mit elner Gruppe linearer Sabstitutionen hat man in den 
hyperfuchsschen Funktionen, die fiir n ~ 2 von P~CAaD and fiir beliebiges n yon 
Funisi eingefiihrt worden sind. Unter den vorstehenden Namen versteht man 
die automorphen Funktionen der in w 8 betrachteten ,hyperfuchssehen" Gruppen, 
d. h. derjenigen Gruppen linearer Substitutionen, die eine ttermitesehe quadra- 
tische Form der Charak~eristik Eins, d.h. eine Form des Typus 

(247) r y) = Y,~I,+y,y,§247 Y,+,, 
invariant lassen. 

Naeh No. 48 geh~ren die hyperfuchsschen Gruppen zur Kategorie der 
Gruppea mit festen tt~iufungsgebilden. Gleiehzeitig besitzen sic abet aaeh einen 
endlichen invarianten Raum, n~nlich 
(24s) < o. 

39* 
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Wegen des Satzes 34 gilt daher der 

Satz  35. Jede Gruppe linearer Substitutionen, die eine Hermitesche Form 
(247) der Charakteristik .Eins in sich sdbst transformieren, besitzt, sobald keine infi- 
nitesimalen Substitutioner~ vorkommen, automorphe _Funktionen, die in dem l~ormal- 
bereieh (248) der genannten _Form meromorph sind. 

84. Es gibt Gruppen, deren Normalbereich mit (248) identisch ist, z.B. die 
Gruppen aUer ganzzahligen komplexen Substitutionen, die eine Form des Typus 
(247) mit ganzzahligen komplexen Koeffizienten in sich selbst fiberfiihren. Die 
zugehSrigen automorphen Funktionen haben den Bereich (248) als wahren Existenz- 
bereich, fiber dessen Begrenzung hinaus keine analytische Fortsetzung miig- 
lich ist. Diese Funktionen bilden eine direkte Verallgemeinerung der auto- 
morphen Funktionen einer Variablen mit Grenzkreis, welche sich hier in der 
Tat als niedrigster Fall (n ---- 1) subsumieren. 

Die auf S. 258 betrachteten Gruppen mit diskret liegenden singul~ren Tan- 
gentenhyperebenen ffihren zu automorphen Funktionen, die im ganzen Raum bis 
auf die genannten Hyperebenen existieren. Wir haben bier eine Verallgemei- 
nerung der automorphen Funktionen mit einem Hauptkreis, der kein Grenz- 
kreis ist. 

Wir wollen hiernach n~her den Fall betraehten, wo die Koeffizienten der 
Substitutionen reell sin& Diese Substitutionen fiihren neben der Hermiteschen 
Form (247) die reelle quadratische Form 

(249) ~(y) ~ ~ ' Y, + Y, + . . . .  + Yn - Y,~+, 
in sich selbst fiber. 

lqach No. 30 besteht der Normalbereieh der Form (249) ffir n > 2 aus 
dem zusammenhiingenden Raum 

( 2 5 0 )  Y,Y,+Y2Y,+"" +YnYn--Yn+,Y,,+,< ]Y~+Y~+'"+Y,~--Y~+,], 

fiir n ~ 2 dagegen aus dem dreiteiligen Raum 

Es gibt naeh No. 30 Gruppen, deren Normalbereich mit (250) bzw. (251) 
identisch ist, wie z.B. die Gruppen linearer ganzzahliger Substitutionen, die 
eine ganzzahlige Form des Typus (249) in sieh selbst transformieren. Fiir diese 
Gruppen F gilt der 

Satz 36.  Jede zu einer Gruppe F gehOrige Poincardsche l~eihe definiert fiir 
n > 2 eine analytische tZunktion, die den Bereich (250) als Existenzbereich hat, 
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w~ihrend sie fiir n ~- 2 gleichzeito drei analytische Eunktionen definiert, die in je 

einem der drei Raumteile existieren, in welche der betreffende vierdimensionale Raum 

dutch die Mannigfaltigkeit (251) zerlegt wird. 

Beispiele yon automorphen Funktionen anderer Art geben die auf S. 254 
betrachteten Gruppen. Die automorphen Funktionen dieser Gruppen existieren 
im ganzen Raum bis auf die diskret liegenden reellen Tangentenhyperebenen 
des Gebildes ~ = 0. 

w 26. 
Eine Klasse automorpher Funktionen ohne invariante Gebflde. 

85. Die in w 9 betrachteten Kollineationsgruppen ohne invariante Gebilde 
fiihren zu den ersten allgemeinen Beispielen automorpher Funktionen mehrerer 
Variablen, die den automorphen Funktionen einer Vaxiablen ohne Hauptkreis 
analog sin& 

Die genannten Gruppen geniigen den drei in No. 47 aufgestellten Bedin- 
gungen und gehtiren daher zur Klasse der Gruppen mit festen H[iufungsgebilden. 
Die zugehSrigen automorphen Funktionen existieren im ganzen Raum bis auf 
die diskret liegenden Hyperebenen, welche die zweiten Elemente tier ~ormal- 
folgen der Gruppe bilden and welche fiir die automorphen Funktionen der Gruppe 
feste wesentliche Singularit~ten sind. 

w 27. 
Zyklische Gruppen. 

86. Ein sehr lehrreiches Beispiel bieten die zyklischen Gruppen linearer 
Substitutionen. Der Kiirze halber betrachten wir nur den allgemeinen Fall, wo 
die determinierende Gleichung der erzeugenden Substitution keine gleichen 
Wurzeln besitzt. Dann 1/il~t sich diese Substitution in der kanonischen :Form 

' = ~ x ,  (i 1 , 2 ,  . n) (252) x~ = . . ,  

darstellen. 
Wir w[ihlen die Bezeichnung so, da5 

( 53) < = < . . .  = < 

ist. Dutch die lineare Transformation 

1 (254) x, _ Y,, - -  = y~ ( i ~ - - - 1 , 2 , . . . , n - 1 )  
Xn Xn 

kann man erreicben, daft die Gr~ii~en I~] hiichstens gleich Eins werden, wenn sie 
dieser Bedingang nicht anfangs geniigen. 
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Wir  k~nnen annehmen, daft in (253) das Ungleiehheitszeichen wenigstens an 
einer Stelle gilt, wet1 die yon (252) erzeugte Gruppe andernfalls endlich w~re 
oder eine infinitesimale Substitution enthielte. Es set daher etwa 

(255)  I~,1 = I~,.I . . . . .  I ~ l  < l~,,+~l ~ . . .  < l~ . - .+ , l  . . . . .  t, , .I = 1. 

Jede maendliche ~olge 

(256) Sp,, S~,, . . .  

yon Potenzen der Substitution (252), f'fir welche die Grenzwerte 

(257) ~ -- lira pearg~a(mod. 2~) (;t ~--- n - ~ + l ,  . . . ,  n) 
e = r  

existieren, ist eine Normalfolge yore Rang v. Wenn die Grenzwerte (256) auch 
fiir ~ -~ 1, 2, . . . ,  ~ existieren, ist auch die inverse Folge yon (256) eine Normal- 
folge vom Rang ~. 

87. Start der Poincar~sehen Reihen (207) w~ihlen wir hier die Reihen 

+oo 
1 -ra 

p ~ - - - O 0  

die den Vorteil bieten, direkt automorph zu sein. Wir  nehmen der Kiirze halber 
an, dab H ein Quotient zweier linearer Funktionen ist:  

Q(x) 
(259)  H (x) = _P (x) " 

Dana ist naeh der Formel (214) 

(260) IH(~x , ,  ~x.) l  - -  a(x,  Q_~) ~ / . :~  [u~l'~[b'l' 

WO 

(261) Qp(x) ---- ~, b,u~x,-l-bn+, = 0 

(261)' .Pp(x) = ~ a,u~x,+an+, = 0 

die Gleiehungen der Transformierten yon 

(262)  O(x)  = o ,  P ( ~ )  = o 

(p ~ -+1, -+2,. . .)  
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vermittels S -p repr~isentieren. Ist nun z.B. a, ~ 0 und a,,~.O, so bleibt der 
zweite Faktor der rechten Seite yon (260) fiir alle Werte yon p sicher unter- 
halb einer endlichen oberen Grenze. Wird dann x in irgend einem endlichen 
abgeschlossenen Bereich U gew//hl~, tier kelnen H//ufungspunkt tier Hyperebenen 
(261') enth~ilt, so bleiben die Grtigen (260) bis auf endlich viele derselben unter- 
halb einer endlichen Grenze. 

Nun konvergiert die Reihe 

§  

(263) 

wegen I~,1 < 1 Fdr m > 0  gleichm~ig und absolut in jedem endlichen Bereich, 
wo x, ~ 0 ist, wenigstens wenn endlich viele Glieder fortgelassen werden. Nach 
dem Vorhergehenden mu~ daher die in entsprechender Weise abgekiirzte Reihe 
(258) im Bereich U gleichm~iZig und absolut konvergieren. 

88. Die Reihen (258) definieren automorphe Funktionen unserer zyklischen 
Gruppe, die in jedem Punkt meromorph sind, der keine H~iufungsstelle der Ge- 
bilde (261') ist. Diese Gebilde sind algebraische Unste~igkeiten der betreffenden 
Funktionen. Ihre H~ufungspunkte sind dann wesentliche Singularit~iten. 

Nach dem Vorhergehenden bestehen diese Singularits aus der Gesamt- 
heir der den verschiedenen Normalfolgen (256) der Gruppe entsprechenden linearen 
Mannlgfaltigkeiten 

(264) 

and 

(265) 

n 

~, az e mz x z + a n .  , ~--- 0 

~ ,  aaei~ xz ~ O. 
Z ~ I  

Wir betrachten etwa die Gleichungen (265). Fiir Ix ---~ 1 stellen sie alle 
die Hyperebene x I ~--- 0 dar. F i i r  g = 2 hat man die Gleichung 

(266) a, e i~' x ,  + a~ e i~2 x 2 ~ O. 

tiler sind zwei wesentlich verschiedene F~lle zu unterscheiden, je nach dem die 
1 Zahl ~ - a r g  z'r, rational oder irrational ist. Im ersten Falle kann nach (257) 

der Ausdruck e i ( ~ 1 - ~ )  nut endlich viele Werte annehmen, und die Gleichungen 
(266) stellen daher eine endliche Anzahl tIyperebenen dar. Im zweiten Falle 
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liegen nach einem bekannten Satze. yon KaO~'ECK~ [11] die kleinsten positiven 

Reste modulo 2~ der Zahlen p arg u-~ (p ~ --!-1,-+ 2, ...) iiberall dicht im Inter- 
~gE 

valle (0,2~), woraus folgt, daft die unendlich vielen ~annigfaltigkeiten (267) zu- 
sammen das ganze (2 n -  1)-dimensionale Gebilde 

(267) [al x,I = l a, x~l 

repriisentieren, welches den Raum /~, in zwei Teile zerlegt. 

Es sei schlie~lieh ~ ~ 3. Wir  begniigen uns damit, die beiden extremen 
F~lle zu behandeln. 

Die eine extreme MSglichkeit ist, dab alle Zahlen ~ arg -~ (~t ~ 2,3, ...,/~) 
Z ~  U s 

rational sind. Wie oben hat man dann endlieh viele Hyperebenen (265). 
Der entgegengesetzte extreme Fall  ist derjenige, we zwisehen den Griil~en 

1 ux keine homogene lineare Relation mit ganzzahligen Koeffizienten statt- ~ - a r g  -~- 

finder oder, was dasselbe ist, wenn keine Gleiehungen der Form 

q~ q~ u ~  1 (268) u~ ~ . . . .  

gelten, we die Exponenten ganze ZahIen shad, die nieht sgmtlieh verschwiaden. 
Naeh dem Kroneckersehen 8atz approxmaieren die Gr~iliensysteme 

(269) p argua(mod2z)  (it ~ 1, 2, . . . ,  ~; p ----- 1, 2, 3, . . .)  

dann alle Systeme yon ~Zahlen, die si/mtlieh im IntervaUe (0,2~) liegen. Die 
zu den Gebilden (265) geh~irigen Punkte liegen daher iiberall dieht ha dem Raum, 
der durch die Gleiehung 

(270) ~ e it~ a~ xx ~ 0 

dargestellt wird, wenn darin die reellen Gr(iBen t z unabhiingig vonehaander die 
Intervalle (0,2~) darchlaufen. Der betreffende Raum ist offenbar der Oft der- 
jenigen Punkte, flit welehe die Gleiehungen 

F* 

(271) Ja, x,] ~ "y]' [axx~] (~ = 1, 2, . . . ,  ~) 
~.~1 

gleiehzeitig gelten, we in ~]~ der Index it ~ u auszuseMiet~en ist. Diejenigen 
Punkte, die den Ungleiehungen (271) nieht geniigen, bilden einen zusammenhgn- 
genden Bereieh, wie leieht einzusehen ist. 
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Indem wir mit den Gleichungen (264) analog verfahren, gelangen wir zum 

Satz 37. Ist in (257) wenigstens eine der Zahlen ~ und v grSJ3er als zwei, 
so fiillen die wesentlicl~en Singularitdten der automorphen ~'unktionen im allgemeinen 
.Bereiche aus, die yon gleicher Dimension wie der Gesamtraum sind, und die durch 
ein System yon Ungleichungen der Form (271) darstellbar sin& 

Wenn dagegen eine der GrSj3en ix und v gleich zwei, die andere gleich zwei oder 
eins ist, bilden die wesentlichen Singularitaten nur (2 n -  1)- dimensionale Mannig- 
faltigkeiten, die dutch (267) und analoge Gleichungen reprdsentiert werden k6nnen. 

Schlie/3lich hat man im Falle l~ ~ v ~ 1 die Hyperebene x I ~ 0 und die 
unendlich ferne Hyperebene als einzige wesentliche Singularitgten. 

Finden l~elationen der Form (268) start, so sind die wesentlichen Singulari- 
tgten yon geringerer Mdchtigkeit. 

w 28. 
Hyperabelsche Funktionen. 

89. Unter den automorphen Funktionen, die zu Gruppen nichtlinearer Sub- 
stitutionen gehiiren, sind die bekanntesten die hyperabdschen Funktionen, d .h .  
die automorphen Funktionen der in w 13 betrachteten Gruppen reeller Substi- 
tutionen 

! a i  Xi + ffi . = [ (272) xi --'~ ~,x,+ ' , '  D, 17: fl' I ~ 0  (i = 1, 2,... n). 

Es gibt hier einen invarianten Bereich: 

(273) I(x,) > o, l(x,) > o , . . . ,  I(x,) > o, 

der durch eine Transformation der Form (272) auf den endlichen Bereich 

(274) I ~ , l < l ,  I ~ , l < l ,  . . . ,  I ~ l < i  

abgebfldet werden kann. Wegen des Satzes 34 kann man im vorliegenden Falle 
den folgenden Satz aufstellen. 

Satz 38. Jede Gruppe reeller Substitutionen (272), die keine infinitesimale 
�9 Substitution entMlt, besitzt automorphe Funktionen, die im Bereich (273) meromorph 
sind (die hyperabelschen Funktionen). 

Wir denken uns die Substitutionen (272) so normiert, daZ 

D I D , . . . D n - -  1 
dcta math~na~ea. 46. Imprim~ le 8 septembre 1925. 40 
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wird. 

(275) 

P. J. Myrborg. 

Dann nehmen die Reihen (207) folgende Gestalt an: 

' .  x')(r, H ( x ~ ,  x ~ , .  . ,  x ,  + ~,)-~'~. . .  (7,, x,, + ~,~)-~". 

Um die Bedingungen ffir die Konvergenz dieser Reihen zu finden, gehen 
wir zum Raum der Variablen (~) fiber. Die PoincarSsche Reihe (275) der trans- 
formierten Gruppe ist naeh w 23 in jedem inneren Teilbereich von (274) fiir 
m => 2 gleiehm/il3ig und absolut konvergent, wenn der Nenner P(~) der ratio- 
nalen Funktion H(~)weder im Innern noeh auf der Berandung des Bereiehs 
(274) Nullpunkte aufweist, was z. B. dutch die Wahl 

(97G) = Ca+, 

erreicht wird, wenn man 

(277) :E Ic, I < Ic, +,l 
7 . ' = 1  

annimmt. Beim Rfickgang zu den u (x) finder man, daft es ffir die 
gleiehm~fiige und absolute Konvergenz der Reihen (275) in jedem abgeschlossenen 
Bereich des Raumes (273) hinreiehend ist, dab H ( x , ,  x ~ , . . . ,  x , )  endlich bleibt, 
wenn alle Variablen x,, x~, . . . ,  x, reell sind, und ferner, daft 

, ~ m r  H ( X l , X 2 ,  . . . ,  xn) x l  X9 . . .  X n 

bei unbegrenzt wachsenden Variablen endlieh bleibt. 

90. Unter den hyperabelschen Funktionen slnd in erster Linie diejenigen 
zu nennen, deren Gruppe den Bereich (110) als Normalbereich hat. Ffir diese 
Funktionen, zu denen u. a. die hSheren Modulfunktionen gehi~ren, ist (273) der 
wahre Existenzbereich. 

~an kann aber auch Beispiele yon hyperabelsehen Funktionen finden, die 
nicht jeden Punkt der Begrenzung yon (273) als wesentlich singul/ire Stelle 
haben. Dann gibt es im allgemeinen wesentliche Singularit~ten aufierhalb des 
Bereiehes (273), die beweglich, d. h. yon der Wahl der Funktion H in der Reihe 
(275) abh//ngig sind. Dies ist z.B. mit den zyklischen Gruppen der Fall, wenn 
einige der Funktionen (272) aperiodisehe elliptisehe Substitutionen repr//sentieren. 
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w 29. 
Andere Beispiele. 

91. Die in No. 46 besproehenen Gruppen quadratiseher Substitutionen ge- 
h~ren zur Kategorie der Gruppen mit einem endlichen invarianten Raum, woraus 
folgt, dal~ unsere funktionentheoretisehen Resultate bei ihnen anwendbar sind. 
Die hierher geh~irigen automorphen Funktionen hat GmAUD in seiner These aus- 
fiihrlich untersucht. Das wichtigste Beispiel dieser Funktionen bilden die Quo- 
tienten der Thetanullwerte bei den abelschen Funktionen, wenn man sic in ihrer 
Abh[ingigkeit von den :Normalperioden der abelschen Integrale betrachtet. 

Die in w 15 untersuchten Gruppen der Hyperkugelverwandtschaften fiihren 
zu automorphen Funktionen mit festen wesentlichen Singularit~ten. Diese Sin- 
gularit~ten bestehen nach der allgemeinen Theorie aus den Minimalhyperkegeln 
(118), die im betreffenden Raum diskret liegen. 

In diesem Zusammenhang kiinnen schlieBlich die automorphen Funktionen 
der Jonqui~resschen Gruppen genannt werden, die in einem interessanten Ver- 
h~ltnis zu den automorphen Funktionen einer Variablen stehen [19]. Es handelt 
sich bier um die Gruppen der Substitutionen der Form 

(278) x ' - -  a x + ~  y! = Coy+C~X~+C2Xn-'+...+c~§ 
7x + ~ ' (TX + ~)" ' 

die nach einem zuerst von F_,~UlqV~s ([5]; S. 342) bewiesenen Satz neben den Kolli- 
neationsgruppen und den Gruppen der Kreisverwandtschaften sowie ihrer Trans- 
formierten die einzigen Gruppen yon Cremonasubstitutionen zweier Variablen 
sind, die in endliehen kontinuierliehen Cremonagruppen als Untergruppen ent- 
halten sind. 

w 30. 
Eine neue Darstellung automorpher Funktionen bei gewissen Gruppen. 

92. Wir wollen hier zum Abschlu~ eine neue Art unendlicher Reihen einfiihren, 
die zur analytischen Darstellung automorpher Funktionen in gewissen wichtigen 
F~illen dienen kSnnen, unabh~ngig davon, ob die Bedingung (A') erfiillt ist oder 
nicht. 

Es sei 

(279) r (y,, y~, . . . ,  y,,+,) 

eine indefinite quaflratische Fore  mit reellen ganzzahligen Koeffizienten. Es 
seien ferner (~,  q2, . . . ,  q~+,) und (~,, ~,, ..., ~+,) zwei Punkte der Mannigfaltigkeit 

40* 
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(28o) ~ (y,, y , , . . . ,  yn+,) = o, 

deren n erste Koordinaten paarweise iibereinstimmende ganze Zshlen sind: 

(281) ~, = ~, (~ = 1, 2 , . . . ,  ~), 

w~hrend die letzten Koordinaten ~. ,  und ~/~+~ konjugierte quadratische Irratio- 
nalit~iten bezeiehnen. Das Produkt 

(282) ( ~  0~ ~,)"+1 0~ _\ 

dessen Faktoren gleich Null gesetzt Tangentenhyperebenen yon (280) darstellen, 
geht dann bei Multiplikation mit einer geeigneten ganzen Zahl in eine zer- 
fallende quadratische Form 

n-l-1 

(283) ~ (y , ,  y ~ , . . . ,  yn+,) = E ~ . , ~ y ,  
~ v ~ l  

fiber, deren Koeffizienten reelle ganze Zahlen sin& 

Wir denken uns jetzt auf (283) die Gesamtheit aller linearen Substitutionen 
mit reellen ganzzahligen Koeffizienten ausgeiibt, die die Form (279) invariant 
lassen. Dadurch erhalten wit eine unendliche Anzahl mit (283) arithmetisch 
~iquivalenter Formen 

~-[-1 
(284) ~ ( y ~ , ~ , . . . , y ~ , )  - -  21 , . ~y ,y . ,  

~,~I 

unter denen unendlich viele mit einander identische vorkommen k(innen. 

(285) 

93. Wit bilden jetzt die Reihe 

J ( Y )  ---- I ~+1  ~o, , 
Z, / 

wo die ~uBere Summierung fiber die Gesamtheit der yon einander verschiedenen 
Formen (284) zu erstrecken ist. Um die Konvergenz jener Reihe zu unter- 
suehen, bemerken wit zun~iehst, daft die Gleiehungen 

~-~-I 
(286) E z ' ,  y~ y, = o /~, 

~ , ~ 1  

Paare reeller Tangentenhyperebenen yon (280) darstellen. Es sei (279) eine 
Form der Charakteristik 1 oder 2. Dann gibt es nach w 6 einen 2n-dimensio- 
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nalen Bereieh, der l~ormalbereich B der Form (279), der keinen Punkt yon (286) 
entMlt. 

Wit behaupten, dab die Reihe (285) fiir hinreiehend grol~es Q in jedem ab- 
geschlossenen Bereich .B', dessen Punkte im Innern von B liegen, gleichm~il~ig 
und absolut konvergiert. 

Wir ~tihren eine geeignete reelle ganzzahlige Substitution aus derart, dab 
.B' yon keiner Koordinatenhyperebene gesehnitten wird. Wir zerlegen dann 
die Reihe (285) in .~ (n W1) (n + 2) Teilreihen, indem wir allgemein in Z,., die- 
jenigen Glieder zusammenfassen, in welchen z~,., dem absoluten Betrage nach der 
kleinste unter den Koeffizienten ist. (Sind mehrere kleinste Koeffizienten vor- 
handen, so kann ein beliebiger yon ihnen zum kleinsten Koeffizienten gew~ihlt 
werden.) Wir betrachten irgend eine dieser Teilreihen, z. B. 2;,,+,.~,+,, die dem 
letzten Koeffizienten zn+l.,,+l zugeordnet ist. Wir setzen y~:y,,+i = xl und wir 
maehen Gebrauch yon der allgemeinen Formel (214). Fiir dae allgemeine Glied 
yon 2~,,+,,n+, erhalten wit dann die Gleiehung 

(2s7) I z ~ , , y . y . I  = [y,,+, r~ (x ,~ ' )  V 2  ~, ' 

wo z/(x, J )  den Abetand des Punktes (x) yon der dem Gebilde (286) zugeordneten 
Hyperebene 

n + l  

(2ss) E ~; , . t . , .  = o 
p , v  ----=- 1 

dee Raumes (t) bezeichnet und wo bei aer Summierung unter dem Wurzelzeichen 
die Kombination ~ ----- v = n + 1 auszuschlieBen ist. 

Nun ist naeh unserer Annahme Yn+~ 4 0 im Bereiche .B'. Ferner hat ,/@, z') 
in B '  eine yon Null versehiedene untere Grenze. Das allgemeine Glled yon 
~n+~,~+~ ist somit dem absoluten Betrage naeh kleiner ale das mit einer gewlssen 
endliehen Konstanten multiplizierte entspreehende Glied der Reihe 

(289) ~ _1. r 

Ferner ist, well z~+~.~+~ der kleinste unter den Koeffizienten ist, 

(290) ,~' I z,,,, I' ----> -~ z I,~,,,, I', 

wo rechts die Summe iiber alle Koeffizienten dee betreffenden Glledee zu er- 
etreeken ist. Die Glieder yon (289) sind daher kleiner ale die mit einer Kon- 
stanten multiplizierten entsprechenden Glieder der Summe 
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(291) ~ 1 .o 

Nun ist die Reihe 
1 

me +"" + 

wo die Zahlen m unabh~ngig von einander alle ganze Zahlen durchlaufen (mit 
kusschlul~ der Kombination m I ---- m, . . . . .  m~,,+l) = 0), konvergent, sobald 

2 

1) 
(292) 0 > 2 " 

Fiir diese Werte yon e konvergiert also sicher die. Reihe (291) und somit auch 
die Teilreihe 2~§ ~ von (285). Dasselbe gilt offenbar auch fiir die iibrigen 
Teilreihen, und es ist somit unter der Bedingung (292) die Reihe (285) selbst im 
Bereich B' gleichm~i~ig und absolut konvergent. 

94. Die Reihen (285) stellen im Bereich B ganze Funktionen dar, die un- 
geiindert bleiben, wenn auf die Variablen y irgend eine ganzzahllge Substitution 
ausgeiibt wird, die (279) invariant l~il3t, weil dabei nur die Glieder jener Reihe 
unter einander permutiert werden. Sie definieren also automorphe Formen der 
Gruppe der genannten homogenen ganzzahligen Substitutionen. Es seien Je, (Y) 
und Je~(Y) irgend zwei Formen dieser Art mit den Exponenten .o, bzw. e2- Der 

Quotient 
(v) 

stellt dann eine automorphe Funktion der inhomogenen Gruppe dar, deren Exi- 
stenzbereich mit dem l~ormalbereich der Form (279) identisch ist. Denn die 
Tangentenhyperebenen (286), die fiir die Glieder der Reihe (285) Unstetigkeits- 
gebilde sind, besitzen jede reelle Tangentenhyperebene von (280) als H~iufungs- 
gebilde, wie man leicht zeigen kann. 

Auf die ganzzahligen Formen des Typus (55) angewandt f'fihrt die obige 
Methode zu einer neuen Darstellung der zugehSrigen automorphen Funktionen, 
die neben der Darstellung vermittels Poincar~scher Reihen angewandt werden 
kann. 

Wichtiger ist abet der Umstand, dab die Reihen (285) auch bei Gruppen 
reeller Substitutionen, die eine Form der Charakteristik zwei (68) in sich selbst 
transformieren, zur Bildung automorpher Funktionen dienen kSnnen, die im 
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ganzen Normalbereich der Form existieren, was vermittels der Poincargsehen 
Reihen nicht miiglich ist. Wegen der Resultate tier No. 31 kann man im vor- 
liegenden Fall den folgenden Satz aufstellen. 

Satz 39. Bei den Gruppen reeller ganzzahliger Substitutionen, die eine ganz- 
zahlige Form des Typus (68) in sich selbst transformieren, stellt ]ede l~eihe (285) im 
F a l l e n  ~ 3 eine automorphe Form dar, die de~ Raum (72) zum Existenzbereich hat; 
im Fal len  ~ 3 dagegen reprdisentiert ]ede derartige l~eihe gleic]~zeitig drei automorphe 
Formen, deren Existenzbereiche mit ]e einem der 13aumteile zusammenfallen, die dutch 
(73) definiert werden. 

Die obige Methode kann unmittelbar bei Hermiteschen Formen der Charak- 
teristik Eins mit komplexen ganzzahligen Koeffizienten angewandt werden. Man 
gelangt dadureh za einer neuen Methode zur analytischen Darstellung der 
hyperfuchsschen Funktionen. 

VI. Arithmetische Invarianten. 

w 31. 
Allgemeine Definitionen. 

95. Das vorliegende letzte Kapitel ist der Untersuchung gewisser auto- 
~norpher Funktionen gewidmet, die in tier arithmetischen Formentheorie eine 
hervorragende Rolle spielen. Unsere Betrachtungen stehen in engem Zusammen- 
hang mit dem in Kap. IV entwickelten Hesse-Kleinschen s 

Es sei 

(293) �9 (Y,, Y~,-'., Y~+,) : ~ zx,~... ~,,+, Y, Y, ... Y,+, 

eine Form beliebiger 0rdnung der Variablen 

(294) y,, y~, . . . ,  y~+, 

und mit den unbestimmten Koeffizienten z. Es sei ferner F, die reelle Modulgruppe 
des Ranmes R. mit den homogenen Koordinaten (294), d.h. die Gruppe aller 
reellen ganzzahligen unimodularen Substitutionen 

n-bl 
(295) g = Z a,.~y~ (i = 1, 2,..., n + 1). 
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Dureh diese Substitutionen wird aus (293) eine unendliche Anzabl Formen 

(296) . . . ,  ,s,+,) = ' y ,  y ,  . . .  u 

erhalten, die mit der Form (293) arithmetisch iiquivalent genannt werden und 
deren Gesamtheit eine Formenklasse (~) bildet. Zwischen den Koeffizienten der 
transformierten (296) und der urspriinglichen Formen herrschen dabei die Re- 
lationen 

, , + l  

(297) z~-~ Z ci.,z, (i ---- 1, 2, ..., v +  1), 

deren Koeffizienten ci.~ ganze rationale Funktionen der Koeffizienten der ent- 
sprechenden Modulsubstitution (295) sind, deren Ordnung gleich derjenlgen der 
Form (293) ist. Die Substitutionen (297) bilden eine mit der Modulgruppe iso- 
morphe Gruppe, die wir mit F~ (~) bezeiehnen. 

96. Unter den Invarianten der Form (293) versteht man gew~ihnlich rationale 
Funktionen der Koefiizienten (z), die bis auf eine Potenz der Determinante der 
Substitution unge~indert bleiben, wenn die Variablen (294) einer beliebigen linearen 
Substitution unterworfen werden. Die Bestimmung dieser Invarianten ist eine 
Aufgabe der algebraischen Invariantentheorie. Zu dieser kufgabe kann man 
eine Analogie in der Theorie der automorphen Funktionen finden, indem man 
nach der Existenz yon analytischen Funktionen der Koeffizienten der Form (293) 
Iragt, die unge~ndert bleiben, wenn man die Variablen (294) der Form nicht 
allen linearen Substitutionen, sondern nur den Substitutionen einer diskontinuier'- 
lichen Gruppe F unterwirft. Jene Funktionen wiiren, wenn sie existieren, auto- 
morphe Funktionen derjenigen projektiven @ruppe F(~), die verm(ige des Hesse- 
Kleinschen Ubertragungsprinzips durch Vermittlung der Form ~ der Gruppe 
F zugeordnet wird. 

Indem wir uns vorbehalten, in einem anderen Zusammenhang auf diese 
Fragen n/iher einzugehen, wollen wir im Folgenden niiher denjenigen Fall 
betrachten, we F mit der Modulgruppe Fn oder einer Untergruppe derselben 
identisch ist. Die zugeordneten automorphen Funktionen bilden eine Klasse 
transzendenter Invarianten, die in der Arithmetik der Formen yon hervor- 
ragender Bedeutung sin& Wir kiinnen fiir sie die folgende Definition aufstellen: 

Definit ion. Unter einer arithmetischen Invariantv der Form ~ sell jede 
analytische Funktion 

( 2 9 8 )  I ( z , ,  . . . ,  z , )  
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der Koeffizienten z~ der Form q~ verstanden werden, die den Substitutionen (297) tier 
Gruppe 1-',(~) gegeniiber unged~,dert bleibt. Jede arithmetische lnvariante ist m. a. 
W. eine analytische Funktion der Koeffizienten z~, die ihren Weft beMilt, wenn die 
Form q9 durch irgend eine arithmetiscA dquivalente Form ersetzt wird. 

In analoger Weise kann man die arithmetischen Invarianten fiir die tter- 
miteschen Formen definieren, wobei start der reellen Modulgruppe I', die G~uppe 
/~ aller unimodularen Substitutionen (295) mit gaazzaMigen komplexen Koeffi- 
zienten des KiSrpers (1, i) zu w~ihlen ist. 

Die folgenden Betraehtungen haben den Zweck, die Existenz arithmetischer 
lnvarianten bei beliebigen gewiihnlichen und Hermiteschen Formen nachzuweisen 
und ihre wesentlichen Singularit~iten zu studieren. Es handelt sich hier um eine 
sehr weitgehende Verallgemeinerung der analogen Betrachtungen, die 1)OlSC~R~ 
in seiner A_rbeit ,Sur les invariants arithrndtiques" [27] im Falle der biniiren linearen 
and quadratischen Formen ausgef'tihrt h.at. 

In der analytischen Darst.elhmg der arithmetischen Invarianten kSnnen die 
Poincar6schen Reihen nur im Falle der bin~iren Formen verwertet werden. Im 
allgemeinen Falle ist es uns als zweckm~itiig erschienen, arithmetische Invarianten 
durch unendliche Reihen darzustellen, die eine Verallgemeinerung der bekannten 
Reihen yon DIRICltLET [4] 

(299) (am' + 2 b m n + c n') ~ 
m~71 ~---- - -  (:E) 

bilden. Diese verallgemeinerten Diriehletschen Reihen besitzen die ausgezeiehnete 
Eigenschaft, dal3 sie die arithmetisehen Invarianten in jedem Falle in dem ganzen 
Existenzbereich darstellen. Dieser wichtige Satz ist eine direkte Folgerung der 
in Kap. IV entwickelten geometrisehen Betraehtungen, and wir haben in dem- 
selben eine interessante Anwendung des Hesse-Kleinschen Prinzips in der trans- 
zendenten Funktionentheorie. 

w 32. 
Binllre Formen. 

97. Bevor wir za der Betrachtung der Formen beliebig vieler Ver~ncler- 
lichen iibergehen, wollen wir fiir sich die bin~iren Formen behandeln, die schon 
nach dem Vorhergehenden eine gewissermai~en besondere Stellung einnehmen. 

Es sei 

(aoo)  v,)  = 
~ . ~ 0  

Acfa mafhsmat~a. 48. Impr imd 1o S sept~mbre 19'25. 4 1  
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eine allgemelne bin~ire Form p-ter Ordnung. Die Gruppe F, ist die gew~lmliehe 
Modulgruppe mit den Substitutionen 

(3ol) y: = + = + 

i 

1. 

Indem wit die Koeffizienten 

(302) Zo, zl, ~,, ..., zp 

als homogene Punktkoordinaten des Raumes Rp(z) auffassen, kSnnen wit die den 
Substitationen (301) entsprechenden Substitationen 

P 

(aoa) g = Z c,,~ ~ (~ = o, 1, ~,. . . ,  p) 
x ~ 0  

als reelle Kollineationen des Raumes R~(z) interpretieren, welche die rationale 
~ormalkarve p-ter Ordnung 

= " ~ (i ---- 0, 1, 2 , . . ,  p) e~: ~, u~'~,  

in sich selbst iiberfiihren. 
Naeh No. 58 sind alle Normalfolgen der Gruppe F~(~) veto Range Eins. 

Die Punkte (M~ fallen mit den ree]len Punkten der Kurve Cp zusammen. Die 
Elemente (Mp_,) sind identiseh mit den an den Punkten (Me) gelegten Schmiegungs- 
hyperebenen yon Cp. Es gibt Punkte im Raume Rp(z), die keiner dieser Hyper- 
ebenen angehSren, indem die letzteren nur eine (2p-1)-dlmensionale Mannlg- 
faltigkeit bflden. Ferner gibt es Hyperebenen L~_~, die keinen der Punkte (M) 
enthalten, n~hnlich alle Hyperebenen 

P 
(304) ~ a,z, ~ O, 

~ 0  

welehe die l~ormalkurve Cp in nicht reellen Punkten schneiden, m. a.W. fiir 
welche die Gleiehung 

P 
( 3 0 5 )  ~ a ,  zp- '  = 0 

keine reellen Wurzeln besitzt. Die Gruppe F,(cp) ist also mi~ ihrer korrelativen 
Gruppe normal diskontinuierlieh, and sie gehSrt daher zu der in w 14 betrachteten 
Kategorie yon Gruppen mit festen H~ufungsgebilden. 

Wir setzen 

(306) z~ : z, = x~ (u ~ 1, 2,..., p), 

wodureh wir fiir die Substltutionen (303) yon F,(cp) die inhomogene Darstellung 
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C~.o + Ci ~ X~ + Ci., x, + "" -t- ci, p xp 
(307) x~ = ' (i = 1, 2 , . . . ,p )  

co. * + c~ xl + co. ' x, + . . .  + Co,p xp 

erhalten. Es sei H(x, ,  x~, ..., xp) eine rationale Funktion,  die in den reellen 
Punk ten  yon C~ endlieh bleibt und bei weleher die Ordnung der Zghler wenig- 
stens am ( p + l ) m  Einheiten kleiner als diejenige der Nenner ist. Dann ist die 
Reihe 

~ _  { O(x,, x~, ..., x~)[" 
(3os) o(~, ,  x , , . . . ,  x~) = H(~',, ~ , . . . ,  x~) o (x,, x , , . . . ,x~) ! 

fiir m :> 2 in jedem abgesehlossenen Bereich, dessen s~mtliehe Punkte  dem Innern 
des Bereiehs B o (r angehSren, wenigstens nach Fortlassen endlich vieler Glieder, 
gleichmiifiig und absolut konvergent.  Der &usdruck (308) definiert eine O-Funk- 
tion der inhomogenen Gruppe F,(r die der Funktionalgleichung 

(309) 

geniigt. 

, ! o (x',, xi, ..., x~) [-~ 
o (x',, x~,. . . ,  xl) = o(xl ,  x , , . . . ,  xpj I o (x,, x,, ..., xp) / 

98. 

(310) 

Wird  

(311) 

Wir  bilden jetzt  die Funkt ion 

J(~~ ~, , . . . ,  z~) ---- o(x , ,  x , , . . . ,  x,)z7 ~(~''. 

H(~o, ~1,. . . ,  ~ )  = H(x, ,  x , , . . . ,  x , )z;  ~'p§ 

gesetzt, so ergibt  sich aus (308), wegen der Relation 

(312) 
0 (x~, x',, ..., x~) __ 1 
o(x,, x , , . . . ,  x~) (Co.~ + c~ x, + . . .  + c,.~x~,)~' ' 

fiir (310) die analytische Darstel lung 

~ " ' " '  ~') - Z H(~'o, ~ . . . .  ,3;), (313) J(zo, 

wo (z'o, z'~, ..., z~) die Gesamtheit  der Substitutionen der homogenen Grappen 
F,(~) darchl~iuft. Diese Reihen stellen direkt  arithmetisehe Invarianten unserer 
bin~iren Form (300) dar, indem aUgemein 

(314) J ( 4 ,  ~,  ..., ~) = J(~o, ~,, . . . ,  ~p) 

ist. Diese Invarianten sind homogene Funktionen der Variablen Zo, z,, ..., % 
yon der Dimension - m (p -k 1). 

41 * 
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Naeh den frfiheren Resultaten ist jede reelle Schmiegungshyperebene der 
rationalen Normalkurve Cr ein wesentlieh singul[ires Gebflde fiir die dureh 
die Reihen (308) und daher auch dureh (313) definierten Funktionen. Nach 
Satz 25 zerlege n die fragliehen Hyperebenen den Raum R~(z) in p + 1 Teile, 
die keinen Zusammenhang mit einander haben. Wit  haben daher den 

S a t z  40. Jede Reihe (313) definiert gleichgeitig p + 1 arithmetische lnvarianten 
der bindren Form p. ter Ordnung (300), die je einen der p + 1 Teile des l~aumes 
t~p(g) gum JExistenzbereich haben, in welche der Gesamtraum dutch die reellen 
Schmiegungshyperebenen der rationalen Normalkurve p-ter Ordnung Cr zerlegt wird. 

99. Wir betraehten als Beispiele die niedrigsten Fiille. 
Fiir p ---- 1 reduziert sieh (300) auf die lineare Form 

(315) 

Die Substitutionen (303) sind hier: 

(316) Z'o ~-- ago+ 7z,, 

und ihre Gruppe ist die Modulgruppe. 
Falle die Gestalt 

Zo y, + z, y,. 

Die Re[hen (313) haben im vorliegenden 

(317) J(zo, gli = ~ H(azo + 7zl, flgo + ~z,), 

und sie stellen die Modulformen dar. Jede Re[he definiert gleiehzeitig zwei 
analytisehe Funktionen, die in der oberen bzw. unteren Halbebene yon g, :Zo 
existieren. 

Fiir p = 2 geht (300) in die bin[ire quadratisehe Form 

(318) 

fiber. 

~P(Y,,Y.) = go Y; T 2g, YlY. + z, Y] 

Die Substitutionen (297) haben den Ausdruek 

i o = a' Zo + ~z 7 g~ + 7" g, 

(319) g~ - -  . ~ o +  ( - ~ + ~ ) g ,  + r~g, 

Diese Substitutionen stellen reelle Kolliueationen dar, 

~oZ,-z~ = 0 

Die Re[hen (313): 

J(g., ~,, g,) = ~ "  R(g:, ~.,~' ~) 

(32O) 

in sich fiberffihren. 

(321) 

welche den Kegelsehnitt 
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repriisentieren Formen, die zu den automorphen Funktionen der in No. 30 be- 
trachteten Gruppen ftir n = 2 in analogem Verhiiltnis stehen wie die 1Ylodul- 

"formen (317) zu den automorphen Funktionen einer Variablen. Jede Reihe (321) 
definiert drei analytische Funktionen, die je in einem der drei Riiume existieren, 
in welehe die reellen Tangenten des Kegelsehnittes (320) den ganzen Raum zer- 
legen. 

100. Es gibt noch eine zweite Methode zur Bildung arithmetischer Inva- 
rianten der bin~[ren Formen, die bei allen in lineare Faktoren zerlegbaren Formen 
anwendbar ist. 

Wir schreiben die Form (300) in Faktoren zerlegt: 

r y,) -~- C(y,-i-x,y~)(y,-~ x~y,) . . .  (y, ~-xpy~). (322) 

Ist 

(323) I I ! ~(y',, y',) = c ( v ,+x , v , ) ( y ,+x ' , y , ) . . .  (y ,+x,  y j  

die Transformierte yon (322) vermittels der Substitution (301), so gelten die 
Relationen 

, ~ x i + ~  ( i = 1 , 2 ,  .,p). (3~4) x, = r x , - ~  ~ "" 

Diese Substitutionen bilden eine hyperabelsche Gruppe. Jede automorphe Funk- 
tion dieser Gruppe kann als eine arithmetisehe Invariante unserer Form (322) 
angesehen werden. 

Im voriiegenden FaLle besitzen die Reihen (207) den Ausdruek 

Z H ( x ' , ,  x~, ..., x~)(r~, + ~)-'o (rx,+ ~) -'~ ... (rx~+ ~) -'~. (325) 

Diese Reihen konvergieren nach No. 89 fiir m ~ 2 gleichmiifiig und absolut in 
jedem Bereieh, wo keine der Gr6fien x i (i = 1, 2, . . . ,p)  reell ist, wenigstens naeh 
Fortlassung endlich vieler Glieder, wenn die rationale Funktion H den folgenden 
Bedingungen geniigt: 

1 ~ H(x , ,  x , , . . . ,  x~) soll endlich bleiben, wenn alle Koordinaten x i reell sin& 
2 ~ Das Produ]rt 

(326) H ( x , ,  x , ,  . . ., x , )  x ' :  x T  . . . ~'; 

soll einen bestimmten endlichen Wert  haben, wenn die Gr~ifien xl, x,, ..., x e unbe- 
grenzt waehsen. 

Zwischen den beiden Klassen der Invarianten der Form (300) herrscht eine 
einfaehe Relation. Werden n~imlieh die beiden Ausdriieke (300) und (322) der 
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Form miteinander verglichen, so gelangt man zu den Gleichangen 

(327) z,: ~o = ~ x , , x , . " ' x , ,  (i = 1 , 2 , . . . , p ) ,  

wo rechts die i - re  elementare symmetrisehe Funktion der GrSBen x, auftritt.  
Durch die rationale Transformation (327) gehen die Invarianten der No. 97 in 
die zuletzt betrachteten Invarianten iiber. 

Eine n~ihere Untersuchung der obigen Invarianten finder man in der oben 
zitierten Arbeit yon PO[NCAR~. [27]. 

Die vorhergehenden Betrachtungen k6nnen unmittelbar dahia verallgemeinert 
werden, dab man die Modulgruppe durch eine beliebige in der komplexen Ebene 
diskontinuierliche Gruppe reeller linearer Substitutionen ersetzt. Man gelangt 
dadurch zu einer Verallgemeinerung des ~_quivalenzbegriffs und der arithmetischen 
Invarianten von bin~en Formen. Wir wollen hierauf jedoch bier nicht n~iher 
eingehen. 

w 33. 

Darstellung der arithmetischen Invarianten beliebiger Formen 
dutch verallgemeinerte Dirichletsche Reihen. 

101. Wir werden in diesem Paragraphen Reihen aufstellen, die zur analy- 
tischen Darstellung arithmetischer Invarianten der Formen 

11 ~t2 . In+t 
(328) r (Y,, Y,,..., Y~+,) ---- Z z~,~... ~,+, y, y, ... y~+, 

beliebiger Ordnung p and einer beliebigen Anzahl der Variablen y dienen kSnnen. 
Unsere Reihen haben den /kusdruck 

+ o o  + c o  + c o  

5. 5 .  5. 
Y 1 ~ - c o  Y ~ - c o  y , ~ + ~ - - c o  "~ z~l l2""  ln+l Yt y~ " "  Y,~-I 

wo die GrSBen y,, y,, ..., Yn+, voneinander unabh~ingig alle positiven and negativen 
Zahlen durchlaufen, ohne gleichzeitig zu verschwinden. 

Um die Konvergenz der Reihe (329) zu untersuchen, deuten wir die Gr~13en 
z wie vorher als homogene Punktkoordinaten in einem Raume R(z) .  Die Glei- 
chungen 

lz ln+1 
(330) Z y ly, . . .  y.+, = o 

stellen dann naeh No. 55 reelle Sehmiegungshyperebenen des Gebfldes 
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(331) V(cp): z 4 4 . . . 4 + ,  : (X),,~'~e, ....,~+, 

dar. Indem man in (330) die Gr56en y al le  oben genannten ganzen Wert-  
kombinationen annehmen l~/6t, wird man eine abz~hlbare l~ienge Hyperebenen 
erhalten, die nach No. 56 jede reelle Sehmiegungshyperebene des Gebildes (331) 
znm H~ufangsgebilde haben. 

W i t  setzen nun, am nicht homogene Variablen zu erhalten, 

(332) z 4 4 . . .  4,+, : z~o x~...  l~+, = x x , 4 . . ,  l ,+ , ,  

wobei Z~tolo.. .z~+, 4 0 angenommen wird. Durch Anwendung tier Formel (214) 
erh~ilt man dann die Relation 

(333) ~ ] ' x ~ 4 . . .  ~n+ly ~ y, . . .  y,~+~ + y~ y,'~ ... y.~,+~ 

2,, ~,2 In+x 

wo L/(x, y) den Abst~ud des Punktes (x) yon der Hyperebene (830) bezeichnet 
und wo in beiden Seiten in der Summierung das Wer tsys tem 

(334) ~, __-- ~ ,  ~, ~_ ~ ,  . . . ,  ~,+~ _-- ~o+~ 

auszuschlie/~en ist. 

102. Wir  nehmen nun an, dab die F o r e  (328), wenn n > 2 ist, yon gerader  
Ordnung ist. Dann gibt es nach Satz 24 im Raum R ( z ) P u n k t e ,  die keiner 
reellen Schmiegungshyperebene yon (331) angeh~ren und deren Gesamthelt  d e n  
Normalbereich Bo(~) bildet. Es sei U ein beliebiger abgeschlossener Bereich, 
dessen s~mtliche Punkte  im Innern yon Bo(~) liegen. Wir behaupten, daft man 
stets durch LTbergang zu einer mit ~v arithmetisch ~quivalenten Form erreichen 
kann, da6 keine der Gr56en za in U verschwindet. 

F~s sei n~mlich ~ eine ~ormalfolge ersten Ranges der Gruppe / '(~), deren 
erstes Element mit irgend einem au6erhalb der Koordinatenhyperebenen liegenden 
Punkt  zusammenfgllt. Naeh Satz 6 konvergieren dann die Transformierten der 
genannten Hyperebenen vermittels der inversen Subst]tutionen yon ~ gegen das 
zwelte Element yon a, welches eine Hyperebene ist, die keinen inneren Punk t  
yon Bo(~) enth~lt. Man kann somit eine Substitution S der Folge a finden 
derart, da6 die Transformierten s~/mtlicher Koordinatenhyperebenen z~ ~ 0 ver- 
mittels S -1 aul]erhalb des Bereichs U liegen. Wird dann die Form ~ durch die 
arithmetisch ~quivalente Form S(~) ersetzt, so bleiben alle Koeffizienten z~ im 
Bereieh U yon Null versehieden, w. z. b. w. 
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Nun gilt im Bereich U die Ungleiehung 

(335) zi (x, y) ~ Jo > 0, 

wo H o der kiirzeste Abstaud der Berandungen von U and Bo (~) ist. Wir denken 
uns jetzt das System der Zahlen (334) so gew~hlt, daft keine derselben gleieh p 
und daher alle iibrigen gleieh Null sind. Dann enth~lt die Summe in der rechten 
Seite yon (333) u. a. alle Glieder der Form y~ (x ~-1,  2,...,  n §  und es gilt 
daher die Ungleichung 

r i d - 1  

~' ~ ' 1 ' -  > -  Z u', ~. (336) Z '  [u~' y, . . .  y,+, 
u 1 

Aus (334), (335) und (336) folgt, dab die Glieder der Reihe (329) dem abso- 
luten Betrage nach kleiner sind als die mit der endlichen GriiBe Zo~Z/: ', wo Zo 
das yon Null verschiedene Minimum yon 

(337) z o o 

im Bereich U bezeichnet, maltiplizierten entsprechenden Glieder der Reihe 

Z Z 1 (3as) . . .  8 

Nun konvergiert bekanntlieh diese letztere Reihe Nr  

n +  1 
(339) s > . . . . .  

P 

Nach dem Obigea ist dann die Reihe (329) hn Bereich U gleiehm~ifiig und absolut 
kouvergent. 

Wit  haben daher den 
n + l  Satz 41. Die Beihe (329) konvergiert fiir s ~ - -  gleichm~flig und absolut 

P 
in jedem abgeschtossenen Bereich, der im Innern des Normalbereivhs Bo(ep) gelegen 

ist. Vorausgesetzt wird dabei, daft im Falle n ~ 2 die Ordnung p der _Form ~p 
eine gerade Zahl ist, well bei Formen ungerader Ordnung kein Normalbereich Bo(Cp) 
existiert. 

103. Die Reihen (329) definieren analytische Funktionen der Variablen z~, 
die im Bereich Bo(~) regul~ir sind. Ferner sind die reellen Schmiegungshyper- 
ebenen des Gebildes V(cp), welche die Begrenzung yon Bo(~) bilden, als H~iufungs- 
gebilde der Mannigfaltigkeiten (330), die algebraische Unstetigkeitsgebilde ein- 
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zelner Glieder yon (329) sind, wesentliche Singularit/iten der durch die Reihen 
(329) definierten Funktionen. 

Es sei nun 

;t~ it2 . ln+1 
(340) r Y,, ..., Y=+,) = Z z~,~... ~,~+, Y, Y, ... yn+, 

eine beliebige mit (328) arithmetisch ~iquivalente Form, 
einer Substitution 

- 4 - 1  
(341) = E 

der Modulgruppe Fn erhalten wird: 

(342) 

die daraus vermittels 

(i----- 1, 2 , . . . , n + l )  

! 
(y',, y ; , . . . ,  yn+,) = . . . ,  yn+,). 

Lassen wir in (341) die Variablen y voneinander unabh~ngig alle ganzen Zahlen 
durchlaufen, ohne dab jedoch alle gleichzeitig Null werden, so werden die Va- 
riablen y' alle solchen ganzen Wertkombinationen gerade einmal annehmen. 
Daraus folgt, dalt die absolut konvergente Reihe (329) nur ihre Glieder mit- 
einander vertauscht, wenn die Koeffizienten ~l,~...  in+, yon (328) durch die Koeftl- 
zienten der mit (328) arithmetisch ~quivalenten Form (340) ersetzt werden. 
M. a .W.  stellen die Ausdriicke (329) arithmetische Invarianten unserer Form 
(328) dar. 

Satz 42. Die l~eihen (329) definieren arithmetische Invarianten der _Form 
(328), die im IVormalbereich reguliir sin& Die Randpunkte yon t~,(r sind fiir die 
_Funktionen (329) wesentlich singuldre Stellen. 

Nach der in No. 54 gemachten Bemerkung verhalten sich die Funlr~ionen 
regul~ir in jedem reellen Punkt (z), der einer definiten Form entspricht, w~hrend 
die den indefiniten reellen Formen entsprechenden Punkte (z) wesentliche Singu- 
larit~ten fiir die Funktionen (329) sind. Die Reihen (329) haben wie die Poin- 
car~schen Reihen die ausgezeichnete Eigenschaft, dat~ sie zur analy~ischen Dar- 
stellung der durch dieselben definierten analytischen Funktionen in ihrem ganzen 
Existenzbereich dienen kSnnen. 

Reihen der Form (329) hat M~LLI~ [12] in einer kiirzlich erschienenen Abhand- 
lung als Funktionen des Exponenten s untersucht, wodurch eine bemerkenswerte 
Verallgemeinerung der Dirichletschen Reihen erhalten wird. 

Wir wollen als Beispiele die F~ille n ---- 1 und p ~ 2, d.h. die bin~iren 
Formen beliebiger Ordnung und die quadratischen Formen beliebig vieler Variablen 
etwas n~her betrachten. 

Acta mathematica. 46. Imprim~ le 8 sepiembre 1925. 42  
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104. 

(343) 

Fiir die bin~iren Formen nimmt die Reihe (329) den Ausdruck 
+co  +c o  

X E 1 /' P P p - x  x 
yl = - ~  y ,  = - c o  z ~ y ,  y ,  

x o ~f 

an, und zwar ist sie fiir 
2 

(344) s > - 
1o 

absolat and gleichm~l~ig in jedem abgescMossenen Bereich kouvergent, der keinen 
Punkt der reellen Tangentenhyperebenen der rationalen Normalkurve Cp enth~lt. 
Jede Reihe (343) definiert gleichzeitig p + 1 analytische Fnnktionen, yon denen 
jede je in einem zusammenh~ingenden Tefl des Normalbereichs des Formtypus 
(300) existiert. 

Fiir p ----.1 erh~lt man aus (343) die Reihen 
+c o  

(345) X 1 

Y:,  Y2 = - c ~  

welche eine wichtige Rolle bei den elliptischen Funktionen spielen. Spezielle 
F~ille dieser Reihen sind die bekannten Reihen 

+ c o  +c~ 

2 1 s (346) g' = (Soy, + . , y . ) "  ~a = ( . .y ,  + ~, y,)6 
Y l ,  Y~  ~ -  - cx:) Y l ,  Y2  - =  - - c ~  

der Weierstral3schen Invarianten, durch welche bekanntlich die Funktionen (345) 
bei ganzem Werte von s rational dargestellt werden kiinnen. 

Fiir fl = 2 haben die Reihen (343) den Ausdruck 

+c o  

Z (347) (Zoy~ + ~z, y, y, + ~,yV" 

Y,, Y2 ~ - - c ~  

Diese Reihen spielen bei DmlCHL~r [4] bei der Bestimm~mg der Klassenanzahl der 
bin~iren quadratischen Formen eine wichtige Rolle. Wegen des Satzes 25 deft- 
niert jede der Reihen (347) gleichzeitig drei verschiedene analytische Funktionen, 
die je in einem der Raumteile existieren, in welche der Gesamtraum durch die 
reellen Tangenten des Kegelschnittes 

(348) Zo z, - z~ ---- 0 

zerlegt wird. 
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p ~ 2 .  

105. Wit  w~hlen als zweites Beispiel die quadratischen Formen yon beliebig 
vielen Ver~nderlichen 

(349) ~ (y) = ~ z~ y,y~. 
i , X ~  l 

Die Reihen (329) haben hier die Gestalt 

-~- (x )  -~ c o  

(350) l (z) -= ~_~ . . .  ~ ,~  1 
t . + 1  }~ 

n-t-1 und sie konvergieren fiir s ~ in jedem inneren Teilbereich des Normal- 

bereiehs yon (349) gleichm~ig und absoht. Nach Satz 27 definiert jede Reihe 

n + 1 eine einzige analytische Funktion, die den Normalbereich (350) fiir s > 

des Formentypus (349) zum Existenzbereich hat. 
I~ie Reihen (350) hat MI~KOWSKI [13] in seinen Untersuchungen iiber die 

quadratischen Formen einer beliebigen Anzahl Variablen zu analogem Zweck 
angewandt wie Dmmn~.ET die Reihen (347). 

w 34. 

H e r m i t e s c h e  F o r m e n .  

106. Die obigen Betrachtungen kiinnen dahin verallgemeinert werden, dab 
man start der gewiihnllchen Formen die Formen mit konjugiert hnagin~iren Va- 
riablen oder die Hermiteschen Formen zum Ausgangspunkt 
arithmetischer Invar/anten w~ihlt. 

Es sei 

(351) v (y ,  ~) = E ~,. ~, y,  y,  . . .  y.+, y, y~ . . .  ~n~'  

eine Hermitesche Form der Ordnung 2p, we also 

(352) 

ist. 

(353) 

bei der Bfldung 

Z~ § Z, -k'" + Z,,+~ ' ' ." + �9 = ~t~ -b ;t~ + .  Z'~+, p 

Ferner sei F" die Gruppe aller unimodularen Substitutionen 

.+1 n+l  
Y~ ~--- Z a~yx, Y~---- ~ a;.~y~ ( i = l ,  2 , . . . , n §  

X --~-~ 1 X = I  

42* 
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mit den ganzzahligen komplexen Koeffizienten 

(354) as. ~ = ai, ~ + ~]---1. b;, ~ (a, b reelle ganze Zahlen). 

Indem wit auf (351) die Gesamtheit der Substitutionen yon F~ anwenden, er- 
halten wir eine unendliche Anzahl mit (351) arithmetisch ~iquivalenter Formen 

- -  n - I - I  

deren Koeffizienten mit den urspriingllchen Koeffizienten dutch lineare Relationen 

(356) ~ = Z c ~ z ,  

zusammenh~ngen, wobei die Koeffizienten c~.~ ganze rationale Funktionen der 
Koeffizienten der Ylodulsubstitutionen (353) sind. 

]:)ei]_rli~lon. Unter ei ,  er arithmetischen Invariante der Hermitesche, Form 

(351) soll jede analytische F~nktion l ( z )  der Koeffizienten (z) der Form verstanden 

werden, die ungeSndert bleibt, wenn man die Gr6flen (z) durch die Koefl~ziente, 

einer beliebigen arithmetischen dquivalenten Form (355) ersetzt: 

(357) I(~') = 1 (~). 

Die arithmetischen Invarianten sind m.a.  Dr. automorphe Funkt~onen der Gruppe 

aller Substitutionen (356), die den 8ubstitutionen (353) der komplexen Modulgruppe 

El, in obiger Weise zugeordnet sind. 

107. Die Reihen (329) kiinnen unmittelbar auch zur Darstellung analytischer 
Invarianten Hermitescher ]~ormen angewandt werden. Sie haben jetzt den 
Ausdruck 

+oo +oo 

(358) I(z)---- E "'" E 1 , A1 ;tn+ ~ - U  ~l ~8 
y~, y'~' = - oo y'~+~, y'~+~ ~ - o o  ~, z Y~ "'" Y~+~ Y~ "'" Y~+, I 

wo die reellen and imagin~ren Teile der komplexen ganzen Zahlen 

(359) Y. = Y'~ -t- iy'~ (u ~- 1, 2, . . . ,  n T 1) 

yon einander unabh~ingig alle reellen ganzen Zahleu durchlaufen, olme jedoch 
alle gleichzeitig zu verschwinden. 

Um die Konvergenz der Reihen (358) zu untersuchen, setzen wir 

( 3 6 0 )  : = 
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wo z~, ~+,o den Koeffizienten irgend eines Gtiedes bezeiehnet, das nieht die Form 
y ~  hat. Wie in No. 101 kSnnen wir dana 

Ore) 
! , - "  n + l  n + l  l ~  x~+.~.,+,~' ..+,+, ...+,.+, ++.+,,' ... yn+, y,' ...+,,++, i 

= a(+,+)~/~'l++'. .+++++, +, ...+,+++, 

setzen, wo J (x, y) den Abstand des Punktes (x) yon der ttyperebene 

(362) Zz~,.~.,y+'.. .y,,+, y,, ...y,+++,' = 0 

bezeichnet und wo auf beiden Seiten bei der Summierung das System ;t = ~~ 
;t' ---- ;t '~ auszuschlieBen ist. 

Es sei nun U ein beliebiger abgeschlossener Bereieh, dessen Punkte im 
Innern des l~ormalbereichs yon (351) liegen. Dann gilt im Bereieh U eine Un- 
gleichung der Form 

063) ~(x, y) >_-- ~0 > o. 

Wir k~nnen ferner durch Ubergang zu einer ~quivalenten Form wie bei den 
gewShnliehen Formen stets erreichen, daft alle Koeffizienten z und daher 
aueh X~o. vo in U yon l~ull verschieden bleiben. Wie in No. 102 kann man dann 
nachweisen, daft die Reihe (358) in U gleichmgfiig und absolut konvergiert, 
sobald die Reihe 

(364) Z Z 1 o o o  

, , , , ~ , , = _ ~  ~,:,+,,~,+++, + z' i+' ,  ...+,,,+, +,, ...y,,+, L 

konvergent ist. Nach dem Obigen sind aber die Glieder dieser Reihe resp. 
klelner als diejenigen der Reihe 

(365) 
-}- cx~ - } -~  

I . + t  I+ 

= -  , , , ,+,, ,+,,=-+i, m__ ,y,+,+i 
und also a fo r t io r i  kleiner als die mit der endlichen GreBe d~[Z~.o, vol -~ multi- 
plizierten Glieder der Reihe 

(366) Z Z ' o + o  

f n - ~ l  i a  ~ 

' " / 
x 1 
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Diese letztere Reihe ist aber f'tir 

(367) s >  2 ._+1  
P 

konvergent. Wie in No. 102 kann man daraus den Schlut~ ziehen, daft die Reihe (364) 
unter der Bedingung (367) in jedem abgeschlossenen Bereich, dessen Pankte innere 
Punkte des Normalbereichs Bo ($) sind, gleichm~6ig und absolut konvergiert. 

Die Reihen (364) definieren somit analytische Funktionen, die in dem 
Normalbereich Bo(@) regul~ir sind, w~ihrend alle Randpunkte dieses Bereichs, als 
H~ufungspunkte der Gebilde (362), welche algebraisehe Unstetigkeiten fiir die 
einzelnen Glieder sind, wesentlich singul~re SteUen der Funktion sind. Diese 
Funktionen sind arithmetische Invarianten der Form (351), indem sie unge~indert 
bleiben, wenn die Koeffizienten z der Form ~ dutch die Koeffizienten irgend 
einer mit ~ hinsichtlich der Gruppe F~' ~iquivalenten Form ersetzt werden. 

Wit  haben somit den 
2n+  1 

S&t~ 43.  Die Reihen (358) stellen fiir s > . . . .  arithmetischen Invarianten 
P 

der Hermiteschen Farm (35!) dar, die den Normalbereieh Bo (,p) ats wahren Ex~stenz- 

bereich haben und die in diesem Bereich regulSr sin& 

(368) 

v o r .  

108. Es liege im speziellen eine quadratische Hermitesehe Form 

~(y, ~) = Z~,~y,~x 

Die zugeordnete Reihe (358) lautet: 

E 1 (369) I(z) ----- l-~--~-~i~}., 
y', y "  - ~  --cx~ 

welehe Reihe nach (367) f i i rs  :~ n + �89 in jedem inneren Teilbereich des Normal- 
bereichs yon (368) gleichm~i6ig und absolut konvergiert. Nach dem Satz 29 deft- 
niert die Reihe (369) stets eine einzige analytische Funktion. 

/an niedrigsten Fal le  n = 1 erh~lt man aus (369) arithmetische Invarianten 
der bin~ren quadratischen Hermitesehen Form 

(370) ~ (Y, y) = ~o y, L + ~,y, y, + z, y, y, + ~.y~ L. 

Dutch die Transformation (195) gehen diese Invarianten in die automorphen 
Formen der @rappen der ganzzAhl{gen reellen Kollineationen fiber, die (196) in 
sich selbst transformieren. 
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w 35. 
Scidussbemerkungen. 

109. Die Reihen (329) sind nicht die einzigen, 
stellung arithmetischer Invarianten dienen kSnnen. 
erhalten, gehen wir von 
aus. Ist die Reihe 

die zur analytisehen Dar- 
Um allgemeinere Reihen zu 

einer eindeutigen analytischen Funktion F(q~) yon r 

- ~ - o o  

(371) F 1 y,, ..-, y., ,)l  
Y l ,  Y l ,  �9 "" ,  Y,~+~ ~ - - o o  

in irgend einem Bereieh des Ranmes R (z) gleichms konvergent, so stellt die- 
selbe eine analytische Funktion dar, die eine arithmetische Invariante yon ~ ist. 
Die Reihen (329) werden aus (371) dureh die Annahme F -~- ~p-' erhalten. Zu 
einer anderen bemerkenswerten Klasse der Reihen (371) gelangt man durch die 

Annahme F- - - - e  ~. Die betreffenden Reihen konvergieren absolut und gleich- 
m~i~ig in jedem Bereich des l%aumes R (z), dessen Punkten Formen ~ mit uegatlv 
definitem reellen Tel] entsprechen. Speziellen F~llen dieser Reihen begegnet 
man in der Theorie der abelschen Funktionen. In der Tat reduzieren sieh die 
genannten Reihen bei den quadratisehen Formen auf die Reihen 

Z e~,,:= * 
Y*, Ys,  . . . ,  Yn+* ~ - - ~ "  

welehe die Thetanullwerte repr~sentieren. 

110. Wir bemerken zum Absehlu~, dab die vorhergehenden Betrachtungen 
in mehreren Richtungen verallgemeinert werden kiinnen. 

Indem man Formensysteme start einer einzigen Form betrachtet, kann die 
obige Methode zur Aufstellung simultaner arithmetiseher Invarianten der Formen- 
systeme angewandt werden. Man k a ~  aueh mehrere Reihen der Variablen in 
den Formen einfiihren und auf dieselben versehiedene Substitutionen anwenden. 
Ein sehr wJchtiges Beispiel erh~ilt man, wenn man fiir die Koeffizienten der auf 
die versehiedenen Yariablensysteme bezogenen llnearen Substitutionen konju- 
gierte ganze Zahlen in einem System konjuglerter algebraiseher ZahlenkSrper 
wiihlt. Man gelangt dadurch zu arithmetischen Invarianten, die zuden  alge- 
bralschen Zahlenkiirpern in analogem Yerh~ltnls stehen wie die im Vorhergehenden 
untersuchten Invarianten zu dem K~Jrper der rationalen Zahlen und dem quadra- 
%/schen Kiirper mit den Einheiten I und i. 
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