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A n a l y s e  d e s  t r a v a u x .  

w L Syst~mes de fonctions. - -  D~veloppements en s4rie. 

1. Tandis que l'~tude des d4veloppements d'une fonction arbitraire, au sens 
g4n4ral de Dirichlet, ou, comme on dit aussi, d'une fonction de variable r4elle, 
constituait d~j's vers 1880, un chapitre consid4rable de l'analyse 's la suite des 
travaux de Dirichlet, de Riemann, de Du Bois Reymond, de Dini, etc., on n'avait 
gu~re ~tudi4 que duns des cas particuliers les d~veloppements de fonctions ana- 
lytiques en s4ries ordonn4es suivant les fonctions d'un syst~me donn4, comme 
ceux consid4r4s par C. Neumann, Heine, Thom~, Frobenius suivant les poly- 
nSmes de Legendre, les fonctions de Bessel, lcs produits sp4ciaux de la forme 
( x - a , ) ( x - a , ) . . .  (x-an).  Mats s eette 4poque paralt le m4moire de Weierstrass, 
,Zur Funktionenlehre", qui contient son c51~bre th4or~me sur les s4ries unifor- 
m4ment convergentes de fonctions analytiques, et qui permet d'aborder d'une 
faTon g4n4rale l'4tude des d4veloppements s caract~re analytique, et c'est s cette 
4rude que j'ai tach4 d'apporter quelque contribution. Dans un m4moire [60] 
publi4 en 1882, j'~tudie des sSries de la forme ~] ~,(x)f,(x) sous des hypotheses 
vari4es pour les deux syst~mes de fonctions analytiques r et f,(x); entre 
autres dans le cas off ~,(x) ~ cvx" et les f~(x) sont des fonctions r4guli~res pour 
x = 0: hypoth~se off se rangent "~ leur tour des cas particuliers importants. 
Je trouve quelles sont les fonctions rSguli~res pour x = 0 qui admettent un 
d4veloppement de cette forme, j'en 4tudie les points singuliers en relation avec 
ceux de f~(x), et, parrot les cas sp~ciaux, j'envisage les s4ries de Lambert g4n4- 
ralis4es, qui donnent lieu s des relations, de nature arithm6tique, de quelque 
int4ret. Dans ce m4moire se trouve, peut-etre pour la premiere lois, le concept 
de ,syst~me de fonctions limit4es" dans ,leur ensemble", depuis si commun, et 
aussi un th~or~me qui correspond, pour les aires planes, "s la c41~bre proposition 
de Heine-Borel. k u  meme sujet se rapporte la note 135, off se trouve une 
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relation qui appartient ~ la tMorie, alors pas encore ~bauch~e, des d~terminants 
d'ordre infini. 

2. On sail qu'une fonction analytique r~guli~re ~ lqnt6rieur d'une ellipse 
de foyers + 1 est d~veloppable (Neumann, Heine) en s~rie de polyn6mes de 
Legendre. Ce th6or~me - -  qui, soit dit en passant, permet [80] de donner une 
forme particuli~rement simple s la formule de Mittag-Leffler pour une fonction 
pour laquelle l'ensemble ddriv6 des singularit~s appartient ~ une de ees ellipses - -  
dolt d~pendre d'une propri6t6 g~ndrale qui met en rapport les courbes de con- 
vergence des s6ries ordonn~es suivant les fonctions d'une suite donn6e f~(x) avec 
la nature de la fonction g6n~ratrice des f,(x); c'est cette propri~t6 que j'ai 
obtenue, dans un cas assez ~tendu [125, 126, 119]. Je pars d'une fonetion de 
deux variables T ( x , y ) - ~  ~. ~.a, ,n(x-zo)~y n, dent les singularit~s sent les 

m 

couples x, y qui v6rifient une dquation f(x, y ) =  0, s premier membre entier, 
rationnel ou transeendant: la d~termination des courbes E de convergence des 
s~ries ~ c,p,~(x), o~ p , -~  ~ a m ( X - X o )  ~, d6pend des modules des racines de eette 
4quation, et le th6or~me cit6 de Neumann n'est que le cas particulier o~t f(x, y) 
=_ 1 -- 2xy  + y'. Pour des classes dtendues de fonetions pn(x), on peut d6terminer 
un syst~me associ6 P,(y), tel que dans un domaine limit6 n~cessairement par des 

1 courbes E, on air ~.p~(x)Pn(y ) ~--- - - :  dans ce cas, on obtient des syst~mes 
y - x  

de relations qui repr6sentent une premiere extension ~ l'infini de la th~orie 
des d6terminants; il s'y pr~sente le fair de la possibilit~ de d~veloppements de 
zdro, que Frobenius avait d~js rencontr6s darts le cas des polyn6mes p ~ ( x ) =  
(x -a , )  (x -a~) . . .  (x-a~) .  On trouve qu"s m points singuliers des fonetions asso- 
cites correspondent m d~veloppements de z6ro lin~airement ind6pendants. Dans 
le 126 (n o' 19--21) on 6tudie, pour la premiere fois peut-etre, les rapports entre 

anx~' rapports que la les propri6t6s d'une s4rie ~ a , x "  et celles de la s~rie ~. n! " 

transformation exponentielle de M. Borel a mis depuis si en dvidence. Au m~me 
ordre d'id~es se rattache un m~moire qui date de la m~me @oque [153], off une 
op6ration sur les s~ries de puissances, g6n~ralisation de leur d~rivation, permet 
de consid~rer une infinit6 de transformations de m~me nature. 

3. Les courbes E d'~gal module des raeines de l'~quation f(x, y) = 0 jouent 
encore un rSle important dans le calcul des int~grales d~finies [124]. Si, au lieu 
de l'~quation du second degr~ qui se pr~sente pour les polyn6mes de Legendre, 
on prend une ~quation cubique, on a une extension de ces polynbmes constitute 
par un syst~me r~current d'int~grales elliptiques consider~es comme fonctions de 
l'invariant absolu [25]; les d~veloppements en s~rie qui s'y rapportent sent dtudi~s 
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duns un travail plus ~tendu [70, 83]; les courbes E sont ici des quartiques ration- 
nelles, sections planes d'une curieuse surface alg~brique homaloi'dique [140 ] dont 
les propri6t6s out 4t6 ensulte 6tudi~es par M. Montesano ~. 

4. Toutefois, certains syst~mes de fonctions, d'un emp]oi tr~s frequent en 
Analyse, ne rentrent pus duns le cadre fixd par les travaux precedents: parmi 
eux, les syst~mes de factorielles et leurs g~n6ralisations les plus imm~diates. Un 
groupe de travaux [7, 40, 41, 42] s'oceape pr,~cis6ment des s6ries 

Cn 
(1) ~ c n x ( x - 1 ) . . . ( x - n §  et (2) ~ x ( x §  

A c6t~ de la transformation d'une s4rie (2) en s~rie de fractions simples, j 'ai pu 
pr~ciser les conditions de convergence de ces s~ries en inerrant en rapport le 
champ de convergence avec le caraet~re asymptotique des coefficients cn; j 'ai 
4tudi~ les d~veloppements de zSro de la forme (1), la relation fonctionnelle qui 

('n 
rattaehe la s~rie (2) ~ la s~rie de puissances ~: t , -~;  enfin, la notion d'ordre 

d'une fonction en l'un de ses points, notion due 's M. Hadamard, m'a permis 
d'~noneer [42, 147] de la faqon la plus simple, la condition n~cessaire et suffi- 
saute pour qu'une fonetion donn~e admette un ddveloppement de la forme (2). 
De m~me que les sSries de puissances, les s~ries (21 peuvent, sans ~tre conver- 
genres, repr5senter asymptotiquement une fonction [44J. La th~orie de ces s~ries 
s'~tend en partie [13] aux d~veloppements en s~rie suivant les (x-a~)(x-a,)...(x-an) 
ou leurs inverses quand les points a n tendent s l'infini sans sortir d'un angle 
donn~. Duns 72, m~moire special sur l 'interpolation et qui d~bute par des 
remarques sur le, s ensembles devenues depuis famili~res, j'avais ~tudi~ et discut~ 
des probl~mes relatifs "s la d~termination d'une fonction analytique par la con- 
naissance des valeurs qu'elle prend duns un ensemble d~nombrable de points, et 
ces probl~mes portent ~ l'~tude de s~ries de la m~me forme, dont les conditions 
de convergence prSsentent des dlfficult~s particuli~res. 

5. Parmi les syst~mes de fonetions qui donnent des d~veloppements en 
s~rie de quelque infarct, celui formd par les d~riv~es suceessives d'une m~me 
fonetion n'est pas 's n~gliger, si l'on pense que c'est celui qui se pr~sente duns 
le d~veloppement de Taylor. J 'ai  consaer5 quelques recherches "s ce sujet [32, 10], 
qui d'aflle~rs se rattaehe ~troitement '~ eeux des travaux analys~s au w I i I .  De 
semblables d~veloppements, qui "~ premiere vue paraissent n'avoir qu'un champ 
de validit~ assez restreint, peuvent, au moyen d'un proc~d~ analogue ~ celui 
qui conduit aux c41~bres formules de Weierstrass sur les fonctions enti~res et 

Rendiconti dell'Istitute lombardo, 21 maggiD 1891. 
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de M. Mittag-Leffler sur ies fonctions m6romorphes, s'6tendre ~ des classes trb, s 
6tendues de fonctions; en outre [10], de m~me qu'une fonction rationnelle s'ex- 
prime par une sdrie r6currente de puissances, de m6me l'int6,grale d'une dquation 
diff6rentielle lindaire h coefficients analytiques et ~ second membre s'exprime 
par une s6rie ordonnde suivant les ddrivdes successives de ce second membre et 
dont les coefficients jouissent d'une propridtd remarquable de rdcurrence, o~ les 
m u l t i p l i c a t e u r s  de l'6quation jouent un r61e considdrable. 

w II. Syst~mes r~currents; ~quations aux diff6rences; fractions continues et 
leurs g~n~ralisations. 

6. Pour que l'~tude des d~veloppements des fonctions en s~ries ordonn6es 
suivant les fonctions d'un certain syst~me S soit susceptible d'etre suffisamment 
approfondie, il faut naturellement que le syst~me S soit caract@is6 par quelque 
propridt6 essentielle. L'examen des cas particuliers connus m'a amend s con- 
siddrer la r@urrence lin6aire entre les fonctions du syst~me S comme l'un des 
caract~res les plus aptes "s conduire s des r6sultats bien d6finis; et parmi les 
questions qui exigent une rdponse, il faut signaler les suivantes: 

A. Etant donn~ un syst~me de fonctions p ~ ( x )  - -  en particulier, de poly- 
n6mes - -  lides par une relation lin~aire recurrente (~quation lin~aire aux diffe- 
rences) existe-t-fl, et sous quelles conditions, un syst~me associ6 P~(y) tel que 
l'on air 

1 
. . . . .  E pn(x) P,,L~) ? y - - x  

B. Le syst~me associd 6taut d6termin6 formellement, quelles sont les con- 
ditions de validit6 du ddveloppement pr6c6dent? 

C. Quelles sont les conditions de possibilit6 et d'unicit6 du d~veloppement 
d'une fonction donnde en s6rie de pn(x)? 

7. Pour aborder l'6tude de ces questions, l'ou dolt s'occuper prdalablement 
des propridtds gdn6rales des syst~mes rdcurrents. Si la r6currence est du pre- 
mier ordre, on r6pond assez aisdment [21, 22] aux questions ci-dessus; mais les 
difficultds sont plus consid6rables pour les ordres sup@ieurs. Duns la r6eurrence 
du second ordre, on rencontre l'algorithme des fractions continues algdbriques, 
pour lesquelles j'ai dr1 d'abord [23] donner quelques th6or~mes de convergence, 
et j'ai aussi abordd [120, 146] l'~tude des propridt6s d'une fonction ddfinie 
a p r i o r i  par une fraction continue algdbrique, question inverse de celle qul se 
pose ordinairement; j 'y ai pu donner des indications sur la ddpendance entre les 
singularitds de la fonction et l'ensemble des racines des ddnominateurs des r6duites. 
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8. Le cas des relations r~currentes d'ordre quelconque, qui conduit s la 
g4n~ralisation de l 'algorithme des fractions continues alg4briques, est plus intS- 
ressant. La g~n~ralisation des fractions continues au point de vue arithmdtique 
avait dtd indiqude par Jacobi et par d'autres auteurs, mais il restait '~ faire 
celle des fractions continues algdbriques: les probl~mes que je m'dtais propos5 
re'out oblig5 de l'aborder, dans une note pr5ventive [138] et plus tard, en 1890, 

dans un m~moire ~tendu [69], oh se trouve r~solu l e  probl~me suivant: 6taut 
donn4es] p s@ies de puissances d~croissantes de x, al, a~, " .  •, d~terminer des 

polynSmes entiers AI, As, ... Ap, en sorte que A 1 a, + A ~  + . . .  + Ap % manque 
du plus grand nombre possible de termes initiaux pour des degrds donnds de 
A~, A~, ... A~. Ce probl~me conduit 's une dquation linSaire aux diffdrences 
d'ordre p, qui pour p ~ 2 est celle qui serf de base ~ la th6orie des fractions 
continues alg~briques, dent nombre de propri5t~s s'~tendent au nouvel algorithme. 
Pour une ~tude plus approfondie de la solution trouv~e [127, 73] ~, on peut 

s 'arr6ter 2̀ l'~quation aux diff5rences du troisi~me ordre 

(3) 1'~+ s = a , F , . ~ + b ~ F ~ + , + c , F , . ,  

(l'extensione 2̀ un ordre quelconque ne prdsentant pas des difllcultds essentielles) 
sur laquelle je ddfinis le concept, fondamental pour cette 6tude, d'int~grale dis t in-  

guge, concept qui n'est autre que la g6n@alisation de celai de valeur  de la frac- 
tion continue: cette int6grale, en effet, est celle dent le rapport  '2 route autre 
int~grale de la meme dquation tend s z6ro pour n ~ c~, de m6me que si a e s t  

P ,  
la valeur de la fraction continue et ~ est une r6duite, le rapport de P ~ - ~ Q ,  

'2 route autre  int6grale de l'6quation rficurrente du 2 i~'o ordre tend 's zero pour 

n ~ ~ .  L'existence de cette int~grale correspond done '2 la convergence darts le 
cas de la fraction continue; pour la d6terminer, je me sers d'une notion qu'il 

vaudrait  peut-6tre la peine de d6velopper davantage, celle de d 6 r i v 6 e  d ' u n e  
s u i t e  h, ,  h , ,  . . .  1,,,, . . .  p a r  r a p p o r t  ~ u n e  a u t r c  k~, k, ,  . . .  k~,, . . . ,  en entendant 

par 1"s la limite de /.-~-~-, si a,/~ sent les limites respectives de h~ et k,; le 

calcul de ces d@iv6es offre d'ailleurs, naturellement, la plus grande analogie 
avec celui des d~riv6es ordinaires. Pour la d~termination de l'intdgrale distingu6e 
on pea t  se servir, entre autres moyens, du th~or6mc bien connu de Poincard sur 
la limite du rapport de deux intdgrales d'une dquation aux diffdrences, thdor6me 

Duns l'intervalle entre la publication de ces deux Mdmoires, run des maitres de l'Analyse, 
H~.I~MITE, faisait paraltre aux ,.~nnali di Matematica" (S. II, T. 21, 1893) un mdmoire intituld: 
Sur la g~ndvalisation des fractions continues algdbriques, daas le m6mc ordre d'id~es. 

Acta maShtrmatita. 46. Imprimd I~ I de'cembrr 19'25. 44  
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auquel j'ai consacrd une note spdeiale [101]. Dans le cas off le coefficient b, de 
l'dquation (3) contient la variable, on peut donner les conditions de valabilitd 
de la solution des probl~mes traitds aux n ~ 69, 127 et 73, savoir: 1 ~ dtant 

1 
donndes les deux sdries de puissances ~1, ~ de-x- '  ddterminer les polyn6mes 

An, /~n, Cn en sorte que A n + B n # , +  Cn#~ ~ 0 soit vdrifide jusqu'aux termes de 
degrd l e  plus haut possible; 2 ~ reprdsenter simultandment a,, #~ par deux frac- 

Q,~ Rn de la fa,)on la plus approchde possible pour un degrd tions rationnelles Pn '  /~ 

donnd du ddnominateur P,. Les rdsultats prdcddents trouvent des applications 
dans des probl~mes d'approximation d'intdgrales ddfinies, gdndralisation [68] de 
ceux qui se prdsentent dans la thdorie des quadratures mdcaniques de Gauss. 
Dans ces recherches, on est ndcessairement amend 's considdrer, s cStd d'une 
dquation aux diffdrences, celle qu'on peut appeler son ad]ointe [119, 3, 198 p. 237 
et suiv.] 1 analogue de l'dquation adjointe d'une dquation diffdrentielle lindaire et 
qui donne lieu aussi ~ la notion de m u l t i p l i c a t e u r s  de l'dquation. 

9. Les recherches prdcddentes peuvent se poursuivre dans deux directions. 
distinctes. D'une part, les dquations lindaires rdcurrentes donnent, par leurs 
premiers membres, des o p d r a t e u r s  dont on peut dtudier l'alg~bre: dans leur 
calcul, l'dldment fondamental est l'opdrateur O (dtat varid des anciens gdom~tres) 
ddfiui par Of(x) ~ f ( x + l ) .  Je consacre ~ cette alg~bre, que Libri et d'autres 
auteurs avaient traitd d'une facon purement formelle, un mdmoire dtendu [74] et 
plusieurs notes [28, 29, 85J: en outre de la multiplication, division, divisibilitd 
et ddcomposition en factears de ces opdrateurs et de l'extension de la r~gle de 
Ruffini des puissances des opdrateurs, off jouent un rSle remarquable les fonetions 
aleph de Wronsky, j'dtudie les sdries de puissances de l'opdrateur O, leur con- 
vergence, lear emploi pour la rdsolution des dquations aux diffdrences~ la possi- 
bilitd d'un prolongement de ces sdries analogue au prolongement analytique. 
Le procddd d'intdgration donnd par ces sdries peut se mettre en rapport [29] 
avec les rdsultats rappelds au n o 8 de la prdsente analyse. 

10. Ces recherehes, d'un caraet~re gdndral, permettent de reprendre la 
question du ddveloppement d'une fonction donnde en sdrie ordonnde suivant les 
fonctions p~ d'un syst~me rdcurrent donnd. On suppose maintenant [136, 3] que 
l'dquation rdeurrente (A), de l'ordre p, air pour coefficients des polynSmes entiers 
en n du degrd m; une solution p,~ de l'dquation aura comme fonetion gdndratrice 
la sdrie ~p,~x", intdgrale d'une dquation diffdrentielle lindaire (B) de l'ordre m 

1 V. aussi E. BORTOLOTTI, Rendic. della R. Accad. dei Lincei, 1898, p. 349--356 et 257- -  
265 du T. 7 1, p. 46--55 et 74--82 du T. 72. 
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et dont les coefficients sont des polyn6mes entiers en x: or, il existe en g~n~ral 
une d~termination des constantes de l'int~grale de l'~quation diff~rentielle pour 
laquelle la sdrie g~n~ratrice converge dans le cercle le plus grand possible. Cela 
a lieu quand p, est I ' i n t ~ g r a l e  d i s t i n g u 6 e  de l'~quation (A), et on peut la 
d6terminer par une m~thode fond6e sur l'emploi de la transformation dite de 
Heine. Si maintenant les coefficients de (A) contiennent un param6tre e au 

1 
premier degr6, on peut d6velopper - -  en s~rie de la forme ~q. (z )p , (x) ,  off 

2 ' - - X  

les q, v~rifient l'~quation adjointe de (A): la consid6ration de l'intdgrale distin- 
guee permet de d~terminer le domaine de convergence uniforme de cette s~rie 
et par suite la possibilit~ du d~veloppement d'une fonction donn~e en s~rie de 
p~(x). A ce travail [3], qui met en lumi~re l'int~r~t des 6quations diff~rentielles 
comme g~n~ratrices de syst~mes r~currents, "se rattachent des questions d'ex- 
pression de la valeur d'une fraction continue comme rapport de deux int~grales 
d~finies [26], extension de r~sultats bien connus de Gauss sur le rapport de deux 
fonctions hyperg~om~triques. 

w III. Operations fonctionnelles repr~sent~es par des int~grales d~flnies. 

a) Pattie g~n~rale. 
11. Le probl6me dont on a parl6 ci-dessus, du d~veloppement d'une fonction 

en s4rie ordonnde suivant les fonctions d'un syst~me donn6, se rattache 6troitement, 
comme on le voit sans peine, s la question de l'inversion d'une int~grale d~finie. 
J'ai donc ~t~ naturellement amend ~ m'occuper d'~quations de la forme 

(4) f A (x, y) ~ (y) dy = f(x), 
J(c ) 

off A et f sont des fonetions donn6es, r est inconnue: e'est ~ dire de ce qu'on a 
appel5 depuis ,~quations int6grales de premiere esp~ce", iVlais ce probl~me m'a 
conduit 's envisager le premier membre de (4) comme un  opSrateur (fonctionnelle) 
appliqu6 au sujet ~(y); l'op4ration d6finit une correspondanee (ou transformation) 
fonetionnelle entre le sujet ~(y) et le r~sultat f(x), jouissant essentiellement fie 
la propri4t6 distributive (caract~re lin6aire). L'ensemble de semblables trans- 
formations est extr~mement vaste et il est clair qu'on ne peut obtenir des r6sul- 
tats concrets qu'en "spScifiant, soit la fonction A(x, y ) -  appel~e depuis noyaze 
(Kern) - -  soit le chemin d'intdgration (c). La litt~rature math6matique poss~dait 
depuis un si~cle an exemple remarquable de ces correspondances dans la relation 
de Laplace et Abel entre les fonctions g~n6ratrices et leurs d~terminantes. I1 

44* 
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est clair que des correspondances analogues g (2) peuvent s'exprimer par des 
int4grales multiples. 

12. J 'ai  consid4r4 pour ]a premiere lois une fonctionnelle de la forme (4) 
dans une note [1] publi4e dans ce recueil; j 'ai donnd ensuite, dans un travail 
plus 4tendu [64] et apr~s un rapide aper7u historique, la d4finition et les pro- 
pri~t~s, g4n4rales de ces op4rations consid4r4es dans le domaine complexe; je 

1 x 
consid~re d'abord des noyaux de la forme - - - o u  et j 'obtiens ainsi des 

y - - x  y 
op~rateurs qui servent ~ isoler l~s singularit~s des fonetions uniformes: ici se 
pr~sente comme cas partieulier une operation ddjs considerde par M. Appell et 
g~n~ratriee de ses polynSmes [15]. Je passe ensuite au cas d'un noyau rationnel, 

A(x, y) --  "q(x' f f (x ,y ) :  ici l 'expression "](c A ( x , y ) e p ( y ) d y  repr4sente, dans les diff~- 
) 

rentes r~gions du plan sdpar~es par les branches de la courbe que f ( x ,  y) -~- 0 
fair correspondre 's (c), des fonctions diff4rentes dont on peat  donner la liaison 
par an th~or~me dont un cas particulier avait ~t~ donn6 par t termite.  Plusieurs 
remarques sur l'~quation (4) et  sa r~solution pour des formes partieuli~res du 

1 
noyau terminent ce mdmoire. Quand f ( x )  - -  et le noyau est rationnel et 

Z - - X  

singulier pour les points de f ( x ,  y) ~--- 0, l '6quation (4) se r~sout [137] par une 
somme d'int~grales ab~liennes normales de seconde esp~ce attach6es s la rieman- 
nienne de f ( x , y )  ~ O. L'~tude des fonctionnelles A(cp) donn~es par le premier 
membre de (4) est reprise dans un m~moire [2] publi~ aux ,Aeta" ;  il s 'agit de 
reconna~tre si l 'Squation (4) peut ~tre r~solue par une expression de forme 
analogue 

(x) -- A(x, f(y) ay. 
) 

La question se ram~ne "s l'~tude des noyaux ,qui conservent la d6rivation" ; eas 
qui a pris une importance consid4rable dans la th~orie post~rieure de la composition 
selon hi. Volterra;  ce cas, oh le noyau a la forme a ( y - x ) ,  permet en particulier 
de retrouver deux formules remarquables dues s Halphen. Enfin, si les singu- 
larit~s du noyau sont donnSes par une 6quation alg4brique, on peut d~terminer 
la nature analytique du r~sultat A(r en rapport  avec celle du sujet ~(y). 

b) 0p~rations spgeiales. 
13. A c6t6 de ces questions gSn~rales, se place l'~tude d'opSrations ou de 

transformations fonctionnelles sp~ciales dont l 'utilit~ est d~montrde par l'appli- 
cation s de nombreux probl~mes. L'une d'elles, transformation de Heine, lie 
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f (x) .~ ~ (y) par la relation 

f( r dY 
) 

Heine l'a appliclu~e ~ diverses questions sur les ~cluations diff~rentielles. Or, on 
peut  montrer  [8] clue cette transformation conserve un seas et maintient ses 
propri4t4s caract4risticlues , m6me si cp (y) est infinie sur le chemin d'int4gration, 
pourvu qu'elle le soit d 'ordre fini. Cette transformation se g~n4ralise par celle 
�9 ~ lacluelle M. Schlesinger a donn4 le nora d'Euler, et j'ai montr4 [141, 149 et 
surtout  le m4moire plus 4tendu 71] clue les 4cluations de la classe de Fuchs ont 
des transform4es de la m~me classe ayant  les m~mes points singuliers, ce qui 
permet  d' int6grer par des int4grales d4finies de nombreux types d'4cluations non 
homog~nes. Ce probl~me d'int4gration se g4n4ralise [71] si ron  prend comme 
noyau non plus (x-y)C,, mais P~ (x, y), o~l P e s t  un polynSme entier et ~ une 
nouvelle variable. 

14. Mais parmi ces transformations fonetionnelles, l 'une des plus intdres- 
santes et des plus f6condes est, sans contredit, celle de Laplace-Abel. Je  m'en 
suis occup~ d'abord [65] en d4finissant cette transformation E par ses deux 
propri4tSs caract4ristiques, ind4pendamment de route expression analytique: ces 
propri~t~s consistent duns la transformation de la multiplication par la variable 
en la d~rivation, et darts la transformation de celle-ci en la multiplication, s part  
le sigae; la forme de l'expression clu'on peut donner ~t l 'op~rateur E d4pend de 
la classe fonctionnelle 's laquelle appart ient  le sujet. En particulier, si cette classe 
est un corps alg~briclue, il se transforme en une classe de fonctions clui d~pen- 
dent lin~airement d'un nombre fini de transcendantes dont les propridt~s sont, 
pour ainsi dire, une image de celles du corps algdbrique. La m~thode peut  con- 
tribuer s une classification des transcendantes, et dans cet ordre d'id~es on volt 
bien, par exemple, la place clu'occupe le logarithme intSgral [117] dans une 
semblable classification, on aussi les fonctions de Bessel [65]. La th~orie s'applique 
aussi [66, 67] "s la r~solution de l'~cluation 

(5) = f ( x ) ,  

fl'abord pour le cas des h~ constantes, puis pour celui des h,, rationnelles: darts 
le w 5 du premier de ces m~moires la th~orie de la transformation prelude 's 
celle que M. Borel utilisera plus tard  dans la sommation exponentielle: notons, 
entre autres, la notion de direction limite (ibid.) que le polygone de sommabflitd 
de cet ~minent g~om~tre viendra plus tard mettre  mieux en valeur. Darts le cas 
de l'~cluation (5) "s coefficients variables, les diffieult4s sont naturellement plus 
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eonsicl6rables; eertaines of'entre elles son~ r6solues par l'emploi d'une 6quation 
lin6aire $ coefficients transeendants et par une m6thode [18] analogue '& celle qui 
serf ~ la cl6monstration clu premier th6or6me de M. lVlittag-Leffler sur les fonetions 
m6romorphes. 

15. Des questions analogues forment l'objet de 12, 116, 117; mais c'est le 
m6moire 145 qui donne une rue el'ensemble sur ce sujet, en se plaTant au point 
de rue de l'inversion d'une int6grale cl6finie (6quation int6grale de premi6re 
esp~ce) "& noyau de la forme f ( y - x ) ,  et qui r6sout le probl6me d'int6gration cl'une 
6quation lin6aire cl'orclre infini, "~ coefficient constants et ~ second membre, ainsi 
qu'un remarquable probl6me de moments, ou syst6me cl'6quations lin6aires en 
nombre infini. Les d6riv6es cl'ordre non entier, cl6j'~ consider6es par Liouville, 
Riemann, etc., ainsi que les diverses expressions qu'on peut en donner, se pr6- 
sentent dans cette th6orie de la fa~on la plus naturelle, et l'~tude de ces d6ri- 
vdes, fond6e clirectement sur rensemble des propri~t6s caractdristiques [76], con- 
duit aux m~mes expressions. Ces d~riv~es constituent, par rapport 's l'indice, 
un: groupe '& un param~tre dont la transformation infinit4simale, au sens de Lie, 
donne une nouvelle operation fonctionnelle [98] qu'on peut appeler logarithme 
fonctionnel, et qui jouit de propri~t~s remarquables. 

16. Les transform~es de Laplace des fonetions rationnelles et alg~briques 
donnent une premiere classe de transcenclantes ; mais d'autres classes sont donn6es 
s leur tour par la transformation de transcendantes: ainsi [19, 20] aux 6quations 
diff~rentielles lin~aires "s coefficients rationnels ene  ~ correspondent des ~quations 
lin~aires aux diffdrences & coefficients rationnels, et cette remarque permet d'~tablir 
un principe de dualit~ entre les cleux g4ndralisations connues des fonctions hyper- 
g~om6triques, eelle de Pochhammer et celle de IV[. Goursat. Une expression 
asymptotique de F(x) pour x-~ co clans le sens imaginaire qui se trouve duns 
20 a ~t6 attribute ~ d'autres auteurs, mais 1~I. ]~ellin m'en a r~cemment r~ven- 
diqu~ la prioritY. Aux fonctions hyperg6omdtriques, s leurs g~n~ralisations et 
plusieurs questions qui s'y rattaehent, j'ai d~di~ an m6moire ~tenclu [154] de 
caract~re didactique, mais inspir~ aux idles expos~es ci-dessus. Enfin, c'est en- 
core la m~me transformation qui permet de montrer le lien entre ]a sommation 
exponentielle de M. Borel et les cl~veloppements asymptotiques de Poincar~ [44]; 
d'attribuer aux s~ries de puissances toujours divergentes un sens concret, par 
l'interm~diaire des s4ries de puissances du symbole D de d6rivation [97]; enfin, 
d'6tendre aux d~veloppements asymptotiques [47] un remarquable th~or~me 
d'Hurwitz sur les singularit~s d'une fonction qui d~pend de deux fonetions clonn~es. 
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�9 c) Fonctions d~terminantes. 

17. Tandis que les recherches qu'on vient de citer consid6rent la transfor- 
mation de Laplace "s un point de vue qui appartient au caleul fonctionnel, 
d'autres, qui appartiennent plus sp6cialement "s la th~orie des fonctions, 6tudient 
les propri~t~s des fonctions analytiques d~finies par les expressions 

/o (6) f (x) = e -~ ~ (t) dt ou 0 (t) t ~-' dr. 

Ici, ~ et $ peuvent n'~tre pus analytiques; je d~montre [147] que si (6) 
est eonvergente pour une valeur xo, elle l'est pour route valeur x dont la pattie 
r~elle est plus grande que eelle de Xo; je d~termine ensuite, en plusieurs cas, la 
position et la nature des singularit~s de f ( x )  (pSles, points critiques alg6broi'des 
ou logarithmlques) d'apr~s l'allure asymptotique de ~ (t). 

18. On peut approfondir davantage l'6tude des propri~t~s de f ( x )  si ~ (t) 
ou ~(t) sont aussi analytiques: ainsi, si ~(t) est r6gulier au point z6ro et si l'on 
en conna~t l'6toile de Mittag-Leffler, on peut d6montrer [147] que 

f (x, a) = 0 (t) e dt 

admet la m~me ~toile comme fonetion de a et est m6romorphe en x avec les 
pSles de premier ordre aux points 0, - 1 ,  - 2 , . . . ;  et l'on retrouve [7, 172] la 
double forme du d~veloppement d'une telle fonetion m~romorphe. Si ~(t) est 
analytique, on d~duit imm~diatement de la fonetion d~terminante les th6or~mes 
connus de Le Roy, Faber etc., et d'autres encore sur les relations entre le carac- 
t6re des coefficients d'un d~veloppement de Taylor et les singularit~s de la 
fonction qu'il repr~sente [147, 57]. Enfin, d'autres notes [104, 5, 24, 58] pr6ei- 
sent la d~termination de l'abscisse de convergence en rapport avec l'allure asympto- 
tique de la fonction g6n~ratrice, d~montrent que la d~terminante d'une d6termi- 
nante est nne fonction s i m p l e ,  c'est s dire qui n'a d'autre singularit6 qu'une 
coupure s'6tendant "s l'intlni, :et prouvent que des d6veloppements de la forme 

C n 
~] (x + ao) (x + a,)... (x + a~) peuvent jouer le marne rSle que les d6veloppements 

asymptotiques en s6ries de puissances de Poincar6 et se pr~sentent de m~me 
[24] dans l'int~gration d'~quations diff6rentielles lin~aires. 

w IV. Etude synth~tique des operations lin~aires. 

19. Les expressions int6grales de la forme (4), les expressions lin6aires 
diff~rentielles, celles aux differences, am~nent au concept g~n~ral d'op6rations 
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fonctionnelles lin6aires (ou distributives). Si l 'on d6termine le champ fonctionnel 
auquel on applique de semblables op6rateurs, on peut en d6terminer de nom- 
breuses propri6t6s d'une facon synth6tique et, pour ainsi dire, g~om~trique, en 
dormant ainsi naissance s une branche du calcul fonctionnel ayant  un caract6re 
qualitatif, tandis qu'on peut dire quantita~ifs les chapitres de ce m~me calcul 
selon les principes connus de Volterra,  Arzel~, Hilbert, Hadamard, Tonelli, 
P. L6vy, etc. Entre  les deux points de vue, il y a une diff6rence qui n'est 
pas sans analogie entre celle qui s~pare la thSorie des fonctions de variables 
r6elles au sens de Dirichlet, de celle des fonctions analytiques selon Weierstrass. 

20. J 'ai  entrepris, dans l 'ordre d'id6es synth6tique, de nombreuses recherches, 
qui, ~ part  quelques travaux d'un caract6re historique, []58, 159, 169] peuvent 
se diviser en trois groupes. 

Je commence par envisager l'ensemble des s4ries de puissances comme un 
espace dont chaque s6rie est un point, et je trace l'esquisse d'une g6om6trie de 
cet espace, qui permet d 'apporter  duns ces recherches un certain degr6 d'intuition 
[87, 89]. Les op6rations lin6aires sont les homographies de cet espace, et on 
cherche d'en ramener l '6tude s celle de la composition d'op6rations simples 
telles que la multiplication, la d6rivation et la substitution: dans cette recherche, 
la permutabilit6 des op6rations joue un r~le essentiel, et c'est l '6valuation de 
l ' 6 c a r t  de la permutabilit6 d'une op6ration donn6e par rapport  s une op6ration 
6talon qui m'a amen6 s la consid6ration de ce que j'ai appel6 la d 6 r i v 6 e  
f o n c  t i o n  n e l l e ,  qui pr6sente avec la d6rivation habituelle une analogie algo- 
rithmique r6ellement surprenante [30, 99]. On en d6duit un d6veloppement des 
op6rations lin6aires soit en s6rie de puissances du symbole /) de d6rivation [30, 
150] (au moyen d'une formule que j'ai appel6e formule de D'Alembert  g6n6ralisde, 
parcequ'elle avait 6t6 rencontr6e par ce savant dans un cas particulier, et qui 
joue, dans notre calcul, un rSle analogue '~ celui de la formule de Taylor duns 
le calcul des fonctions), soit en s4rie de puissances de D-~ 133]; la th6orie g6nr 
tale, d6velopp6e dans 150 et dans l 'ouvrage 198 publi6 en collaboration avec 
M. Amaldi, trouve des applications aux 6quations lin6aires diff6rentielles, aux 
diffdrences et aux substitutions [3], 34, 86] et d6termine les op6rations au moyen 
de leurs relations avec leurs d~riv6es fonctionnelles [38, 75]. Parmi ces appli- 
cations, notons celles qui regardent  les op6rations aptes "~ introduire ou "s d6truire 
des singularit6s duns les fonctions d'une classe donn6e et dont l 'exemple le plus 
banal est donn6 par la division ou multiplication par x - a ,  qui introduit  ou fair 
disparaltre un pSle de premier ordre au point x = a. J 'ai  consacr6 '~ ce sujet 
un m6moire 6tendu [129]: la th6orie 616mentaire de la divisibilit6 n'est  qu'un 
premier! degr6 d'une propri6t4 bien plus g6n4rale qui se fonde sur des principes 
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analogues, en met en lumi~re la vdritable essence et s'applique s des classes 

dtendues de singularitds. A ce sujet se rapportent aussi les numdros 17, 90, 

36, 105, 156, 168. 

21. Un deuxi~me groupe consid~re plus spdcialement nos opdrations comme 

des homographies d'un espace "s une infinitd (ddnombrable)de dimensions. La 

ddgdnerescence de ces opdrations acquiert un intdr~t particulier avecla consi- 

ddration de leurs racines, et ici se place une remarque fondamentale [143], re- 

trouvde beaucoup plus tard par d'autres auteurs, savoir: que tandis que dane 
un espace s un hombre fini de dimensions une homographie ddgdndrde a des 

raeines, et projette l'espace sur un espace '~ un hombre moindre de dimensions, 

dans l'espace s une infinitd de dimensions on peut avoir ou l'une (ddgdndrescence 

de premiere esp~ce) ou l'autre (ddgdndrescence de deuxi~me esp~ce) de ces propridtds. 

Dans la ddgdndrescence de premiere esp~ce, les racines des opdrations permutables 

ont des relations remarquables [160] qui permettent d'obtenir, par une mdthode 

synthdtique d'une extreme simplicitd, la thdorie des diviseurs dldmentaires [142] 

et la composition cauonique d'une homographie, et les m~mes procddds per- 

mettent [144] de retrouver d'autres rdsultats gdomdtriques. 
22. On salt queue est rimportance, dans la thdorie des dquations diffd- 

rentielles lindaires, de rdquation adjointe d'une dquation donnde. II y a lieu de 
considdrer une dquatiou analogue dans la thdorie des dquations lindaires aux 

diffdrences (v. ci-dessus, n o 8) et quant aux opdrateurs qui constituent les 

premiers membres de rdquation et de son adjointe, la relation est celle qui 

passe entre deux matrices rdciproquee. La thdorie synthdtique des opdrations 

lindaires permet de ddfmir l'adjointe d'un opdrateur d'une faTon gdndrale et d'en 

ddduire les propridtds principales [91, 130]. 
23. Lee travaux dnumdrds dans le prdsent w s'occupent des fonctionneUes 

appliqudes aux fonctions analytiques inddpendamment de leur reprdsentation par 
des intdgrales ddfinies. Mais dans un troisi~me groupe de travaux, qui forcdment 

s'enchevetrent en partie avec ceux des groupes prdcddents, la thdorie synthd- 

tique des opdrations lindaires est raise en rapport avec celle des dquations intd- 

grales. Dans un ancien travail, ddj's citd [143], se trouve, dane un cas assez 
remarquable, le ddterminant infmi qui joue un si grand r61e, au cas gdndral, dans 

les travaux de M. Fredholm; on ddmontre que ce ddterminant est une fonction 

entibre du param~tre et on en ddduit les dldments qui ont did nommds depuis 
n o m b r e s  et f o n c t i o n s  c a r a c t d r i s t i q u e s  (Eigenwerte et JEigenfunktionen). 
Dans le m~me ordre d'iddes, mais pour des cas bien plus gdndraux, les n ~ 77 

et 78 se proposent d'dtablir, avec un minimum d'hypoth~ses, la rdsolution par 

rapport  A ~ de l'dcluation fonctionnelle r  k A (~) ~ f, A dtant une opdration 
Acla ma~ematica. 46. Imprimd Io 2 ddcembre 1925. 45 
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lin6aire, et de distinguer par un a priori synth~tique, les trois cas qu'on peut 
dire de Volterra, de Fredholm et du spectre continu de Hilbert: on y indique 
aussi de quelle faTon la th6orie de la permutabilit6, si amplement d~velopp~e par 
l~i. Vo]terra, peut ~tre pr~sent6e iud6pendamment de la representation int~grale. 
Cette ind~pendance n'est pas superflue; le n o 78 montre en effet que des op6- 
rations int6grales, ayant comme noyau soit la s~rie uniform6ment convergente 

a,(X)~n(y) soit la limite en moyenne d'une suite de sommes ~a~(x)~ , (y)  E ' k,, 
1 

(m = 1, 2, ...), peuvent former le sous-groupe d'un groupe d'opSrations lin~aires 
qui, tout en jouissant de propri~t~s analogues, ne sont pas en g6n6ral des op~- 
rations int~grales. Enfin le n ~ 115 traite de la structure de l'espace caract~- 
ristique correspondant s une racine multiple du d~terminant de Fredholm, qui 
donne lieu '~ une application de l'alg~bre associative g~n~rale o~ se pr~sentent 
d'une faTon spontan~e les ~l~ments qu'on nomme, dans cette algSbre, idempotents 
et nilpotents. 

24. Si le noyau d'une operation int6grale se prend sous la forme 

E   (x)xn yi,,+~, oft les ~(x) sont des s~ries de puissances, on obtient les fonctions 

caraet~ristiques de la mani~re la plus simple [109] et le dSveloppement classique 
de Fredholm s'y pr6sente d'une faTon tout 's fair spontan~e: parmi de nom- 
breuses applications auxquelles peut donner lieu cette forme de noyau, notons 
les probl~mes d'it~ration analytique, en particulier la r~solution de l'6quation de 
Schrceder. 

w V. Probl~mes d'it~ration. 

25. Le dernier travail qu'on vient de citer reprdsente, pour ainsi dire, la 
transition ~ des recherches sur l'itdration; et une note [110] d~veloppe pr~cis~- 
ment l'application dont on vient de parler. Une autre note s'occupe de l'it6- 
ration dans le domaine r~el [108] dans le but de contribuer 's la r6solution 
d'6quations fonctionnelles du type de Babbage; d'autres abordent, dans des cas 
partieuliers, le probl~me de l'it~ration en grand des fonctions rationnelles (qui 
recevait peu apr~s des d6veloppements si importants dans les travaux de MM. 
Julia, Fatou, Ritt) en approfondissant l'6tude de l'it6ration de la fonction quadra- 
tique [111, 161, 51, 52], et celle d'un polynSme entier [113, 54, 55] dont on d~ter- 
mine l'ensemble des ~l~ments invariants. L'itSration complete de x~-2 ,  e'est '~ 
dire 6tendue ~ des indices non entiers, conduit "s la remarque curieuse [53] que les 
polynSmes V~ bien connus de Serret, qui r~solvent l'~quation V,~-x Vn_, + Vn_~ = 0, 
sont les it6r6es de x~-2  pour les valeurs r de l'indice, o5 r e s t  le logarithme 
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de n dans la base 2. Enfin, le n o 162 eontient un assez large r~sum~ de rdsul- 
tats  sur l 'it5ration. 

w VI. Travaux divers. 

26. En dehors des groupes qu'on vient d'~num~rer, d 'autres t ravaux se 
rappor tent  ~ des sujets varids d'analyse. Le caract~re arithm~tique des coeffi- 
cients des sdries de puissances qui repr~sentent des fonctions a]g~briques, expo- 
nentielles ou logarithmiques est bien connu, d'apr~s des th~or~mes dorm,s par 
Eisenstein et par  Heine; des th~or~mes analogues peuvent s'~noncer [6, 148] 
pour les coefficients des s6ries de puissances qui v~rifient des ~quations lin~aires 
diff~rentielles ou aux differences, '~ coefficients rationnels. La  note [4] donne 
les conditions sous lesquelles la s~rie d'Abel 

(x + .) ----- ~ (x) + Z n ! - d--x '~- ..... 

est applicable ~ une fonction analytique. - -  Les th~or~mes d'Hermite sur les 
coupures des fonctions repr~sentdes par des intdgrales ddfinies sour gdndralisds 
daus 14, 16, 124. - -  La note 35 dread 's des d6terminants plus g6ndraux ]a 
propri6t6 du wronskien. - -  Les remarquables th5or~mes de M. Hadamard et d 'Hur- 
witz sur les singularit4s de la fonction d o n t  les coefficients du d6veloppement 
de Taylor  sont form6s avec les coefficients des d6veloppements de deux fonctions 
donnfies out aussi form6 objet d'dtude: une nouvelle ddmonstration du thdor~me 
d 'Hadamard [92] me semble en met t re  mieux en lumi~re l'essenee et permet  de 
le gdnfiraliser, et le thdor~me d'Hurwitz [39, 46] s'applique non seulement aux 
singularitds polaires, mais aussi "s d'autres beaucoup plus gdnSrales et s 'dtend 
aussi [47] aux ddveloppements asymptotiques. - -  Un ancien essai [133] ~tend 's 
des classes de fonctions enti~res, les relations entre ]es coefficients et les racines 
d'une dquatiou alg6brique, question reprise plus tard par ]H. lVlaillet. - -  Pour 
l 'dtude des fonctions doublement pdriodiques, on peat  prendre comme point de 
ddpart  celle des fonctions ~ multiplicateur [151, 134, 1], mdthode qui prdsente 
quelques avantages et conduit '~ des formules intdressantes : elle a 6t~ reprise depuis 
par M. Rausenberger. - - L a  formule de hi. blittag-Leffler, qui permet d'isoler 
les singularitds d'une fonction mdromorphe, contient comme terme additif  une 
fonctiou entibre qu'il n'est pas toujours aisd de ddterminer darts les applications; 
il n'est donc pas sans intdr6t d'indiquer des cas olt la d~termination e n e s t  pos- 
sible [43] et la question se met en rapport  avec la sommation d'une sdrie diver- 
genre. - -  Darts la thdorie des quadratures mdcaniques et darts des questions 
analogues, se prdsente la question d'approcher une fonction donn~e par une 

45 * 
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fonction rationnelle en sorte que la difference soit du degr~ maximum en x ou 
1 

en - - .  A parit~ de calcul, on peut  obtenir une approximation plus grande si 
x 

l 'on approche la fonctlon par une expression quadratique --- /~ , 

sont des polynSmes entiers [122, 139]. - -  La note 50 montre que ]a formule 
int~grale de Cauchy, qui donne la vahur  d'une fonetion ~(x) synectique dans 
une aire quand on en eonnait les valeurs au contour de raire, s'applique encore 
si s ees valeurs on substitue une fonction p(s)+iq(s) des points de l'aire, o~l 
p (s), iq (s) sont les limites auxquelles convergent e n mo y e n n e la partie r~elle 
et l ' imaglnaire de ~ (x) quand x tend au contour. - -  Un probl~me d' interpolation 
[11] conduit "~ la r~solution d'un syst~me infini d'~quations lin~aires dont les 
coefficients sont les puissances des nombres naturels, m Enfin, rexamen critique 
[61], paru en 1884, de la faTon dont on peut proc~der pour comparer l 'allure de 
fonctions qui tendent  ~ rinfini:  sujet qui a donn~ lieu depuis aux belles recherches 
de M. Borel sur l'~chelle des ordres d'infinitude; la conclusion s laquelle j 'arr ive 
est que, quelles que soient les bases d'un calcul de ces ordres qui doive satis- 
faire "s des postulats convenables, on ne pourra jamais y assuj~tir la totalitY. 
des fonetions, mais seulement des classes plus on moins 5tendues. 

27. Je mentionne encore une recherche de physique pour la d~termination 
des constantes de capillarit~ pour divers liquides [170, 171]; quelques notes sur 
les surfaces minima [131, 180]; une exposition des principes pour l ' introduetion 
des fonetions analytiques selon les id les  de Weierstrass [152]; des notes sur 
l 'arithm6tique et l 'alg~bre [73, 81, 84, 94, 155, 166, 173]; sur le calcul des pro- 
babilit~s [178, 181]; les commSmorations de Weiers trass ,  Hermite ,  Beltrami, 
Dini, Arzels et autres, quelques recensions [174, 163, 165] et des questions p~da- 
gogiques [182, 183, 184]. 
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