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26 Maurice Frdchet. 

Introduction. 

De nombreux travaux ont 6td consacrds • la ddfinition axiomatique 1 des 

champs de vecteurs et s celle d'espaces lids h ces champs de vecteurs sous les 

noms d'espaces lindaires, espaces vectoriels, espaces affines, etc . . . .  

Dans la plupart de ces travaux, les points de l'espace considdrd dtaient des 

points d'un espace s I, 2, 3 , . - . ,  un hombre entier n quelconque de dimensions. 

En outre, le fair que le nombre de coordonndes ou de par~m~tres dont d@end 

un point d'un espace n'est ddtermind clue si on fair intervenir des considdrations 

de con~inuitd dtait ignord ou mdconnu. Enfin, on n'avait gu~re aper~u tout le 

parti qu'on peut tirer de ces considdrations pour l'dtude de champs fonctionnels 

trSs divers. 

C'est s MM. S. BXNACH ~ et N. WINNER 3 qu'on doit d'avoir dlargi ces 

anciens horizons. Reprenant les systSmes d'axiomes qui ddfinissent, avec quelques 

variantes, les champs de vecteurs, ces auteurs, d'une fa~on ind@endante, leur 

ont lid nettement les considdrations de continuitd que leurs prdddcesseurs avaient 

cru habile d'dcarter. Cela leur a permis de faire entrer dans un mSme cadre 

des Champs fonctionnels divers et importanfs. 

Or, nous avons indiqud rdcemment route une suite de champs fonctionnels 

(trSs utiles en Analyse) qui se ~rouvent avoir le mSme hombre de dimensions au 

sens que nous avons attachd ~ cette expression. ~ Cette particularitd doi~ 8tre la 

marque d'une structure commune. Et, en effet, plusieurs d'entre eux 5 peuvent 

8tre considdrds comme des espaces de Banach. Mais, d'autre par~, URYSOH~ a 

montrd ~ que plusieurs autres de ces champs fonctionnels (qui ont le mSme hombre 

de dimensions que les prdcddents) ne peuvent ~tre consid~rds, au moins d'une 

fagon naturelle, comme des espaces de Banach. 

Ceci nous a Conduit ~ ddfinir des espaces analogues ~ ceux de MM. Banaeh 

et Wiener, un peu moins simples mais plus gdndraux, de fagon s englober les 

espaces signalds par Urysohn. 

1 Voir par exemple: Le operazione distributive c le loro appliazione all'Analisi, par Pincherle 
et Amaldi, Bologna, I9ol, Ier Chapitrc. 

Opdrations dans les ensembles abstraits, Fond. Mathdm., t. III,  I922 , p. I35. 
8 Bull. Soc. Math. France, t. 5o, I922, P- 124. 
4 Sur la notion de hombre de dimensions, C. R. Ac. Sc. Paris, 26 Mai I924, t. I78, p. I782. 
5 A savoir, en particulier, les espaces dgsign6s dans la communication rappelde, note I, par 

les noms d'espaees C, C', ,F2~, ~Q, Da,. 
6 S u r u n  probleme de M. Frdehet, C. R. Congres Soc. Say., Dijon, 1924. 
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En ddsignant les espaces de Banach comme des espaces (D)vectoriels  

complets (terminologie qui sera expliqu6e plus loin), nous les diffdrencierons des 

espaces plus ggn6raux que nous avons d6finis sous le nom d'espaces topologique- 

ment affines. Parml ceux-ci, il y a lieu de distinguer les espaces plus simples 

que nous avons appel6s espaces (D) affines complets parmi lesquels viennent se 

ranger les espaces envisag6s par Urysohn. 

Pour arriver ~ cette derni~re notion, nous avons dfi ~tablir une distinction 

qu'on trouvera peut-6tre subtile entre les motions de distance de deux points et de 

longueur d'un vecteur. Mais cette distinction est dans la nature des choses et 

nous permet d'atteindre la g6n6ralitd ndcessitde par les fairs. En particulier, 

elle permet de mettre en 6vidence que, si la conception de l'espace abstrait affine 

est logiquement ind~pendante des consid6rations de continuit6 (sauf sur chaque 

droite prise isol6ment), on n'obtiendra pourtant des rdsultats int6ressants qu'en 

r6tablissant des liens naturels entre ces deux ordres d'id6es. 

La table des mati~res plac~e en t~te donnera une idde suffisante du plan 

et du contenu du present m6moire. Celui-ci est le d~veloppement d'une note 

publide dans les C. R. Ac. Sc. Paris, 9 F6vrier 1925, tome I8o, p. 419--42I.  

P R E M I E R  CHAPITRE.  

Deux d~finitions ~quivalentes des espaces abstraits affines. 

I. D~finition vectorielle. 

Remarque pr~liminaire. On trouve d6finis parfois les espaces lin6aires, 

affines, vectoriels ou similaires eomme des ensembles d'616ments ou points d'une 

nature quelconque sur lesquels il est possible d'effectuer des operations similaires 

s celles qu'on envisage dans l'analyse vectorielle ordinaire. Une telle conception 

sous-entend que eela n'est possible que si l'ensemble en question jouit de pro- 

pri6t6s sp~ciales, hypoth~se qui n'est pas exacte (voir page 36). 

Si done on veut que la notion d'espace affine apporte quelque chose de 

nouveau qui distingue celui-ci d'un espace ou d'un ensemble queleonque, il faut 

eonsid6rer qu'un espace affine n'est pas seulement un ensemble de points, mais 

un syst~me constitu6 par: I ~ un ensemble de points, 2 ~ des op6rations applicables 

ces points et analogues aux op6rations veetorielles classiques. 
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C'est  le point  de vue que nous adopterons ici. Logiquement ,  ces op&ations 

pour ront  jouer  de la m6me fagon sur deux ensembles en correspondance biunivo- 

que; au t rement  dit  leur  d6finition sera ind6pendante  de la na ture  des points de 

l 'espace envisag& En fair, on n 'obt iendra i t  aucun r&u l t a t  utile si l 'on ne se 

souciait  pas, pour  chaque espace d 'une na ture  d&ermin~e, de d6finir des op6ra- 

t ions vectorielles v&Rablement  en rappor t  avec la na ture  de cet espace. 

P ou r  d~finir un espace affine abstrait ,  nous suivrons l 'expos6 pr6sent6 

ailleurs 1, off nous avons d6fini les espaces vectoriels abstrai ts  en tgchant  de 

combiner les avantages des expos& dfis ind~pendamment  g 1VI. JR. Banach et 

Wiener .  I1 nous suffira de supprimer la derni~re condit ion adopt~e pour  les 

espaces vectoriels pour  obtenir  les espaces affines. (Mais quand n o u s  viendrons 

aux consid&ations topologiques, la diffdrence sera bien plus profonde.) 

On d6finira d 'abord  une famille de vecteurs abstrai ts  puis un espace ab -  

s trai t  affine. 

D~finition des familles de vec teu r s  abs t ra i t s .  Une famille de vecteurs ab- 

straRs est le syst~me constitu6 par  I ~ un ensemble a d'616ments de na ture  quel- 

conque appelfis vecteurs abstraits, 2 ~ trois op&ations  g effectuer sur ces vecteurs, 

ddsign6es par  les notat ions + , . ,  [] . . .  ][ et lides entre elles et g l 'ensemble a par 

les conditions suivantes: 

Soient  ~, 7, ~ des dl6ments quelconques de la famille a consid6r6e, a, b des 

hombres r6els quelconques. 

I ~ ~+ V e s t  un 616ment bien d&ermind de la famille a, 

2~ 

3 ~ 
4 ~ ~ + V = ~ + ~  entralne V-- t ,  

5 ~ I1 existe un 616ment de a, qu 'on peut  d&igner  par  0 tel  que ~ + 0 = ~ ,  

6 ~ a .  ~ est un  616ment bien d&ermin6 de la famille a, 

7 ~ a4=o e t a .  ~ = a .  V ent ra lnent  ~-=V, 

8 ~ ~ 4 0  et a .  ~ = b . ~  en t r a lnen t  a=b, 
9 ~ a .  (~+ r ] )=a .  ~ + a .  r], 

I 0  ~ (a+b).g=a.g+b.g, 
I I  ~ I . ~ = ~ ,  

o ( a .  b) .  (b .  

I3 ~ I/~][ est un nombre r6el ~> o et que nous appellerons longueur  de ~, 

Les espaces vectoriels abstraits; Bull. Calcutta Math. Soc., 1925. 
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I4 ~ II~]l-----o est 6quivalent s ~=0 ,  

o Hc,. il= I .I .][ff] l .  

29 

D ~ f i n i t i o n  v e c t o r i e U e  d ' u n  e s p a c e  a b s t r a i t  a f f ine .  Nous appellerons espace 

abstrait affine un syst6me constitu6 par I ~ un ensemble E d'616ments de nature 

quelconque appel6s points de cet espace ou points abstraits, 2 ~ une famille de 

veeteurs abstraits li6e s l'ensemble de points abstraits par les conditions suivantes. 

Appelons couple ordonn6 d'616ments la suite de deux 616ments de E pris 

dans un certain ordre. 

I. A tout couple ordonn6 A, B d'616ments de la classe E correspond un 

616ment ~ d6termin6 de la famille a de vecteurs associ6e s E et on exprime cette 

correspondance par la notation A B = ~ .  

l I .  Etant  donn6s un 616ment ~ de la famille a et un 616ment A de la 

cl~sse E, il  existe un 616ment ~ et un seul, tel que A B=~. 

l I I .  Quel que soit A de E:  AA~O. 

IV. Quels que soient les 616ments A, B, C de E 

A B + B C = A C .  

Remarques. On observera qu'en vertu des conditions 13 ~ 14 ~ 15 ~ li6galit~ 

Ila. ~ H : o  dquivaut s l 'alternative a-~o ou ~=0. 

On observera, d'autre part, que l 'on a A B + B A : O  et A B + ( - - I ) .  A B : O  

d'ofi B A : ( - -  i). AB.  

I1 nous sera aussi utile par la suite d'introduire la ddfinition d'une droite 

abstr ai te. 

Par  analogie avec ce qui se passe dans l'espace euclidien, 1 nous appellerons 

droite abstraite A B l'ensemble des points M de l'espace affine, qu'on obtient en 

faisant varier le nombre q dans la relation 

A M = q .  A B ,  

off A et B sont deux points distincts quelconques de cet espace. En posant 

Q'= I--Q, on volt que cet ensemble est le m6me que celui des points N obtenus 

en faisant varier q' dans la relation 

B N~-q' . BA  

1 Comme on a donn6 ~ cette expression des sens varids, nous entendons par 1~ l'espace d~udi6 
dans la gdomdtrie 6ldmentaire classique. 
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La droite :B A est donc le m6me ensemble que la droite A B e t  elle contient 

6videmment les points A et B obtenus pour Q=o et Q=I.  

On d6finira aussi les translations, comme d'ordinaire: Soit ~ un vecteur 

quelconque; il dgtermine une transformation biunir de l'espace affine en lui- 

m6me off, s tout point A de l'espace, on fair correspondre le point A' tel que 

A A ' = ~ .  On pourra appeler cette transformation, la translation ~. I1 est mani- 

feste qu'un espace affine est homogbne par rapport s ses translations. C'est-s 

dire qu'6tant donn6s deux points quelconques B et  1)', il y a toujours une transla- 

tion qui transforme l'espace en lui-m6me et B en B'. Dans cette translation, une 

droite sera transform6e en une droite et les longueurs seront conserv6es. 

Exemples d'espaces affines. 
i ~ Les exemples les plus simples sont ceux des espaces euclidiens d u n e ,  deux 

on trois dimensions, qui sont justement ceux qui ont donn6 naissance s la notion 

d'espace affine. 

Comme ils vont rentrer dans la cat6gorie suivante, nous n'aurons pas s les 

~tudier ~ part. 

2 ~ Les  espaces d n dimensions. I1 est bien connu que ces espaces sont affines 

et la faqon de le voir est route semblable s celle qui va nous permet~re de con- 

sid~rer un cas plus g6neral. 

3 ~ Les  e~Taces ~ une infinit~ de dimensions. Ce titre n'6tant donn6 qu'~ un 

point de vue mn6motechnique, consid6rons un ensemble G d'616ments ou points 

X dont chacun est d6termin6 par une suite infinie de nombres x~r x ~ , . . ,  x , , , . . .  

que  nous appellerons coordonndes du point X. 

, Nous dirons que cet ensemble G est lindaire si I ~ comprenan~ le point ~ de 

eoordonn6es ~,  ~.~,... ~ , , . . .  il comprend n6cessairement, quel que soit le nombre 

r6el a, le point de coordonn6es a ~ ,  a~.~,.., a ~ , . . .  2 ~ comprenant en outre le 

point V de coordonn6es V~, V~,.. .  il comprend le point de coordonn6es ~+~1,  

~ +  V-2, . . .  

Ceci dtant, disons que deux couples ordonn~s de points X ,  Y e t  X ' ,  Y '  de 

1'ensemble G sont dqui~ollents si les diff6rences des coordonn~es correspondantes 

sont 4gales: 

y ~ - - x l = y ' ~ - - x ' l  , �9 �9 �9 y ,~--xn--y ' ,~--x '~,  . . . 

Nous pourrons appeler veeteur ~ l'ensemble des couples ordonn6s X ' ,  Y '  6quipollents 

s un couple ordonn6 fixe X, Y de points de l'ensemble G. Nous repr6senterons 



Pour 

On posera 

pas routes 

Les espaces abstraits topologiquement affines. 31 

ces relations par la notation X Y ~ X '  Y'. Et  nous appellerons projections du 

vecteur ~, les quantit~s 

~ = - y ~ - - x l ,  . . ., ~,~=y,--x,~,  . . . 

En particulier, les couples ordonn~s X '  Y '  6quipollents au vecteur X X  sont form6s 

de deux points non distincts et nous appellerons 0 le vecteur correspondant: 

X X ~ O .  

Ceci 6rant, on voit que la suite des projections d'un vecteur peut aussi 4tre 

consid6r6e comme la suite des coordonn6es d'un point de G e t  r6ciproquement. 

Etant  donn6s deux vecteurs ~, 7, on appellera somme de ~ et de 7, le vecteur 

ayant pour projections les sommes des projections de ~ et de 7: ~ +7~, ~ + 7 ~ , . - .  

Et si a est un hombre quelconque, on appellera a.  ~ le vecteur ayant pour projec- 

tions a ~ ,  a ~ , . . .  

d6finir la longueur de ~, on pourra, par  exemple op6rer comme suit. 

H~][=o pour ~ 0  et si ~=~0, c'est-s si les projections de ~ne sont 

nulles, on appeltera ~0 la premiere qui n'est pas nulle et on posera 

On volt immgdiatement en utilisant l 'hypoth6se que l'ensemble G des points 

de l'espace consid6r6 est lin6aire, que le syst6me form6 par l'ensemble G e t  la 

famille de vecteurs qu'on vient de d6finir constitue un espace affine, c'est-s 

satisfait aux conditions I ~ s I5 ~ et I s IV. 

Cette constatation aurait peu d'int6r6t si nous n'ajoutions: non seulement ce 

s y s t o l e  est un espaee affine, ~nais il est ddfinissable eomme un  espace affine en y 

adoptant  comme sens des opdrations veetorielles, des significations en rapport  a v e c l a  

nature  des dl~inents ou points  considdrds, puisque les op6rations proprement vecto- 

rielles ~+ 7, a .  ~ correspondent aux op6rations alg6briques ~k + 7k e t a  ~k effectu6es 

sur les projections des vecteurs ~ et 7. 

I1 serait, en effet, bien facile de prouver qu'?~ peu pr6s n'importe quel en- 

semble (ayant au moins la puissance du continu)peut 6tre consid6r6 d'une infinit6 

de fagons comme espace affine, si l'on accepte de considgrer comme enti6rement 

arbitraire la relation entre les opdrations vectorielles qui s'effectuent sur les points de 

cet espace et la nature des points de cet espace. Mais on arriverait ainsi s des 

cons6quences singuli6res et peu int6ressantes que nous signalerons plus loin (page 35). 

En outre, l'int6r6t des constatations pr6c6dentes serait bien limit6 si les 

m6mes op6rations vectorielles 6taient consid6r6es comme ind6pendantes des con- 

sid6rations de continuit6, c'est ?~ dire ind6pendantes de la d6finition de la con- 
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vergence des Suites de points de eet espace, ou plus ggn6ralement de celles des 

transformations continues d'ensembles de points de cet espace. Mais c'est un 

point que nous traiterons en d6tail plus loin (page 36). 

4 ~ Espacesfonctionnels. Consid6rons un ensemble lin6aire H de fonctions d'une 

variable. 

Nous dirons que cet ensemble est lin~aire si I ~ comprenant la fonctionf(x) ,  

il comprend n6cessairement, quel que soit le hombre r6el a, la fonction af(x); 
2 ~ comprenant en outre la fonetion 9 (x), il comprend aussi la fonc t ionf (x )+  9 (x). 

Nous pourrons alors consid6rer chaque fonction f(x) de H comme un point 
abstrait. Et nous pourrons dire que deux couples ordonngs de points abstraits 

f ,  9 et f l ,  91 sont @quipollents lorsque les differences 9 (x)--f(x) et 91 (x)--fl (x)ne 
sont pas distinctes. 

~Tous pourrons appeler vecteur ~, la collection de tous les couples ordonn6s 

f ,  9 6quipoUents s un couple donn6. Et nous repr6senterons cette relation par la 

notation ~=--fg. Chaque vecteur ~ est d6termin6 par la difference ~ (x)= 9 (x)--f(x) 
qui ne varie pas quand on remplace f ,  9 par un couple ordonn6 6quip011ent. 

En particulier, nous appellerons 0, le vecteur repr6sent6 par ~ (x) quand cette 

fonction est identiquement nulle. De sorte que O = f f  quel que soit f de H. 

Remarquons d'ailleurs que la representation ~ (x) de tout vecteur ~ appartient 

H e t  que, r6ciproquement, route fonction ~(x) de H repr6sente le vecteur 

d6termin6 par le couple ordonn6 o, ~(x). 

Etant dorm,s deux vecteurs ~, V repr6sent6s par les fonctions ~ (x) et ~ (x) 

de H, on appellera ~+ V le vecteur repr@sent6 par ~(x)+7 (x), (qui appartient 

H) et, si a est un hombre r6el, on appellera a .  ~, le vecteur repr6sent6 par la 

fonction a ~ (x) qui appartient s H. Quant s la longueur de ~, il s'agit d'assoc~er 

s ~ un nombre II~l]v6rifiant les conditions 1.3 ~ I4 ~ 15 ~ 

Pour d6terminer la longueur ][~[], remarquons que l'ensemble des fonctions 

de H pent @tre rgparti en sous-ensembles qui sont les droites abstraites passant 

par le point W correspondant s la fonction identiquement nulle. Ces sous-en- 

sembles n'ont en commun que le point W. Supposons qu'on choisisse arbitraire- 

ment sur chacune, J ,  de ces droites, un point ~ .  I1 repr6sente une fonction V~ (x) 

et celle-ci, un vecteur V~ dont on prendra la longueur comme unit6 de longueur 

sur J .  Alors la fonction ~ (x) qui repr~sente un vecteur quelconque ~, appartiendra, 

si ~=~0, s une certaine droite 6 issue de W, c'est-~-dire qu'il existera un hombre 

tel que ~ - ~ . W .  On prendra I1~[]=1~1. Si a est un nombre quelconque, 

a . ~ = a ~ ,  w donc I la .~ l l - - la~l ,  et par suite on a bien r@alis~ !a condition 
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I[a  N=la[ I] 11 
II reste une difficult6, c'est d'indiquer comment pourra @tre effectud le choix 

arbitraire du point ~?z sur :cheque droite z/. Nous y reviendrons au momen~ de 

trailer s6par6ment les divers champs fonctionnels '(page 51). 

On volt maintenant sans difficult6 que le syst~me form6 par l'ensemble H 

et la famille de vecteurs qu'on vient de  d6finir constitue un espace affine, c'est- 

s satisfMt aux conditions I ~ s 15 ~ et I s IV. Non seulement ce systgme 

constitue un esp~ce affine, mais C'est un espace affine off les op6rations vec- 

torielles sont en rapport avec la nature des 616meats ou points consid6r6s, puis- 

que les op6rations vectorielles ~+~ et a .  ~ correspondent aux op6rations Mg6bri- 

ques ~(x)+v(x ) et at(x)  effectu6es sur les repr6sentations fonctionnelles de nos 

vecteurs abstraits. 

II. D@finition g@om@trique des espaces abstraits affines. 

Sans entrer dans le d6tail des d6monstrations que nous avons donn6es ailleurs 1, 

nous signalerons pour m6moire qu'on peut donner des espaces abstraits affines 

une d6finition moins analytique que la pr6c6dente. Grace ~ un language g6om6- 

trique appropri6, cette seconde d6finition met mieux en 6vidence les analogies 

d'un espace abstrait affine avec l'espace euclidien. 

D'une part, on peut d6montrer 1 les propri6t6s g6om6triques suivantes de 

tout espace abstrait affine, d6fini comme plus haut: 

a) A tout couple de points de cet espace, soient A ct B ,  correspond un hombre 

HAB][=] [BA]]>o  qu' on peut auxsi appeler longueur A N  ou B A . 

b) nYgaliN HAB]]:  o exprime que A et B ne sont pas distincts. 

c) Toute droite absb'aite est un ensemble de points abstrait.~ applicable sur 

une droite euclidienne (c'esb~dire qu'il existe entre ces deux droites une corres- 

pondance ponctuelle biunivoque qui conserve ies longueurs). 

d) Par deux points abstraits distincts A e t  B ,  il passe une droite abstraite 

(qu'on appellera la droite A B  ou BA) .  

e) Si deux droites abstraites Ont en commun deux points distincts, elles 

coincident. 

I1 peut arriver qu'un espace abstrait affine ne comprenne que les points 

d'une seule droite abstraite. C'est seulement dans le cas contraire que les pro- 

Sur  une  ddfinit ion gdomdt r ique  des espaces  abs t r a i t s  affines,  Ann .  Soc. Math.  Polonaise ,  

t. IV, i925. 

5--25280.  Acta mathematiea. 47. Imprim6 le 16 septembre 1925. 



34 Maurice Fr~chet. 

pri6t6s qui suivent peuvent jouer. Pour les exprimer, nous dirons que trois o u  

plus de trois points sont ulign6s s'ils sont situ6s sur une m6me droite. Nol~s 

uppellerons uussi plan .abstrait un ensemble de points: 

non r6duit ~ un point, ni s une droite; 

contenant chuque droite ubstraite passant par deux (distincts) des points de 

cet ensemble; 

irr6ductible par rapport aux deux propri6t6s pr6c6dentes, c'est-~-dire qlai 

coincide uvec ceux de ses sous-ensembles qui poss6dent ces deux propri6t6s. 

L'existence d'un tel ensemble est udmise duns lu condition suivante: 

f) Par trois points abstraits non alignds passe au moins un plan. 

En rue de la propri~t~ suivante, nous appellerons segment A B  rensemble 

des points C de l a  droite A B  qui sont entre A et B, c'est-~-dire tels qu0 

]IACtl + II CBN= IIAB]I. 

g) Toute droite d'un plan divise ce plan en deux rdgions. 1 Nous entendons 

par 1s qu'on peut rgpur~ir les points du plan autres que ceux de la droite en 

deux ensembles (ou r6gions), le segment A B  qui joint deux points du plan 

n'ayant aucun point commun uvec la droite donn6e si A et B appurtiennent s 

la. m6me r6gion et dans ce cas seulement. 

Nous dirons que deux droites sont parall~les si elles sont duns un m6me 

plan et n'ont aucun point commun. Ceci va nous permettre d'6noncer la pro- 

pri6t6 qui g4ngralise le postulatnm d'Euclide: 

h) Etant dorm,s une droite absb'aite A B  et un point abstrait C non situ~ sur 

cette droite, il existe une droite abstraite et une seule, passant par C et parall~le 

A B .  

En outre: 

i) Deux droites parall~les qui rencontrent deux droites parall~les interceptent 

sur ceiles-ci des longueurs 6gales. Ce qu'on peut encore exprimer uinsi: duns 

tout paralldlogramme, les cStds opposds ont des longueurs dgales. 

j) Les diagonales d'un paralldlogramme ~e sont pus parall~les. 

Un espace abstrait affine peut n'avoir pas d'autres points que ceux d'un 

plan abstrait de cet espace. C'est seulement dans le cas contruire que la pro- 

pri6t6 suivante a un sens: 

1 Nous  avons  pr~f~r~ donner aux  d~verses condi t ions  une  forme qui fasse image,  p lutSt  que 
ta forme log iquement  la plus  r~duite,  comme le serait  par e x e m p l e  ici un  a x i o m e  bien connu de 
Paseh  et  qui  n'a rien d'intuitif .  
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k) Si deux paralldlogrammes A B B " A " ,  A ' B ' B " A "  non situds dans us m~me 

plan ont un c6td commun A"B" ,  les c6tds opposes ~ ce c6tg commun sont aussi c6t~s 

opposgs d' un m~me paralldlogramme A B B' A '. 

Inversement, l'ensemble des pro~ridtds ggomdtriques a) . . .  k) caractgrise l'espace 

abstrait affine le plus ggngral. Nous entendons par lg que, si l'on consid~re un 

ensemble d'dlgments dits points abstraits et un ensemble d'dlgments dits droites 

abstraites qui v~rifient les conditions a ) . . .  k), il existe un espace affine abstrait 

vdrifiant les conditions ~~ g~ ~5 ~ et I s IV dont les points sont les points ab- 

straits dorm,s, dont les droites sont les droites abstraites donndes, la longueur 

d'un vecteur A B  ~tant 6gale ~ la longueur AB.  l~aturellement, quel que soit 

le point de ddpart: les points et droites donn~s ou l'espace affine ddduit de 

ceux-ci, les plans abstraib  seront les mSmes puisqu'ils sont ddfinis de la mSme 

mani~re. ~ Et deux droites parallgles dans un cas seront parall~les dans l'autre, 

pour la m~me raison. 

I1 y a d's~illeurs lieu de remarquer que nous n'avons pas eherchd ~ r~duire 

le systSme de conditions a ) . . . k )  au systgme le plus 6troit de conditions inddpen- 

dantes. Nous avons simplement voulu montrer qu'on pouvait ddfinir l'espace 

abstrait affine le plus g~n~ral sous une forme gdom~trique familigre. 

Remarque sur la longueur. Consid~rons un vecteur quelconque ~. I1 est 

d~termin4 par su longueur II ~11, sa d i r ec t i on  et son sens. C'est-~-dire que si l 'on pose 

d'ofi 

i 

= II  ll. u ,  

est d~termin6 par sa longueur I1~1I et par le vectenr u de longuenr unit~, 

parallNe g~ ~ et de m~me sens. On pent aussi supposer que u ~ W M ,  W ~tant 

une origine fixe qnand ~ varie. Le vectenr W M  repr4sente l'unit4 de longuenr 

prise sur la droite A qui porte ~ ou sur route droite parall~le. Et lorsque 

la direction A vade, M d~crit un ensemble T de points (tous distincts de W), 

sym~trique par rapport g W e t  qu'on peut appeler l'ense~ble dYtabnnage. ~ 

1 Voir' note pr~cddente. 
C'est Minkowski qui a introduit le premier la conception de la surface d'dt~lonnage, dans 

l'espace & n dimensions. 
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Or il e s t  importan~ de remurquer que les all,merits gdom~triques d'un espace 

abstrait affine sont indgpendants de cet ensemble d'gtalonnage. Celui-ci dolt rester 

naturellement tel que route droite passant par le centre fixe W rencontre 1'en- 

semble d'~talonnage en deux points seulement sym6triques par rapport ?~ W. 

Si ron  subs~itue s un tel ensemble T un ensemble S jouissant des m~mes pro- 

pri6tds, on aura multipli6 les longueurs des vecteurs situ6s sur deux droites 

parall~les ou confondues par un m~me nombre sans changer leurs rapports. Mais 

les droites, les plans, les s e g m e n t s , . '  n'auront pas changd. 

En d'autres termes, darts l'espace abstrait affine le plus gdndral, il n'y a 

absohment  aucune ddpendance entre les unit~s de longueur et par suite les 

longueurs de deux vecteurs non parall~les. Qu'une de ces longueurs soit beaucoup 

plus petite que l 'autre n'a aucune espSce de signification. I1 n'en est plus ainsi 

e t  il faut qu'il n'en soit plus ainsi, - -  si l'on introduit, comme nous allons 

le faire, les considerations de continuit5. 

DEUXIEME CHAPITRE.  

Introduction des considerations de continuitY. 

Les espaces topologiques. Duns ce qui pr6cbde nous n'avons pus fair 

intervenir la notion de voisinage des points de l'espace affine abstrait consid6rg. 

Or il me parait essentiel de faire intervenir cette notion si l'on veut que 

l'espace affine soit r~ellement an espace particulier. Si on ne fa i r  pas intervenir 

une notion analogue it celle du voisinage ou de la convergence d'u~e suite de 2oi.n~s, 

tout ensemble ayant !a puis.~anee du eonti~u, par exemple, pourra ~tre regard~ eomme 

un espace affine. C'est-s qu'on pourra associer s cet espace une famille de 

vecteurs, des droites, des p l ans , . . ,  de la fagon indiqude plus huut. 

On urrivera alors ~ des conceptions contre nature et, croyant introduire un 

certain ordre dans un espace ddtermin~, on y introduira le d~sordre. Par  

exemple, nous pourrons utiliser la correspondance biunivoque dtablie par G. Cantor 

entre les points de la droite euclidienne et les points de respace euclidien. Alors, 

on nommera droites abstraites, plans abstraits de t'espuce E constitud par les 

points de la droite euclidienne, les ensembles qui correspondent uux droites et 

aux plans usuels de l'espace euclidien ?~ trois dimensions. On d~finira de m~me 

les vecteurs abstraits de l'espace E.  On aura alors d~fini duns l'espace constitu6 
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des points d'nne dr0Re euclidienne, des vecteurs, des droRes, des plans abstraits, 

qui satisferont s routes les conditions et s t ous l e s  thdorbmes dnoncds ci-dessus. 

I1 y aura sur cette droite des droites qui ne se coupent pas, on pourra y 

tracer des paralldlogramme, des tri~dres, ere . . . .  On y fern une ggomdtrie logi- 

que, mais contraire au bon sens. 

(I1 ne semble pas que :les auteurs qui ont trait6 de l'espace affine aient tous 

pr~td s ces consdquences une attention suffisante. Et re@me certains 0nt ex- 

plicitemen~ ddclar5 qu'ils voulaient exclure de leurs ddfinitions les considdrations 

de continuitg.) 

Nous sommes donc amends s relier la conception de l'espace affine a.bstrait 

s celle des espaces topologiques abstraits. 1 

Uu grand hombre des propridtgs topologiques de l'espace euclidien s'dten- 

dent immddiatement s tous les espaces off une ddfinition de la limite dtant 

donnde (qui est en g~ndral impos@e par la nature des dl~ments ou points de 

l'espace et les applications qu'on a en rue), cette dgfinition peut s'exprimer par 

l'intermddiaire d'une distance. ~ Nous entendons par 1s qu's tout couple A, B 

d'~l~ments ou points de l'espace consid@r~ correspond un nombre (A, B ) : ( B ,  A)-->o, 

qui n'est nul que si A et B ne sont pas distincts et qui satisfait aux deux 

conditions suivantes: 

I. Pour trois points A, B, C arbitraires, on a toujours 

(A, B)_<(A, C) + (C, B). 

II.  La condition ndcessaire et suffisante pour qu'une suite de points A1, A~, . . .  

de cet espace tende vers le point A de cet esp~ce est que  1s distance (A, A~,) 

tende vers zdro. 

Un tel espace sera appeld un espace (D) (initiale de distance). 1 Dans le cas 

od l'on n'impose pas la condition I, (A, B) sera un ~cart 1 et l'espace sera un 

espace (E) 1. 

Naturellement, un point A sera appeld ~ldmeut d'accumulation d'un ensemble 

F s'il existe une suite infinie d'dldments de F qui sont distincts et convergent 

vers A.1 

D'ailleurs, on peut coneevoir des espaces off la notion de point d'accumula- 

tion d'un ensemble ne se ddfinit pas ndcessairement par l'intermddiaire d'une 

distance. Nous avons appeld espace to29ologique ~ tout espace off on a donnd une 

Sur une terminologie des espaces abstraits, C. R. Congres Soc. Savantes, Dijon, I924. 
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d~finition (enti~rement quelconque) des points d'aecumulation des ensembles de 

points de cet espace. 

Les espaces (D) vectoriels. On dvitera les objections fai~es plus haut si 

on lie les notions de longueur et de eontinuit~ ou de voisinage par la condition 

suppl6mentaire suivante qu'on imposera dans ee but: 

V'. L a  condition ndeessaire et suffisante pour qu'une suite de points 

A1, A~, . . .  A~ . . . .  de l'espaee consid6r6 converge vers un point A de cet espaee 

est que la longueur H A , A  II tende vers z~ro quand n crolt ind~finiment. 

Cette condition, jointe aux conditions b) et c), p. 33, montre que, dans ce 

eas, la longueur jouera le rSle d'un >>6cart>> et que l'espace consid~r~ sera un 

espaee (E), en employant la terminologie que nous avons introduite dans la topo- 

logie des ensembles abstraits. 

Au cas off la longueur v~rifierait en outre la condition 

][ABI] ~ HACII + [] CBII 

quels que soient les points A, B, C, cet ~cart deviendrait une distance, l'espace 

serait un espace (D) (voir aussi p. 32) et, en m~me temps, comme on aurait pour 

deux vecteurs quelconques ~, 

[l~+~ll-< II~ll + II~]l 

respace serait vectoriel au sens de ~r Wiener. On aurait ce que nous avons 

appelg espace (D) vectoriel. 1 

Les espaces de M. Banach. Enfin, on aurait un espace (D) vectorie] com- 

plet si on avait en outre la propridt~ suivante~: 

La condition ndcessaire et suffisante pour qu'une suite de points A1, 

Ae, . . .  A~ . . . .  de l'espace consid~rg soit convergente est que la longueur I]AnAplt 

puisse ~tre rendue aussi petite que l'on veut quand n e t  p sont assez grands. 

Les espaces (D) vectorie]s eomplets ne sont autres que eeux qui ont dr6 

d~finis par i~I. Banach. 

I1 faut remarquer que dans un tel espaee, on a pour trois points quelcon- 

ques A, B, C 

i Sur  u n e  t e rmino log ie  des e n s e m b l e s  abs t ra i t s ,  C. R. Congr~s Soc. Savantes ,  Dijon,  I924. 

Propri~t~ qni  es t  la  gdn6ra l i s~t ion  du  crit~re de convergence  de Cauchy  a u x  espaces  (D) 

avec cctte difference qu 'e l le  dev ien t  u n e  h y p o t h 6 s e  et  non  u n  th~or~mc.  
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[ItA ClI--IIBCNI <--IIABII <--HACII + I[BCII 

et que, si les trois points A B C sont align6s, l'un des signes d'in6galit6 peut 

6tre supprim6. 

~a i s  la r6ciproque n'est pas vraie. Autrement dit, la ligne droite n'y est 

pas n6cessairement le plus court chemin d'un point ~ un autre. 

I1 est bien 6vident que si on consid6re une ligne polygonale variable 

A A1 A~. . .  A,  B joignant deux points fixes A et B, on aura 

IIABII <-IIAAlll + IIA, A~II + ' "  + IIM,~BH. 

La longueur A B ne sera sup6rieure au p6rim~tre d'aueune ligne polygonale joignant 

A et B. Mais il n'est 1)as iml)ossible qu'elle lui soit 6gale. A titre d'exemple, 
eonsid6rons l'espaee (D) veetoriel eomplet eonstitu6 par les points du plan euelidien 

avec les m~mes droites, les m~mes vecteurs, les mgmes suites eonvergentes de 

points et les mgmes limites, mais off l'on eonvient d'appeler longueur IlABII, la 
somme des longueurs euelidiennes A C+ B C 05 A, C, B sont trois sommets eons6- 

cutifs d'un rectangle (aplati on non) dont les egt6s sont parallgles s deux droites 

fixes ox et oy. I1 est facile de s'assurer qu'on pourra y d~finir la somme de 

deux veeteurs ~+U et le produit a.  ~ eomme pour les veeteurs plans euelidiens 

et qu'on satisfera ~ routes les conditions impos6es s un espaee (D) veetoriel corn- 

plet. Et eependant, on volt que pour les trois points partieuliers A, B, C qu'on 

vient de eonsid6rer, on aura 

]l/Nil = ][A cll + [I CBll 

sans que C soit sur la droite A B. 
Mais eet exemple re&me montre qu'on peut patrols sans alt6rer les autres 

d6finitions et en partieulier sans alt6rer la d6finition des droites, ni eelle de la 

convergence d'une suite de points de l'espaee, modifier la d6finition de la lon- 

gueur de fa~on s satisfaire ~ eertaines conditions suppl6mentaires. 

Les espaces m6triques. Nous pourrons appeler espace m6trique, un espace 

(D) veetoriel o f f -  en modifiant au besoin la d6finition de la longueur, routes choses 

6gales d'ailleurs - -  on a 

II/Bll < ]LA CII + II C'Bll 

routes les fois que les points A, B, C ne sont pas align6s. 
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Comme exemple d ' u n  tel espace, on peut indiquer non seulement les espaces 

usuels ~ i, 2, 3, et m~me n dimensions, mais aussi l'espace t2 dit de Hilbert. 

Pour  cet espace, j 'ai ddvelopp6 ailleurs ~ une g~omdtrie comprenant un grand 

nombre de propositions de la g6om6trie 61gmentaire, en suivant pas ~ pas un 

sys~me de postulats et de d~finitions qui avait 6t6 formul6 par hi. Padoa. 

On obtiendrait des r6sultats int6ressants en appliquant (au moins partielle- 

ment) le syst~me de d6finitions de M. Padoa ~ l'espace m6trique abstrait l e  Plus 

g~n6rai d6fini comme ci-dessus. 

Les espaces topologiquement affines. J 'ai  expliqug plus haut que les espaces 

(D) vectoriels ne permettent pas d'embrasser dans la m~me conception des espaces 

fonctionnels qui paraissent peu dissemblables et qu'il y avait lieu de les d6finir 

sous une forme plus gdn6rale en conservant ce qu'il y a d'essentiel dans la notion 

des champs de vecteurs. Sous cette forme plus g~ndrale, nous devrons en outre 

maintenir l 'intervention des considdrations de continuitY, sans pourtant conserver 

la condition u  qui la r6alise de fa?on t rop  stricte. II faut donc conserver une 

analogie aussi 6troite que possible entre l'espace euclidien et l'espace affine, sans 

exiger de la longueur de jouer en m~me temps le rble d'un ~cart ~ dans tout  

l'espace. 

Dans ce but, on pourmit encore supposer que, duns l'espace abstrait con- 

sid6r6, la limite d'une suite de points est d~finie par l'interm6diaire d'un 6car~ ~, 

mais en n'imposant plus s l'~cart d'6tre identique s la longueur. Ou, plus g~n6rale- 

ment, on supposera que dans cet espace, on a d6fini d'une mani~re quelconque 

les points d'accumulation de chaque ensemble de points de l'espace. Cela suffit 

pour qu'on puisse faire une 6rude topologique de cet espace, raison pour laquelle 

nous l'avons appel6 ailleurs un espace topologique. Et la d6finition des ~16ments 

d'accumulation pourra ne pas n6cessairement s'exprimer par l'interm~diaire de la 

longueur. 

~Iais darts les deux cas, les notions de droite et de longueur ne devront pas 

~tre ind~pendantes des consid6rations de continuit6. En particulier, on 4cartera 

les anomalies signal6es ci-dessus en imposant les conditions suivantes qui sont 

v6rifi~es quand la condition V' est r6alis~e, mais dont l'ensemble est moins restrictif 

que cette condition V': 

1 Essai de g6omdtrie analytique k une infinitd de coordonndes, Nouvelles Annales de Math., 
4 S., t. VIII, I9o8. 

2 La d6finition de l'6c~rt a ~t~ rappel4e plus haut. 
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Chaque ligne droite ~bstraite est dans l'espace affine consid@r~ une courbe 

continue applicable sur une ligne droite euclidienne. 

Nous entendons par 1~ tout d'abord que route droite abstraite est un. en- 

semble fermd au sens de la th~orie des ensembles c'est ~ dire que si A est un 

point d'accumulation d'un ensemble F de points d'une droite abstraite, A doit 

appartenir s cette droite. Et ensuite que la correspondance biunivoque qui existe 

par hypoth~se entre les points d'une droite abstraite et ceux d'une droite eucli- 

dienne de fagon s conserver les longueurs soit aussi une correspondance bicontinue. 

C'est-s que si b e s t  un point d'une droite euelidienne qui est point d'accumula- 

tion d'un ensemble g de points de cette droite, le point B qui correspond "2 b 

sur une droite abstraite est point d'accumulation de l'ensemble G de points de 

cette m~me droite abstraite qui correspond s g; et r~ciproquement~ 

Or il y a une suite de points bl, b2 . . . .  de g qui sont distincts et tels que 

les longueurs b 1 b, b~ b , . . .  tendent vers zdro. Donc il y aura une suite de points 

distincts B1, B ~ , . . .  de G tels que les longueurs IIBBI]], ]]BB2]I,... tendent vers 

zdro. Ainsi, lu condition suivante doit @tre vdrifi~e: si G est an ensemble de 

points d'une droite abstraite et /~ un de ses points d'accumulation, s'il en existe, 

la longueur B C oh C est un point quelconque de G distinct de B dolt avoir une 

borne infdrieure nulle. R6ciproquement, si B e t  G satisfont ~ cette condition, 

il en sera de re@me pour b e t  g; donc b sera point d'accumulation de g, donc 

aussi B de G. 

En r~sum~, si la transformation ~tudi6e est bicontinue, la condition ndces- 

saire et suffisante pour qu'un ensemble G de points d'une droite abstraite air un 

point B de cette droite pour point d'accumulation est que la longueur []~BCI], off 

C est un point distinct de B et variable sur G, air pour borne inf~rieure zdro. 

Autrement dit, sans que la lo~gueur joue n~cessairement le r61e d'une distance 

da~s tout l'espace, elle devra jouer ce role sur chaque droite abstraite consid~rde sdpard- 

ment dans cet espace. 

Enfin, nous avons not5 que si l'on fair abstraction des considerations de con- 

tinuitY, un espace affine est homog~ne relativement '~ ses translations. Autrement 

dit un observateur ne pourra distinguer entre les espaces consid~r~s avant e~ 

apr~s la translation. 

Les consid6rations de continuit5 ne devront pas rompre eette homog~n~itg 

par rapport aux translations et par consequent nous supposerons encore que: 

toute translation est une transformation bico~tinue. Si ces trois conditions sont 

v~rifi~es par un espace affine nous aurons un espace topologiquement affine. 
6--25280. Acta mathematica. 47. Imprim6 Is 19 septembre 1925. 
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Ainsi, un espace sera dit topologiquement affine, si c 'es t  un espace off une 

d~finition des points d 'accumulat ion des ensembles de  ses points a dt~ donnde 

teHe qu'on puisse associer s cet espace un champ de vecteurs r~alisan~ non seule- 

ment  les conditions I ~ ?~ IS ~ et I s IV (qui en font  un espace affine), mais aussi 

les trois conditions suivantes: 

V: Va - -  tout point d'accumulation d'un ensemble de points d'une droite abstraite 

dolt appartenir 5 cette droite abstraite. 

Vb ~ la condition ndcessaire et suffisante pour qu' un point A d'une droite abstraite 

soit dldment d'accumu~ation d'un ensemble F de points de cette droite abstraite est que 

la longueur II A CII air une borne infdrieure nulle quand C est un point, distinct de 

A, variable sur F. 

Vc - -  toute translation est une transformation bicontinue. 

Espaces (D) affines. Parmi  les espaces topologiquement affines, nous distin- 

guerons la classe par~iculi@rement simple des espaces (D) affines. On pourrait  

appeler ainsi les espaces topologiquement affines qui sont en m@me temps des 

espaces (D). Comme il y a int6r@t s supposer que la distance, quand elle existe, 

soit invariante dans les translations, nous r e s t r e i n d r o n s -  au moins en apparence 

- -  cette cat6gorie. Et  nous appellerons espace (D) affine un espace oh la limite 

d 'une suite de points est d6finie par l ' interm6diaire d 'une distance (volt page 37), 

un champ de vecteurs 6rant associ6 ?~ cet espace d e  fa?on s satisfaire aux condi- 

tions I ~ s t5 ~ I s IV et aux conditions suivantes: 

Vb, sur chaque droite prise s6par6ment, la distance (A, B) et la longueur 

!IABII ne sont infiniment petites que simultan6ment.  

Vc, les distances restent invariantes dans route translation. 

Ces conditions entralnent  naturel lement  les conditions Vb et Vc. Elles entral- 

nen t  aussi la condition Va. Car si A est point d 'accumulat ion d 'un ensemble de 

points d 'une droite J ,  il y a sur J u n e  suite de points A1, A s, . . .  A ~ , . . .  dont  les distan- 

ces ?~ A tendent  vers z6ro. En vertu de l'in6galitd (A~,An+p)<~(A, An)+(A, An+p) 

on volt que pour n assez grand (An,A~+p) sera petit; il en sera donc de re@me 

des longueurs IIA,~An+~I]. Alors la droite J d~ant applicable sur une droite eucli- 

dienne, il y a sur J un point B tel que [IBAnll et par suite (B, An) t e n d e v e r s  

z@ro. Done A coi'ncide avec un point B de ~r 

Nous allons donner maintenant  un  certain nombre d'exemples de champs 

fonctionnels importants  qui son~ des espaces (D) affines. Ces exemples rent rent  

dans les Categories considgrdes plus hau t  page 3o, comme exemples d'espaces affines. 
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De sorte que pour chacun d'eux, il suffira de montrer qu'il constitue un ensemble 

lin6aire au sens adopt6 u u  m6me endroit et de prouver que les conditions Vb, et 

Vc, sont satisfuites. Muis auparavant, nous 6tendrons aux espuces (D) affines 

un th6or~me connu. 

G~n~ralisation d'un th~or~me de Weierstrass. Soit f (x )  une fonction 

continue duns un intervulle J. ~Veierstrass a prouv6 que f (x )  est lu limite 

d'une suite de polyn6mes qui converge uniform6ment sur J. Ce th6or~me peut 

s'exprimer de la muni~re suivante: parmi les fonctions continues, il en existe une 

suite d6nombrable Po (x), Pi  (x), P~ (x) , . . .  telles que chacune soit lin6airement in- 

d6pendante des pr6c6dentes et que route fonction continue f(x)soit lu limite 

(uniforme sur J)  d'une suite de combinaisons lin6aires des termes de cette suite: 

(IO) f (x) - - l im [a~ ~) P0 (x) + . . .  + a l, ~/P~ (x)]. 

Darts le cus particulier de Weierstruss, on peut prendre en purticulier Pn (x)~-x ~. 
De m~me en se limitant aux fonctions continues de p6riode 2 ~, on peut 

prendre duns ce cas Po(x)--I ,  P l (x )=cos  x, P2(x)=sin x, P~(x)=cos 2 x , . . .  

On peut g6n6raliser lu propri6t6 commune ~ ces deux th6or~mes et exprim6e 

par la formule (IO) et l '6tendre aux espaces (D) uffines qui sont s@arables. (Nous 

entendons par 1s que de cet espace peut ~tre extraite une suite d6nombruble de 

points 
Ao, A1, A ~ , . . . A , , , . . .  

telle que tout point A uppartienne ~ cette suite ou soit point d'uccumulution de 

cette suite.) Duns le cas d'un espace (D) affine, nous pourrons convenir d'gcrire 

en appelunt W un point fixe 

WA= lim WBp 
p---.~ 

routes les fois que A est la limite de la suite des points Bp. Alors si cet espace 

est s6parable, il y auru duns lu suite des Ai, au moins une suite An1, A , , , . . .  qui 

converge vers A, de sorte que 

A 0 A = lim A 0 A~,p. 
p ~ a o  

Ceci peut s'6crire 

Ao A =  lim [A0 A,1 + A,, A, ,  + ... + A,~p_lA,p]. 
p ~ a v  
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Or les vecteurs 

Ai  Ak 

qui ddpendent  de deux indices entiers to rment  un  ensemble d6nombrable de vec- 

teurs  qu 'on peut  ranger  en une suite ddnombrable 70, 71, 7 e , . . .  La  derni~re 

dgalitg peut  alors s'dcrire sous la forme 

(I I) A o A :  l im [7ql + 7q2 -~ . . . .  + 7qpl. 
q p ~  

Or, supprimons de la suite 70, 71, 7~, . .  7~*,. . .  chacun des vecteurs qui sont 

une combinaison lingaire des pr6cddents, de la forme 

Vn+l:a(o ~) �9 70 + "'" § a~ n). ~,~. 

I1 res tera  une suite d e  vecteurs l ingairement ind5pendants  qu 'on pourra  

ddsigner  par  ~o, ~1, ~ , . . . ,  et dont  les V sont des combinaisons lingaires. On 

aura  donc finalement 

(I2) A o A =  lim [x~"). ~0+ "" +xl:') �9 ~,,J 

dgalit6 off les x~ ~*) sont des constantes numgriques qui d6pendent  du point  A et 

off ~0, ~ 1 , . . .  est une suite de vecteurs lin~a.irement ind6pendants  entre  eux et 

qui sont d~ermin~s  une fois pour  routes. 

Dans eertains eas, la formule (i2) pourra  se simplifier quand les x(k n) sont 

ind5pendunts de n. Alors on pourra  dcrire 

(i3) Ao A : x o  . ~o + x l  . ~1 + " '  + X n  . ~n ~- "'" 

L'6tablissement de la formule (I3) est par t icul iSrement  simple dans le cas 

examing page 30. Supposons en effet chaque 61~ment X de l 'espace c0nsid~r6 

directement  ddfini par  une suite infinie de coordonn6es x0, xl ,  x ~ , . . .  Si Fen- 

�9 semble des points X est lindaire et si  le point  X est la limite du point  X (~*) 

dont  les coordonn~es 

suite, on aura  

et 

sont dgales s celles de X jusqu 'au  rang  n e t  nulles en- 

X o X =  lim X o X(") 

Xo Xt'~):Xo. ~o + "'" + x~. ~,~ 
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en appelant  ~ ,  en g@n6ral, le vecteur  dont  les project ions sont nulles sauf la 

n i~m~ qui est 6gale s I .  D ' o f i  l 'on t i re  (13). 

I1 est ~ remarquer  que le ra isonnement  ne s 'applique pas ~ l 'espace que 

nous avons 6 t u d i 6  sous le nora d'espace D~. ~ Comme cet espace n 'es t  pas 

s6parable, le ra isonnement  qui nous a fourni  la formule moins pr6cise (12) ne 

s 'applique pas non  plus. 

T R O I S I ] ~ I E  C H A P I T R E .  

I. Exemples d'espaces (D)  affines. 

Champs fonctionnels. 

I ~ L'espace polynomial ou espace (P). Dans  eet espace, chaque point  

abstrai t  Q est un polynSme r6el Q(x) s coefficients rgels et d 'un  degr6 quelcon- 

que. Nous  cohvenons de eonsid6rer une suite de points Q1, Q ~ , . . .  Q ~ , . . .  

comme convergeant  vers le point  Q lorsque les polyn6mes Ql(x), Q~(x), . . .  Q,,(x), . . .  

convergent  vers Q(x) et cela uni form6ment  clans tou t  intervalle limit6. 

Cet espace est un ensemble lin6aire au sens de la page 32, puisque, si a est 

un  nombre  quelconque, Q(x)+R(x) et at~(x) sont, comme Q(x) et R(x) des poly- 

n6mes. Donc on pourra  y a t tacher  un champ de vecteurs comme plus haut ,  

page 32 . En ce qui concerne la longueur  ]IQRII du vecteur  repr6sent6 par  

g(x)~-R(x)--Q(x), on pourra,  par exern~ple, prendre,  pour  [[~li si ~ = 0 ,  le premier  

de ses  coefficients non nuls. 

D ' au t r e  part ,  nous avons d6montr6 ailleurs ~ que la d6finition adopt6e ici 

pour  la limite d 'une suite de )~points>) de cet espace peut  s 'exprimer par  r in te r -  

m6diaire d 'une ))distance)). On peut  prendre  l 'une ou l 'autre  des deux expressions 

(@, R)-  ( Q' A (Q, 
I-~(Q,/~)1 ~ -  ~-p! I~-(Q, n)p -~ ' ' "  

ou [ ;1 ((Q, R)) : borne inf6rieure quand 10 varie de (Q, R)p + 

supdrieure de [Q(x)-R(x)[ quand x varie dans en appelant  (Q, R)p la borne 

l ' intervalle --p--< x ~<p. 

1 Pour cet espave, les coordonn~es xl, x2,.., sont suppos@es borndes (les bornes pouvant 
varier avec X) et on prend comme distance de deux points X, Y 

(X, Y)~ borne sup@rieure quand n varie de ~x n --Yn ~" 

Revista Matem~tica Hispano-Americana, I925. 
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Un tel espace v6rifie les conditions Vc' et Vv. Une translation ~ l;rans- 

forme le point Q en le point R donn6 par R(x)--Q(x)--~(x). Pour deux couples 

de points Q, Q1 et R,  R1 l;ransform6s l'un de l'antre, on aura R(x)--Q(x):  
:R l (x ) -Ql (X  ). Les expressions des distances (Q, R) et (Q1, R1) sont dgales: les 

distances sont, comme les longueurs, invariantes dans l;oute translal;ion. D'aul;re 

par~ si on consid~re une droite Q R, l;ont point S de cette droil;e sera tel que 

Qs=z. ql~, d'o~ 

s(~)= q(~) + z ~(~). 

Alors pour deux points S e t  S~ correspondanl; ~ Z et Z~, on aura 

el; 
[I ss1]i = I I (~-z) .  ~ i =  I z , - z  I ]1~]1 

(s, s1)= Izl--zl(~, o)1 ~ Iz,-zl(~, o), 
,~. IzJ-zl(~, o), + '  +~. i+  Izl-z[(~, o)p + 

I1 esl; bien 6vident que la condil;ion ndeessaire et suffisante pour que [I SS1 !l 
tende vers zdro est que ]ZI--~ [ tende vers zdro - -  el; qu'alors (S, Sj) tend vers z6ro; 

on d6montre de mSme la r~ciproque. 

2 ~ L'espace (I) des fonctions entiCres. Appelons (I) l'espace dont chaque 

point est une fonction f(z) entiSre darts le plan de la variable numdrique com- 

plexe z. Et consid6rons darts cet espace, une suite de points f l , f ~ , . . . f p , . . .  
comme convergeant vers un point f lorsque la suite fl(z), f~(z),...fp(z) . . .  con- 

verge vers f(z) non seulement pour chaque valeur de z mais m6me uniformdment 

dans foul; domaine born6 du plan des z. 

Oet espace est un ensemble 6videmment linCaire; on pent y associer comme 

plus haut (page 32) un champ de veel;eurs, et on pourra prendre, par exemple, 
pour ]]r quand ~ 0 ,  le module du premier des coefficients de r qui n'est 

pas nul. 

D'aul;re par~, j 'ai montr6 dans ma Th~se qu'on peul; exprimer la dr 

de la limil;e adopt6e ci-dessus par l'intermddiaire d'une distance 

(f, q~), I (,f, ~)p 
( f '  9~)-- I § (f, 9~)1 + "  + p! I -~- (f,  ~O)p 

+ 

en appelant (f,  ~)p le maximum de If(z)-q~(z)lpour I~l ~p.  
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On pourra aussi prendre pour distance 

((f, q~))= borne inf6rieure quand p varie de [~f, ~0)p + PI"  

On verra que les conditions Vb' et Vc, sont satisfaites exactement comme pour 

l'espace polynomial. 

3 ~ L'espace (~ )  des fonctions mesurables. Appelons espace (~) ,  l'espace 

dont chaque point est une fonction r6elle f (x)  d'une variable r6elle x, fonction 

suppos6e mesurable au sens de M. Lebesgue sur un intervalle fixe J .  Et appe- 

Ions suite de >>points~> f l , f ~ , . - . f ~ , . . ,  de cet espaee convergeant vers f une 

suite telle que f l (x) , f~(x) , . . . f i~(x) , . . ,  converge en mesure v e r s f ( x ) s u r J .  Nous 

entendons par 1s d'apr~s F. Riesz, que, quel que soit w > o ,  la mesure de l'en- 

semble des points de J off ]fn(x)--f(x)]>oJ, tend vers z6ro quand ~ crolt in- 

finiment. 1 

On sait que route combinaison lin6aire de deux fonc~ions mesurables es~ 

mesurable. L'espace (~)~) est donc un champ fonctionnel lin~aire et on peut lui 

assoeier un champ de vecteurs eomme plus haut (page 45). Un ch0ix effectif de 

l a  longueur II ~11 ne paralt pas pouvoir se faire aussi simplement que dans les 

espaces (P) et (I). I~ous proposons plus loin, faute de mieux, un choix qui pour- 

rait sans doute ~tre am61ior6, mais qui suffira s notre objet. 

Remarquons auparavant qu'on peut d6finir la limite d'une suite de points 

de (~) par l'interm6diaire d'une distance. Nous avons montr6 ailleurs ~ qu'on 

peut prendre pour (f, g) la borne inf6rieure, quand w varie, de la somme dew et 

de la mesure de l'ensemble des points de J 05 I f (x)--g(x)l> ~o. 
D6finissons maintenant la longueur. Nous remarquons que si ~=0,  c'est-s 

dire si ~(x) n'est pas nul presque partout sur J ,  la distance (~, 0) est > o ;  elle 

est, d'autre part, toujours au plus 6gale ~ la longueur de J .  Donc, lorsque le 

hombre r6el ~ varie, la distance (X. ~, 0) a une borne sup6rieure finie M~>o.  

On a vu aussi que si ~ tend vers z6ro, (~. ~, o) tend vers z6ro. Par cons6quent, 

I 
il y a des valcurs de ~ telles que (~. ~, o ) < 2  Mf. Soit A la borne sup6rieure 

de celles de ces valeurs qui sont --<I, ce sera un nombre positif fini. Nous 

Ceci conduit ~ consid6rer comme non distinctes deux fonctions dgales presque partout, 
c'est ~ dire saul dans un ensemble de mesure nulle. 

Sur divers modes de convergence d'une suite de fonctions, Bull. Calcutta Mathem. Soc., 
vol XI, I92I , p. I87. 
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pourrons poser quand et I '01]~o.  On v6rifie facilement que 

l] = l a I .  [i quel que soit le nombre r6el a. 

I1 reste s v6rifier les conditions V~, et G ' .  I1 est d 'abord munifeste comme 

pour l'espace (P) que les distances sont invariantes duns les translations. 

Pour  prouver Vb,, il suffit de prouver que ~ 6rant un  veeteur d6terming et 

@ un nombre variable, [1@. ~H et (@. ~, o) sont petits en m4me temps. Or Ilq. ~I1= 

= l@]  II~ll. Done si II@.~]] tend vers z6ro, ~ 6runt # 0 ,  @ tend vers zdro. Alors 

@. ~(x) tend dvidemment en mesure vers zdro et par suite (@. ~, o ) t e n d  vers z6ro. 

Inversement  si (@. ~, o) tend vers z6ro, @. ~(x) tend en mesure vers zdro. Or, 

comme l ' a  ddmontr6 F. Riesz, on peut extraire de route suite qui converge en 

mesure, une suite qui converge 

ensemble fixe de mesure uussi 

~(x) est diff6rent de z6ro duns 

y a done uu moins un point x o 

uniform6ment vers z6ro, sauf peut 4tre duns un 

petite que l 'on veut. D'autre  part  ~ 6rant 4 0 ,  

un  ensemble qui n 'est  pus de mesure nulle. I1 

oh ~(xo)~o et oh @~(xo) tend vers z@o pour. uu 

moins une suite de valeurs de O extraite de la suite donn6e de valeurs de O telle 

que (O. ~, o). reade vers z6ro. Ceci n 'est  possible qui si cette derni~re suite de 

valeurs de O tend vers z6ro. D~s lors ii@. ~1[ tend aussi vers z6ro. 

Espaces dont chaque point X est d6fini par une suite infinie de coordonn6es 

num6riques x~, x~, . . .  x~, . . .  

4 ~ Espace (E~). Nous avons appel6 ainsi un espace de cette cat6gorie 

duns lequel une suite de points X (1), X ( 2 ) , . . . ,  X ( p ) , . . .  est dire converger 

vers un point X lorsque pour chaque rang n, les coordonn6es correspondantes 

x (1) x (2) x (p), convergent vers la coordonn6e x,~ de X.  (C'est ce que 

M. t t i lber t  uppelle la convergence faible.) 

Comme les eoordonn6es des points de (E~)ne  sont assujetties s aucune 

condition, cet espace est un ensemble lin6aire au sens indiqu6 page 3o, et par 

suite, on peut lui associer un champ de vecteurs de la fagon indiqu6e s cet 

endroit. 

D 'aut re  p a r t ,  j 'ai  montr6 duns ma Th~se que la d6finition adopt6e pour la 

limite d 'une suite de points peut s 'exprimer au moyen d 'une distance. On peut 

prendre, avec des notations 6videntes 

(X, r ) - -  Ixt--Yll  + . . . +  ~ Ix,~--Y,~l + . . .  
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On peut prendre aussi pour distance 

borne inf6rieure quand n varie de [(X,  Y),I + I ]  ((x, Y ) ) ~  

en appelant (X, Y)n le plus grand des nombres I xl--y~], . . .  I x,-y,~l. 
Dans les deux cas, il est 6vident que les distances restent invariantes dans 

route translation, puisque la distance de X et de Y ne d~pend des x et des y 

que par I z --Yl I, I I , . . .  
D'autre part, si ~ : X  Y a pour projections ~,  ~.~, . . .  et si ~4=0, ][~[] dgsigne 

la premiere ]~k] de celles des quantit~s I~1, [~-~[, . . .  qui ne sont pas nulles. 

Alors il reste ~ montrer que si @ est un hombre variable, tel que /I @. ~11 tende 

vers z~ro, (@. ~, o) tend aussi vers z~ro et inversement, ce qui n'offre pas de 

difficult~s. 

5 ~ L'espace (R). Nous avons aussi 6tudi~ ailleurs 1 un espace, l'espace 

(R), dont chaque point X est d~termind par un hombre fini, variable avec le 

point, de coordonn~es. Ou, ce qui revient du m@me, ehaque point X est ddfini 

par une suite infinie de coordonnges xl, xs, . . .  nulles 's partir d'un certain rang 

(pouvant varier avee X). On y suppose la convergence d6finie eomme darts l'es- 

pace (E~) qu'on vient d'dtudier. De sorte que l'on peut y ddfinir une distance 

par les m6mes expressions que dans (E~). L'espace (/~) est dvidemment un 

ensemble lindaire auquel on peut associer un champ de vecteurs comme s la 

page 45. On voit exactement comme pour (E~) que les conditions Vb' et Vc' 

sont v~rifides. 

Remarque. Nous avons vu que la m~me d@finition de la limite d'une suite 

de points, si elle peut s'exprimer d'une mani~re par l'interm~diaire d'une distance, 

peut aussi s'exprimer de plusieurs mani~res. D'autre part nous avons vu aussi 

que sans changer la g~omdtrie dldmentaire de l'espace affine, on peut modifier 

les longueurs en modifiant l'ensemble d'dtalonnage. 

On pourrait donc tenter de modifier la longueur, ou la distance, ou les deux, 

de fa?on ~ les dgaler sans modifier ni la convergence des suites de points, ni les 

droites, ni les p l a n s , . . .  

Urysohn a montrg ~ que si l'on veut conserver les relations simples ~tablies 

page 42, entre la nature des ~lgments et les operations vectorielles, une telle 

1 Voir note I, p. 28. 

Voir note 6, p. 26. 

7 - -  25280. Acta rnathematica. 47. Imprim6 le 19 septembre  1925. 
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t ransformat ion est impossible pour l'espace (I). I1 indiquait  que le principe de 

sa d6monstration permettai t  de prouver aussi la re@me remarque en ce qui con- 

cerne l'espace (E~). On peut en effet raisonner ainsi: d6signons par tll~J]J une 

nouvelle expression qui jouerai t  s la lois le r61e de longueur et de distance. 

E t  soi t  ,2 (~) un vecteur dont les projections sont routes nulles, sauf la p~+~~ qui 

l umte. Alors II'Vb )]!]4:o et par suite il existe un vecteur est 6gale s ' " " 

I . /](p). 

= lIP  ( )Ill 

Le point X (p) dont  les coordonn6es sont respectivement 6gales aux projections de 

~(P) a ses coordonndes routes nulles sauf la pi~me. DOriC il tend vers le point W 

dont  les coordonn6es sont routes nulles. 

Si la longueur 6fair en m@me temps une distance, Ill wx< )]JI devrait  donc 

tendre vers z6ro. Or 

JJ[ wxr III = Ill Ill = i .  

II .  E x e m p l e  d ' u n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e m e n t  a f f i n e .  

L'exemple (F) de toutes les fonctions r@elles. Consid6rons l'espace F dont  

chaque point  f est constitu6 par une fonction r6elle f(x) d'une variable num6ri- 

q u e  x, x variant  sur un intervalle fixe. Et  convenons de consid6rer une suite 

de >>points>) f i ,  r e , - . ,  de cet espace comme convergeant vers le point  f ,  si les 

hombres f i(x),~(x), . . ,  convergent vers le nombre f(x), quel que soit x sur J .  

Nous avons prouv6 ailleurs 1 qu'on ne peut d6finir cette convergence par 

l ' interm6diaire d 'aucune dis tance,  ni m@me d 'aucun 6cart; cet espace (F) n 'est  

donc ni un espace (D), ni m@me un espace (E). A f o r t i o r i ,  ne peut-il @tre, 

comme les pr6c6dents, un espace (D) affine. 

Cependant on peut "le consid6rer comme un espace topologiquement affine, 

si toutefois on ne s'arr~te pus ~ une difficult6 que nous signalerons plus loin. 

lgous pouvons consid6rer d 'abord cet espace qui est lin6aire comme affine 

en proc6dant exactement comme s la page 3 z, et en admet tan t  d'abord, comme dans 

ce cas, la possibiHt6 du choix de II~]l. Reste s v6rifier la condition V. Supposons 

que des >>points>> gl, g~ . . . .  tous situds sur une droite fixe tendent  vers le >)poinb 

h. On a des expressions de la forme 

i Bull. Calcutta  Math. Soc. (citd plus haut), page I9I.  
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off f e t  ~ sont donn~s et ~4=0 (c'est-s ici, que ~(x) n'est pas identiquement 

nulle). Si p~r exemple ~(x0)4=o, la suite des hombres f(xo)+e,~(Xo) devant ~tre 

convergente il faudra queen  converge vers un nombre e. Alors g~ convergera 

vers g(x)=f(x)+e~(x). Donc h est un point de la droite et V~ est dtabli. 

De plus 

donc llhg, II tend vers zSro. Rgciproquement, si g, gl, g 2 , . . ,  s o n t  des points 

d'une mSme d ro i t e  et si Hgg,~l] tend vers z6ro, I(~--0111~ll tend vers zdro, I1~]I 

restant fixe et 4=0. Donc Q, tend vers Q et alors g,~(x) tend vers g(x) quel que 

soit x. Ainsi V~ est dtablie. La condition Vc est dvidemment vSrifi5e: Une 

translation ~ s'obtient ici en faisant correspondre ~ une fonction que lconque f (x ) ,  
la fonction f ( x ) +  ~(x). Or si fi~(x) tend vers f(x), f~(x)4-~(x) tend versf (x)+~(x)  

et r6ciproquement. La translation est donc bicontinue. 

Reste s ddfinir [i~]l. Toute ~)droite)) joignant les ))points* 0 et ~ (~=~0) est 

un certain ensemble J de fonctions, les fonctions c. ~(x). Supposons qu'on 

choisisse dans chaque ensemble J u n e  fonction ~z4=0 mais ~ part cela enti~re- 

ment arbitraire. Si l'on admet ce choix possible (et c'est 1s le point d$1icat que 

nous avons fair prdvoir), il suffira de prendre par d~finition I] Va II ~ I e t  de prendre 

pour tout vecteur ~=~0 tel que ~=;~. Va 

On remarquera qu'on a ici un espace topologiquement affine dont l'ensemble 

des points a une puissance sup6rieure s celle du continu. 

Un probl~me k r~soudre. I1 serait int~ressant d'analyser jusqu's quel point 

le fait pour un espace topologique d'etre topologiquement affine, ou le fair pour 

un espace (D) d'etre un espace (D) affine, impose une limitation au choix de la 

ddfinition des points d'accumulation darts le premier cas, de la distance dans le 

second. 

Qu'il en impose une, cela ne fair pas de doute. Ainsi, si l'on prend sur 

une droite abstraite une suite infinie de points A1, A~, . . .  tels que-AAI=A1A ~ . . . .  , 
on a une suite infinie de points dont aucun sous-ensemble infini ne peut avoir 

d'~ldments d'accumulation d'apr~s la condition V. Donc un espace topologique- 
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ment affine n'est jamais compact. Mais c'est 1s une propri6t6 n6gative, si l'on 

peut dire. I1 faudrait trouver mieux. Par exemple, on volt facilement qu'un 

espace topologiquement affine est un continu t topologiquement homog6ne ~. 

I2 Mars I925. 

t Conformdment  ~ la ddfinition de Jordan,  un  cont inu est  un  ensemble fermd non rdduit  

un  poin t  et qui ne peu t  dtre ddcomposd en deux ensembles  fermds sans points  commun.  

2 Un ensemble est topo log iquement  homog~ne si, quels que soient  les points  A,  B de cet 

ensemble, il existe une t ransformat ion  b iunivoque et bicont inue qui  t ransforme A en B e t  eet 

ensemble en lui-m~me. Dans le cas des espaces topologiquement  affines on peut  en effet prendre  

une t ranslat ion.  


