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Introduction. 

I. C'est un fait bien connu que l'dtude des fonctions analytiques de plusi- 

eurs variables complexes est beaucoup moins avancge que celle des fonctions d'une 

seule variable ~ cause des difficultds beaucoup plus grandes qu'on y rencontre e~ 

d'un ordre tout ~ fair particulier: circonstances qui font que nombre de proposi- 

tions vraies des fonctions d'une seule variable ne s'dtendent pas ou s'dtendent 

real aux fonctions de plusieurs variables. Si l'on envisage notamment l'ensemble 

des points singuliers d'une fonction analytique d'une variable, on sait qu'il peut 

~tre absolument quelconque, contenir des points isolds, des continus lindaires ou 

superficiels, libres de routes restrictions. Des th4or~mes g~n~raux comme ceh i  

de M. hIittag-Leffler par exemple ou celui qui concerne les ddveloppements en 

s~rie de polynbmes ou de fonctions rationnelles donnent en effet le moyen de 

construire des expressions analytiques reprdsentant des fonctions holomorphes en 

tout point de certains domaines donn~s s priori, les points fronti~res de ces 

domaines dtant des points singuliers de ces fonctions. 11 n'y a rien de pareil 

pour les fonctions uniformes de plusieurs variables. Les travaux de nombreux 

g~om~tres, depuis WV.~RST~ASS jusqu' ~ hi. M. F. HARTOGS j e t  E. E. L~w ~, ont 

montrg par exemple que les pSles ne pouvaient ~tre isolds mais formaient des 

continus analytiques, que les points singuliers essentiels, jamais isolgs, ~taient 

1 Voir Acta Matematiea, tome 3 2. 

2 Voir Annal i  di Matematie~, tomes 17 et I8, s~rie I I I .  
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assujettis, eux-aussi fi. de curieuses restrictions. I1 s'en faut  d'ailleurs que le sujet  

soit complgtement  6lueidg. 

2. Persuadd que l 'on gagnera i t  quelque clartd s aborder  par  plusieurs cSt6s 

s la fois le domaine des fonctions de plusieurs variables j 'ai  eu l'id~e de consid6rer 

les families form~es de fonctions de cette nature.  On sait  que dans le domaine 

des fonctions d 'une seule variable, l '~tude d 'une fonct ion autour  d 'un point  singu- 

l ier essentiel peut  se ramener  ~ celle d 'une famille de fonctions holomorphes ou 

m~romorphes dans une aire en tourant  ce point  singulier, et d 'aut re  par~ que les 

points singuliers peuvent  ~pparal tre  comme les points off une certaine expression 

analyt ique ou bien une suite de fonctions holomorphes (polynSmes par  exemple) 

cesse de converger  uniformdment .  Plus g~ngralement, on sait le part i  que M. 

3IONTEL et de nombreux  auteurs  ont  tir~ de la consideration des families normales 

de fonctions. 1 D'une  fagon plus prdcise si on consid~re une famiUe de fonctions 

d 'une variable, holomorphes ou m6romorphes dans un certain domaine, et normale 

dans une part ie  de ce domaine, l '~ tude  des points oil, lafamil le  cesse d'Otre uormale 

est dtroitelnent  li~e ~ celle des points singuliers essentiels des fonctions iimites 

de la famille. J ' a i  consid6r~ s plusieurs reprises de tels points, no tamment  dans 

des t ravaux sur l ' i tdrat ion des fract ions rationnelles,  2 et sur les fonctions enti~res 

ou m6romorphes.  3 I1 m'a sembl~, que l '~tude des points ore une famil le  de fonc- 

tions de plusieurs variables, holomorphes dans un domaine D cessait d'Otre normale, 

devait  donner  des r6sultats analogues ~ ceux qu 'ont  obtenus M. 3/[. t t a r togs  et 

E. E. Levi, 1'ensemble de ces points devant  jouir  de routes les propridt6s des points 

singuliers essentiels que ces deux auteurs out  dtablies. C'est s prouver  ce fair  

que le present  mgmoire est destin6. On s'est born6 aux familles de fonctions 

holomorphes pour  ~viter la complication des points d ' ind6terminat ion ~ que la 

considgration des famiiles de fonct ions mSromorphes efit pu introduire.  On Verra 

de suite que  tou t  ce qui sera dit  ici des families de fonctions holomorphes s'appli- 

quera aux families de fonctions mdromorphes n ' admet t an t  pas de point  d'indgter- 

minat ion dans le domaine off on les consid~re. On s'est born6 aussi aux fonc- 

1 On prdeisera cette definition dans la suite. 
Journal de Jordan I918. 

8 Annales de l'Eeole Normale Sup~rieure I919, I92o--I92I. 
4 Un point x~ ~ . . .  x~ est ,,point d'ind~termination,, de f ( x t , . . ,  x~), si, au voisinage de ce point 

on peut ~criref~/~ (x~, cc~ . . . .  xn) _pet Q ~tant holomorphes autour de ee point, et s'annulant simul- 

tan~ment en ee point sans que les eontinus d~finis au voisinage du point par les ~quations xP=o 
et Q=o soient identiques. 
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tions de deux variables (x, y) pour la simplicit6 de l'exposition, ce qu'on en dira 

pouvant immddiatement s'd~endre attx fonctions de n variables complexes. 

3, Le chapltre I est consacr~ au rappel ou ~ l'introduction des notions qui 

doivent ~tre utilisdes au cours du mdmoire, et s l'exposition de la notion de famille 

normale de fonctions de 2 variables. On donne quelques propridtds fondamentales 

de ces familles quant ~ la convergence et aux moyens de reconnaltre qu'une 

famille est normale. Lorsque les ddmonstrations sont absolument identiques s 

celles qui int6ressent les fonctions d'une variable, on s'est content~ de renvoyer 

le lecteur s un ouvrage de l 'auteur >)Le~ons sur les fonctions uniformes ~ point 

singulier essentiel isol&> paru s la librairie Gauthier-Villars dans la collection 

Borel; chaque fois que c'dtait ndcessaire on est entrd dans le ddtail des ddmon- 

strations. 

^ theoreme fondamental sur lequel repose tout le Le chapltre I I  expose le " "  

m~moire. On ne sera pas surpris de noter qu'il est absolument analogue aux 

thdorSmes sur lesquels  M. M. Hartogs et E. E. Levi ont respectivement fondd 

leurs travaux propres. En gros, ce thdorSme dit que les points off une famille 

cesse d'etre normale ne  peuvent 8ire isol~s. Les 6noncds prdcis que ce fair pent 

revStir sont dorm,s dans le chapitre II.  La forme la plus utile de ce th~or~me 

est celle qu'on donne au No. 27. Le chapltre I I I  expose les propridtds de E 

auxquelles on parvient en appliquant le thdor~me f0ndamental s l'ensemble 1~ des 

points off la famille n'est pas normale. Dans le w I on a des propridtds d'0rdre 

gdn~ral. Dans le w 2 et le w 3 on a des proprid~ds mdtriques relatives respec- 

tivement au cas oh E est un continu s 2 ou 3 dimensions assez simple. On voi~ 

qu'alors E a des proprid~s diffdrentielles remarquables. I1 m'a sembld que ia 

p r o p r i ~  expos~e au w 3 (cas off E est une hypersurface ~ (x~, x~, y~, y~)--o)~taifl 

la m~re de routes les autres et j 'ai t~ch~ de le prouver au chap~tre 5 (8 ~ et 2). 

Ni E. E. Levi, ni M. Hartogs ne me paraissent avoir fait cette remarque qui me 

semble importante car elle subordonne en fair les propri~tds exposdes dans te w 2 

du chapltre I I I  s celle qui est exposde au w 3 du mSme chapltre. Le chapltre 

4 montre que les propridt~s de E dtablies dans les w 2 et 3 du chapltre prgc~dent 

sont caract~ristiques: C'est s dire que si un ensemble ~ les possSde, on peut for- 

mer une famille de fonctions telle que E soR le lieu des points off la famille n'est 

pas normale. 

Au chapltre 5, l'dtude ainsi faite est appliqude k plusieurs questions. Par 

exemple ~ l'~tude des points off une sdrie defonctions holomorphes cesse de converger 
uni/ormdment, et plus particuli~rement une sdrie de puissances (w ~). On retrouve 
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par ce moyen notamment  la condition imposge ?~ la relation r'~--9~ (r)entre  rayons 

de convergence associ~s d 'une s6rie entiSre en x et y e t  t i m e  scmble qu'on en 

voit mieux la raison. On peut s'en servir aussi pour retrouver certains r6sultats 

de ]~I. Har togs  (w 2). D 'aut re  part  on verra aussi que l '6tude faite permettra 

d'avoir quelques renseignements g6n6raux sur l' ensemble des points limites des conti- 
nus fi, (x, y ) = o  d6finissant les z6ros d 'une suite de fonctions holomorphes de 2 

variables et par 1s d'6noncer quelques th6orSmes trSs simples sur les fonctions 

limites de fonctions alg6bro~des uniformes ou non uniformes dont la convergence est 
uniforme darts un certain dog, nine (~ 3)- 

C H A P I T R E  I. 

D~finitions. Pr~liminaires. 

4- Soit f (x ,  y) une fonction analytique des 2 variables complexes x--x~ +iX~, 
y=y~§ On peut dire qu'elle est holomorphe en un point (xo,Yo)si elle est 6gale 

E une s4rie entiSre en X--Xo, Y--Yo absolument convergente lorsque [X--Xo[ et 
[Y--Yo[ sont <Q, e ~tant un certain nombre positif. On dit  aussi que (x o, Yo) 

est un point r6gulier pour f ( x ,  y). Consid6rant un certain domaine V de l'espace 

4 dimensions (xl, x~., yl, Y2), f ( x ,  y) sera dite holomorphe dans ce domaine si elle 

y est uniforme, et si elle est holomorphe au voisinage de tout  point int6rieur 

au domaine V. 

En (Xo, Yo) f (x ,  y) est m6romorphe si l 'on peut l'dcrire sous la forme f - - f l  (x, y) (x, y) 
les 2 fonctions f l  et f~ 6rant holomorphes en (Xo, Yo). Si f~(Xo, yo)~-o avec 

A(Xo, yo)=~o, le point (Xo, Yo) est un p61e. Sif~(Xo, yo)-~f~(xo,Yo)=O sans que 

f l  et fe aient un diviseur commun 1 (nul en xo, Yo), (Xo, Yo) est un point d'inddter- 
ruination. Les p61es et les points d ' ind~termination sont les points singuliers non 
essentiels. Tout point non rdgulier, qui n 'est  ni p61e ni point d ' inddtermination 

est un poin~ singulier essentiel. 

5- On appellera surface caract6ristique la vari6td s 2 dimensions que ddter. 

minera dans l 'espace (x I x~ Yl Ye) une ~quation f ( x ,  y)=o off f ( x ,  y) est une fonc- 

t ion analytique de (x, y). Un point (Xo, Yo) est un  point ordinaire ou rdgulier de 
lasu~face caract6ristique .f(x, y)=o si, au voisinage de ce point, la surface carac- 

1 Une fonction F(x, y), holomorphe en (Xo, Yo) est dite divisible par tr y), holomorphe en 
Xo, Yo, si on a l'identit6 F(x, y)=F~(x, y). F~(x, y), F~(x, y) ~tant holomorphe en (Xo, Yo). 
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t~ristique peut  ~tre repr~sent~e par une dquation y--yo=q~ (X--Xo), go ~tant une 

fonct ion holomorphe de (X--Xo) pour  ]X--Xo]<@, ~ ( 0 ) = 0 ,  ou par  une dquation 

x--xo-~p(y--yo), ~p ~tant holom0rphe en Y--Yo pour  ly- -yol<@' ,  ~p(o)~--o. Le  

point  (Xo, Yo) est un point ci'itique algdbrique de la surface earactdristique, si la 

representa t ion de cette surface au voisinage de (Xo, Yo) peut  se faire  par  une rela- 
1 1 1 

t ion y--yo=q~ [(x--x0); ] off go [(X--Xo)~ ] sera une s~rie enti~re en (x--x~)) ~, p 6taut  

un ent ier  positif, convergente  pour  Ix--xo]<@. Le point  (Xo, Y0) est un point  

singulier de lu surface caractdristique si c 'est un point  singulier de la fonction 

f ( x ,  y), limite de points rdguliers oit f ( x ,  y)=o. 

5. Considdrons une famille de fonctions f ( x ,  y) holomorphes duns un domaine 

V de l 'espace (x~, x_~, Yl, Y~). Elle sera dire normale ~ dans V si, de route suite 

infinie formde de fonctions de la famille, on peut  extraire  une suite partielle 

qui, duns tout  domaine ferm~ 2 V' int~rieur s V, co~verge uniformdment vers une 

fo~etion limite qui peut  @tre une constante  finie ou infinie. A cause d e  la con- 

vergence uniforme,  la fonct ion limite, lorsqu'eUe existera, sera holomorphe duns 

V. Si la famille est normale duns une certaine hypersph~re de centre (x0, Y0) 

on dit  qu'elle est normale au point (x0, Yo). Une famille normale en tou t  point  

int~rieur au domaine V sera normale duns ce domaine. En effet tou t  domaine 

ferm~ V', intdrieur s V, peut  @tre considdrd comme int~rieur au domaine engendrd 

par  un nombre  fini des hypersph~res pr~c~dentes. Ceci r~sulte du lemme classique 

de Borel-Lebesgue relat i f  aux domuines fermgs et grace ~ ce lemme la ddmonstra- 

t ion s'op~re comme pour  les fonctions d 'une variable, les hypersph~res remplagant  

les cercles. I1 suffira de s e repor ter  aux leqons citdes duns la note  (8) pages ~6, 

~7 et ~8. 

7. I1 y a route une s~rie de proprid~ds des familles normales de fonctions 

holomorphes de 2 variables (x, y) qui correspondent  s celles des familles normales 

de fonctions d 'une variable z et qui se ddmontrent  de m@me, en rempla~ant aux 

besoin les cercles tels que ]Z--Zo]< @ par  les hypersph~res de centre (x0, Yo) ou 

les hypercyl indres  ]X--Xo]<@, ]Y-'Yo] <@'. P a r  exemple: 

I ~ Etant donnd une suite infinie f~(x, y), f~(x, y ) , . . . f i , ( x ,  y ) , . . ,  dont les 

termes appartiennent ~ une famille de fonetions holomorphes normale dans V, si la 

1 Voir pour les familles normales de fonctions d'une variable le livre ,)Legons sur les fonc- 
tions uniformes ~ point singulier essentiel isol6,, par G. JULIA (Gauthier-Villars, Paris I924); off on 
trouvera, Chapitre 3, une bibliQgraphie detaill@e; l'introduction de ces familles normales est due, 
comme on salt, ~ M. MOI~TEL. Duns 19 suite, l'ouvrage prdcddent sera d~sign@ par les lettres F. U. 

Un domaine fermd est un domaine qui contient tous ses points-frontiere. 
8--25280. Acta mathematica. 47. lmprim~ 1o 23 septombro 1925. 
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suite converge en une infiuitd de points ayant au moins un point limite intdrieur 

V, elle converge uniformdment dams tout domaine fermd V' intdrieur h V (voir F. 

U. N ~ 37, pages 58, 59, 60.) 

2 ~ Si les fonetions holomorphes appar~enant ~ une famille normale dans 

un domaine V sont borndes en module en un point int6rieur au domaine V, elles 

sont born~es darts leur ensemble ~ l'intdrieur de V (voir F. U. 1~ ~ 39, page 65). 

Celu veut dire qu' k tou t  domaine ferm6 V' int6rieur ~ V, correspond un nombre 

positif M tel que toute fonetion de la famille satisJasse en tout point de V d~ l'ind- 

galit~ If(x, y)[<M. 
3 ~ Etan t  donn6 une famille de fonetions hoiomorphes normale duns V, si 

ees fonctions sont borndes en un point int6rieur s V, elles sont dgalement continues 

l'int~rieur de V. Cela veut dire que, V' 6rant un domaine ferm6 queleonque 

intdrieur s V, il est possible de faire eorrespondre ~ tout  nombre ~ positif donn6 

a priori un hombre V tel que: I f ( x ,  y ) - - f ( x ' ,  y ')]<~ dbs que la distance des 2 

points (x, y) et (x', y') du domaine V' est infgrieure ~ V, cela quel que soit la 

fonction f de la famille et la position des 2 points de V' pourvu que leur distance 

soit <V.  (La condition de distance pent ~tre rempla~6e par une condition 6qui- 

valente, s savoir que l 'on air l 'ensemble des 2 indgalit6s I x - x ' l < v  et ]y--y ' ]<V)  

(voir F. U. No. 4o, pages 66--68 pour la dgmonstration). 

8. Crit~riums de familles ~ormales. Les critdriums permet tant  d'affirmer 

qu'une famille de fonctions d 'une variable est normale duns un domaine, sont 

valables pour les fonctions de plusieurs variables. 

i e~ Critdrium. Si des fonctions holomorphes duns u n  domaine V o n t  leurs 

modules bornds duns leur ensemble l ~ l'intdrieur de V elles forment une famille nor- 

male dans V (voir F. U. N ~ 38, pages 60 s 64). La  ddmonstration peut se cal- 

quer sur celle qui est donnSe duns l 'ouvrage cit5 pour des familles de fonctions 

d 'une variable. On substituera simptement au cercle ]z]<~R un ensemble de 2 

cercles ] x [ ~  R,  [y[~< R.  I1 suffit 6videmment de prouver que la famille est nor- 

male en tout  point (x0, Y0) int~rieur ?~ V, c'est s dire duns une certaine hyper- 

sphere ou duns un hypercylindre (IX--Xo[ <Q, [Y--Yo] <o')  entourant  ce point et 

il est clair qu'on pourra snpposer Q : r  et Xo=Yo=O pour la facilit~ de ]'dcriture 

sans restreindre la gdn~ralit~. 

Toute fonction de la famille sera ddveloppde en s~rie de Taylor 

f ( x ,  y ) - ~  ap q x p yq-~aoo + a~ o x + aol y + a2o x ~ + all x y + ao~ y~ + .." 

Pour le sens de eette expression, voir 1%. 7 (2o) �9 
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M 
et si on a [f(x,  y ) ] < M  pour ]xl.<-tt et ly]<--R, on aura ]avq ] < RpR-~ ~ .  Etant  

donn6 une suite infinie quelconque de fonctions de la famille, les coefficients aoo 

de ces fonctions seront bornds par M, on pourra donc extraire de la suite une 

suite partielle telle que les aoo des fonetions choisies aient une limite Ao0 pour 

laquelle ] Aoo ] < M. Soit 

(I) f ' ,  (x, y), f ;  (x, y), f :  (x, y), . . .  

cette suite. 
M 

Les l a,o ] e t  ]aol ] des forretions de cette suite sont tons < ~ - .  Les points 

correspondants, de coordonndes (alo, ao~) sont tons dans un espace born6; d'aprbs 

le lemme de ]3olzano-Weierstrass on pourra extraire de la suite (I) une suite (2) 

f~(x ,y) ,  p~(x,y), f~(x,  y ) , . . ,  pour laquelle les a~o , l e s  aol et les aoo auront 

respectivemerrt des limites A19, Aol, Aoo, [[ 
< M  

a x . . de m~me orr extraira de (2) une suite (3 ) f~  ( , V), f ~ ( ~ ,  V), f ~ ( ~ ,  V),.  pour la- 

quelle les a~o, an, ao~ auront respeetivement deslimites A~o, All, Ao~, [IApq]<<---~ 

p + q = 2 l .  La suite (3) &ant extraite de (2) les a~q out pour limite A~,q 
- 1  

pour 

lorsque p + q < 2 ;  err corrtinuant on err a une suite ( r+  I): ff,+l(x,y), fr+l(x, y), 
f~+~(x ~k extraite de la suite (r) et pour laquelle les apq orrt, une limite 

Av~ routes les fois que p+q<--r. Le proeessus sera eontirru6 irrd6finiment eL 

M 
]Avq]~< R~+q" Consid6rant la suite diagonale 

~ X  . .  r x  (S) f ' , (x,  y), f~( , y), . f : (  , y), .. ., 

g partir du rang (r+ I), tou{es les fonetions de (S) figurent dans la suite ( r+  I), 

doric les avq de cette suite pour lesquels p + q < r  ont une limite Apq et 

M 
lApq] -< R~+q 

La s6rie F(x,  y)=..V.ApqxPy q est major6e par 2 M  F(x ,  y) est 

M 
holomorphe pour I ~ I < l~, Iv I < s ,  et I F (x ,  y) l < 

On prouve ais6ment que la suite (S) converge uniform6ment vers /~(x, y) 

duns tout domaine [ x l - < p < B  , l y l - < e < B ,  
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En effet on a 

T' (x, y ) - - f ' ~  (x, y ) =  . ~  L.o-vr ~l q-- a(,.) ] , ,  q] xP V(I -]- Z & q xp v q - -  Z a(r)7:) q xp wl llq 
p+q<--k p+q>k p+q>k 

A cause des majorat ions indiqudes ci-dessus pour Apq et~ a(") l 'ensemble des pq~ . 
r x __ __ termes de degr~ p §  dans F ( x ,  y) ou dans f~,.( , y) sera, pour Ix I < r lYl < e 

inf6rieur en module ~ M ( p +  q+  I ) \ ~ /  ; done 

et 

I p+q>k I ).=k-}-I 

Ip+q>,VI "("a vq I ~? aIr) xP'xq l <21l ~ (]~+ a=k+l z. 

La sdrie du 2 i ~  membre est convergente pour t~<R; on ~ donc pu choisir 

/c assez grand pour que, ~ &an~ donnd g priori 

(z+ 
2=k+l 

Cela dtant, on choisira r assez grand pour que 

p+q<--k 

ce qui est possible puisque la somme dont  il s 'agit  ne compte qu 'un hombre fini 

de termes dont  chacun tend vers z&o quund r augmente indgfiniment. 

On aura alors I F(X,y)- - f f r (X,y) l<3e,  ce qui prouve que f'~(x, y) ConVerge 
uniformdment  vers F(x , y )  dans ]x]--<Q et ]yl~<O. La  propridt~ est donc 

dgmontrde. 

9. 2 i~me Crit&ium. Une famille de fonctions holomorphes dans un domaine 
V, dgalement continues dang ce domaine, est une famille normale dans V. 

I1 suffit de prouver qu'elle est normale en tout  point int~rieur g V ou 

encore dans route hypersphSre S int~rieure g V. Soit Po(Xo, Yo) le centre d 'une 

telle hypersph6re S, 2~(x, y) un point quelconque intgrieur g S ou sur sa surface. 

On d~signe par -(') le coefficient de xPy q dans f r  (x, y). t~p q 
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Le segment rectiligne /)0 P aura toujours une longueur au plus 6gale au rayon 

R de S. Les fonctions f ( x ,  y) de la famille 6rant 6galement continues dans S ,  

cela veut dire que pour 2 points quelconques (x, y) et (x', y') distants de moins 

de V et appar~enant s S, on aura I f (x ,  y)--f(x' ,  y ' ) ] < e ,  [~ clonn6 a priori, ~7 

choisi convenablement en fonction de e] pour route fonction d e l a  famille. Entre  

P o e t  xP, sur le segment rectiligne /)0 P on intercale k points cons~cutifs PI,  

P 2 , - . .  Pk ~ des intervalles --<V; cela est possible pourvu que (k+i )V>_R;  on 

prenclra clonc pour (k+ I) le plus peti t  entier ~ ,  on aura: 

If(1)l)--f(Po)l<e, . . .  I f (Pi ) - - f (P~- l ) l<e,  . . . ,  I f (P) - - f (Pk) l<e;  

el'off on d6duit 1 

If(P0) [ -  (k+ I) e <  I f (P)  I < I f ( r0) [  + ( k +  i)e.  

s i  les f(Po) sont bornds quel que soit la fonction f de la famille, il en est de 

mSme de f (P)  quel que soit P ;  par suite d'apr8s le N ~ 8, la famille est bien 

normale darts S. Si les f(Po) ne sont pas born~s, consicldrons une suite infinie 

quelconque de fonctions de la famille: f l , f ~ ,  . . . f ,~ ,  . . .  Si les f~(P0)de  cette 

suite sont borngs, les fi,(P) le sont, et on pourra d'apr8s ee qui pr6cgde extraire 

de la suite f~ une suite .partielle convergeant uniform6ment clans S vers une 

fonction holomorphe. Si les f~(Po) ne sont pas born6s on pourra en extraire 

une suite f,*~(Po), f i*,(Po), . . . f , ,p(Po), . . ,  qui tendra vers l 'infini avec np. I1 est 

clair ~ cause de 

[f~)(P) I > [f,,(P0) I - - (k§  ~)~, 

que f ,~(P) tendra vers l 'infini avec np et uniform~ment clans S. La  suite ex- 

traite convergera d o n c  uniform6ment vers l 'infini darts S. Dans tous les cas on 

volt que la famille f est normale dans S e t  par suite dans IT. 

Io. 3 iemr Critdrium. Si les valeurs prises par les fonctions holomorphes f ( x ,  y) 

dans le domaine V ne recouvrent pas une certaine rdgion du plan complexe f ,  ces 

fonctions forment une famille normale dans V (F. U. N ~ 44, pages 72--73). 

Si a est le centre, e le rayon d 'un cercle du plan f int6rieur ~ la r6gion 

non recouverte par les valeurs d e s f  dans V on aura, dans V ] f ( x , y ) - - a ] > e  

quel que soit la fonction f de la famille. Pour  ddmontrer ce th6orSme on s'ap- 

puiera sur le lemme suivant. 

1 /~ ~tant le point de coordonn~es (x, y), on ~crira souvent, pour abr6ger, f (P)au lieu de f (x, y). 
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II. Lemme. Si une suite de fonct ions f i (x ,Y) ,gr~(x ,Y) i  . . . f ~ ( x , Y } , . . .  

holomorphes dans V, converge vers une fonct ion F(x ,  y) holomorphe dans V e t  

non ident iquement  nulle par  hypoth~se, uni formdment  dans tou t  domaine fermd 

V' in t6r ieur  ~ V, si de plus F(x,  y) s 'annule dans V', tou t  point  du con t inu  

F ( x , y ) = o  appar tenan t  s V' (continu qui t raverse  le domaine V'), est l imite 

pour  les continus f n (x , y )=o ,  i Sans restreindre la gdndralitd on peu~ supposer 

que V'  contient  l 'origine et que F ( o ,  0 ) = o .  Envisageons le voisinage de l 'origine. 
oo 

Darts ce voisinage on peut  6crire F(x,  y )=~xk fk (y ) ,  les fk (y )6ran t  holomorphes  
k=0 

pour  y = o  et la s6rie pr6c6dente absolument  et uniform6ment  convergente dans 

un certain domaine ] x ] < Q ,  l y ] < Q ' .  I1 est clair que routes les fonctions fk(y) 

ne sont pas ident iquement  nulles sans quoi F l e  serait. Soit f~ la premiere de 

ces fonctions non ident iquement  nulle, on aura  

F (x, y) = x (y) + (y) + . . .  ] = (x, Y), 

Fp(O, y) n 'es t  pas ident iquement  nulle puisque F~(o, y)=fp(y). I1 peut  arr iver  

qu e Fp(o, o) soit ~ o  on a alors F(x ,  y )=x  p q)(x, y), eP(x, y) 6tan~ 4=0 ~u voisi- 

nage de  l 'origine. Si au eontraire,  Fp(o, o ) ~ o ,  on peut, d'apr6s le th6orSme de 

Weiers t rass  bien connu, ~ et en supposant  que Fp(o,  y) admet te  y = o  pour  z6ro 

d 'ordre  m, 6crire, au voisinage de l 'origine: 

F p  ( x ,  y ) =  [ym .j_ ~Pl (x) . y n t - i  .~_ . . . _]_ ~m (x)]. O (x, y),  

q)(x, y), comme pr6cgdemment,  ne s ' annulant  plus pour  x = y ~ o  et par  cons6quent 

6rant 4=0 dans un certain voisinage de l 'origine. En d6finitive, on pourra  6crire 

F(x ,  y)-~x ~ [ym + 9~ (x) ym--l + " " " + ~ ( X ) ] .  q)(x, y), l' entier p pouvant ~tre nul, clans 

le cas or F ( o ,  y) ne serait pas identiquement nul, et le polyn~me en y ~crit entre 

parentheses pouvant se rdduire ~ une constante lorsque p4=o, la fonction q)(x,y) ,  

dans tous les  cas, holomorphe autour de x = y = o ,  ne s'annulant pas autour de 

l'origine. Cela 6rant: 

I ~ si F ( x , y ) = x P O ( x , y ) ,  soit I X I < #  lyl<r la r6gion eonsia6r6e, off 

O(x,y)#:o.  Soit Yo tel  que l y 0 l < r  La  fonct ion F(X,yo) admet  le seul z6ro 

1 Cela veut dire qu'au voisinage de tout point P de F(x, y)=o, il y aura, d~s que n sur- 
passe un certain rang, des points de tous los continus fn(X, y)=o; pour pr~ciser, dans route hyper- 
sphere de centre _P, de rayon e suffisammcnt petit, il y aura, pour n>--N(e), des points de tousles 
continus fn(X, y)=o. 

Voir p. ex. E. PICARD, Traitd d'Analyse, tome 2, p. 261--26 s de la 2 e 6dition. 
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x = o  s l 'ordre p dans lu rdgion I x l  <Q. Les fi~(x, Yo)tendant uniformdment  vers 

T'(x,  Y0) duns la rdgion I xl--<r il suit d 'un th6orgme connu sur les fonci~ions 

d 'une variable ~ que les z6ros de F(X, yo) situds dans Ixl--<r sont limites de zgros 

de fi ,(x, Yo) lorsque ~ devient  infini, un z6ro d 'ordre  10 de F(x, Yo) &ant  limite 

de io zdros des fi~(x, Yo). On voit donc que pour  n~--N, fi~(x, Yo) aura  p z6ros 

dans Ixl--<Q et ces  z6ros t endron t  vers l 'origine quand n devient  infini, c 'est "~ 

dire que pour  n ~ N  il y aura  p zdros duns Ixl--<s. Comme d'ailleurs s, r et Q' 

sont a rb i t ra i rement  petits, on voit que l 'origine, poin~ du cont inu F(x ,y)=o est 

point  l imite pour  les continus fi,(x, y)=o et le lemme est d~montr6 dans ce cus. 

2 ~ si 

F(x, [u.. + v + <v(x, v), 

l 'ent ier  io pouvant  6tre nul  on se place encore darts Ix[--<•, lyl--<e ', off @q=o et 

off les ~s~ sont holomorphes (Tk(o)=o,  k = I ,  2 . . . .  m). 

Alors, lorsque 0 est assez petit ,  ce qu'on peut  toujours  supposer, pour  x 0 

arbi t raire  =j=o, mais tel  que IXol<_Q, le polyn6me entre parenthSses a ~ racines 

routes inf6rieures en module g Q'. Ces racines sont les seuls z&os que lu fonc- 
< t t ion de y, F(xo,  y) possSde duns l Y l - - 0 ,  et en ver tu  du th~or~me ruppel~ pr6c6- 

demment,  lu fonct ion fi,(Xo, y) aura  aussi m z6ros inf6rieurs en module g q' d6s 

que n surpassera un certain nombre N et le lemme est encore d6montr6 dans ce 

cas puisque pour  n>--N, f~(x, y)=o aura  des points g l ' int6rieur  du domaine 

IXl--<q l y l < o  ' a rb i t ra i rement  petit ,  contenunt  le point  x~-y~-o du cont inu 

F(x,  y ) -o .  
I2. Corollaire du lemme. Une cons6quence de ce lemme, impor tan te  pour  

lu suite, est la suivante. 

Si la suite fi,(x, y) converge uni formdment  vers F(x, y) dans un domaine 

Ixl--<e, lyl--<q ' et si aucune des fonctions fi~, s par t i r  d 'un  certain rang, ne 

s 'annule duns le domaine prdc6dent, la fonct ion F(x, y) ne pourra  s 'unnuler duns 

le domaine Ixl~o,, lyl<_q' que si elle est identiquement nulle dans ce domaine. 
On pe u t  encore dire: 

Si duns un domaine ferm6, une suite fi~(x, y) converge uniformdment ,  et si 

aucune fonct ion de la suite (g par t i r  d 'un  certain rang) ne prend la valeur a 

dans ce domaine, la fonct ion limi~e F(x, y) ne pourra  prendre  cette valeur  a 

dans le domaine que si elle est ident ique g la constante  a. 

Voir, pour la ddmonstration, le livre d6ja citd, F. U. pages 69 et 7 o, et, sp6cialement, la 
remarque I ~ de ]a page 7 o. 
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13. A l 'aide du lemme et de son corollaire il est ais6 de ddmontrer  la 

vali(lit6 du 3 i6me Crit6rium. 

Soit f l (x ,  y), f2(x, y), . . .fi~(x, y), . .. une suite infinie quelconque de fonc- 

tions de lu famille; on a 

I f , ~ (x ,y ) - - a l>~ ,  darts r .  

Faisons correspondre s la suite fn ,  la suite q~n dont  les fonctions sont d6finies par 

On aura, duns V 

I 

~,,(x, Y)=/~(x, y)-~ 

Iw~(~, y)l<L. 

Les ~ sont born6s duns V, on peut donc, en vertu du I e~ crit4rium, (N ~ 8) 

extraire de la suite ~ une suite ~,~(x, y), ~0,~(x, y), . . .  ~nk(x, y ) , . . ,  qui converge 

uniformdment  duns tout  domaine term6 V' intdrieur s V vers une fonction limite 

@(x, y) holomorphe duns V, et qui peut se r6duire ~ une constante finie. Les 

fi~ ~tant holomorphes dans V, aucune fonction q~ ne s 'annule duns V. Donc, 

la fonction @(x, y) ne peut s'annuler duns V que si elle se rdduit ~ la constante 
z~ro (corollaire, N ~ 12). 

I er Cas. @(x, y) ne s'an~ule pas duns V. Alors la fonction F(x,  y) ddfinie par 

c'est-s 

I 
�9 (x, Y)--F(x,  y)--a '  

I 

F(x, y) =a  q ~(x, y) 

est holomorphe dans V. On prouve aisdment que la suite f ' k  converge uni- 

form6ment vers F(x ,  y) dans tout  domaine term6 V' int6rieur ~ V. En effet 

I I ~Onk-- (I) 
_F(X, y)--f,~k(X, y) - -  q~(x, ~) q~.k(x, y) a' .  q% ' 

�9 et ~'k ne s 'annulant  pus dans V', on aura I q ) l > s  duns V'; ~ k  convergeant 

vers q), on aura duns V': l~,~k--@]<e d~s que k > k  o convenablement choisi; 

c'est-E-dire ] 99,,k] > ~ - - e .  
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Par suite, duns V', on aura, pour k>ko, 

(x, v) l < - -  z (z - 

65 

et cela exprime la convergence uniforme de f.~ vers F dans V'. 

2 i~~ Cas. O(x,y) est identiquement nulle. On aura alors, 

dans V': 

I 
Donc, puisque 

I 
f n k ~ : a  ~ - - -  

- I I. 

pour k >  ko, 

6rant arbitrairement petit, on volt que f~k converge uniform6ment vers l'infini 

dans tout domaine ferm6 V' int6rieur ~ V. Duns les 2 cas on a extrait de la 

suite f~ une suite uniform6ment convergente. La famille des f est bien normale 

darts V. 

14. 4 i~me Critdrium. Le 3 i~me crit6rium permet d'6tablir tr~s rapidement un 

4 ~me crit6rium qui eomprend comme cas partieuliers le W e t  le 3 ~ Si les lone- 

tions holomorphes f ( x ,  y) ne prennent dans un domaine V ni la valeur z~ro, ni la 

valeur un, elles forment une famille normale duns V. 

II suffit de prouver qu'elle est normale en tout point Po int6rieur ~ V c'est- 

~-dire duns une hypersph~re quelconque a int6rieure ~ V (on envisage ici a 

comme un domaine ferm6). Soit t-~v(z) la fonction inverse de la fonction modu- 

laire z=~(t) (voir F. U., p. 14 s 29). A chaque fonction f de la famille nous 

faisons correspondre une fonetion ~(x, y)=v[f(x,  y)], en ehoisissunt au poin~ 

Po@0, Y0), la dgtermination princilgale v [f@o, Yo)] int6rieure au quadrilat~re fonda- 

mental Bo de la division modulaire du demi plan: I(t)>o (partie imaginaire de 

t positive). On voit ais6ment que 9 est uniforme e~ holomorphe duns a puisque 

f ne prend pas les valeurs o et i qui sont les seules valeurs critiques finies de 

v(f). Les fonetions 9(x,y) sont holomorphes duns a, de plus on a I ( ~ ) > o  duns 

a, les valeurs des q~ dans (r laissent ~ d~couvert le demi plan inf6rieur. D'apr~s 

le 3 ~m~ critdrium la famille des 9 est normale. 

Soit fit(x,y), n = I ,  2 , . . .  ~ une suite infinie queleonque (S) de fonetions f .  

Consid6rons leurs valeurs au point /)o(Xo, Yo). 
9--25280. Acta mathematica. 47. Imprim6 le 23 septembre 1925. 
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I ~ Cus. Les valeurs fn (x0, Yo)=fi~ (Po) admet tent  un point limite au moins 

different de o; ~, o~. C'est le cas gSn~ral. Soit a un tel point limite. I1 existe 

une suite: 

(~') f~,~ (Po), f~,,o (Po) . . . .  f~,~ (~o), �9 �9 

convergeant v e r s a .  

Consid~rons les ~ correspondantes: 

(z ' )  ~n,, (x, y), ~n,~ (x, y ) , . . .  ~,~,~ (x, y ) , . . .  

On peut, de cette suite, extraire une suite (~)~, , ,  ~p,~,... q~ 'k , ""  qui converge 

uniformdment duns l 'hypersph~re a, domaine ferm6, vers une fonction limite �9 (x, y) 

ou vers l'infini. 

La  suite f ~  (P0) , f i~ (Po) , . . . fnk(Po) , . . .  extraite de (S') converge vers a; done 

la suite 9~1(Po), ~ (Po),.- -, ~v,~k(Po),- �9 �9 converge vers v(a), ddtermination prin- 

cipale, puisque, a 6runt diff6rent de o, I, ~,v(z) est rgguli~re au poin~ z = a .  II 

en r6sulte que la suite (~) ne peut converger vers l'infini, et que lu fonction limite 

O(x,  y) ne peut se r6duire ~ une constante r6elle (puisque cela n 'a pus lieu au 

point Po). II est clair que les 9*'k satisf~isunt duns l 'hypersph~re a's 
on aura s la limite I [ O ( x ,  y)]>--o en tout  point de l 'hypersph~re 6. Mais les ~,k 

ne prenant  dans a aucune valeur r6elle, q) ne pourra prendre de vuleur r6elle en 

un point de a que si elle est identique s une constante r6elle, (corollaire, 51 ~ 12) 

et cela, on vient de le volt, est impossible. Done I [@(x ,  y ) ]>o  d~ns a. 

Lorsque le point P(x, y) d6criru a, le point t--O(x, y) resteru au dessus de 

l 'axe r6el et dgcriru un domaine 0 qui est s une certuine distance de cet axe. 

O n  pourra done faire l ' inversion et consid6rer lu fonction F(x, y)----~ [@ (x, y)] qui 

sera holomorphe en @ lorsque @ d6crit 0 duns les conditions pr6c6dentes, done 

holomorphe en (x, y) dans a. Lorsque k devient infini 9~k tend vers q)uniform6- 

ment  dus a; on en d6duit que duns les conditions pr6c~dentes ~ [~'k] tend vers 

[q)] uniform~ment darts a. Or pr6cis~ment, f~k=;t  [~,,k]" La  suite f , ,  (x, y), 

f,~ (x, y ) , . . ,  f,~k (x, y ) , . . ,  extruite de (S) converge done vers lu fonction holomorphe 

F ( x ,  y) uniform6ment dans a. 

2 i6mo Cas. Les seuls points limites de lu suite f,(Po)sont o, I, o~. I t  existe 

done, si par exemple ~ est point limite, nne suite S extraite de la suite f~ (Po): 

(8') f,~,, (Po), f,~'~ ( P o ) , . . .  f~,~ (Po), . . .  

eonvergeant vers I. Aucune des fi~'k ne prend la valeur zdro duns a. Done 
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logfi~, k (x, y) est une fonetion holomorphe dans a. On chois~'ra en t)o la ddtermination 

dont la 2art ie  imagi~aire est entre - - ~  et + z ,  ddtermination principale. On formera 

2 z i +  logf,~, k (x, y) 
g,~'k (x, y) - -  4 z i 

gn, k (x, y) est hol0morphe dans a;fi~, k n 'dtant  jamais 6gale s I, son logari thme 

ne prend donc jamais la valeur 2 p z i  (p, entier quelconque). Pa r  suite g~'k ne 

prend aueune des valeurs p +  I off p e s t  un  entier quelconque. En Po,fi~'k (Po) 
2 

I 
tend vers I donc log fn'  k (Po) tend vers z6ro. Donc g'~'k (Po) tend vers - quand k 

2 

devient infini. La  suite des g,~'k (x, y) .iouit de propri~t~s semblables ~ celles des 

~'k du I er cas; elle admet les valeurs exeptionnelles o et I et elle converge vers 

une limite ~ distincte de o, I, ~ .  On peut donc en extraire une suite (~)gnu, 
2 

g ' - ' " g " k , " "  convergeant uniform~ment dans a v e r s  une fonction holomorphe 

G (x, y). Aueune des g ne prend la valeur I dans a, alors qu'au contraire G (P0) z - I  . 
2 2 

Donc G (x, y) se r~duit ~ la constante i .  A cause defi,  k(x, y ) ~ e  2~r ' ~ ' %  
2 

il est visible que la suite fi~, f i ~ , . .  " f i , k , ' "  extraite de la suite fn  conve~yera 

uniformdment vers l'u.nitd dans a. 

Si la suite fi~ n 'admet  pas I comme point limite, mais admet z4ro on rambne 

ce qui prdc~de en considdrant la suite I - - fn ,  et on extraira de la suite fi~ une 

suite par~ielle convergeant uniformdment vers z~ro. 

Si la suite f~ n 'admet  que 1'or pour point limite, on considdrera la suite 

I 
des ~ et cela permettra  d'extraire de la suite f~ une suite convergeant uniformd- 

ment  vers l'infini dans ~. 

15. Critdrium ggndral. S'il  existe deux valeurs finies distinctes a et b qu'aucune 

fonction de la famil le  f ( x ,  y) ne prenne darts le domaine V, cette famil le  est normale 

darts V. 

. f - -a .  les q9 ne prenant  ni On ram~ne s ce qui precede en considdrant ~ b - - a '  

la valeur zdro, ni la valeur un, forment  une famille normale et il en est de 

m~me des f .  
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Remarque. i ~ A l'aide du crit6rium gdn6ral ou des critdriums particuliers 

6nonc6s pr6c6demment, combin6s avec l'6nonc6 donn6 au No 7 (I~ du prdsent 

m6moire on aura des thdorbmes sur la convergence uniforme des suites de fone- 

tions holomorphes. 

2 ~ Grs aux erit6riums pr6c6dents il serait facile d'6tablir pour les fonc- 

tions de 2 ou plusieurs variables des thdorbmes anlogues ?~ ceux de M. Picard ou 

de M. M. Landau, Carathdodory, Schottky pour les foncti0ns d'une variable. 

Ces th6or~mes sont 6tudi6s duns le livre d6ja cit6 (F. U.) par la m6thode des 

familles normales. On pourra en faire uis6ment l'extension aux fonctions de 2 

ou plusieurs variables. Et  nous ne nous y attarderons pus sp6cialement duns le 

pr6sent m6moire. 

CHAPITRE II. 

Propri6t6 fondamentale de l'ensemble E des points off une famil le  de fonetions 

holomorphes cesse d'fitre normale? 

I6. ThdorOme fondamental: Si une famille de foneNons holomorphes autour du 

point x = y = o  est normale en tout point x = o ,  y voisin de o [o< ]y [< r ] ,  mais eesse 

d'etre normale au point x = y = o ,  on peut tou]ours, quelque pent  que soit le hombre 

posiNf ~ donnd ~ priori, trouver un hombre positi f  ~, de fagon que ~ tout xo de 

module <e on puisse fah'e eorrespondre un Yo au moins de module <~7, tel que la 

famille ne soit pas normale au point (xo, Yo). 

En abr6g6, eelu veut dire que les points de E ne sont pas isol~s. On supposera 

la famille form6e de fonctions holomorphes duns [ x [ < R, ] y ] < R'  et on se plucera 

toujours dans eet hypercylindre I x l < R ,  l Y[<R' .  

17. I ~ Soit G' u n  cercle de centre O' de rayon r ' < r  duns le plan des 
t y. (0' est l'origine du plan y). La fumille est normale en tout point (o, y'), y 

6rant un point quelconque de C'; donc elle l'est duns un certain domuine hyper- 

eylindrique Ix] _<Q, ]y--y']_<r les nombres Q et r ddpendant @idemment de y'. 

Ohaque point y' de la cireonf@enee C' est centre d'un eercle 7v, d6fini par ]y - -y '  ]_<Q' 

du type prde6dent: il est clair, en vertu du lemme de Borel-Lebesgue qu'on pourru 

recouvrir lu circonf6renee du eercle C' ~ l'uide d'un ~ombre fini de ees eercles; on 

1 Le leeteur qui se reportera  au Mdmoire de E. E. LEVI insdr6 aux  Annali  di Matematica, 

tome I7, sdrie 2, constatera  un  paralldlisme absolu entre les thdor~nxes de ce chapitre  et ceux que 

E. E. Levi met  "~ la base de son mdmoire, les points de E remplafant ici les points singuliers 
essentiels du mdmoire de E. E. Levi. 
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p o u r r a  m6me,  s l ' a ide  de ces cereles en  n o m b r e  fini, r e c o u v r i r  t o u t  un  a n n e a u  

c i rcu la i re  de cen t re  0 ' ,  l imi t5  p a r  des cercles  de r a y o n  v t e t ~ . 2 ( ~ r ' ~ v ~ < r )  

assez vois ins  de r ' .  A c h a c u n  de ces cercles 7~' en  n o m b r e  fini, d o n t  on s ' es t  

servi  p o u r  r e c o u v r i r  la  c i rconfdrence  C', c o r r e s p o n d a i t  dans  le p l a n  x un  cercle  

]x]_<(~; chois i ssons  le p lus  p e t i t  de ces cercles,  soi t  ~ son rayon .  On  p o u r r a  di re  

que la  f ami l l e  f es t  n o r m a l e  en t o u t  po in t  te l  que [ x [ - - ~ ,  ~,--~[yl--~V.~, ~ e t i l  es t  

c la i r  que r '  a y a n t  pu  ~tre pr is  a r b i t r a i r e m e n t  pet i t ,  il en  se ra  de m 6 m e  de ~2.~. 

On supposer~ ,  s p a r t i r  de m a i n t e n a n t ,  que Ve-----~, donnd s p r io r i  ~ r .  

I8.  T ra~ons  duns le p l a n  x un  cercle  C de cen t r e  0,  de r a y o n  < ~ ,  et  duns  

le p l a n  y u n  cercle  F de cen t r e  0', de r a y o n  compr i s  en t r e  V~ et  V,,. L a  fami l l e  

4~ant n o r m a l e  q u a n d  [x  ] - -~ ,  W - -  ~ [y  [--~V.~, on pou r r a ,  de rou te  sui te  infinie f o r m g e  

de fonc t ions  f de la  f ami l l e  ex t r a i r e  une  sui te  pa r t i e l l e  f~ (x, y),f~ (x, y ) , . . . f , ~  (x, y), . . .  

qui  c o n v e r g e r a  u n i f o r m ~ m e n t  vers  une  fonc t i on  l imi te  ou vers  1' oo q u a n d  I x ] - -  < ~, 

V~--~[y[ ~ e t  en pa r t i cu l i e r  p o u r  x su r  C e~ y sur  F. Or, s cause  du  thdor~me  

de C a u c h y  on a p o u r  x in td r i eu r  s C et  y in td r i eu r  s F 

f~ (~' ~)- ~-~ j j "  (~-~)(/~-Vj) 
C I" 

pu i sque  fi~ es t  h o l o m o r p h e  duns (C, F). Si la  sui te  fn  (x, y) conve rge  u n i f o r m d m e n t  

vers  une  f o n c t i o n  h o l o m o r p h e  ou  vers  une  c o n s t a n t e  finie p o u r  I xl--~ ~, Vt--~l y l - - ~  

e t  en p a r t i c u l i e r  p o u r  x sur  C et  y sur  F,  il r~sul te  de l ' express ion  prdc~dente  

et  du  l e m m e  b ien  c o n n u  de W e i e r s t r a s s  que la c o n v e r g e n c e  se ra  auss i  u n i f o r m e  

dans  le d o m a i n e  h y p e r c y l i n d r i q u e  (C, /7). E n  e f f e t  fi~ (z, z ')  a p o u r  l imi te ,  uni-  

f o r m d m e n t  sur  C et  F, une  express ion  S(z ,  z') con t i nue  en (z, z') sur  C et  F,  

done  in tdgrab le .  L ' e x p r e s s i o n  

!,,(x, y ) = _  4 ~  f f S (z , z') dz ~x )  i z ' - - y )  

c 1 ~ 

t Le raisonnement qu'on vient de faire peut se rdpdter mot pour mot si on remplace la cir- 
conference C" par un anneau circulaire quelconque ~1 <- l Yl <-~, de centre 0', et intdrieur au cercle 
l y l< r .  Chaque point y' de l'anneau (domaine fermd) est le centre d'un petit cercle 7Y',[lY--Y'I<--O '] 
~uquel corrcspond un ccrle I x l -<e  d~ f ~ o n  quc la famine soit normalc dan,~ I x l -<e ,  I';--Y' I<e';  

et ~' dependent de y'. L'anneau considdr~ pourra ~tre recouvert i~ l'aide d'un hombre fini de cercles 
7Y'; consid~rant les cercles Ix I-- <~), en hombre fini, qui correspondent h ces 7Y', on prendra le plus 
petit d'entre enx, soit ~ son rayon. On pourr~ alors dire qu' "~ tout anneau ~<~Y-<~12 int~rieur 
[ Y I < r, correspond un rayon ~ tel que la famille f soit normale clans le domaine I x I -< ~, y~ ~< I Y I g ~/~. 
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repr&ente  une fonction F ( x ,  y) holomorphe quand x est duns C et y dans F. De 

l 'expression 

A ( x , v ) - F ( x , v ) =  i [ 
4'~ J J  ( z -x ) ( z ' -y )  

c P 

rdsulte que, si x reste int~rieur g u n  cercle C1, contenu duns C dont le rayon 

r~ diff~re de celui de C de moins de e~, et y reste duns un cercle /11, dont le 

rayon Q~ diff~re de celui de F de moins de e~, on aura 

If,, (x, v ) -  F (x, v) I < 
de sur c ,  r 

�9 F]  O1 
G1 " 82 

ce qui prouve que fi, converge uniform~ment vers F ( x ,  y) duns (C1, F1). Comme 

on a pu remplacer au d~but C et F par des cercles de rayon un peu plus grand 

on volt que si la suite fi, converge vers une fonction holomorphe F ( x ,  y) duns 

Ix] ~ ,  ~1-- ~ ]y ] - -~e ,  elle converge aussi au point  ( x : o ,  y : o )  et la convergence 

est uniforme duns ] x ] -- ~, [ y ]--< ~2~. 

19. Si le ph~nom~ne pr&ddent se produisait pour route suite infinie eonvergente 

extraite de la famille des f ,  la famille des f serait normale "mOme au point (x=o,  y=o). 

I1 faut  donc qu'il existe au moins une suite de fonctions de lu famille f 

qui converge uniform6ment  vers l'infini duns le domaine ] x] ~ ,  Vl -~ ] Y ] --~V.), suns 

converger vers l'infini au point  x = y ~ o ,  c'est-s qui reste born6e pour x = y = o .  

On peut, sans ambiguit6, appeler f l  (x, y), f2 (x, y ) , . . ,  f ,  (x, y )~ . . ,  les fonetions 

de eette suite. On aura ] f n ( o , o ) J < A ,  A .&ant un nombre fixe; tandis que 1'on 

aura, pour [x[--<~, ~I-----]Y]-----~ et d~s que n > N i ,  If~(x, y ) ] > M  quelque grand 

que soit M,  g condition que /YM s0it choisi assez grand. En particulier on aura 

Ifn(o, y)] > A ,  pour  n > N A ,  lorsque y sera choisi s u r F .  

La fonction fi~ (o, y) est en module > A  sur I', et en un point  y = o  intdrieur 

s F eUe est en module < A ;  le module ]f~(o, y)] est une fonction continue de y 

qui at teint  son minimum en au moins un point  y O intdrieur ~ F; et en un tel 

point  il est bien connu que fi~(o, y,~ (c'est ainsi par  exemple qu'on d6montre 

l 'existence des z~ros d 'un polynbme). I1 est ainsi prouvd que pour n > N a ,  l'dqua- 

tion fi,(o, y)=o admet au moins une racine y O clans F. Elle n 'en a d'ailleurs qu 'un 

nombre fini dans  F ,  car fn est holomorphe. J 'appel lerai  par  exemple y O celle qui 

a le plus peti t  module. 
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~o. I1 est clair que, pour n infi~i, les y O n'ont ~gas d'autre /goint limite que 

y ~ o .  Car, soit Y0 un tel point limite :~o. En vertu du raisonnement  de la note 

(i7) on peut toujours supposer que Y0 appart ient  s l 'anneau (W, ~2) (W-<[ I70 [--<W), 

tel que la famille f soit normale pour ]xl--<~, W--<Iy]--<V2. 

Par  cons6quent, d 'une part  dans l 'anneau V~--< ]y]--<V~, f~ (o, y) devient infini 

a v e c  n e n  vertu de ce qui pr6c&de (N ~ 19).  D'autre  part, il existe une infinit6 

de points choisis parmi les y0 qui tendent  vers ]~o et par suite qui tombent  

darts l 'anneau (~,  ~)  ~ partir  d 'un certain rang. Soit y~ y,~,~ . .  y~,o . . .  une suite 

de tels points. Au point y O on a f , ~ ( o , y ~ ) : o .  On tombe iei s u r u n e  contradic- 

tion, f~(o,  y) devant  devenir infini avec n pour W<-- ly]~]~,  on devrait  avoir 
O o part ir  d 'un certain rang 1%, Irish( , y ~ ) ] > M .  

2I. On peut  supposer que c'est 

fn (o, y) de la suite envisag~e au N ~ i 9 

alors l 'dquation f ,  (x, y ) : o .  

partir  de n = I  que routes les fonctions 

ont une racine y O dans F. Consid~rons 

f~ est holomorphe dans le domaine (C, F). Choisissons pour y O comme on 

l 'a dit une racine de f~(o ,  y ) : o ,  e~ ~ partir  de x - - o ,  fais0ns le prolongement 

analytique de la fonction algdbroide y~ (x) prenant  pour x : o  la valeur y O et satis- 

faisant  A l '~quation fit (x, y)=-o. 

Faisons ddcrire ~ x !e cercle C; 2 cas seulement sont possibles. 

I ~ Ou bien on peut atteindre tout/goint de C sans que y~(x) sorte de F, et 

cela pour tout indice n. 

Si cela ne se produit  pas pour C, il est du moins possible de trouver un 

cercle C1, de centre o, intdrieur ~ C, tel, que lorsque x d~crit ce cercle, y~ (x) ne 

sort pas de F 1 et cela pour tout  indice n, du moins ~ partir  d 'un certain rang 

qu'on peut supposer ~tre le rang n =  1 sans restreindre la gdndralitd. 

2 ~ Ou bien, si petit  qu'on choisisse le rayon r du cercle Cp de centre o, 

il se rencontrera un indice n~ tel que y,~p (x) sorte de /~ quand x ddcrit C~. En 

particulier il sera possible de trouver un point x ,  v int6rieur ~ Cp et un point y.p 

situ~ sur F,  satisfaisan~ ~ f~p[x~,~), y~p]~o. 

On va prouver que cette 2 ~m~ hypoth~se est impossible. Considdrant en effet 

une suite de nombres ~p qui tend vers z6ro quand/9  devient infini, il correspon- 

drai t  A chacun d'eux un indice n~ et un point (x,,p, y~p)au moins, satisfaisant aux 

conditions pr6c6dentes; np tend 6videmment vers l 'infini avec/9.  A cause de 

I x,v]<~p les x,~ tendent  vers zdro. Sur F les points ynp ont au moins un point 

1 Cela impl ique  que yn(x) n 'a  dans C, que des po in t s  cr i t iques a lg~briques comme poin ts  
singuliers.  
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limite Y e n  sorte que les points (x~p, y~p) ont au moins un point limite (o, Y ) p o u r  

lequel I Y l = r a y o n  de /'. 

En ce point (o, :IT), lu famille f e s t  normale et la suite fn  que nous con- 

sid~rons converge vers l'infini (N ~ I9). C'est-s que lorsque x d~crit llll certain 

cercle c de centre 0 et y un certain cercle 7 de centre Y, on aura I f , (x ,  y ) ]>M 
d~s que n dgpusse un certain rang. Or celu est contradictoire avec le fair qu'il 

existe une suite infinie de points (x~p, y,p) pour lesquels x,p est duns e, y~p duns 

7 et pour lesquels fi~p (xnp, y~p)=o. La 2 i~me hypoth~se est donc s rejeter. 

22. I1 existe donc toujours un cercle de centre 0,  de rayon s, duns le 

plan x ,  que nous pouvons main tenant  appeler le cercle C, tel que, pour tout  

indice n, la fonction yn(x) d~finie par f~[xl  y ~ ( x ) ] : o  ~ part i r  de y~(o)=y~ reste, 

l ' int6rieur de C, infgrieure en module au rayon du cercle F qui est lui-m~me 

--<~ donn~ ~ priori. Soit x o un point quelconque int~rieur s C; les valeurs y~ (xo) 

~tant  routes intbrieures s /" ont au moins un point limite int~rieur s F. Soit ~ 

un tel point et n~, n ~ , . . ,  n p , . . .  lu suite d'indiees tels que y~,p(xo) t endeve r s  Yo 

lorsque p devient infini. 

Joignons Yo au cercle F, par exemple par un  segment de rayon Yo Y'o, Y'o 
s i t u6  sur F. Lu suite des f~ est normale au point (x o, Y'o) et en ce point elle 

tend vers t 'infini avec n. Consid6rons-la en tous les points (xo, y), y ~tant 

un point quelconque du segment Yo Y'o; 2 cas seulement sont possibles. 

I ~ 0 u  bien elle est normule en tous les points (Xo, y) lorsque y d6crit Yo Y'o 

et puisqu'en (Xo, Y'o) cette suite tend vers l'infini, elle tendra  uniform6ment vers 

l 'infini duns un petit  domaine ]x - -Xol<e , .  ]Y- -Y  o] <e ' .  Mais cela est contradic- 

toire avec l e  r6sultat  qu'on vient de trouver pr6c6demment, s savoir qu'il existe 

une suite d'indices np tels que y,p(Xo) t e n d e v e r s  Yo, ces y,,p 6rant tels que 

fi,p [x o, y,~p (Xo)]=-o. A part ir  d 'un certain rang les y~p (xo) tombent  duns le domuine 

] Y -- Yo 1< Q' il est doric impossible que f , j ,  [x0, y,~ (xo)] devienne infini avec p comme 

cela devrait  6tre "si l 'hypoth~se faite ~tuit acceptable. 

2 ~ L'hypoth~se i ~ conduisant  s une impossibilit6, il existe done un point au 
moins Yo .~ur le 8egment (Yo Y'o) tel que la suite f,~ et 19at suite la famille f cesse 
d'~b'e normale au point (xo, Yo). On a ainsi prouv6 le th60rgme fondamentai  puisque, 

le cercle I" de rayon < ~  6tant donn~ s priori on peut lui faire correspondre un 

cercle C de rayon e tel qu's tout  x o int6rieur g C corresponde au moins un Yo 

int6rieur s F de fa~on que la famille f cesse d'6tre normale au point (xo, Y0). 

23. Remarques. I. On peut remplacer dans lu d6monstration pr6c6dente 

(N ~ 22) le point Y'o par tout  autre point de F. ce la  prouve que sur route ligne 
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Yo Y'o unissant Yo a un point Y'o de I" 6xiste un point Yo au moins tel que la 

famille des f~ cesse d'6tre normale en (x o, Yo). I1 peut arriver que ce point Fo 

coincide toujours avec Yo. I1 peut arriver aussi qu'~ x o corresponde une ou 

plusieurs s6ries de valeurs Yo formant un ou plusieurs continus int6rieurs au cercle 

F. Cela arrivera par exemple si l'on a une famille f qui cesse d'6tre normale 

aux points d'une hypersurface 9 (xl, x o, Yl, y_~)=o. A un point Xo--X~ + i x  ~ corres- 

pondra la l igne du plan y ayant pour 6quation 9(x~, x~, y~, y~)----o; pour X~Xo 

et y sur cette ligne la famille f cessera d'6tre normale. 

I I .  On a, chemin faisaut, p rouv6 que si, dans le plan x = o  et au voisinage 

[y ] < r  de l'origine O' c!est seulement en y = o  que la fami l l e fcesse  d'6tre normale, 
o o O le point ( x ~ o ,  y = o )  est limite de points (o, y,,) pour lesquels f~ (o, y~)= , les fi~ 

appartenant s la famille. En abr6g6, le point x----o, y-~o est un point limite pour 

les continus f ( x ,  y )=ol  en ce sens qu'il y ~ une infinit~ de ces continus qui traver- 

sent une hypersph~re arbitrairement petite de centre x-~o,  y-~o. 

24. Corollaire. L'ensemble E des points oh une famille de fonctions f ( x ,  y) 

holomorphes dans un domaine V cesse d'etre normale est parfait. Car, I ~ il est 

ferm6: en un point limite de points off une famille n'est pas normale, cette famille 

ne saurait 6tre normale; 2 ~ il ne contient pas de point isol6: en effet, ou bien 

tout point (~, V) de E est limite de points de E situ6s sur le m6me plan x ~ ,  

ou bien, en vertu du th6or~me fondamental, un tel point est limite de points de 

E correspondant s routes les valeurs de x int6rieures "~ un certain cercle ]x - -~ ]<* .  

25. Gdn~ralisation du th~or~me fondamental. On rend ce th6or~me plus 

maniable dans les applications en le g6n6ralisant de la fagon suivante. 

On substituera ~ la famiUe des surfaces caract6ristiques planes x - - a  d6pen- 

dant du param~tre complexe a, telle que sur la caract6ristique x : o  la famille 

de fonctions consid6r6e ne cesse d'6tre normale au voisinage de y : o  qu'au seul 

point y~-o, une famille quelconque de caract6ristiques r6guli~res au voisinage 

d'un point (~, ~), d6pendant analytiquement d'un param~tre a de telle fagon que: 

I ~ par tout point d'un certain voisinage de (~, V) ne passe qu'une caract6ristique 

de la famille. 2 ~ Sur la caract6ristique passant par (~, ~2) et au voisinage de (~, V) 

la famille de fonctions consid6r6e ne cesse d'6tre normale qu'au seul point (~, ~). 

Si 9 (x, y, a)~--o off T est analytique en x, y, a repr6sente l'6quation d'une 

telle famille de caract6ristiques, que n0us appellerons pour abr6ger une famille de 

caract6ristiques analytique et rgguli~.re au voisinage de (~, ~), I ~ on devra avoir 

pour une certaine valeur a o de a 

9 (~, V, %)=0. 
1 0 - - 2 5 2 8 0 .  Acta mathematica. 47. I m p r l m 6  le 24 s e p t e m b r e  1925. 
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2 ~ Par tout point (x, y) voisin de (~, 7) devant passer une seule surface de la 

famille: il faudra que l'~quation en a: ~(x,  y, a ) = o  air une racine et une seule 

voisine de a0 et par consequent il faut et il suffit que 

(~, 7, ~0) ~=o. 

3 ~ Cette surface devant ~tre r~guli~re au voisinage de (~, 7) on devra pouvoir 

rdsoudre l%quation ~(x,  y, a ) = o  soit par rapport s y e t  exprimer en puissances 

enti~res de x, soit par rapport s x qu'on exprimerait en puissances enti~res de 

0~ 0~ 
y; il faudra donc que Ox (~' 7, %) et ~yy (~, 7, a0) ne soient pas nuls simultan6ment. 

26. Cela grant, on pourra toujours ramener l'~quation de la famille de 

caract~ristiques ~ la forme ~p (x, y)=~,  l'une des d~rivges Oxx ou grant ~=o pour 

0~ 
(~, 7). Soit par exemple Oxx (~' 7)=4=0" On transforme la famille des caraet5risti- 

ques en plans x----constante et le point (~, 7) en l'origine par la transformation 

(i) { x~=~  (x, y ) - %  

Yl~-Y--~. 

Cette transformation est biunivoque au voisinage de (~, 7) auquel correspond 

09  
x~=o, y l = o  car le d~terminant fonctionnel se r~duit ~ Oxx (~' ,])#:o. On peut doric 

tirer des ~quations prdc~dentes 

(2) x = A  (xx, y~) / A et B ~tant autour de r~gulibres xl----o, y l = o .  
y=.B (xi, Yl)=YL + V J 

i la caractdristique ~p~-a correspond le plan xl=a--ao, et inversement, "~ tout 

plan x l~f i ,  fi voisin de z~ro, correspond la caract~ristique ~p=ao+~. Darts les 

fonctions f (x ,  y) de la famille donnde, holomorphes autour du point (~, 7) on fair 

la substitution (2). Elles fournissent une famille de fonctions F (xl, y~) holomorphes 

autour de xl=y~-~o. A route suite infinie de fonctions f convergeant uniformd- 

ment darts un petit domaine autour d'un point voisin de (~, 7) correspond une 

suite infinie de fonctions F convergeant uniform~ment dans un petit domaine 

voisin de x~=y~=o. A tout point (x, y) off la famille f e s t  normale correspond 
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un point  (xl, Yt) off la famille F l'est, et inversement.  L 'ensemble F, des points 

voisins de (~, *2) off la famille des f cesse d'etre normale se t ransforme par (I) 

d a r t s  l 'ensemble E 1 des points voisins de (o, o) off la famille des F cesse d 'etre 

norm~le et rdciproquement.  La  famille _F est normale en tout  point de x~---o 

voisin de y l ~ o  et distinct de y l - -o ;  x ~ : y l - - o  est l e  seul point  de E~, situd dans 

x ~ = o  au voisinage de y~-~o. En vertu du th6or~me fondamental  il existe sur 

tou t  plan xl=f l  voisin de zdro un point  de E 1 au moins voisin de y l = o .  On 

c o n c h t  que sur route caract6ris~ique ~p (x, y ) : a ,  a voisin de a0, existe un point  

au moins, voisin de (~, *2) appar tenant  ~ E ,  c'est-~-dire off la famille des f ( x , y )  

cesse d'6tre normale. On a donc le th6orbme suivant. 

27. Th6or~me gdn6ral. Si une famille de fonctions f (x, y) holomorphes autour 

du point ( x - ~ ,  y=*2) n'est pas normale en ce point (~, *2), si de plus il existe une 

famille de surfaces caractdristiques analytique et r6guli~re au voisinage de (~, .2), telle 

que sur la surface de la famille qui passe en (~, *2) la famille des fonctions f soit 

normale en tout point voisin de (~, *2) exceptd au point (~, *2) lui-m~me, alors, sur route 

surface caractdristique de la famille voisine de celle-lh il existe un point au moins, 

voisin de (~, V) o~ la famiUe des f ( x ,  y) cesse d'etre norrnale. 

Grs s ee th~or~me, on v a  voir que l 'ensemble des points off une famille 

de fonctions cesse d'6tre normale est assujet t i  s des restrictions tr~s int6ressantes 

tenant  routes s ce que cet ensemble dolt satisfaire au th6or~me g6n6ral pr6c6dent. 

Toute la question consistera ~ obtenir  des familles r6guli~res simples et int6res- 

santes de surfaces caract6ristiques. L 'une d 'entre elles, signa16e par  E. E. L6vi 

est donn6e par le th6or~me suivant. 

28. Soit 9l  (x, y ) = o  une surface earact6ristique a r~guli~re au point (~, *2) et 

soit un plan caractdristique P passant par (~, r~) mais non tangen t  ~ la sur face  en 

ce point; les caractdristiques obtenues en assujettissant a h toutes les translations qui 

am~nent (~, *2) en un point arbitraire de P voisin de (~, *2), forment une famille 

analytique r6guli~re au voisinage de (~, *2). En effet, on peut  toujours  6crire l'6qua- 

t ion d 'un tel plan x - - ~ - - p  (y--*2)=o. Les composantes d 'une translat ion amenant  

(~, *2) en un point  quelconque y=*2+a, x = ~ + p a  de P (off a est un nombre com- 

plexe arbitraire voisin de z6ro) sont p a  e t a .  L'6quation de la famille sera donc 

qD1 (x--pa, y-a)=o 

off, puisque a est arbitraire, on peut  changer  a en - - a  et ~crire 

(x, y, ~)=~l(x +p~, y . . ) = o  
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Or 

~o) pour  a = o  on a 
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~1(~, v)=~(~, 7, o)=o, 

2~ 0 a -- p Oxx + ~ et O a (~' 7, o)=p (~, 7) -k (~, 7). 

Le plan P n 'gtant  pas tangent  ~ la surface a en (~, ,2) on aura 

p~-x  ~, v) + -o~- (~ ,~)~o. 

Donc 

0 ~  ~ (L 7, o) ~o .  

3 ~ !Pl ~tant rdguli~re au voisinage de (~, 7) on aura 

Oqh 
Ox (~' 7) 4 o ou bien (~, V)q:o. 

Oq~ _ Oq~t (x +pa,  y + a) 
Ox Ox 

par suite il sera impossible que 

ox - ~ x x  (g, v) 

et OyOq~-- t~y ~(x+pa, y + a ) "  

O~v _ O ~1 
et Oy (~' ~'' o) - -  ~ -y  (~, V) 

soient nuls simultan~ment. Les 3 conditions classiques ~tant remplies, la famille 

de caractgristiques envisag~e ~ (x, y, a) =~Ol(X + p a, y + a) est analytique et rdguli6re 

autour  de (~, V). 

C H A P I T R E  I I I .  

Propri6t6s diverses, descriptives et m6triques de l'ensemble E. 

On v a l e s  obtenir  en appliquant  de diverses fagons le th~or~me g~n~ral du 

N ~ 27 ~ l 'aide de families an~lytiques et r~guli~res de surfaces caract~ristiques 

du type  du N ~ 28. 
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29. 0 dtant  un point fixe arbitraire de l'espace (xl, xe, Yl, Y~), soit E 

l 'ensemble parfai t  des points off une famille de fonctions f ( x , y ) c e s s e  d'Stre 

normale; il est impossible que E conffenne un paint Po oit la distance OP de 0 it 

un point P quelconque de F, passe par un maximum relatif. C'est-k-dire tel que 

pour tout  point P de E situd dans une petite hypersphSre de centre Po, on a i r  

distance O/) ~ distance OP o. On peut donc affirmer qu 'un ensemble parfai t  E 

contenant  un point P0 jouissant  de  cette propridt~ ne saurait  consti tuer ~ lui 

seul l 'ensemble des points off une fami l le  cesse d'etre normale. 

Je  suivrai en le simplifiant l'expos~ de E. E. Ldvi, qui u dnoncd cette pro- 

pridtd pour rensemble des points singuliers essentiels d 'une fonction mgromorphe. 

On supposera que 0 est l 'origine, que le point Po, s supposer qu' i l  existe, 

pour coordonn@es (~, V) et que I l*o. ICe sera le point (~ ,V)du th6or6me 

g@n@ral, vis s vis d 'une certaine famille de caraetdristiques qu'on va ddfinir 

maintenant.]  

30. Montrons d'abord qu'on peut construire une caraetdristique rdgulibre a, 

tangente  en P0 s l 'hypersph6re de centre 0 de rayon OPo, n 'ayan t  en commun 

avec la surface de cette hypersph~re que le point Po dans le voisinage de P0. 

I1 est nature1 de penser h une earact6ristique plane. 

Soi~ (I) x--~=a(y--~)  l%quation de cette caractdristique a.~ Elle passe par  

~ = ~ , + i ~ ,  ~ = V t + i ~ .  Prouvons qu'on peut choisir a=a~+ia~, de fa~on que 

pour I ~ - ~ 1 < r  l y - v l < e ' ,  o= air I x l : ~  l Y I ~ > I ~ I " + I V l  ~, lYga~it6 n'ayant lieu que 

pour x--~,y=~].  De (I) on tire 

(2) { x~ = ~, + [a~ ( y , -  v ~) - a~ ( y ~ ,  v~)l 

x~ = r + [~ ( y ~ -  Vl) + ~ (y., - v~)]. 

La d is tance  OP est donnde par O_P2=x~ +x~ +y~ + y ~ = F ( y l ,  y~). 

I1 fuut  prouver que F passe par  un  minimum relatif  isoI4 pour Yl=Vl, 

y~= ~ lorsque a est bien choisi 

F(~, ,  y~)=y~ + y~ + [~ + ~1 (y1-~1) -  ~ .~(~-  v.,)] ~ + [i~ + ~.~(y,- w) + ~l(y.~- w)] ~. 

1 On suppose iei la r6solution faite en fonetion de y, ce qui est possible ear ~=#o. Si on 
avait ~=o, y#o, il faudrait prendre a sons la forme y--~=a(x-;~) et on trouverait a=o, parce 
qu'alors la caractdristique plane tangente en ~o a l'hypersph~re OP o serait y=y .  
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On a ~ 

I [ O F ~  I ( O F )  

- ~ :Iq-[a[2--=---Iq-a~q-a2~ = i  q - [ a [  2 \o 

- -  ~ O ~  

Les ddrivdes d 'ordre  sup~rieur sont ident iquement  nulles. 

P ou r  que F passe par  un maximum relat i f  pour  i~ il fau t  d 'abor4 

(3) 
71 + ~l al + ~2a2 ---=0 

7~. ~- ~2al--~l a2 = 0 .  

On a 2 6quations lin6aires en a~, a S dont  le d6terminant  est ~2~+~=-I~1~; i l e s t  

~=o par  hypoth~se (on s 'explique ainsi la note  (I), page 77). On d6terminera ainsi a 

d 'une mani~re unique et on obt iendra la caractdristique plane unique t angente  en 

P0 s l 'hypersph~re de centre 0 de rayon OPo. a 6rant ainsi choisi on peut  

6crire [en posant  par  exemple dans les 2 premiers termes y~=(y~--7~)+71, 

Y~ = (Y~-- 73) + 7.,] 

et l 'on volt  que, sauf pour  Yl--71=Y~--72=o, on a toujours  

La  earaet~ristique 2 p l ane  a n 'a  dans tout l'espaee que le point  P0(~, 7) de commun 

avec l 'hypersph~re O P o. 

x ~ eontenant  OPo n'est pas 3 i. Cela dtant, le plan caraet~ristique z : ~ = 7 

on ddsigne, en abr~g~, l'expression F (  , 
0 1 

Par ~ Po O y - -  x •i ~1~). 

E. E. Ldvi prend une caract~ristique plus g~ndrale x - - ~ = a ( y - - y ) +  b(y--~)~+ " . .  et montre 
qu'on peut choisir a e t  b de fagon qdau voisinage de Po, elle air le seul point Po commun avec 
l'hypersph~re; le calcul ne diff~re du precedent que par une indgalitd ~ laquelle doit satisfaire [b[.  
Ici on a pris b = o .  
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tangent en t)o dt a. ~ Done,  d 'aprbs le N ~ 28, si l 'on  assuje t t i t  a s routes  les 

t rans la t ions  qui t ranspor~ent  Po en un point  quelconque de z ,  on d~duit de o 

une famil le  de caraet6ris t iques analytique et r~guli~re au voisinage de Po. Cette 

famil le  est mgme r6guli~re dans tou t  l ' espace car  son 6quation gdn~rale sera 

x =a(y-v + 

Oh )~ est  une eons tante  eomplexe quelconque,  et l 'on  n ' a  pas ~ - - a~2=o ,  ~ car a ne 

passe pas par  l ' o r i g i n e .  Done  on pent  r6soudre en ~ l '~quat ion pr~egdente et la 

famil le  est bien r6gulibre duns tou t  l 'espaee.  

La  caract6ris t ique a n ' a ,  dans le voisinage de Po, que le point  P0 de 

eommun  avee 1'ensemble E puisque, pa r  hypoth~se tous les points  de E ,  au 

v o i s i n a g e  de Po, sont intdrieurs s l 'hypersphbre  0P0  ou sur sa surface. Quan t  

aux caract~rist iques d~duites de a par  une t rans la t ion  assez pet i te  dirig~e suivant  

0/)0,  de 0 vers Po, e 'es t  s dire de composantes  (0~1, 0 ~ ,  0W, 0V.~ ) (0>o)  il est  

clair que tous leurs points  sont s une dis tance de 0 sup6rieure ou ~gale 

(i +~) X distance OP o e t  par  consdquent elles n ' a u r o n t  aucun point  eommun  avee 

E au Voisinage de P0. I1 y aura i t  done une infinit~ de surfaces carac~dristiques 

de la famil le  n ' a y a n t  au voisinage de /)o aucun point  commun  avec E .  Ceei 

contredi t  le th6orbme gdndral N ~ 27. 

32. Corollaires. 

I. L'ensemble E des points oh une famille de fouctions holomo~Thes f ( x ,  y) 

cesse d'etre normale ne peut contenir un ensemble parfait isold tout entier h di- 

stance fi~ie. 

Car gvidemment ,  si cela dtait, on pour ra i t  t rouver  dans cet te parole de E 

isol6e s dis tance finie un point  tel  que /)o du thdor~me prdc~dent. 

I I .  Si une famille de fonctions holomorphes f ( x ,  y) est normale en tous les 

1 C'est visible, car a est contenue darts l'hyperplan 

tangent en ~o o ~ l'hypersph6re, et cet hyperplan est normal au vecteur OPo, tandis que 7~ contient 
le vecteur 0-Po- 

En effet, les dquations (3) qui ddterminent a 1 et a~ s'ecrivent en une seule: 

y+ ~ a ' = o ,  a'=al--ia2 valeur conjugu6e de a. 

Si l'on avail ~=ay,  on tirerait de la y[x + l a  ]:]=o, par eons6quen~ y=o ,  et par suite ~=a~t=o 
ce qui est impossible. 
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points d'une hypersu~face fermde, elle est normale en tous les points int6rieurs 

cette hypersurf ace. 1 

33. Du thdor~me du N ~ 29 on peut encore ddduire le thgor~me suivant. 

Soit dams le plan x le domaine circulaire J ,  [x[--<r, dans le plan y un domaine 

born6 A'  limit6 par un contour C' qu'on suppose intdrieur au cercle ] y ] < r ' .  Si 

une famille de fonetions f ( x ,  y), holomorphes dans le domaine (J,  J ' ) e t  sur sa 

~'ontiOre, est normale: 

I ~ en tout point (o, y) de ce domaine, pour lequel y est int6rieur ~ J '  ou sur C', 

2 ~ en tout point (x, y) de ce domaine, pour lequel ] x] < r  el y est sur C', alors 

la famille est normale en tout point (x, y) pour lequel ]x] < r  el y dans J ' ,  c'est-5- 

dire en tout point int6rieur au domaine (J,  J ' ) .  

En effet si le thdor~me n'est pus vrai il existe au moins un point P(~, ~), 

[ ~ ] < r  et V duns J '  off la famille n'est pus normale; posons [ ~ ] : Q ;  /)(~,V) 

appartient ~ l'ensemble appeld E .  

La famille grant normale en (o,y) lorsque y est dans J '  et sur C', est 

aussi normale 4ans un certain domaine [[x[ gQ~, y dans J '  et sur C'], s condition 

que Q~ soit pris assez petit. Soit C1 ce cercle de centre o, de rayon Q~, dans le 

plan x. L'hypoth~se est qu'il existe un point (~, ~) de l'ensemble E pour lequel 

Q~<]~]<r,  ~ dans J ;  E n'a aucun point duns le domaine (C~, J ' )  et sur sa 

fronti~re, t o u s l e s  points de E sont donc duns le domaine (~1, J ' )  [en appelant 

~ l 'anneau compris entre les ~ cercles C et Ca], ou sur sa fronti~re, mais  

seulement sur la partie de la fronti~re pour laquelle [ x [ : r  et y duns J '  ou sur 

C'. I1 n'y a pus de point de E sur la partie de la fronti~re pour laquelle 

] x [ : e ~ ,  y dans J '  ou sur C', s cause du choix de el, et il n'y en a pus sur la 

partie pour laquelle ] X [ < r ,  y sur C', ~ cause de l'hypoth~se 2% On va faire 

une transformation X ~ -  , Y : y ,  # 5rant une constante positive que l'on choisira 
x 

de mani~re s produire une contradiction avec le thdor~me :N ~ ~9. 

34. Les fonetions f ( x ,  y) ~tant holomorphes duns le domaine (J~, A') de- 

viennent des f o n c t i o n s f ( ~ , Y ) : ~ ( x , y ) h o l o m o r p h e s  dans le doma~ine (6~, J ' )  et 

sur sa fronti~re, o~ 6~ est l 'anneau du plan X ddfini par #--~- IX]--~--~ �9 De plus 
r ~ 

1 Par  li~ les  f ami l l es  de fonct ions  de 2 va r i ab les  se d i s t i n g u e n t  des fami l l es  de fonct ions  

d 'une  va r i ab le :  on sa l t  en effet qu ' une  fami l l e  de fonc t ions  de z p e u t  ~tre no rma le  en t o u t  po in t  

in t~ r i eu r  "~ un  cercle, sauf  au centre,  ~ cond i t ion  de con ten i r  u n e  su i t e  qui  t ende  vers  l ' in f in i  en 

t o u t  po in t  d i s t i n c t  du centre,  tour  en r e s t a n t  bornde au centre.  
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elles forment une famille normale en tout point [ , X , : ~ ,  Y d a n s J ' o u  sur C'] 
L ~ 

et en tout point [ ~ < . X I < ~ , @ I  Y sur C ' ] .  Si ~ est l'ensemble des points off 

la famille des F n'est pus normale, on suit que, d'une part ~ contient le point 

~ ] ~ : - ~ ,  Y : ~ ]  intdrieur ~ (~ i , J ' )  et d'autre part, les seuls points de ~ qui 

soient sur la frontiSre de (~i, J ' )  sont des points pour lesquels I X  I :  ~ et :Y 
r 

dans J '  ou sur C'. La distance ~ l'origine d'un point quelconque de cette partie 

de la frontiSre sur laquelle peuvent se trouver des points de ~,  sera donc infd- 

c' rieure ~ ~-r '~ puisque est int6rieur au cercle de rayon r La distance 
~/ r ~ 

s l'origine du point ~ est 

+ Iris>_-. @ 

Si on a choisi 

c'est-~-dire 

]C ~ r'r@ 

r V ~ - e ~  

il s'en suit que la distance du point ?~ ~ l'origine surpasse la distance ~ l'origine 

de tout point de ~ situb sur la ~'onti~re du domaine (61, J ' ) .  

35. Ceci dtant, envisageons tous les points de ~ int4rieurs au domaine 

(~i, J )  ou sur sa frontiSre. Ils forment  un ensemble ~i fermd comme ~ lui- 

m@me, et bornd comme le domaine (61, z/'); il y a donc un point de ~1, dont la 

distance ~ l'origine est maximum et ce point n'est pus sur la fronti~re de (~l, J ' )  

puisque ~ ,  point de ~l int~rieur au domaine, est ~ une distance de l'origine sur- 

passant celle des points de ~1 situds sur la fronti~re. Soit ~o ce point, il est 

int~rieur au domaine (6i, J ' ) .  L'ensemble ~ ne comprend donc, au voisinage de 

~0 que les points de ~ ,  et par suite ~o est dans les conditions d'application du 

th~orSme du N ~ 29, car c'est un point de ~ off la distance ~ l'origine passe par 

un maximum relatif. I1 y a donc contradiction k supposer l'existence du point 

P, d'off suit l 'exactitude du thdorSme du N ~ 33. 
11--25280 Actamathematica, 47. Imprim6 1~ 24 septembro 1925. 
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35. On peut encore 6noncer ee thSor&me de la fagon suivante. Si lafamil le  

des fonctions f est normale pour ] x ] < r  et y sur C' et si pour un certain point ~c o 

(]xo] <:r) il  existe un point Yo int6rieur ~ J '  tel que la famille des f cesse d'etre 

normale au point (Xo, Y0), alors, ~ route valeur ~ int~rieure ~ ]~[ < r ,  correspond au 

moins une valeur ~ situ6e duns J '  ou sur C', telle que la famille des f cesse d'etre 

normale au point (~, V). 

37- Au lieu' de considdrer dans le plan x un cercle C, [x[~-r ,  on pourra 

considdrer un domaine quelconque J born4 ou non, limit6 par un ou plusieurs 

continua de nature  quelconque e~ on aura le th6orSme tout  ~ fair g6n6ral: 

Si la famille des f ( x ,  y) holomorphes pour x duns J e t  y duns J '  ou sur C', 

est normale : 

I ~ En  tout point (x, y) oit x est int6rieur h J e t  y sur C'. 

2 ~ En tout point (a, y) oie a est une certaine vaIeur int6rieure ~t zt et y une 

valeur quelconque int6rieure 5 J '  ou situde sur C', la famille est normale en tout 

point (x, y) oit x est int&"ieur ~t J e t  y dans J '  ou sur C'. 

En effet tout  point x 0 int6rieur ~ z/ peut 8tre uni s a par une ligne bris~e 

int4rieure s J .  Pa r  le proc~d~ classique usit6 en prolongement analyflique on p0urra 

d6crire un nombre fini de cercles C1, C~ . . . .  Cn, tels que Ci empi~te sur Ci-1 e t  sur 

Ci+1, le centre de Ci+l 6rant par exemple dans C~, C~ contenant  a e t C ,  contenant  

x0, enfin le chemin bris6 (aXo) 6rant int~rieur s ra i re  couverte par les cercles. 

En vertu de l 'hypothSse et du th~orSme N ~ 33 la famille sera normale pour 

(x, y) x dana C1 et y dana J '  ou sur C', et par cons6quent en un certain point 

(x.~, y), off xe est ~ la fois dans C1 et duns ~ ,  x~ grant par exemple le centre de 

Ce. Une nouvelle application du m~me th6orSme prouvera que la famitle est 

normale pour (x, y) x dans C~ et y dans z/' ou sur C' et en partieulier pour xa, 

centre de C~ int6rieur s C~. De proehe en proche on verra que la famille est 

normale en (x0, y), y gtan~ quelconque dans J '  ou sur C'. 

2. 

38. Les propridtds prdc6dentes de l 'ensemble E sont d 'un ordre tr~s g6neral. 

On peut lea pr6ciser davantage en suivant une marche analogue s celle qu'a 

suivie M. F. HARTOGS dana ses 2 m4moires des Math. Annalen tome 5z, et des 

Aeta Mathematica  tome 32 pour explorer l 'ensemble des points singuliers d'une 

fonction analytique; les r6sultats obtenus ont dt~, et par une marehe route paral- 

l~le, d~endus par E. E. L ~ w  s l 'ensemble des points singuliers essentiels de ces 

fonctions. Une fois que le th6or~me gdndral N ~ 27 est ~tabli, en le maniant  
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comme les 2 auteurs  prdcddents le font  de leur thdor~me fond~menta l  qui est 

tout  s fair  analogue s ce th~or~me ggndral (voir E. E. L ~ w ,  Annali  di Mat6ma- 

t ica tome I7, sdrie 3- 5T~ 4 et  5) on parvien~ s des propridt~s m~triques de /~ 

tou t  s fair  remarquables.  Je  me contenterai  ici de les ~noncer, tes ddmonstra- 

tions dtant  absolument  les m~mes que celles que donnent  les auteurs  prdcgdents 

pour  les propridt~s correspondantes  des ensembles qu'ils ont considdr~si Pour  

certaines d 'entre  elies, je mont rera i  d'ailleurs par  la suite qu'elles sont !ides en- 

semble, et qu'elles en t ra inent  comme consgquences les propri~t~s correspondantes  

des ensembles consid~r~s par  ~I. M. Har togs  et L~vi. Je  suivrai par  exemple 

l 'ordre d 'exposit ion adopt~ par  El E. L4vi. 

~9. Si une famille de fonctions holomorphes f ( x ,  y) est normale en tou t  

point  (o, y) pour  lequel y est intdrieur ~ un domaine bornd ~/' ou situ~ sur .sa 

frontiSre C', il est clair qu'h tou t  point  Y0 de J '  ou de C' correspondra  un 

rayon maximum R~o tel  que la famille des f soit normale en tou t  point  ( Ix  l <Ryo, 

Y-~Yo) mais cesse d'Stre normale  en un cer ta in  point  au moins (xo, Yo) pour  lequel 

IXol ~--R~o. Si on considSre les points de E situds duns le plan Y-~Yo, ils fo rment  

un ensemble ferm5 et /~u0 est la plus courte distance de y = o  aux points de cet 

ensemble. 

~o. On volt d 'abord que RUo est une fonct ion positive de Yo semicontinue 

i~fdrieurement duns J ' .  C'est-h-dire que, ~ ~tant donn~, a rb i t ra i rement  petit ,  on 

peut  d~terminer ~ tel  que l 'on air R~ >R~o- -~ '  pour  tou t  y satisfaisant ~ l Y--Yo I<~ - 

2 ~ Si l'on peut trouver une fonction rdelle pu de y~ et ye (y----y, + iye), satis- 

fa i sant  aux conditions suiVantes : 

a) Sur la fronti~re C' de J '  

o ~pU ~ Ru 

b) ~ l'intdrieur de J '  

0 ~logp~1 0 ~ l o g p y _  

alors on aura dans J '  et sur C' 

Pu ~ By. 

1 En ce qui concerne les discontinuit~s possibles de ]a fonction Ry, on pourra se reporter 
au m6moire de M. HAI~TOGS (Math. Annalen t. 62, w 7) dont les r~sultats s'appliquent imm~diate- 

ment ici en considgrant la famille des Sn (x, y)=~fk(y) ,  x k, associ~e au d6veloppement S(~c, y)= 
k = 0  

=~fk(y ) .  x k, clue M. Itartogs consid~re dans son m~moire. 
0 
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Pour  la d6monstration de ces 2 propridtds voir E. E. L ~ w  N ~ IO OU mdmoire 

citd, en remplagant simplement les mots ))point singulier essentiel d 'une fonc t ion  

f ( x ,  y)), par les roots >)point off une famille de fonctions f ( x ,  y) cesse d'Stre nor- 

male>) et les roots >)point off une f o n c t i o n f ( x ,  y )es t  holomorphe ou m6romorphe>~ 

par les mots )>point off une famille de fonctions f ( x ,  y)est  normale>). On rambne 

ainsi ais~ment le th~or~me 2 ~ au th~or~me du N ~ 33 ci-dessus. 

3 ~ Si, dans les hypotheses du 2 ~ l'~galitd R~=p~ est r~alisde pour un point 

au moins Y=Yo dans ~',  on aura partout dans J '  Rv =Pu. 

4 ~ Si R u admet des d&'ivdes des deux premiers ordres par rapport 5 y~ et 

y~, ces ddriv~es sati~font ~ la condition 

0~ l ~  + 0'~ l~ --<o. 

Pour  la d~monstration de 3 ~ et 4 ~ voir P. HA•TOGS Math. Annalen tome 52, w 8 

avec les modifications de roots d~js indiqu6s pour les th6or~mes I ~ et 2 ~ Je 

montrerai  d'ailleurs, (voir chapitre 5, w 2) apr~s l '6tude des restrictions auxquelles 

est soumise une hypersurface iF (xl, xe, Yl, y~)=o,  lorsqu'elle cons t rue  l 'ensemble 

E ,  que le thdor~me 4 ~ est e~ rdalitd une consdquence de ces restrictions, ce que ni 

M. Hartogs,  ni E. E. L@i ne pouvaient voir, l 'un, E. E. L~vi puisqu'il  s 'a t tachai t  

uniquement  aux points singuliers essentiels des fonctions, sans se pr~occuper des 

points singuliers de leurs representations, c'est-s des points o~ les representa- 

tions usuelles (par exemple la representation f ( x ,  y ) - = ~ f z  (y). x re) cessent d'Stre 
K ~ o  

valables; l 'autre,  M. ttal~ogs, parcequ'il  ne connaissait  pas les restrictions aux 

hypersurfaces iF=o ,  fronti~res de r~gions off une fonction f ( x ,  y )es t  holomorphe 

ou m~romorphe, cette d~couverte grant roeuvre propre de E. E. L~vi. 

40. A ra ide  des th~or~mes ~nonc~s ~u N ~ 39 ( 20 et 3~ et du th~or~me 

g~n~ral N ~ 27, en ra isonnant  comme le fair M. HARTOGS dans son mgmoire des 

Acta Mat~matica tome 32, avec les modifications de language indiqu~es au N ~ 39 

(2~ on obtiendra les 2 th~or~mes suivants qui pr~cisent d 'une mani~re tr~s int~- 

ressante la nature  de l 'ensemble E sous des restrictions simples. 

I ~ Si (x=o,  y ~ o )  est un point de E, et si, de plus, dans un certain voisinage 

Z'origin  n'  ist  qu'un point E aup lus  ( y = ~ ) d a n s  

chaque plan x=~,  la famille considdrde dtant normale aux points (x=~,  Y~:V) dans 

le voisinage indiqud, alors h tout point x = ~  suffisamment voiSin de ~ = o  correspond 
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certainement une valeur et une seule y=qp (~), telle que la famil le  cesse d'etre normale 

au .point [~, ~(~)] et la fonction q~(~) est analytique et holomorphe au voisiuage de 

l'origine. 

En d'autre termes le continu E sera une caract6ristique r6guli~re dans le 

voisinage de l'origine s'il n'est coupg qu'en un point au plus par tout plan carac- 

t6ristique x~--~ assez voisin de l'origine (voir F. ttARTOGS, Acta Math. tome 32 

page 70). 

2 ~ Dans les conditions du I ~ e'est-5-dire si ( x = o ,  y~-o) appartient ~ .E et si 

c'est le seul point de E situ6 darts le plan x = o  pour lequel l y l < r ' ,  s'il correspond 

x = ~  [I ~ I <r] exactement n valeurs ~,, W.,. . . ~, [] W I <r'], telles que la famille con- 

siddr6e cesse d'Otre normale aux points (~, ~i) du plan x = ~ ,  tout en restant normale 

au voisinage de ces points dans le plan x=-~, les fonetions syndtriques 616mentaires 

des Vi seront fonctions analytiques holomorphes de ~ pour I~ l<r  et s'annulant pour 

~=o;  les fonctions Vi(~) seront analytiques autour de ~=o et auront, en ~=o un 

point critique alg6brique au plus. (Voir ItiRTOOS Acta Math. t. 32 p. 76.) Le 

continu E sera, ici encore, (au voisinage de l'origine) une caract6ristique r6gulibre 

qu'on pourra repr6senter darts le domaine [ I x l < r ,  l y l<r ' ]  par une 6quation 

yn + ai (X) yn--i + as (x) yn--2 + . . .  + an (X)-- O, 

les an 6rant holomorphes pour I x l < r .  

w  

4I. On va maintenant examiner ~ queues conditions une nappe d'hypersur- 

face S repr6sent6e par une 6quation ~(xi,  x~, Yl, y~)=o peut appartenir s Fen- 

semble E et d'une fa~on pr6cise examiner le probl~me suivant: 

Dans un domaine de l'espace x i ,  x~, Yl, Y~ [x---xl-~ ix~, y-~yl  +iy~], travers6 

par la nappe d'hypersurface S ( q ~ o )  et au voisinage d'un point P(~, 7) de cette 

nappe  (probl~me local) une hypersph~re de centre P est partagde par la nappe 

considgrge en 2 r6gions, chacune d'un seul tenant, l 'une d~finie par ~0>o, l 'autre 

par ~ < o ,  si 1'on suppose, ce que nous ferons pour ne pas introduire de complica- 

tion 6trang~re au sujet, que le point P est un point r~gutier de l 'hypersurface 

(on supposera que r admet des d6riv6es des 2 premiers ordres, continues autour 

de P, et en outre, au point P, les quatre d6riv~es 0T 0T 0~ 0~ ne sont pas 
Oxi' Ox~' Oyi' Oy~ 

nulles ~ la fois.) Existe-t-il dans chacune des 2 r~gions pr6c6dentes, une famille 

de fonctions f ( x ,  y) holomorphes dans l'hypersph~re consid6r6e, normale dans la 
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r~gion considdrge et cessant d'Stre normale en tout point de l'hypersurface q ~ o  

qui appartient k la frontiSre de la rdgion consid4r5e? On va voir que ce n'est 

pas possible en g~n~ral et qu'une telle famitle ne pent exister que darts l'une seule- 

ment des 2 rdgions pr~cddentes. 

42. Cherchons d'abord les conditions n~cessaires auxquelles doit satisfaire 

T : o ,  ~ supposer que la famille est normale dans la r~gion T > o  et cesse d'Stre 

normale en tout point de T~--o fronti~re de la r~gion consid~r~e. On va appli- 

quer le th6or~me ggngral N ~ 27. Supposons qu'on puisse construire une surface 

caract~ristique ~ passant par P, r~guli~re en P, touchant en P l'hypersurface 

S [ ~ : o ]  e~ n'ayant, au voisinage de p1 d'autre point commun avec S que le 

point P lui-mSme. Elle sera au voisinage de P, dans Yune ou l'autre des 2 

rdgions ~0>0 ou ~0<o: prouvons que si la famille f est normale dans ~ > 0  et cesse 

d'etre normale en tout point de S la surface ~ doi~ appartenir s la r~gion ~ < 0 .  

En effet, de ~ on ddduit une famille, r~guli~re autour de P, de caractdristi- 

ques r~guli~res, en assujettissant ~ ~ routes les translations qui am~nent P e n  

tout point voisin de P qui appartient au plan caract~ristique passant par la 

normale s S e n  P (on a vu plus haut, N ~ 28, qu'une telle famille est r~guliSre). 

Si la translation prdc~dente est assez petite et dirig~e suivan~ la normale ~ S du 

c6t~ de la rggion ~ laquelle appartient ~, il est clair que la surface caractdristique 

obtenue n'a aucun point commun avec S a u  voisinage de P. Par suite, si 

appartenait ~ la r~gion 9~>o off la familie des f est normale, il existerai~ des 

surfaces caractdristiques de la famille envisag~e (precis~ment les derniSres dont 

on vient de parler) voisines de ~ et n'ayant aucun point commun avec S. Sur ces 

caract~ristiques particuliSres, la famille serait au voisinage de P, normale en tout 

point, puisque les seuls points de la rdgion considdr~e off cette famille cesse d'Stre 

normale sont les points fronti~res appartenant s S. Or eela est impossible en 

vertu du th~orSme N ~ 27. Car, sur ~, la famille des f 5tant, au voisinage de 

P, normale en tout point sauf en P il devrait exister sur route caractdristique 

de la famille considdr~e voisine de ~ un point au moins voisin de P off la famille 

cesse d'Stre normale. I1 faut donc bien que ~ appartienne s la r~gion ~ o .  

43. Or, construire une surface caractdristique ~, tangente en P ~ S, n 'ayant 

au voisinage de /) en commun avec S que le point P, c'est un probl~me que 

1 L 'express ion ,  , ,voisin de _P~, ou . a n  vois inage  de ~, , ,  q u ' o n  va  s o u v e n t  emp loye r  dans  la 

sui te ,  ven t  dire ,)dans une  cer ta ine  h y p e r s p h e r e  de cent re  /), de r ayon  assez  pe t i t  c o n v e n a b l e m e n t  

cho i s i , , ,  ou encore , ,dans u ~  cer ta in  hype rcy l ind re  de cent re  _P d~fini par  ]x--~[~..O, [y--y ]<~', 
O et  p'  assez peti ts , , .  
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E. E. L~vi a rdsolu dans Son M6moire d6jk eit6 du tome 17 s6rie 3, des Annali 

di Matematica. Je me contenterai iei de rappeler les rdsultats du w 3 de ee 

mSmoire, renvoyant le lecteur s ce m6moire pour leur d6monstration. 

Supposons, pour fixer les id6es, qu'au point P, l'une au moins des d6rivdes 

Ox~' i)x~ soit 4=0. I1 en r6sulte qu'en ee point l'expression ~', ~ 0 ~ . . ~  + ~Ox~] 

sera :~o. Posons, suivant les notations de E. E. L6vi: 

est alors d6finie par une 6quation d6velopp6e en s6rie de Taylor 

(~) x--~=a(y--~)+ b(y--~)e + ... a=a~ +ia~, b-=b~ +ib~, ~----~ +i~e, ~=~, +i~]~, 

et les termes non 6erits 6rant d'ordre >2 ;  on en d~duit en d6eomposant 

[xl--~l:az(yl--~,)--a~(y2--~].~)+ bl(~]l--~l)'~--bl(yS--?}u)"--2 b~ (gl--~]]) (~--?}.~)+... 
(~) 

(x~--~=a,(Yl--Vl) + a~ (Y~--~,~)+ 4 (Yl=V,)~-- 4(.W-- V-~) ~ + 2 bt(Y,--W)(Y~--W)+ 

Pour eonnaltre le signe de .q~ sur la caract6ristique ~, signe qui doit 8tre le mSme 

en tout point de ~, distinct de P, voisin de P, on substitue darts q~ (xl, x~, Yl, Y~) 

x~ et x2 leurs expressions d6duites de (2) en fonctions de yl et y.~ variables 

r6elles ind6pendantes. Le r6sultat de substitution sera alors d6velopp6 par la 

formule de Taylor en (Yl--VL) et (y~--,]~) et le terme constant sera ~ (~, ~ ,  V,, V~)=o; 

ce d6veloppement est, en n'~crivant que les termes d'ordre--<2, 

(~) ~ (Xl, X], ,~1, ~2)=Zl (~/1--~1) ~- Z2 (Y2---~2) -~- tel (Yl--~I) 2 ~- 

+ 2 te~ ( y ~ - w ) ( y ~ - , ; ~ ) +  te~ ( y ~ - , J  + 

off les expressions de Z 1, Ze d6pendent de al, a~. et des d6riv6es premieres de ~0 

au point P et teL, te2, tes d6pendent de al, a~, bl, b_~ et des d6riv6es I ~res et 2 e~ de 

T au point P. Ces expressions sont assez compliqu~es. Nous ne les ~crirons pas. 

Pour que Z soit route enti~re dans une des 2 r~gions ~ > o  ou 9~<o sauf 

le point P il faut que le d6veloppement (3) conserve dans la r6gion ly l - -~ l [<e ,  

[y2- -~I<e ' ,  un signe constant. Pour cela il faut que ZI=Z.~=o et ensuite que la 

forme quadratique tel Y~, +2 te-2 I71 Y~+te3 Y~ air un signe constant et ne s'annule 

que pour Y~-=Y2=o, en d'autres termes que cette forme soit d6finie. 
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Les conditions ~ X ~ = o  donnent 

~o~ +~o~ o~ i] Ox, ~+~= 
O~ O~ O~o ~'~-~+~L= 

Le d6terminant de ces 

on sous-entend que les ddrivdes sont prises au point P. 

6quations en a~, a~ est H'~ ~ + o ;  on en tire aa et a~ et 

donc 

~3 z 

~t  + # 3 = A 1  -~ C1. 

La forme sera donc positive si A~+ C~>o et n~gative si Aa+ C ,<o .  

tion pour que la forme soit d~finie pourra s'~crire 

§ 

Or on  a 

,u~------ b 1 + A 1 0 xl ~ b~ + 

O~ O~ 
~ - :  ~x2 bl - -  ~lXl b2 -]- -B1 off A1, B1, C 1 ne d6pendent pas de b, et b~ 

O~ O~ 
O x~ bl-- ~ b2 + C~ 

La eondi- 

~ 0 .  

2 

l'on voit que le plan caract6ristique tangent en P s ~ doit 8tre situ~ tout entier 

dans l'hyperplan tangent en P ?~ S 

[o~ o~ o~ o~] 
a l -  9,% [Ox~ o~ + Ox~ J 

(4) 

I1 faut en outre et il suffit que la forme (/~1,/~,/~3) soit d6finie, et pour qu'elle 

appartienne s la r~gion ~o<o, que cette forme soit ddfinie ndgative; cela exige 

que ~ " " ~2--~t1~$3~O, et que les 2 termes /~ et #8 soient negatffs, i1 revient au 

m~me d'exiger 
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Si b~ et b~ sont regarddes eomme les coordonn~es cartdsiennes d 'un  point, le 

i ~'r membre dgal6 s z6ro reprdsente une  ellipse, car l 'ensemble des termes du 

2 ~ degr~ est une somme de 2 carr~s 

o x l  - + 

A l'infini l 'in6galit~ n 'est  pas satisfaite. L'ellipse est t angente  aux 2 droites 

parallgles tq-----o, #.~=0 aux points off t t2=o  les coupe. A l 'extdrieur de l 'ellipse 

le I ier membre est > 0 .  Pou r  que l ' indgalitg soit possible il faudra  qu' s l'int~- 

rieur,  sur la eorde des contacts  t~.~=o, elle soit satisfaite. D 'abord  les 2 droites 

# ~ = 0  et t t a=o  doivent  ~tre distinctes ear si les 2 droites sont eonfondues on a 

A ~ + 6 ~ = o  et le I ~" membre devenant  une somme de carr~s ne peut  5tre < 0 .  

Les 2 droites dtant  distinetes, e'est-s A1+6~=~0 entre ces 2 droites sur la 

corde des co~tacts, les 2 facteurs th et --#~ o~t des signe~ 019posds et l ' inggalit5 

est v~rifi~e. 

I1 fau t  donc et il suffit que A~+ C~=Vo. Si A~+ C1>o la forme sera d~finie 

positive, si A~+ 6 ~ < o  la forme sera d~finie n~gative. Pour  qu'il  soit impossible 

que ~ tombe dans la r~gion ~0>o il f audra  donc supposer A I +  C~<o au point  

P e t ,  ~ cause de la continuit5 des d~riv~es secondes de ~v, dans une peti te r~gion 

de S au tour  de P,  pour  qu'il en soit de m~me si on remplace P par  tou t  point  

de S voisin de P.  

En  d~taillant A~ + C~ on a 

AI-~- C1= 

[o, o, O l[ | 

-20xx  Ox  oyl LOx  oyJ! 

Or Z / l ' ~ o .  Done  la condit ion sera ~quivalente s C [ ~ ] = 2 .  J ' ,  ~ . (A I+  C1)_<o. 

La condit ion ndcessaire ~ laquelle on about i t  est donc C [~]--<o, elle est symdtrique 

en x et y e t  on a l e  thdor~me gdn~ral suivant. 

44. Th[or~me. I ~ Pour qu'il existe, duns l'une des deux r[gions ~ > o  ou 

~0<o~ une famille de fonctions f ( x ,  y) normale en tout point inNrieur g~ la rdgion, 

et cessant d'Otre normale en tout point de l'hypersurface q~=o qui appartient ~ la 
12--25280.  Acta mathernatica. 47. Imprim6 le 25 septembre 1925. 
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fronti~re de la r~gio~ consid~rde, il est ndcessaire que ~'expression C[T ] conserve un 

signe constant sur route la pattie de l'hy?ersu~face ~ = o  que l'on confide.re. Si l'on 

a constamment C[~]-<o, la famille des fonctions f ( x ,  y) ne pourra exister que dans 

la r~gion ~ > o ;  si l'on a C[qo]>--o la famille ne pourra exister que dans la r~gion 

~0<o. On a pour C[r l'expression suivante: 

clw]= ~Ox~ + Ox',l t\Oy,l \Oyj j ~Oy', Oy~l L~OxJ \~x~l j 

- - 2  Oxl Oy~ + Ox~ ~ \Ox~Oyj + Ox~ayJ 

2 ~ Pour qu'il existe une famille f ( x ,  y) dans chaeune des roio~s ~0>o et 

~ < o ,  il faudra que q~ satisfasse ~ l'~quation aux d~rivdes partielles CI~]~o .  

C t tAPITRE IV. 

Quelques r~ciproques aux propositions pr~c~dentes. 

On va examiner maintenant dans quelle mesure les propri~t~s de E pr~c~dem- 

merit dtablies sont caract~ristiques en ~tudiant les r~ciproques des th~or6mes 

dnoncds. 

45. On a vu en ~tablissant le th~or~me fondamental N ~ I5 que si une 

famille de fonctions f ( x ,  y) est normale en tout point du plan x ~ o  voisin de 

y : o  saul au point y : o  lui-m~me, on peut extraire de la famille une suite par- 

tielle de fonctions Jl(X, y), f~ (x, y) . . . .  fi~ (x, y ) , . . ,  pour lesquelles les ~quations 

f~(o,  y ) = o  admettent dans un petit cercle F de centre y ~ o ,  ~ partir d'un certain 

rang, une ou plusieurs racines y O dont le seul point-limite pour n = ~  est le point 

y ~ o .  Cette propri~t~ s'~tend anssitbt au cas off la famille f e s t  normale en tout 

point voisin d'un point par~iculier P d'une surface caractdristique r6guli~re pas- 

sant par P ,  except6 au point P lui m~me: P sera limite de points P~+ (x,+, y++) off 

fi~ (x~, y~)=o et situgs sur la caractdristique, et ee sera le seul point+limite de 

pareils points situ~ sur la caract~ristique considdr~e dans une petite r6gion entourant 
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P. A cet 6gard les points de E apparaissent comme points-limites de l'ensemble des 

continus f ( x ,  y ) : o .  On va d6montrer  la r6ciproque de cette propri&& 

46. Soit une suite infinie de fonetions fi~ (x, y), holomorphes dans un domaiue 

V de l'espaee (xl, x~, Yl, Y~) tdles que les eontinus fn (x, y ) ~ o  aient use infinitd de 

points-limites P intdrieurs & V (et for~nant un continu), on peut former une famille 

de fonetions T,~ holomorphes darts V, ayant ~n&nes zdros que les fn, et qui ne eessera 

d'etre normale dans V qu'aux points P, limites d'une infinitd de continus fi~ (x, y)~o.  

D'abord  il est clair que si les eontinus f , - ~ o  ont  un point-l imite P0 int~rieur 

V, ils en auront  une infinit6 fo rmant  un cont inu pass~nt par  P0. 

En  ef fe t  e~visageons une  hypersph~re S, int6rieure ~ V, de centre P0 de 

rayon r. I1 exis~e une infinit6 de continus f i ~ : o  qui ont  des points int6rieurs 

S, ~ savoir les continus f~i(x, y ) = o  (i---- I, 2, . . .  ~ )  qui admet ten t  P0 pour  point- 

limite. Chacun de ces continus devra couper la surface d e s  en au moins un  

I 
point, car, duns le eas contraire,  la fonct ion fi~i (x, y)- = F€ (x, y) anulyt ique clans V, 

holomorphe  sur S, serait  holomorphe dans S e n  vertu d 'un  th6or~me connu de 

M. HARTOOS. ~ Or F ~  est cer ta inement  infinie aux points int6rieurs ~ S off 

f , i (x ,  y)=o. Sur chaque hypersph~re de rayon  r int6rieure s V e t  de centre P0, 

il y a u n e  infinit6 de points P,~, P~ . , . . .  P'~i,'" ",-Phi 6tallt z6ro de f,~i" Ces 

points ont  au moins un point-limite. On volt donc que les continus fi~i(x, y ) : o  

ont un point-l imite au moins sur chaque hypersph~re de rayon  r ayant  pour  

centre un de leurs points-limites particuliers.  L 'ensemble des points-limites com- 

prend donc bien un cont inu passant  par  P0. 

47. A chaque point  (x, y) du cont inu C~, f~ (x, y ) ~ o  on associe une hyper'- 

sphSre ] X - - x ] ~ +  ] Y--yl2=r~,~ de rayon rn e de centre (x, y) et on envisage l 'espace 

V. balay6 par  cette hypersph~re lorsque (x, y) d6crit le cont inu Cn. Si on suppose 

V born6 ou si on n 'envisage qu 'une pal4ie born6e de V, cet espace balay6 V. 

a un volume born6 qui tend  vers z6ro avec r,~: On p e u t l e  d6finir comme l 'ensemble 

des points qui son~ ~ une distance de C,~ inf6rieure ou 6gale ~ r,~ et cet ensemble 

se r6duit  ~ C,~ quand r~ tend  vers z6ro. Les points de V ext&'ieurs 5 V~ ou situgs 

sur la fronti~re de V~ fo rment  un ensemble ferm6 en t o u s l e s  points duquel  

f~(x,  y )~o .  Sur cet ensemble [fn] a u n  minimum cer ta inement  > o  que l 'on peut  

1 Sitzungsberichte der M. P. Klasse der Kgl. Bayer. Akademie der Wissenschaften Bd. 36, 
19o6 , Heft I: ,,Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel bei Funktionen mehrerer 
Veriinderlichen, yon F. HARTOOS Page 23I , w 3. 

Les rn seront des nombres positifs ehoisis arbitrairement sous la seule condition qu'ils 
tendent vers zdro quand n devient infini. 
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appeler an. Donc en tout  point de cet ensemble Iris(x, y ) ]>a~ .  On forme la 

famille des 9 - (x ,  y) d~finies par q~,~ (x, y ) = n  .fi '  (x, y) 
a n  

Ces fonctions sont, comme les f,~, holomorphes duns V, et elles y .~dmettent 

les m6mes z6ros. On va prouver que les seuls points off lu famille des q% n'est  

pus normale, sont les points-limites des continus C~ d6finis par f~(x ,  y ) = o .  

En effet 

48. I ~ Soit R u n  point de V qui n 'est  pus point-limite pour les continus 

C~. Cela vent dire qu'il existe une hypersph~re de centre Q de rayon $ s l'intS- 

rieur de laqueUe ne p6n~tre aucun continu C~ d~s que n>~0  . Par  consequent 

Q est s l 'ext6rieur de tons les espaces V~ pour lesquels r~ -<$; comme r~ tend vers 

z~ro pour n : ~  on volt que Q et une petite hypersph~re a de centre Q de rayon 

- sont s l 'extgrieur de tons les V~ d~s que n surpasse une certaine limite ~q. 
2 

On a donc au point Q et duns route l 'hypersph~re a, Iris(x, y)]>a~ d~s que n > n  1 

et par suite clans ~, ]9%(x, y) l > n .  Dans a la suite des ~v~ converge donc uni- 

form~ment vers l'infini: c'est une suite normale duns a. 

49. 2 ~ Soit P(Xo, Y0) un point-limite de c o n t i n u s f i ~ : o .  I1 existe donc une 

suite d'indices n~, n ~ , . . .  ~ p , . . .  tels que la plus courte distance de P a u  continu C~p 

dgfini par f,~(x, y ) : o  soit un nombre e-p qui tend vers z6ro quund p devient infini. 

Si la famille des q~n ~tait normale en P, de lu suite infinie ~o .... ~v,,~, . . .  ~,,~,, . . . 

on pourrait  extruire une suite ~o,,~, ~ , .~ , . . .  q~,,p,. . ,  qui convergerait uniform~ment 

vers une fonction limite ou vers l 'infini dans une hypersph~re ~0 assez petite, de 

centre P. Or les indices n' v 6taut choisis parmi les indices up: les continus C~,~ 

traversent  tons ~o d~s que P>Po.  Cela arrivera d~s que Q,,'p<Qo, Qo rayon de a o. 

Sur C~,~ on a ~o,,~:o. II est doric impossible que la limRe de 9~n'~ soit l 'infini 

quand p devient infini, puisque pour P>Po il y a dans a o des points off ~o~,~:o. 

La  limite de 9%'p est donc une fonction ~ (x, y) holomorphe dans ~o et dont ia 

valeur en P ne pent diff6rer de zdro. Car si en P on avait q~-a~=o, on aurai t  

duns une certaine hypersph~re a' o de centre P ,  I ~ - - a l < e ,  e 6rant arbitraire. 

I , I 
Prenons ~ - - z [ a [  on aurai t  dans a o [ ~ ] > ~ [ a [ .  Comme ~, , ,  converge vers q9 

duns a'o, on aurai t  g~ part ir  d 'un certain indice is, [~v,~'~--q~[<e~, ~ arbitraire. 

Prenons e l =  ]a_J] On aurai t  done duns a' o s part ir  d 'un certain indice p~, 
4 

]q~,,vl> ]aA - -  et ceei est impossible puisque, r t endant  vers z6ro, il arrivera qu's 
4 
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part ir  d 'un certain indice p~ les C,,,p t raverseront  a' o et par  cons6quent il y 

aura dans a' o des points oh cp,,,j=o. On devrait  donc avoir ~ (x o, yo)~-o. Pa r  

cons6quent dans une eertaine hypersphbre a: de centre P on devrait  avoir [ 99 (x, y) [ < e, 

6rant arbi t rairement  p e t i t .  Et  comme qT,,, tend uniform6ment  vers 99 dans a: 

on devrait  avoir dans a: 1~,r p (x, y) l < 2  ~ dbs que p surpasse une certaine valeur. 

Or ceci est impossible. 
tt  < ~t 

En effet, si on d6signe Qo le rayon de ao, dbs que l'on aura Q'r eo (et cela 

se r6alisera ~ part ir  d 'un certain indice PI) le continu C~'~ p6n6trera dans a'~. La  

partie int6rieure s a~' du volume V,~, v correspondant  tend vers z6ro quand p devient 

infini; il s 'en suit que dbs que p surpasse une certaine valeur on pourra, pour 

chaque indice p ,  t rouver un point au moins (xp, yv), int6rieur ~ a: ,  et ext6rieur 

s V%,. En ce point on a ]q~,~,v(x~, y p ) ] > n ' p ,  et comme n'p devient infini avec p 

il en r6sulte une contradict ion avec l'in6galit6 [~,r y ) [ < 2 ~  dans tout  a'~ ob- 

tenue pr6c6demment. L 'hypoth5se que la famille des ~v~ est normale en (~ con- 

duit ~ une contradiction, donc la famille des q~,~ n 'est  pus normale en Q. L'en- 

semble E ,  relatif  s la famille des cPn est donc bien l 'ensemble des points-limi~es 

des eontinus C,~ d6finis par fi~(x, y ) = o .  Le th6or~me du N ~ 46 est d6montr6; 

j 'en donnerai  plus loin quelques applications. 

w 2. 

50. Envisageons maintenant  les propri6t6s 6tablies an w 2 du chapitre prg- 

c6dent pour la fonction By, plus courte distance s ror igine  des p o i n t s d e  E 

situ6s darts le plan caract6ristique Y = y  et plus sp6eialement les propri6t6s 6non- 

c6es au N ~ 39 (2 ~ 3 ~ 4~ �9 On va prouver qu'elles peuvent  ~tre consid6r6es eomme 

caract6ristiques; d 'une fagon prd~cise, si on~ consid&e une fonction V de Yl et Y2 

(Y :Y l  + iy~) qui soit rdelle, finie, qui ait des d&ivdes premi&es et secondes finies et 

0 2 V 0 ~ V 
continues sati~faisant ~ la condition ~ + ~ <--o dans un eertain domai~m J '  du 

plan eomplexe y, il est possible de d~terminer une famille de fonetions holomorphes 

f ( x ,  y) pour laquelle l'ensemble ~ des points oi~ la famille eesse d'Otre normale donne 

naissance g~ une fonction R u qui soit pr~ei.~,dmo~t ~gale ?~ e v dans le domaine J ' .  

En effet, au w IO de son mdmoire de Math. Annalen, dans les hypothbses 

pr6c6dentes, et en outre, en supposant  par  exemple que la quantit6 K(yl ,  y~) 

d6finie par 
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, p'v o'v I 
K (yl ' Y~)~- -- 2~ [ O-~y~ O y:: J 

poss~de duns J '  des d6riv6es premibres continues en Yt et y~, ~ .  HARTOeS con- 
oo 

strui~ nne sdrie (I) q~(x, y ) - ~ f ~ ( y ) . x  ~ satisfuisunt uux conditions suivantes. 
v ~ 0  

I ~ Les coefficients f~ (y) sont holomorphes duns J ' .  

2 ~ Pour chaque valeur de yo-~yt+iy~ int6rieure & J ' ,  il existe un hombre 

Ryo jouissunt de lu propridtd suivunte: & tout hombre positif @<R,~o on peut 

ussoeier un hombre @' tel que la s&'ie (I)converge uniformdment pour Ix[--<@, 

[Y--Y0[~@' et lorsque @ tend vers R~o , @' tend vers z6ro; e'est-&-dire que lu fonc 

tion repr~sent6e par lu sdrie (~) est holomorphe en tout point Y=Yo, [x[<Ruo et 

possbde uu moins un point singulier pour lequel Y=Yo, [x[~Rvo.  

3 ~ Le nombre Rgo est prdcis6ment 6gul s e y(u,,u~). 

Ceci 6tant, considdrons lu famille de fonctions 

= 

~ 0  

A) Les q~,~ sont holomorphes en tout point (x, y) pour lequel x est quel- 

conque et y intdrieur & J .  

B) Lu fumille des ~,~ est normale en tout point [Y~Yo, [x[<Ryo], Yo ~tunt 

un point quelconque intdrieur & J ' ,  et duns une petite hypersphbre entourant ce 

point, elle converge vers ~ (x, y). 

C) Elle n'est normale en auenn point (x, y) pour lequel Y=Yo et [x[=Ryo. 

Supposons en effet qu'elle soit normale an point (Xo, Yo), [Xo[=Ryo; elle l'est ulors 

duns un certain hypercylindre [X--Xo[-<e , [Y--Yo[-<e', et duns une purtie de ce 

volume, & suvoir lu purtie pour laquelle [x[-<@, ]Y--Yo[ ~@' (@ et @' 6tunt les 

nombres ddfinis ei-dessus uu 2 ~ elle converge uniform6ment vers q9 (x, y). Elle 

converge donc uniform6ment duns tout le domuine [x--xo[-<e,  [y--yo[--<e ' et sa 

limite T (x, y) est une fonction holomorphe duns tout ce domuine. On peut suppo- 

set [y--y0[--<~ ' int6rieur & J et ~'--<@'. Lu sdrie (I) est donc uniform5ment con- 

vergente duns le domuine [X--Xo[~e , [y--yo[--<e ' et ses coefficients f , ( y ) s o n t  

holomorphes duns J ' .  Or, uu sujet des sdries (I) M. HARTOeS U dSmontrd uu 

w 2 de son mgmoire t. 62 des Math. Annulen le thdor~me suivunt: 

Si la sdrie (I) converge pour x : x ~ ,  quel que soit y darts le domaine [y--yo[--~e ', 

les f~ (y) dtant holomorphes dans ee domaine; si de plus il existe une valeur x2~=o 
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telle que la sdrie (I) co~verge pour x : x ~  uniformdn~e~t au voisinage de tout point 

du domaine ]Y--Yo[<~', alors, pour toute valeur de x telle q ue I x ]<]x , I ,  la s~rie 

(I) conve~yera uniformdment au voisinage de tout point du domaine ]y--yo]<e'. 

5I .  Choisissons alors une valeur xl, telle que Ixl]>Ryo et ]xl--x0]--<s; 

pour cette valeur xl, la sdrie (I) converge uniformdment au voisinage de tout 

point du domaine ly--yol<--e ' et d'autre par~ on sail que pour x--x~, tel que 

I x~]<r (puisqu'on suppose e'_<r elle converge uniform6ment dans le domaine 

]y--yo[--<e ' [d'aprbs 2~ I1 en rdsulte que pour Loute valeur x telle que ]x]<]x~] ,  

la sdrie (I) converge uniformdment duns ]y--yo]g~'.  Prenons une valeur r entre 

By o et ]x~] [Ryo<r<]x~] ]. On aura pour v>v o quelque soit y dans ]y---yo]<~e ' 

]fi(Y)]r~<v (V arbitrairement petit fixd s l'avance). Donc 

. f~(y) .x ' ,  < v l x l  " r  

eL ceci prouve que la s~rie (~) converge uniform~ment duns le domaine ]x ]~<r '<r ,  

]y--yo]<~e ', r' dtant choisi tel que 

Ryo < r P < r .  

En d4finitive (I) converge uniformdment duns le domaine 

R~ ~tant un nombre quelconque >/~yo et <Ryo+e[Ryo<R~<Ryo-f-e]; ear ~ un 

tel R~, on pourra toujours faire correspondre un x~, tel que [x~l>Ryo eL 

]x~--Xo]<Ryo+e jouissant de la propri~t6 pr6c~demment supposge s xx. 

Mais alors lu fonction T (x, y), limite de ~ (x, y), ou somme de la s6rie (I) 
< P atteinte uniform6ment duns ] X--Xo ]<<- ~, I Y--Yo ]-- ~, seruit aussi atteinte uniform6- 

merit aans le domaine  elle serait holomorphe duns ce do- 

maine, ce qui contredit la propri6t6 2~ d'apr6s laquelle 9~ (x, y) admet au moins 

un point singulier pour lequel .Y=Y0, [x[=Ryo. 

La famille des ~ (x, y) n'est donc normale en aueun point (x, y) pour lequel 

Y=Yo, Ix I=R,o. Pour eeLte famille, lu plus courte distance "~ l'origine x : o  de la 

pattie de 1'ensemble E situ~e duns le plan Y=Yo est bien R~o puisqu'elle eomprend 

route la circonfdrence I x ]= /~o .  EL l'on a bien, d'aprbs 3 ~ /t,~o-~e". 

50. Remarq~ze. Chemin faisant, on a vu que pour la famille des fonctions 

~ (x, y)--~ ~ f ~  (y). x ~ le domaine dans lequel elles sont normales est engendr6 
~ = 0  
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par des cercles [x]<--_RVo , ehuque cercle correspondent s une vuleur de Y0 duns 

le domuine J '  off les f~ sont holomorphes. - -  Cette propri6t6 r6sulte de l'6tude, 

f a re  par M. Hartogs uu w 2 de son m6moire cit6 plus haut, de lu convergence 

uniforme des s6ries du type ~ , f ,  (y). x ~. 

w  

Envisugeons muintenunt les propri6t6s 6tublies uu w 3 du ehupitre pr6c6dent 

et d'une fu~on pr6cise le th6or~me du N ~ 44. 

On u d'ubord le th~Or~me suiwnt,  r6ciproque du th6or~me N ~ 44. (20) �9 

53. Si une hypersurface S d6finie par q~ (xl, x2, y~, y~)=o, o~t q~ a des d6ri- 

v6es partielles des 2 premiers ordres continues, sati~fait it l'6quation aux d6riv6es 

partielles C[~]=o,  on peut, en prenant comme centre un point quelconque r6gulier 

P de S (autour duquel S est r6guli~re), d6erire une petite hypersphOre a dont S 

partagera l'intdrieur en 2 rdgions R~ et Be, la i i ~  d6finie par f > o ,  la 21~m~ par 

q~ < O. On peut alors 

I ~ ddterminer une famille de fonctions f ( x ,  y) holomorphes duns ~ et mOme un 

peu au-delS, qui soit normale en tout point inl~rieur g R~, qui cesse d'Otre normale 

en tout point de la fronti~re de R~ qui appartient ~ S e t  en ces points seulement, 

2 ~ dgterminer une famille de fonetions F ( x ,  y) holomorphes duns a e t  un peu 

au-del~, qui soit normale en tout point int6rieur 5 R~, qui cesse d'Otre normale en 

tout point de la fronti~re de R~ qui appartient g~ S, et en ees points seulement. 

Le bout de surface S int6rienr s a uppurait donc comme l'ensemble /~ de 

2 fumilles l'une normule duns R~ l'uutre normale duns Re. 

Ruppelons ici l'expression de C[~] 

1 + 1 c[w]=l_Ox~ +OxXl I_\Oy,! ~Oyel J [Oy21 Oy'21 t~Oxl] + ~Oxel ] 

[o o 1 [ 1__ 
--2 ~x .Oy l+ OX .Oy21 LOxlOy ~ Ox~Oy~l 

- 2  o~oy~  Ox.~o}~ I_Ox~Oy~ Ox~Owl" 

54. En effet il r6sulte des recherches de E. E. L~vi et speciulement des 

Nos I3, 14 de son m6moire du tome 17 s6rie 3 des Annuli di Mutemuticu, uuquel 
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nous renvoyons le lecteur pour les d~monstrations, qu'une hypersurface S satis~ 

faisant s C[~ ]=o  peut ~tre engendr~e par une surface caract~ristique r~guli~re 

d4pendant d'un param~tre rdel, tout au moins au voisinage d'un de ses points. 

En supposant par exemple tOq~ ~ - - t ~ / ~  ' \Oxl] + \Ox.~/ ~=o l hypersurface S pourra ~tre, au 

voisinage de P, engendr6e par la caract6ristique x = O ( y ,  a) lorsqu'on astreint a 

prendre routes les valeurs r~elles d'un certain intervalle comprenant a = o .  On peut 

supposer que P e s t  donn6 par x = y : a = o ;  @ est analytique en y autour de y--o ,  

c'est une fonction d6rivable de la variable rdelle a. 

Si on consid~re maintenant les surfaces caractdristiques x = q ) ( y ,  a)+Kfl  oh 

fl est une variable rdelle, K un hombre complexe # o  et tel que le rapport 

,100  \Oaa]y=~=o ne soit pas rdel, E. E. LSvi montre que routes ces surfaces corres- 

pondant aux valeurs positives de ~ infdrieures ~t une certaine limite appartiennent 

s la rdgion off ~0>o et routes celles qui correspondent aux valeurs ndgatives de fl 

appartiennent s la r~gion off r  D'une fagon prdcise, par tout point de 

ttl ,  (I x I<e ,  l Y I<e) passera une et une senle surface de la famine pour laquelle 

f l>o  et l a ] < a ,  ]f l ]<a.  Par  tout point d e / ~  [ ]x ]<e ,  lY]<e] passera une et une 

seule de ces surfaces pour laquelle f l<o ,  ]a]<a, l ~ ] < a ;  et inversement celles des 

surfaces correspondant s I a [<a ,  [~/[<o" pour lesquelles ] x ]< e, [ Y [< q donneront 

des points de R~ lorsque f l>o  et des points de R2 lorsque f l<o.  

55. Ceci dtant, soit un ensemble ddnombrable de points (an, fin/ (tels que 

les fin soient >o)  et dont l'ensemble ddrivd soit l'ensemble ] a [ g a ,  f i : o .  I1 suffira 

de prendre /~n-~ I e t  d'ordonner dans la suite an les nombres rationnels de l'inter- 
~t 

valle ]a]--<a. Considdrons les fonctions 

9~,~ (x, y)=x--q)(y ,  an)--K fln. 

Les continus ~n(x, y ) : o  (Cn) sont prdcis6ment des surfaces caract6ristiques envi- 

sag6es ci-dessus. Ils traversent R, ,  puisque fl,~>o d6s que fin<a, ce qui se pro- 

duit s partir d'un certain rang, et si ron consid6re une partie de R,,  ne renfer- 

mant  sur sa fronti6re aucun point de S il n'y a qu'un nombre fini de continus 

Cn qui la traversent. Les coutinus C~ ont dans R 1 pour points-limites t o u s l e s  

points de S appartenant ~ la fronti~re de R1, et ils n'en ont pas d'autre. Ils 

n'ont aucun point-limite dans R~. Leurs seuls points-limites dans a sont donc 

les points de S intgrieurs s a. I1 en rdsulte qu'on peut construire une famille 
13--25280. Acta mathematica. 47. Imprim6 le 25 septembre 1925. 
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de fonctions fn(x,  y), holomorphes duns a, en posant f i ,(x,  y ) = ~ v , ~ ( x ,  y ) e t  

choisissant convenablement les constuntes ;tn, de fa~on que lu famille des fn soit 

normale en tout point intdrieur s R1, et~ cesse d'etre normule en tous les points 

de la frontigre R1, qui appartiennent 's S e t  en ceux-l~ seulement. L'ensemble IE 

de la farnille des fn normale duns R 1 c'est S. 

De m~me si on choisit les (an, fl'n) off les fl'n=--fln les continus C'n d~finis 

par q)n (x, y ) = x - -  q) (y, a,~) + Kfl,~=o traverseront R~ dgs que fl,, < a et ils n 'auront 

pour point-limites dans /~2 ou sur sa frontigre que les points de S appurtenant 

la frontigre de /~2. 

La famille des fonctions Fn(x, y ) : A n  [X--q)(y, an)+Kfl,,], pour an ehoix 

convenable des constantes An sera donc formde de fonctions holomorphes duns 

a, elle sera normule en tout poin~ de _R~ et cessera d'etre normale en t o u s l e s  

points de S situ6s sur la frontigre de R2. L'e~semble E de la famille des F~,, 

~wrmale duns R2, c'est encore S. Le th6orgme du N ~ 53 est ainsi 6tabli. 

56. Supposons maintenant que l'expression C[9~ ] ne s'unnule plus identique- 

ment sur ~ = o ,  mais que sur une portion de S elle conserve un signe constant. 

Par  exemple, soit C[9~ ] < o  sur la portion So de S comprise ~ l'int~rieur d'une 

petite hypersphgre a ayant pour centre un point P de S. On va prouver qu'il 

existe dans la r6gion R~, intgrieure ~ a, pour laquelle 99>o, une famille de fonc- 

tions f ( x ,  y) holomorphes dans a, famille normule en tout point intdrieur ~ R~, 

cessant d'etre normule en tous les points de la frontigre de Rx, situ6s sur S, et 

en ceux-lg seulement, c'est-s en tous les points de So (on suit d'aprgs le 

th6orgme du N ~ 44 que cela est impossible duns la r6gion Re). Reportons-nous 

en effet au 2 ~m~ mdmoire de E. E. Lkv~ tome I8, s~rie 3 des Annali di Ma~ema- 
O~ 

tica. Ayant prouv6 qu'en chaque point (~, ~]) de So, g supposer ~xxx x # o  sur S O (ee 

qu'on peut toujours faire), on peut construire une caractdristique d6finie par 

(F) x - - ~ = a  (Y--V) + b ~--V) ~ tangente en (~, V) ~ So, et dont tous les  points situds 

l'int6rieur de a sont int~rieurs ~ la r6gion R~ sauf le point (~, ~) lui-m6me qui 

est sur So, on choisit un ensemble ddnombrable de points Pn(~n, V'~)partout dense 

sur So, on prendra par exemple, en les ordonnant en suite lindaire tousles  points 

de S o dont les coordonndes xs, y~, y~, sont rationnelles. A chaque point -Pn on as- 

socie une caract~ristique Cn d6finie par 

1 Si l 'on  ava i t  C [ ~ ] > o  su r  So, la  fami l le  sera i t  no rma le  dans R2, la  ddmons t r a t ion  ~ tant  

t ou t  a fa i t  ana logue  ~ celle qui  precede. 
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x-~,~=a~ (~-w~)+ b,, (~ -  V,,) ~ + s 
n 

qui se d6duit de la caract6ristique ci-dessus, tangente en (~n, ?In) ~ So par une" 

translation parall61e s l'axe des x~>o et d'amplitude I (duns l'expression qui dd- 
n 

finit C,~, a,, et b~ d6signent les valeurs de a e t  b relatives au point P,~). C~ p4n6- 

trera duns la r6gion R 1 si l'on suppose que ]a parall61e s l'axe positif o x~ men6e 

par un point arbitraire de S O traverse la r6gion R~, (s'il n'en 6tait pus ainsi on 

remplacerait n ~ par --  nI dans l'~quation de C~, car le point ~ - - n '  ~ serait 

alors duns R1). En effe~ C~ est 5man~e du point ( ~ + I  ) n '  v~ qui s partir d'un 

certain indice n est int~rieur s R~. On montre aisdment que les C,, qui & p a r t i r  

d'un certain indice traversent tous R~, n'ont pus de point limite int~rieur ~ R1, et 

admettent pour point limite tout poi,nt de S o. Cela rSsulte aussitSt de ce que 

l'dcart entre les points correspondants des 2 caractgristiques C~ et F~ (1;) X--~n--~ 

: a n  (y--y~) + b~ (y--v~)~, dtant ~- parall~lement ~ ox~, tend vers zdro quand n devient 
n 

infini. Les /~n n'ont pas de point-limite duns R~, et admettent pour point-limite 

tout point de S o . On pourra alors, d'apr~s le th~or~me du N ~ 46 du present 

mdmoire, assoeier aux C,~ des constantes in de mani~re que les fonctions 

[ 1 
I_ n _ [  

qui sont holomorphes duns a, qui s'annulent respectivement sur les C~, forment une 

famille normale en tout point int&'ieur ~ R 1 cessant d'etre normale en tousles points 

de S o. Ainsi se trouve ddmontrde la r~ciproque du th6or~me du N ~ 44 (I~ �9 

57. On peut se demander comment se comportent les fn duns B.z. D'abord 

tout point intgrieur s R~ est point-limite pour les continus F~ d~finis par 

x--~-~a~(y--v , )+b~(y--vn)~;  cela r6sulte de ce que les Pn sont partout denses 

sur S o et de ce que les an, b~ ddpendent continuement du point P~. D'autre part 

I 
l'~cart entre C~ et F~ ~tant - parall~lement ~ ox~, tout point int~rieur s R~ 

n 

sera point-limite pour les continus C,~ eux-m6mes. I1 en r6sulte, d'apr6s le th6o- 

r6me du N ~ 46, que la famille f~ (x, y) n'est normale en aucun point de R~. 
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CHAPITRE V. 

Applications diverses des r6sultats pr6c6dents. 

Rayons de con~:e~yence assoei~s d'une sdrie double (I)ZapqXPyq. 
P, q 

58. Si l'on consid~re ls s6rie des modules des termes de lu s6rie double 

propos6e, (2) ~ Av, q X p Yq, on s~it qu'~ chaque nombre r correspond un nombre 
P, q 

r' d6pendant de r, r'=f(r) tel que lu s6rie (2) soit convergente pour o < X < r  
o < Y < r ' ,  et divergente lorsque X>--r, Y~r ' ,  l'une au moins de ces 2 derniSres 

conditions n'6tant pus une 6gulit6. Le point de coordonn6es (r, r ' )d6cr i t  une 

courbe continue d'6quution r'=f(r) qui, uvec les parties positives des axes o r  et 

o r', dglimite une r6gion R. L~ s6rie (2) seru convergente pour tout point int6- 

rieur s R, elle diverge pour tout point ext6rieur h, R. I1 y ~ doute lorsque le 

point est situ6 sur la s6paratriee r'=f(r). 
59: Consid6rons les 2 cercles ]x l<r  , ly l<r'  des plans x et y respective- 

ment. Ils d6finissent duns l'espace (x~, xe, yl, ye) le volume int6rieur s un hyper- 

cylindre et lorsqu'on fair vurier r, le volume balaie un certuin volume V de 

l'espuce tel que tout point int6rieur s V soit int6rieur, pour une certuine vuleur 

de r, ~ l'hypercylindre [ ] x ] < r ,  [y[<r'] off r ' = f ( r ) .  Le volume V e s t  limit6 par 

une hypersurface dont l'6quution est r ' ~ f ( r )  ou: 

e~ tout point int6rieur uu volume V u des coordonn6es (x~, x~, y~ y~_) telles que 

v y  + y2 < f + 

c'est-s telles que 

q~ (Xl, x~, Yl, Y~)=f(1/x~ +x~) -Vy~I + y~ >o. 

Tout point int6rieur s V 6runt, pour une certuine vuleur de r (r>Vx~l+x~'~) in- 

t6rieur s l 'hypercylindre [i x I<r ,  I Y ] <r ' ]  off r ' : f ( r ) ,  rendru la s6rie (I) ubsolu- 

ment convergente et par cons6quent en ce point le terme ap q x p yq tend vers z6ro 

lorsque p ou q devient infini. 
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60. 

I ~ Elles 

2 ~ Soi~ 

devant croltre 

rieur ~ V. 

Consid6rons la famille des fonctions fp q (x, y)~ap q x p yq. 

sont holomorphes dans V e t  au de 1s dans tout l'espace (x, y). 

une suite infinie quelconque de fonctions fpq, run  des 2 indices 

ind6finiment, la limite de cette suite sera zdro en tout point intd- 

La famille des fpq est normale en tout point intdrieur ~ V car il est bien 

dvident que la limite pr6c~dente est atteinte uniformdment dans tout volume 

intgrieur, fronti~re comprise, s V. 

3 ~ Soit (Xo, Yo) un point de la fronti~re de V. Si ro=[Xo[ et r ' o= [y  o[ on 

a r'o=f(ro). 
Envisageons les 2 cercles I x ]gro ,  lyl<_r'o . Tra~ons autour de x o et Yo 

respectivement les petits cercles ]x - - x  o]<e, ]Y--Yo]<*', e et e' 6rant arbitraire- 

ment perils. I1 y a clans l'hypercylindre IX--Xol<e, ly - -yol<e '  une partie du 

volume off la famille des f~)q est normale, s savoir route la partie pour laquelle 

Ix]<ro ,  ly]<r'o. Mais il y a aussi dans l'hypercylindre pr6c6dent des points 

(x', y') pour lesquels Ix ' ]>r0,  ]y' ]> r '  o. La s6rie (2) est divergente pour X = ] x ' ] ,  

Y- -]Y ' I  donc, le terme gdn&'al de eette s&'ie ,e  peut ~tre born~ pour X = l x ' ] ,  

Y : [ Y ' I  en vertu d'un th6or~me bien connu. C'est dire qu'il existe une infinit~ 

de termes ap, q~XP~y q~, ap~q.~xP~yq% ...apnqnXPnyqn , . . .  0~1 l 'un au moins des in- 

dices Pn et q~ devient infini, et pour lesquels on a quelque soit n 

I apnqn xpn Yq'l > A, 

A ~tant un nombre arbitrairement grand donn6 s l'avance, pour x~-x', y - -y ' .  

La suite form~e des ap~z,~ x ~)n yq~ n'est donc certainement pas normale dans l'hyper- 

cylindre I x - - x  o I< ~, l Y--Yo ]<e'  puisqu'elle converge uniform~ment vers zdro dans 

une partie de ce domaine, sans converger vers z6ro au point (x', y') de ce do- 

maine. La famille initiale 

fpq=apqxP y q 

n'est donc pas normale dans l'hypercylindre precedent, et comme ~ e t e '  sont 

arbitrairement petits, cette famille n'est certainement pas normale au point (Xo, Yo). 

6I. La famille des f~q cesse done d'etre normale en tout point de l'hyper- 

surface S fronti~re du volume V. 

L'gquation de S es~ 
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99=f(Vx: + x i ) - V ~  + va : o  

et la famille est normale dans la r6gion 99>0. 

I1 en rdsulte qu 'en  a d m e t t a n t  l ' ex i s t ence  et  la con t inu i td  des d & i v & s  p r e m i & e  

et  seconde de f ,  f satisfera g une in6galit6 diff6rentielie obtenue en 6crivanL que 

99 satisfait  g la Condition C[99]--< o 6tablie au N ~ 44 du pr6sent mdmoire. 

On a ici 

099 ~, 099 o, x., , 
O x  1 = f  " ~'*' Ox~ -~ f  " r J : : f ' ~  en posant  r :  [ x I, 

099 Yl 099 _ _  Y-2 
O y  1 r Oy~ r 

t " d ] ' ; : I  en posant  r - = ] y [ ,  

o* 99 _ f ,  . x', , , x~ 
0 x=~ ~ 7 + f ' "  r - f  " r ~ '  o x: ,'-~ + /"  7 - f  7 '  

, f , ,  Z';  z/~ +" 
r 

o9~ _ I y21 0399 _ I Y=2 ,, I 
O y ~ r '  + ~7~ ' O y ~ r ~ + r ' ~ ' J ~ = - -  -~ 

n vient donc 

Ox~ O y k = ~  pour  i = I ,  2; k = I ,  2. 

P2 f P  - -  

C[99]=_f~"  + f , , +  __ = I, [ r , ( r f , , + f , ) _ r f , ~ ]  " 
r r r r  

11 faudra  done que l 'on ait C[99 ] --<o sur la surface 99=o.  La condition 6quivaut 

Or ,  s u r  99~-o o u  a 

La condition est donc 

(I) 

r ' [ r f "  + f ' ] - - r f ' e ~ o  pour  99=0. 

r' ~---f(r). 

f (r) [r f "  (r) + f '~  (r)] - -  r f  '~ (r) g o .  

52. On reconnait  lg la condition qui exprime que la f o n c t i o n  l o g f ( r )  es t  

une  f o n c t i o n  concave de log r ;  en posant  

log r = q ,  log f ( r ) : F ( r ) =  O(q) 



Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables. 103 

cette condition exprime 

On a en effet r : e e  

d~@(q)<o 
do ~ 

f(r)=e~(e ), 

d 
@ ) d [ l o g f ( r ) ] = ~ r  [logf(r)] dr r f ' ( r ) ,  

d ~ d [ r f ' ( r ) ]  d [ r f ' ( r ) ]  dr [ r f " + f ' ] f - - r f . ,  
f., " 

d ~ 
Et la condition d ~Q2[q)(0)]--<o se t radui t  bien par la condition 

(I) f [ r f '  + f ' ] - - r f . , _ <  O 

qui est pr6cis6ment celle qui exprime C[~v]--~o. 

La  courbc 0 ' = ~ ( 0 )  6rant concave vers le bas, si 01, 0.,, 02 sont 3 valeurs 

positive s 0~<0.2<03 le point  A~ [0.,i (P(O~)] sera audessus de la corde jo ignant  les 2 

points A 1 et A~ de la courbe ayant  pour abscisses 0~ et 0~. 

On aura ainsi 

I~ (0.,) ~ ~(0"~)--~(01)(~$--01) "j- r 
03--01 

Ceci s'6crit encore, en remarquant  que le sens A1 As A~ est le sens positif du 

tr iangle A 1 A3 A2 

ou enfin 

01 (1)(01) I 

q., 1~(02) I ~ 0 

log r~ log r '  1 I 

(2) logr., logr '~ I ~ o  pour  r l < r 2 < r  a. 

l o g r  a l o g r '  a 1 

On retrouve ainsi une propri6t6 des rayons de convergence associ6s qui a 6t6 

donn6e par divers auteurs;  ct en premier lieu par  M. E. FABgY (C. R .  Acad. 

Sc. de Paris  19o2 , tome 134 , page 119o. Sur les rayons de convergence d'une 
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sdrie double). On trouvera dans le m6moire de M. tIARTOGS ins6r6 au tome 62 

des Math. Annalen une bibliographie complete des travaux de ces auteurs ainsi 

que des d6monstrations nouvelles. Notre but a 6t6 surtout de montrer que cette 

propri6t6 se rattache de la mani~re la plus naturelle aux propri6t6s des hyper- 

surfaces sur lesquelles une famille cesse d'etre normale. 

63. I1 faut remarquer que l'in6galit6 (I) a 6t6 obtenue en supposant l'exi- 

stence et la continuit6 des d6riv6es premieres et seconde de f (r) ,  tandis que la 

condition (2), qui en r6sulte, ne fair pas intervenir ces d6riv6es. Mais il r6sulte 

d'un tr~s int6ressant m6moire publi6 par M. G. FABER au tome 6I des Math. 

Annalen page 289: ,)(3ber die zusammengeh5rigen Konvergenzradien yon Potenz- 

reihen mehrerer Ver~nderlichen>) que la fonction continue r'----f(r), si elle n'a pas 

une d6riv6e unique en ehaque point, poss~de du moins une d6riv6e ?~ droite et 

l d'f ~ , et s i l 'on  une d6riv6e ?~ gauche. Envisageant ensure la d6riv6e ~ droite ~dr]+ 

d6signe par ~dr2 ]+ la limite supermure, lorsque h tend vers z6ro, de l'expression 

M. Faber d6montre (v. p. 300 de son m6moire) l'in6galit6 

(3) 
i d f  

\dr~ ] +-- f ~dr ] + r 

d f  d~f  
qui n'est autre que (t) lorsque ~ et ~ existent. 

64. Dans son m6moire, M. Faber consid~re des courbes W dont l%qua- 

tion est 

(4) x o, yO~ =rO~ r % ' 

01 et 01 6rant 2 nombres positifs, de somme 6gale s l'unit6, nombres qui sont 

dits appartenir au couple (r, r') de rayons de convergence associ6s lorsque, pour 

une suite infinie au moins de doubles indices (re, v) on a 

l i m  V] at  ̀  ~ I rt '  r '~ - -  I ,  

011. 
et s condition que la suite des -#v admette pour valeur-limite le nombre O~ 



Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables. 105 

I1 prouve que la courbe r'-~f(r) et lacourbe  (4)6rant rapport6es aux m~mes 

axes rectangulaires or, or', la courbe r'-~f(r) n'admet aucun point au dessus de 

la courbe (4). La courbe r '=f(r)  d6termine avec les 2 axes or, or' une r6gion R 

telle que pour tout point int6rieur s cette r6gion la s6rie double propos6e con- 

verge absolument. Toute courbe W sera donc extgrieure s la r6gion R,  elle 

pourra avoir des points communs avec la frontiSre de R.  

6 5. Dans l'espace des variables complexes (x, y) il correspond ~ R l'hyper- 

volume V dans lequel la famille des apqxPy q est normale et sur la frontiSre 

duquel la famille cesse d'Stre normale. Tout point int6rieur ~ V a des coor- 

donn6es x et y satisfaisant ~ l x [ < r ,  l y [<r ' ,  r et r' 6t~nt des rayons de con- 

vergence associ6s. On peut encore dire que si (x, y) est int6rieur s V, le point 

(Ixl, ]y]) sera un point int6rieur ?~ R.  L'6quation 

(4) xOl y0~ = r  0, r,O~ 

d6finit dans l'espace (Xl, x.~, y~, Y2) une caract6ristique W e t  il est visible que 

cette caract6ristique, qui a en commun avec la frontibre de V la mul~iplicit6 

[[x[----r, [ y [= r ' ]  n'a aucun point int&'ieur'5 FT. En effet ~ un pareil point (x0, Yo): 

il devrait ndcessairement correspondre un point [[x[, [y[] int6rieur s R,  et la 

courbe (4) dans le plan (r, r') devrait avoir un point int6rieur ?~ R '  ce qui est 

impossible. 

Les W sont done des earactdristiques satisfaisant ?~ la condition ndeessaire et 

suffisante dtablie d'une fafon gdn&'ale au N O 42 du prdsent mdmoire. 

A cet 6gard la recherche de M. Faber apparait comme l'applieation aux sdries 

doubles de puissances, de la thdorie gdn&'ale dtablie au w 3 du ehapitre I I I  du 

present mdmoire. - -  I1 seraR int6ressant de voir darts le d~tail le parall41isme 

entre la mani~re dont M. Faber 6tablit l'in6galit6" diff6rentielle (3) ?~ partir de 

son th6or~me fondamental (page 292 de son m6moire), et la mani~.re dont, au 

w 3 chapitre 3 du pr6sen~ m6moire nous avons 6tabli l'in6galit6 diffdren~ielle 

plus g6n6rale C[~0]_<o ?~ partir de la proposition du N ~ 4~. On constatera que 

l'analogie est trbs 6troite; et il n'en pouvait ~tre autrement puisque nos r6sultats 

comprennent ceux de M. Faber rappel6s ci-dessus; nous avons cependant f a r  ici 

des hypotheses suppl6mentaires (existence et continuit6 des d6riv6es secondes) s 

cause de la plus grande g6n6ralit6 de Is question tr~it6e au w 3, chapitre 3, du 

pr6sent m6moire. Nous n'insisterons pas davantage 'ici sur Cette analogie, notre 

but 6rant surtout de montrer rapidement comment les recherches de nos pr6d& 

cesseurs se rattachent aux recherches pr6sentes. 
14--25280. Acta mathematica. 47. Imprim6 le 26 septembre 1925. 
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2. 

Points singuliers des fonctions analytiques de 2 variables complexes. 

66. Consid6rant une fonction analytique f ( x ,  y), M. t tartogs introduit pour 

chaque valeur Y : Y o  un hombre positif RVo tel que i ~ la fonction soit holomorphe 

en tout point (x,y) pour lequel Ix[<Rvo Y-~Yo, 2~ il existe au moins un point 

(x0, Y0) tel que I x0 ]----RUo et qui soit un point singulier de f ( x ,  y). On peut dire 

que la distance minima s l'origine des points singuliers de f ( x ,  y) situ6s dans 

le plan Y=Yo est Rvo. 
Cette fonction R.v0 est dou6e d'int6ressantes propri6t6s que ~r Hartogs 

6tudie au w 8 de son m6moire du tome 52 des Math. Annalen. On peut montrer 

que ces propri~tds se rattachent encore ~ la propridtd g~n~rale dtablie au ~ 3 du 

chapitre 3 du prdsent mdmoire. Je le montrerai d'une fagon explicite pour la 

propri6t6 suivante dont l'importance a 6t6 mise en 6vidence par M. Hartogs. 

Si log R u est une fonction continue de y~ et y~ [ y : y t  +iy~] dans un certain 

domaine J '  du plan y, admetta~# des ddriv~es continues des deux premiers ordres 

par rapport 5 y~ et y,. on a 

0 ~ 10g R,  0 ~ log R~ 
" + < - ~  

(Ceil 6nonc6 esfi s rapprocher de celui qu'on a donn6 au 4 ~ du N ~ 39 du 

pr~sen~ m6moire). 

67. On va raisonner comme au N ~ 50 du prgsent m6moire. En tout point 

[x :x0 ,  Y:Yo],  la fonction f ( x ,  y) est holomorphe si JXo]<RVo; Yo est un point 

quelconque de J ' .  Elle est donc holomorphe dans un certain domaine [I Y--Yo]<--e ', 

Ixl--<r e et e' 6rant convenablement choisis, e<Bvo. Dans ce domaine on peut 

la d6velopper en s6rie double de puissances de x e~ de Y--Yo, ordonner la s6rie 

double cn puissances de x et 6crire 
o o  

(2) f (x, y)= Z f ~,(y) . gC ~', 
~ 0  

la s6rie convergeant uniform6ment pour [x[<--O, [y--yol<--Q '. Los f~(y)sont holo- 

morphes dans ]y--y0]gQ'.  ~ On peut m6me dire qu's chaque nombre e<Rv0 on 

] , et comme, i~ cause des hypotheses  1 Comme on ~ ~videmment  f~(y)=~.~ f(x,  y) x=0 

faites, Ry o reste sup6rieur  ~ une certaine limite posit ive dans tou t  domaine intdrieur i~ J ' ,  il est 

0, 
clair que ~x~f(x, y) est holomorphe pour Ix=o, Y=Yo], Yo int~rieur ~ zl', douc les f,(y)sont 

holomorphes  dans tou t  domaine int6rieur ~ ~J'. 
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peu~ faire eorrespondre un nombre 0' > o  tel que la propri6t6 pr6e6dente air lieu 

pour Ixl_<e, ly-v01_<d et il est clair que si 0 tend vers R~o, ~' tendra vers z6ro. 

68. Consid6rons la famille des f~(x, y) d6finies par 

k 

.x  

I ~ Elle est normate en tout point [x-~Xo, Y:Yol pour lequel ]xo]<Ryo et Yo 
dans A', et dans un certain domaine IX--Xol<e~, ly--yol<O', elle converge uni- 

formdment vers f ( x , y )  (on peat choisir el~O--[x0[--~,  e arbi~rairemen~ pe~i~, e 

6taut le nombre envisag6 pr6c6demment). 

2 ~ En tout point (x o, Yo) pour lequel ]x o ]=t~yo et Yo dans J '  elle cesse d'etre 
normale. 

Supposons en effet qu'elle soit normale et prouvons qu'on aboutit ~r une 

impossibilit6. Si la famille dtait normale en un tel point (x0, Yo) elle serait nor- 

male dans un petit hypereylindre [x - -x0 [< r ,  [y - -yo[<r ' .  On peut supposer r '  

inf6rieur au nombre O' ci-dessus. Duns la partie de cet hypercylindre off l'on a 

]x]<Ruo lu famille des fk(x,y) aurait pour limite f ( x ,  y) ~ cause de lu conver- 

gence de la s@ie .(2). La famille 6tan~ suppos6e normale serait alors uniform6- 

ment convergente duns [ X--Xo ] <~ rz < r, ] Y--go ]--<-< r'l < r', puisqu'elle l'est duns une 

partie du domaine ( [x - -x0 [<r ,  [y--yo[<r'). La s6rie (2) devrait donc eonverger 

uniformdment duns le domaine 

ly--y01--<r',. 

Choisissons duns ce domaine un point (x 1, Yl) tel que ]xll>Ryo. La s6rie (2) 

convergerait uniform6men~ pour x = x l ,  [g--yo[--<r'l. Les fi(y) sont holomorphes 

dana ]y--yo]<_r'l. I1 r6sulte alors d'un thgor6me de 1~I. t tartogs 1, d6jE utilis6 

au N ~ 5o du pr6sent m6moire, que la s6rie (2), uniform6ment convergente pour 

x = x l ,  [Y--Yo[g'r'l devrait eonverger uniform6ment pour [s [y--~J0[~r'l 

quelque petit que soit e positif. Cela revient ~ dire que la fonetion f ( x ,  y) 

limite de (2) serait holomorphe duns le domaine I xl<lxll ,  l y-y01-<r',, et cela 

eat impossible puisque, dana ee domaine elle admet un point singulier au moins 

pour lequel 

Ix01=Ryo<l ll. 

1 V. I-IARTOGS, M. A., ~. 62, w 2, ou bien la fin d u n  ~ 50 du pr6sent  mdmoire e~ le no 5 I. 
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69. I1 en r6sulte que la famille des fk(x, y), normMe duns l'hypervolume 

V engendr~ par l'intdrieur des cercles [[ x I<Ruo, Y=Yo] cesse d'etre normale en tout 

point de l 'hypersurface S engendr6e par le cerele [[xI=Buo, y~-Yo]. 
L'hypervolume V e s t  limit6 par une hypersurface S don~ l'gquation est, en 

posant suivan~ l'usage x=x~ + ix~, y-~yl + iy~, 

Ru ~tant la fonction positive correspondant an point y=y~ +iy~. 
On pose 

99- R ~ - V ~  + x~. 

L'int6rieur de l 'hypervohme V e s t  alors dgfini par 99>0, et sa frontibre par 

99=o. Le ~h6orbme g6n6ral du N ~  du pr6sent m6moire prouve que 1'on dolt 

avoir, sur la frontibre 99----0, l'in6galit6 

c[99]-<o. 

Pour abr6ger posons Ru=e U(m,u~) et on aura U = l o g  Ru: 
La fronti~re sera 

99 = e " - V x ~  + x~ = o. 
On a 

Posons aussi r=lxl. 

099_ x~. 099_ 
Ox~ r Ox~ 

x2; Oqg__euOU. 099=e yOU. 
- - '  Oy~ 

0 3 9 9 _  I ~- X~1 . 0 399 
Ox~ r r ~ '  Ox~ 

De plus 

Alors 

- - = -  r P ' O U ~, ~ I  E~Y~, ' 

o y~ ~o y#  

0399 
- - - -  - - O ,  

Oxi Oyj 

J l = I ;  ~ /  l = e  L\Oyl/ + \Oyd J 

03U 
0 y~ 

. tauy1 ra,  a ql 
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On a: 

l o v N  [tort, tOVVl ro, v o'v  
r L \ ~ ]  + \ ~ ]  j+eVt\oya!  + \ ~ ]  j+eU[o~-Y~ +OY~y~J" 
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Or, sur S, on a 9 ~ o  c'esVs r=e v. Donc, sur S, C[9] se r6duit 

eU tO~ U 02 U l 
~-~- -t- Oy~ J 

JOy, ~ et par la suite, la condition C[9]--<o entraine, e v 6rant positif 

et non nul vu la continuit6 de U, 

0 ~ U 0 ~ U_<o 

c est-a-&re 

0~ l~ R:; + 0~ l~ Ru --<o 
ovl 

qui est bien l'in6galit6 (I) 6tablie en premier lieu par ]}[. Hartogs. 

70. Nous n'insisterons pus sur  la mani&re dont on ddmontrerait les au t res  

propri6t6s 6tablies par ~I. Hartogs pour By lorsqu'on ne suppose plus 1'existence 

des d6riv6es, en comparant By s une fonetion py telle que log py, harmonique 

duns J ' ,  prenne sur lu fronti6re de J '  des valeurs 6gales ou inf6rieures s eelles 

de log /~u. C'est toujours la famille des f~:(x, y) pr6e6dentes qu'on consid6rera. 

Mais on n'appliquera plus bru~alement le r6sultat du N ~ 44. C'est plutbt sous 

la forme du th6or~me 5T ~ 37, comme on l'indique uu 5T ~ 39 (2~ du pr6sent 

m6moire qu'il faudra op6rer. 

7I. On pourra 6galement d6duire des r6sultats du w 3 ehapitre 3, les pro- 

pri6t6s 6none6es au 5T ~ 39 ( 2~ 3 ~ 4 ~ du pr6sent m6moire pour la quantit6 Rv qu'on 

y a introduite. On assoeiera pour eela s route fonction de la famiUe f ( x ,  y) 

eonsid6r6e son d6veloppement: 

00 

f (x ,  (v). x" 
v ~ 0  

et les sections de ce d6veloppement: 

K 

A" (x, (v). x'. 

A la f~mille des f on associera celle ] e s  arK. 
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La famille des f g  comprendra chacune des f initiales comme fonction-limite 

de suites partielles. La consid6ration du domaine off la famille des f g  est nor- 

male, et de sa fronti~re, conduira s introduire le nombre Ryo, minimum de la 

distance s l'origine du plan x, des points du plan Y~-Yo off la famille des f c e s s e  

d'6tre normale. Les propri6t6s 6nonc6es au N ~ 39 pour la famiUe des f seront 

des cons6quences de propri6t6s telles que ceUes qu'on a 6tudi6 au w  du chapitre 

3, relativement ~ la famille des fK. 

w 
Application aux fonctions-limites de fonctions analytiques d'une variable 

uniformes ou multiformes. 

72. On a ddmontr6, au n ~ 46 du pr6sent mdmoire, le th6or~me suivant: 

Soit une suite infinie de fonctions f~ (x, y), holomorphes dans un domaine V de 

de l'espaee (xl, x~, Yl, Y~), telles que les continus f~(x ,  y ) ~ o  aient une infinitd de 

points-limites P int6rieurs ~ V (et formant par suite un eontinu), on peutformer une 

famille de fonctions q~, holomorphes dans V, ayant m~mes z&vs que les f~ et qui ne 

eessera d'etre normale dam V qu'aux points" P, limites d'une infinit6 de continus 

v)=o. 
I1 suit de 1s que routes les propri6t6s 6tablies dans les chapitres 2, 3 du 

pr6sent mgmoire s'appliquent, sans changer un mot, aux ensembles E form's des 

points-limites, intdrieurs ~ V, d'une famille de co~#inus f~ (x, y)=o,  les fi, 6tant des 

fonctions quelconques holomorphes dans V. Rappelons bri~vement les propri6t6s les 

plus remarquables. 

Aucun point P de E situ6 dans V, n'est isol6; l'ensemble E est parfait. 

Si pour x = x  o les y des points de E sont isol6s et si Y0 est l'un d'eux, s route 

valeur ~ voisine de x o, eorrespondra au moins une valeur ~ voisine de Yo, telle 

que le point (~, V) soit un point de E .  Aucune partie de E ne peut 6tre isol6e 

dans V; la distance 0 P d'un point 0 quelconque s un point de E ne peut 6tre 

maximum pour un point particulier i~ de E int6rieur ~ V. I1 en r6sulte que E 

ne peut jamais 6tre un ensemble parfait partout diseontinu. 

7 3 .  Si, au voisinage d'un point (xo, Yo) de E ,  il n'y a dans chaque plan 

x=~[[~--Xo[<~] qu'un seul point (~, rl) de E[[~--Xo[<~,  [V--yo[<d] ,  ~ est une 

fonction holomorphe de ~ au voisinage de x o. 

Si, au voisinage d'un point (xo, Yo) de E ,  il n'y a dans chaque plan x----~ 

[]~--Xol<,],  que p points de E de coordonn6es x=~,  y = w ( i - ~ I ,  2 , . . . p )  avec 
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I -xol< , les /onet on8 8y Ot,'iq e   l mentaires des 7l seront holo- 

morphes en ~, au voisinage de xo, en sorte que les 7i (~) seront des fonetions analyti- 
ques de ~ ayant au plus, en ~=xo, un point critique alg~brique. 

74- Examinons de pros l'dnonc6 du N ~ 72. Les fonctions f~(x,  y )d tant  
holomorphes dans V, envisageons les fonetions y~, (~) d~finies par les dquations 

(I) fn(~, y ) = o  (n=I ,  2 , . . .  ~ )  au voisinage d'une valeur Xo de ~ et prenant pour 

voisin de Xo une valeur voisine de Y0. Le point (Xo, Yo) est un point de E int6- 

rieur s V, point-limite des continus f,~ (x, y ) = o  et on peut supposer, pour simp- 

lifter les notations (en remplagan~ au besoin la suite f ,  par une suite partiellef,~i) 

que sur chaque continu f , ( x ,  y)-~o, on peut ddterminer un point (x,, yn) tel que 

(x,~, y~) t e n d e v e r s  (Xo, Yo) pour n----or Alors, pour ~ voisin de x o, chacune des 

dquations (I) (du moins ?~ partir d'un certain rang) d~ftnit une fonction yn(~)qui, 
darts le domaine [ ~--x o ]< ~ est analytique, alg~broide et telle que [ y,~ (~)--yo ]< ~' 

( e ' e t  e arbitrairement petits choisis s priori). Elle n'est en gdn~ral pas uniforme. 
On va prouver que. 

Supposer que l'ensemble E des points-limites des f,~ (x, y ) = o  n'a qu'un point 
satisfaisant ~ ]V--Yo ]<--e' dans ehaque plan x = ~  sati,faisant ~ ]~--Xo ]<--e, oblige 
les y,(~) ~ eonverger uniformement vers V(~) dans le domaine ]~--Xo]--<e. 

75. Supposons en effet que, dans le ~lomaine ]~--Xo[ge, la convergence 

des y,~ (~) ne soit pas uniforme et montrons que E aurait plus d'un point dans un 

certain plan x=~ .  D'abord il est clair que y,~(~) converge vers 7 (~) pour n=or  

car si cela n'avait pas lieu, la suite des  yn(~) au ra r  au moins 2 points-limites 

7 et ~2' dans le plan x = ~  et pour lesquels IV--Y01 et 17'--Yol seraient --<s'. 

Si la convergence n'6tait pas uniforme on pourrait, s dtant un nombre arbi- 

trairement petit qu'on peut supposer <e ' ,  trouver une suite infinie de couples 

d'iudices { nln'l ' [ : ~ ' " '  (nilnl" " " grandissant indefiniment' et des p~ e~176 

~ ,  ~ , . . .  ~ i , . . .  tous int~rieurs '~ ]~--Xo] ~ e  et pour lesquels ]yn~(~)--y,~'~(~)]>--)~ 
quel que soit i. C'est en effet ce qui r~sulte du eritgrium classique de convergence 

de Cauchy lorsqu'on le suppose non uniforme. Bien entendu n'r Les ~ ont 

au moins un point limite ~o appartenant s I~o--Xol--<s. Les y,~(~) ont aussi au 

moins un point limite 7o appartenant s I Vo--Yol<--s '. En ne conservant au besoin 

que les indices /n~ en nombre infini pour lesquels ~i tend vers ~o et y,~(~) tend 
(n i 

vers 70, on peut donc supposer que le point [~, y~,~ (~i)] tend vers le point (~o, 70) 

qui est un point de E appartenant au domaine Ix'xo]<--e, ly--yol<--e '. Les 
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y~,~(~t) auront  au moins un point-limite ~'o, lorsque i devient infini, et ce point 

satisfera 's [~'o--Yo[<--e '. (go, ~2'o)est encore un point de E.  En d6finitive, on 

pout extraire de la suite des couples d'indices (n~, ~'~) une suite partielle infinie 

(pi, p'~) telle que 

~o) [~, y,,(~)] air un point limite (go, 70). 

2 ~ [~, yv'~ (~i)] air un poin~ limite (~o, V'o) lorsque i devient infini, et on aura 

I Ivo-yol-<  ' , I 

Puisque l 'on a, quel que soit i 

I I 

on aura aussi 

et, s la limite 

I >-z  

[ Vo--V'o I >-,~-. 

I1 y a u r a r  done au moins 2 points distincts de E ,  (~o, 70), (go, ~'o), appar tenant  

au domaine [X--Xo]<~, [y--yo[<~'  et situ~s dans le plan X=go. Cela est impos- 

sible. Done les yn(g) convergen~ uniformdment  vers V(~) dans [X--Xo[-<s. 

7 6. l~c iproquement ,  supposons que les fi, (x, y), ~tant holomorphes dans uu 

domaine [X--Xo[--<s , [y--yo[--<s ', s 'annulent  dans ce domaine, et qu'on consid6re 

pour chaque dquation f , (~ ,  y ) = o  la ou les d~terminations de la fonction y~(~) 

qu'elle d~finit dans [ ~--Xo[< ~ et pour lesquelles [ y~ (~)--y0 [--< ~'. Y~ (~) ~era born~e, 

analytique et alg6broide dans le domaine considdr~. Supposons de plus que, pour 

chaq~se valeur de ~, les diverses valeurs de y,, (~) co~z.s'idgrde3 aient un seul point-lin~ite 

V (~) pour leq,~l on aura ]V(~)--yo]--<~ ' et supposons la convergence u~forme dans 

[~--Xo]--<~. Alors on peut affirmer que V(~) sera u~2e )buction holomorphe de ~ pour 

[~--xo]--<~. En effet, soit go une valeur quelconque telle que [~o--Xo]-<e. Soit 

~i, ~ , . - .  ~ , , . - .  une suite arbitraire de valeurs de ~, intdrieures ~ [~--Xo]<~ et 

t endant  vers go pour n infini; on va montrer  que les diverses valeurs deyn(~,)ont  

pour timite unique V (go) Iorsque n devient i~fini. 

) V (~) est une fonction continue de ~. 

En effet, soit V un nombre positif arbi t rairement  petit; On aura, pour une 

valeur assez grande de u, [y,, (~)--V (~)]<V quelque soit ~ dans [~- -x  o [<~. Or y,, (~) 

est continue, doric si ~ est suffisamment petit on aura dans [z_~ so z [ < t  ~ l'in6galit~ 
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[Y,~ (~)--Y,~ (go)[ <~  [~7 6rant arbitrairement petit], en ~ssociant convenablement enCre 

elles les valeurs en ~ et ~0 des d6terminations eonsid6r6es de y~ qui sont en nombre 

fini dans [~--Xo]~e. On aura done 

< (g)-.v,, [ + iv,, [ + iv,, ]< v 

dans [~--go[<Q. Donc V(~) est continue dans [~--xol--<~. 

2 ~ Consid6rons les y,,(~,); d6s que n>no,  s cause de la convergence uni- 

forme on aura [yn (~,~)-~ (~,)[< ~', ~' arbitrairement petit; et s cause de la conti- 

nuit6 de ~ (~) on aura aussi pour n assez grand [ ~ (~.)--~] (~o)[<~/, puisque ~,~ fend 

vers ~o. On aur~ donc, pour n > n  o assez grand [y~(~,,)--~(~o)[<2~'; c'est dire 

que les diverses valeurs de y,~ (~) tendent vers V (~o) quand ~,~ tend vers go comme 

on l'avait annonc6. 

Si on consid~re les continus d6finis duns [x- -xo  [<--~, [Y--Yo [--<d par les 6qua- 

tions f~ (x, y)--Or OU encore par y~y , ,  (x), on voit que l'ensemble E form6 des 

points limites de ces continus n'a qu'un point Y=V(~o) dans chaque plan X=~o 

du domaine consid6r6. I1 satisfait donc s la condition du th6or~me 51 ~ 73. Le 

continu E,  repr6sent6 par y = v  (x), est donc tel que V (x) est holomorphe dans le 

domaine [X--Xo[<e consid6r6. On peut dire, en r6sum6, que si des fonctions 

y~ (x), alg6broides et born6es dans un domaine [x--x0[--<~, convergent uniJbrmdment 

duns ce domaine vers une fonction urn]brine V (x), celte fonction V (x) est holomo~The 

dans le domaine considdrd. 1 

77. On verra de m6me que, si les y,~ (~) ont p points-limites W (g) (i----I, z, . . . p) 

d .s l y-yol_<, ' ,  ,o.ve ge c. dtant uniforme dans s,r  un, fonc- 

tion analytique darts [~--x 0 [<e ,  alq6bro~'de avec p branches et aura pour ~ X o  tout 

au plus itn point critique algdbrique. 

78. Remarque. Le r6sultat pr6c6dent con~ient 6videmment |e th6or~me 

classique relatif ~ la convergence uniforme de fonctions ~o~ (x) holomorphes dans 

un domaine. La limite 9 (x) est alors holomorphe dans le domaine. I1 suffit en 

effet de consid6rer les continus y--qvn(x)=o qui joueront le r61e des f , ( x ,  y ) = o  

pr6c6demmen~. 

1 Ce qui  es t  i n td re s san t  ici, c ' e s t  que  les yn ne son t  pas  suppos6es  u n i f o r m e s  et  m ~ m e  que  
le n o m b r e  de l eurs  b ranches  p e u t  a u g m e n t e r  ind~f in iment  avec n.  Posons,  pa r  exemple ,  r  

=e--n~pn(x), les ~pn(x) e t an t  < A  et  ho l omorphes  dans  IX--Xol<-~ et  consid6ronsfn(x,y)-- 
1 1 

~[y--~(x)Jn--~vn(x)=o, ~(x) 6 tan t  ho lomorphe .  On a yn(x)=~(x)§ Onvo i~que [~pnJ  n 

es t  un i fo rm6men~  born~e et  que  yn  (x) t e n d  u n i f o r m 6 m e n t  vers  y (x). Si ~ u  a des zdros dans  I X--x I <~, 
on voi t  que  yn p e u t  avoir  des  p o i n t s  c r i t iques  d 'ordre  n de p lu s  en  p l u s  ~levd. 

15--25280.  Aeta mathematica. 47. Imprim6 le 26 septembre 1925. 
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79. Lorsque les points-limites intdrieurs ~ V de la famille des continus 

f , ( x ,  y)=o forment des multiplicitds '~ 3 dimensions, on pourra encore gnoncer 

un thdor~me analogue s celui du N ~ 44 du prdsent mdmoire. 

Si une nappe d'hypersurface S, ~ (xl, x~, Yl, y_o)-o, int~rieure s V, est telle 

que, dans une certaine hypersph~re 2" ayant pour centre un point P de S e t  

divisde par S en 2 r~gions R~ et R~ od respectivement ~ > o  et ~ < o  on air les 

propridt~s suivantes: 

I ~ Aucul2 point i~tdr/eur ?t R 1, n'est poi~t-limite des continus fi~ (x, y ) = o .  

2 ~ Tout point de S appartenant ~'~ la j'roJ~ff~re de Rj,  est un poi,~2t-li~ite de 

continus f~ (x, y ) = o  et I~' seuls points-lbnites de eo~tinus f,, (x, y ) = o  appartena~t & 

la fronti~re de B~ sont les. point~ de S, on peut ajfirmer que la ~b~wtion q~, qu'o~z 

suppose avoir des d6rivdes continues des 2 premiers ordres satisfera, ~.ur S, ~ l ' i~- 

galitd C[9~]-<o du N ~ 44. 
Si on remplace R~ par R~ dans l'~nonc6 des propridt~s io et ~o ~ satisfera '~ 

C [~] >--o sur S. Enfin si, da~s V, les seuls points-limites des co.ntinusf, (x, y)----o so~t 

les points de S e t  eux seuls, on dew'a avoir C[9~]--o sur l'hypersur~hce qg=o. 

8o. Remarque. Toutes ces propri6t6s des ensembles de points-limites des 

continus 9~ (x, y)~-o apparaissent comme des propri6t6s de points singuliers essen- 

tiels de fonctions de e variables si l'on peut, par un proc6d6 analogue '~ celui 

qu'emploie M. PIC/tRD clans sa note >>Sur la d6composition en facteurs primaires 

de fonctions uniformes ayant une ligne de points singuliers essentiels>)(C. R. 

Acad. Sc. de Paris tome 92, page 690. ~88~), construire un produit canonique 

convergent qui admette comme z6ros tous les points off f , , (x,  y)=o.  Ce produit 

canonique repr6sentera en tout point non limite de continus ~r (x, y ) = o  une fonction 

holomorphe de (x, y) dont les points-limites signal6s seront des points singuliers 

essentiels. E. E. Ldvi a utilis6 cette idle dans ses e m6moires sur les singularitgs 

essentielles de 2 variables, mais il ne l'a utilis~e qu'avec des formes particuli~res 

de continus permettant une v~rification ais6e de la convergence. 

w  

8I. On a, au w i de ce chapitre, appliqu6 les principes et les r~sultats de 

ce mgmoire au domaine de convergence d'une s~rie entiSre double ~ap ,~x 'yq  et 

sa fronti~re, qui est aussi la fronti~re du domaine o~ cctte s~rie donble cesse 

de converger uniform~ment. Les propri~t~s de cette fronti~re r~sultent du fair 

qu'elle est engendr~e par des circonf6rences I x l - r ,  [y l=r '  associ6es par r ' :=f(r) 
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et l'application s ces fronti~res particuli~res de la propri~t6 g6n~rale ~tablie au 

w 3 du chapitre 3 du pr6sent m6moire, nous a donn6 la propri6tg de concavit6 

de log f(r) en log r, 6tablie au w I du chapitre present. 

I1 est clair que, si on consid~re une s6rie de fonctions ~f i~(x ,  y) conver- 

geant uniform6ment dans un certain domaine int~rieur au domaine V off les 

f~ sont holomorphes, la fronti~re du domaine de convergence uniforme de cette sdrie 
jouira de totttes les propridtds reconnues aux ensembles E du prdsent mdmoire. Sui- 

vant la forme particuli~re de cette fronti~re, due aux formes particuli~res adopt6es 

pour les termes fn(x,  y) de la s6rie, les propri6t~s g6n~rales des ensembles E se 

traduiront par des relations d'in~galit6 vari6es qui 6tendront aux sgries envisag6es 

les relations de concavitg de log f(r) en log r reconnues aux rayons de conver- 

gence associ6s des s6ries doubles. En variant la forme des f~(x,  y) on obtiendra 

ces relations s partir des in6galit6s ou 6galit6s-m~res 6tudi~es au chapitre I I I  du 

pr6sent m6moire. Nous n'insisterons pas ici sur ces applications. 

82. Peut-on, des r~sultats 6tablis dans le pr6sent m6moire, d6duire les 

r~sultats que 1VI. ]YI. gar~ogs et E. E. LSvi ont obtenus sur les points singuliers 

ou singuliers essentiels d'une fonction f ( x ,  y). Oui, routes les lois que la fonc- 

tion sera susceptible d'un dgveloppment en s6rie de fonctions holomorphes cessant 

de converger uniform6ment aux seuls points singuliers de la fonction. Cela est 

imm6diat, mais ne se r~alise presque jamais, car les dgveloppements usuels de 

Taylor ou de Laurent cessent en g6n6ral de converger aiUeurs qu'aux seuls points 

singuliers ou singuliers essentiels de la fonction g6n6ratrice. Les r6sultats actuels 

ne s'6tenden~ donc pas imm6diatement aux points singuliers ou singuliers essen- 

tiels des fonctions de plusieurs variables. Cette extension ne semble pas impos- 

sible, d~s maintenant pour les points singuliers. (Recherches de M. ttartogs.) 

En ce qui concerne les points singuliers essentiels (Recherches de E. E. L6vi), il 

faudra au pr~alable, envisager les families de fonctions mdromo~Thes afin de pou- 

voir atteindre les points singuliers essentiels et eux seuls comme points fronti~re 

de domaines de convergence, les points singuliers polaires et les points d'ind6ter- 

mination 6tan~ ins~r~s dans les domaines de convergence. J 'ai  dit dans l'introdnc- 

tion que je n'envisageais ici que les classes de fonctions holomorphes mais j'esp~re 

avoir l'occasion de revenir ailleurs sur les questions dont je viens de parler. 


