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Introduction.

1. C'est un fait bien connu que l'étude des fonctions analytiques de plusi-
eurs variables complexes est beaucoup moins avancée que celle des fonetions d'une
seule variable a cause des difficultés beaucoup plus grandes qu'on y rencontre et
d'un ordre tout & fait particulier: circonstances qui font que nombre de proposi-
tions vraies des fonctions d'une seule variable ne s'étendent pas ou s’étendent
mal aux fonctions de plusieurs variables. Si l'on envisage notamment I'ensemble
des points singuliers d'une fonction analytique d'une variable, on sait qu'il peut
étre absolument quelconque, contenir des points isolés, des continus linéaires ou
superficiels, libres de toutes restrictions. Des théorémes généraux comme celui
de M. Mittag-Leffler par exemple ou celui qui concerne les développements en
série de polyndmes ou de fonctions rationnelles donnent en effet le moyen de
construire des expressions analytiques représentant des fonctions holomorphes en
tout point de certains domaines donnés & priori, les points frontiéres de ces
domaines étant des points singuliers de ces fonctions. 1l n'y a rien de pareil
pour les fonctions uniformes de plusieurs variables. Les travaux de nombreux
géomeétres, depuis WEiersTrAss jusqu & M. M. F. Harrogs' et E. E. Levi? ont
montré par exemple que les pdles ne pouvaient étre isolés mais formaient des

continus analytiques, que les points singuliers essentiels, jamais isolés, étaient

! Voir Acta Matematica, tome 32.
* Voir Annali di Matematica, tomes 17 et 18, série III.
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assujettis, eux-aussi & de curieuses restrictions. Il s'en faut d’ailleurs que le sujet
soit complétement élucidé.

2. Persuadé que l'on gagnerait quelque clarté a aborder par plusieurs cotés
a la fois le domaine des fonetions de plusieurs variables j’ai en l'idée de considérer
les familles formées de fonctions de cette nature. On sait que dans le domaine
des fonctions d'une seule variable, 1'étude d'une fonction autour d'un point singu-
lier essentiel peut se ramener & celle d'une famille de fonctions holomorphes ou
méromorphes dans une aire entourant ce point singulier, et d’autre part que les
points singuliers peuvent apparaitre comme les points ot une certaine expression
analytique ou bien une suite de fonctions holomorphes (polynémes par exemple)
cesse de converger uniformément. Plus généralement, on sait le parti que M.
MoxteL et de nombreux auteurs ont tiré de la considération des famelles normales
de fonctions.! D’une fagon plus précise si on considére une famille de fonctions
d’'une variable, holomorphes ou méromorphes dans un certain domaine, et normale
dans une partie de ce domaine, Tétude des points owt la famille cesse d'étre normale
est étroitement liée A celle des points singuliers essentiels des fonctions limites
de la famille. J’ai considéré & plusieurs reprises de tels points, notamment dans
des travaux sur l'itération des fractions rationnelles,® et sur les fonctions entiéres
ou méromorphes.® Il m'a semblé que V'étude des pornts ou une famille de fone-
tions de plusieurs variables, holomorphes dans un domaine D cessart d'étre normale,
devait donner des résultats analogues & ceux qu'ont obtenus M. M. Hartogs et
E. E. Levi, I'ensemble de ces points devant jouir de toutes les propriétés des points
singuliers essentiels que ces deux auteurs ont établies. C’est a prouver ce fait
que le présent mémoire est destiné. On s’est borné aux familles de fonctions
holomorphes pour éviter la complication des points d'indétermination* que la
considération des familles de fonctions méromorphes elit pu introduire. On verra
de suite .que tout ce qui sera dit ici des familles de fonctions holomorphes s’appli-
quera aux familles de fonctions méromorphes n’admettant pas de point d'indéter-

mination dans le domaine ol on les considére. On s’est borné aussi aux fonc-

! On précisera cette definition dans la suite.

2 Journal de Jordan 1918.

® Annales de 1'Ecole Normale Supérieure 1919, 1920—192I.

* Un point @} ...x] est »point d'indétermination» de f'(x,, .. .xn), si, au voisinage de ce point
on peut écrire = Ew,
(xl, Lgy oo w'n,)
tanément en ce point sans que les continus définis au voisinage du point par les équations P=o
et Q=0 soient-identiques.

P et @ étant holomorphes autour de ce point, et s'annulant simul-
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tions de deux variables (x,y) pour la simplicité de !'exposition, ce qu'on en dira
pouvant immédiatement s'étendre aux fonctions de % variables complexes.

3. Le chapitre T est consacré au rappel ou & l'introduction des notions qui
doivent étre utilisées aun cours du mémoire, et a l'exposition de la notion de famille
normale de fonctions de 2 variables. On donne quelques propriétés fondamentales
de ces familles quant & la convergence et aux moyens de reconnaitre qu'une
famille est normale. Lorsque les démonstrations sont absolument identiques a
celles qui intéressent les fonctions d'une variable, on s’est contenté de renvoyer
le lecteur & un ouvrage de l'auteur »Legons sur les fonctions uniformes & point
singulier essentiel isolé» paru & la librairie Gauthier-Villars dans la collection
Borel; chaque fois que c'était nécessaire on est entré dans le détail des démon-
strations.

Le chapitre II expose le théoréme fondamental sur lequel repose tout le
mémoire. On ne sera pas surpris de noter qu'il est absolument analogue aux
théorémes sur lesquels M. M. Hartogs et E. E. Levi ont respectivement fondé
leurs travaux propres. En gros, ce théoréme dit que les points ot une famille
cesse d'étre normale ne peuvent é&tre isolés. Les énoneés préeis que ce fait peub
revétir sont donnés dans le chapitre II. La forme la plus utile de ce théoréme
est celle quon donne au No. 27. Le chapitre III expose les propriétés de E
auxquelles on parvient en appliquant le théoréme fondamental & I'ensemble E des
points o la famille n'est pas normale. Dans le § 1 on a des propriétés d’ordre
général. Dans le § 2 et le § 3 on a des propriétés métriques relatives respec-
tivement au cas ou E est un continu & 2 ou 3 dimensions assez simple. On voit
qualors ¥ a des propriétés différentielles remarquables. I1 m'a semblé que la
propriété exposée au § 3 (cas o F est une hypersurface ¢ (x, x5, ¥;, ¥5)=0) était
la mere de toutes les autres et j'ai tdché de le prouver au chapitre 5 (§ 1 et 2).
Ni E. E. Levi, ni M. Hartogs ne me paraissent avoir fait cette remarque qui me
semble importante car elle subordonne en fait les propriétés exposées dans le § 2
du chapitre IIT & celle qui est exposée au § 3 du méme chapitre. Le chapitre
4 montre que les propriétés de E établies dans les § 2 et 3 du chapitre précédent
sont caractéristiques: C'est & dire que si un ensemble E les posséde, on peut for-
mer une famille de fonctions telle que E soit le lieu des points ol la famille n’est
pas normale.

Au chapitre 5, I'étude ainsi faite est appliquée & plusieurs questions. Par
exemple a I'étude des points ol une série de fonctions holomorphes cesse de converger
uneformément, et plus particuliérement une série de puissances (§ 1). On retrouve
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par ce moyeh notamment la condition imposée i la relation »'=¢ (r) entre rayons
de convergence associés d'une série entiére en z et y et il me semble quon en
voit mieux la raison. On peut s'en servir aussi pour retrouver certains résultats
de M. Hartogs (§ 2). D’autre part on verra aussi que l'étude faite permettra
d’'avoir quelques renseignements généraux sur Uensemble des points limites des conti-
nus [y (x,y)=0 définissant les zéros d’'une suite de fonctions holomorphes de 2
variables et par li d'énoncer quelques théorémes trés simples sur les fonctions
limites de fonctions algébroides uniformes ou non uniformes dont la convergence est

uniforme dans un certain domaine (§ 3).

CHAPITRE 1.
Définitions. Préliminaires.

4. Soit f(z,y) une fonetion analytique des 2 variables complexes x=ux, +¢x,,
y=y,+1Y,. On peut dire qu'elle est holomorphe en un point (xy, o) si elle est égale
A une série entidre en x—w,, y—y, absolument convergente lorsque |z—u,] et
|y—y,| sont <o, ¢ étant un certain nombre positif. On dit aussi que (%, ¥o)
est un point régulier pour f(x, y). Considérant un certain domaine V de l'espace
a 4 dimensions (x, 7y, ¥y, ¥o), (2, y) sera dite holomorphe dans ce domaine si elle
y est uniforme, et si elle est holomorphe au voisinage de tout point intérieur

au domaine V.

En (x,, ¥o) S, y) est méromorphe si I'on peut I'écrire sous la forme f= filz, )

Ja (2, y)
les 2 fonctions f, et f, étant holomorphes en (x,, 4,). Si f3(xy, #o)=0 avec
S1(@o, yo)F0, le point (x,, yo) est un pdle. 8i f;(xy, yo) = f1 (%0, yo)=0 sans que
J1 et f, aient un diviseur commun! (nul en x,, ¥,), (%, ¥,) est un point d’indéter-
maination. Les pbles et les points d'indétermination sont les poents singuliers non
essentrels. Tout point non régulier, qui n’est ni pdle ni point d'indétermination
est un point singulier essentiel.

5. On appellera surface caractéristique la variété a 2 dimensions que déter-
minera dans l'espace (z, z, 4, ¥,) une équation f(x, y)=o0 ou f(x, y) est une fone-
tion analytique de (z,y). Un point (i, 4,) est un point ordinasre ou régulier de

la surface caractéristique f(x, y)=o si, au voisinage de ce point, la surface carac-

! Une fonction F(x, y), holomorphe en (i, y,) est dite divisible par F,(z, ), holomorphe en
Xy, Yo, 8i on a lidentité F(x, y)=F,(x, y). F.(x, y), F.(x, y) étant holomorphe en (x,, ¥,).
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téristique peut étre représentée par une équation y—y,—¢@ (x—x,), ¢ étant une
fonction holomorphe de (x—ux,) pour |z—ux,| <g, ¢ (0)=0, ou par une équation
x—xy=1 (y—y,), ¢ étant holomorphe en y—y, pour |y—y,|<<o’, w(o)=0. Le
point {x,, ¥,) est un ‘point critique algébrique de la swrface caractéristique, si la
représentation de cette surface au voisinage de (x,, y,) peut se faire par une rela-
1 1 1
tion y—y,=o [(z—x,)?] ot @ [(x~—ax,)?] sera une série entidre en (x—w,)?, p étant
un entier positif, convergente pour |x—x,|<g. Le point (x,, %,) est un point
singulier de la surface caractéristique si c’est un point singulier de la jfonction
flx, y), limite de points réguliers on f(x, y)=o.

6. Considérons une famille de fonctions f(x, y) holomorphes dans un domaine
V de l'espace (x;, Zs, 91, ¥5). Elle sera dite normale dans V si, de toute suite
infinie formée de fonctions de la famille, on peut extraire une suite partielle
qui, dans tout domaine fermé® V' intérieur a V, converge uniformément vers une
fonction lumite qui peut étre une constante finie ou infinie. A cause de la con-
vergence uniforme, la fonction limite, lorsqu'elle existera, sera holomorphe dans
V. 8Si la famille est normale dans une certaine hypersphére de centre (z,, ¥,)
on dit qu'elle est normale au point (x,, y,). Une famille normale en tout point
intérieur au domaine V sera normale dans ce domaine. En effet tout domaine
fermé V', intérieur & V, peut &tre considéré comme intérieur au domaine engendré
par un nombre fini des hypersphéres précédentes. Ceci résulte du lemme classique
de Borel-Lebesgue relatif aux domaines fermés et grice a ce lemme la démonstra-
tion s'opére comme pour les fonctions d’une variable, les hypersphéres remplagant
les cercles. Il suffira de se reporter aux lecons citées dans la note (8) pages 56,
57 et 58.

7. Il y a toute une série de propriétés des familles normales de fonctions
holomorphes de 2 variables (x, ) qui correspondent & celles des familles normales
de fonctions d'une variable 2z ét qui se démontrent de méme, en remplacant aux
besoin les cercles tels que |z—z,| <¢ par les hypersphéres de centre (x,, y,) ou
les hypereylindres |z—x,| <o, |y—v,| <¢’. Par exemple:

1°.  Etant donné ume swite infinie fi(x, y), folx, y),... falz, ¥),... dont les
termes appartiennent & une famille de fonctions holomorphes normale dans V, si la

! Voir pour les familles normales de fonctions d'une variable le livre »Legons sur les fone-
tions uniformes & point singulier essentiel isolé» par G. JULIA (Gauthier-Villars, Paris 1924), ol on
trouvera, Chapitre -3, une bibliographie detaillée; l'introduction de ces familles normales est due,
comme on sait, &4 M. MONTEL. Dans la suite, I'ouvrage précédent sera désigné par les lettres F. U.

? Un domaine fermé est un domaine qui contient tous ses points-frontiere.

8§—25280. Acta mathematica. 47. Tmprimé le 23 septembre 1925.
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suite converge en une infinité de points ayant aw moins wn point limite intérieur &
V, elle converge wniformément dans tout domaine fermé V' intériewr ¢ V (voir F.
U. N° 37, pages 58, 59, 60.)

2°. 8i les fonctions holomorphes appartenant 4 une famille normale dans
un domaine ¥ sont bornées en module en un point intérieur au domaine V, elles
sont bornées dans lewr ensemble & Uintériewr de V (voir F. U. N° 39, page 65).
Cela veut dire gu' & tout domaine fermé V' intérieur a V, correspond un nombre
positif M tel que foute fonction de la famille satisfasse en tout point de V & U'iné-
galité | flx, y)|< M.

3°. Btant donné une famille de fonctions holomorphes normale dans ¥, si
ces fonctions sont bornées en un point intérieur & V, elles sont également continues
& Uintériewr de V. Cela veut dire que, V' étant un domaine fermé quelconque
intérieur a ¥, il est possible de faire correspondre i tout nombre ¢ positif donné
a priori un nombre 7 tel que: |f(z, y)—f (@, ¥')|<¢ dés que la distance des 2
points (z,y) et (', y’) du domaine V' est inférieure & 7, cela quel que soit la
fonction f de la famille et la position des 2 points de V' pourvu que leur distance
soit <. (La condition de distance peut é&tre remplagée par une condition équi-
valente, & savoir que l'on ait l'ensemble des 2 inégalités |z—az' | <net|y—y'|<n)
(voir F. U. No. 40, pages 66—68 pour la démonstration).

8. COritériums de familles normales. Les critérinms permettant d'affirmer
qu'une famille de fonctions d'une variable est normale dans un domaine, sont
valables pour les fonctions de plusieurs variables.

1 Critérium.  Si des fonctions holomorphes dans un domaine 7 ont.leurs
modules bornés dans leur ensemble' & Uintérieur de V elles forment wune famille nor-
male dans V (voir F. U. N° 38 pages 60 & 64). La démonstration peut se cal-
quer sur celle qui est donnée dans V'ouvrage cité pour des familles de fonctions
d'une variable. On substituera simplement au cercle [#|<R un ensemble de 2
cercles |z <R, |y|<R. 1l suffit évidemment de prouver que la famille est nor-
male en tout point (z,, ¥,) intérieur a V, c'est & dire dans une certaine hyper-
sphére ou dans un hypercylindre (|z—z,]| <o, [y—y,] <¢) entourant ce point et
il est clair qu'on pourra supposer p=¢ <R et xy—y,—o0 pour la facilité de 1'écriture
sans restreindre la généralité.

Toute fonction de la famille sera développée en série de Taylor

fla, )=Zap, 0P y'=ag+ a,,x+ay y+apx®+ay xyt+apy’+ -

! Pour le sens de cette expression, voir No. 7 (2°).
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et si on a |f(z, y)| <M pour || <R et |y|<R, on aura |apq|<Rqu Etant

donné une suite infinie quelconque de fonctions de la famille, les coefficients g,
de ces fonctions seront bornés par M, on pourra donc extraire de la suite une

suite partielle telle que les @, des fonections choisies aient une limite 4, pour
laquelle | 4, | <M. Soit

(1) file,y), f2(@,y), fil, ), ...

cette suite.

Les |ay,| et |ay| des fonctions de cette suite sont tous <% Les points

correspondants, de coordonnées (a,,, @) sont tous dans un espace borné; d'aprés
le lemme de Bolzano-Weierstrass on pourra extraire de la suite (1) une suite (2)

Filx, ), filz,y), f3(x,y), ... pour laquelle les a,,, les a, et les a, auront
respectivement des limites 4.y, Ay, 440, [| Amlé%a |Am|§%]. En raisonnant

de méme on extraira de (2) une suite (3) f1(x, ), fi(x,¥), filz,y), ... pour la-
' M
quelle les ag, a;;, @ auront respectivement des limites Ay, Ay, Ay, [l Apql =7

pour pb—l-q:z]. La suite (3) étant extraite de (2) les a,, ont pour limite 4,,

lorsque p+g<<2; en continuant on en a une suite (r+1): 5 (x,y), /i (2, 9),
"“*l{x,y), ... extraite de la suite (r) et pour laquelle les a,, ont une limite

Ap, toutes les fois que p+qg=<r. Le processus sera continué indéfiniment et

M . .
| 4p,] = fpee-  Considérant la suite diagonale

(S) ’ fi(%y):fZ(x,?/),f:(x;?/),,

a partir du rang (r+ 1), toutes les fonctions de (S) figurent dans la suite (r-+ 1),

donc les a,, de cette suite pour lesquels p+¢=<» ont une limite Ay, et

M
|AP‘I| p+q

14 q
La série Flx, y)=ZApq2Py? est majorée par EM(%) (%) . Flx,y) est

(-a)(-7)

On prouve aisément que la suite (S) converge uniformément vers F(z, y)
dans tout domaine |z|<e¢<R, |y|=<e¢<R. 7

holomorphe pour |z| < R, |ly| <R, et | Fx, y)| <
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En effet on a

F(z, y)—f;x, ;’/):Z [qu—-afi')q] xpyq_|_2 qu‘xp?/q_zag)q b yo.t

prg=k p+g>k p+o>k

A cause des majorations indiquées ci-dessus pour Apq et al), Pensemble des

termes de degré p+gq dans F(z, y) ou dans fI(z, y) sera, pour [z|<p, |y|=¢
7] Pty

inférieur en module a M(p+ g+ 1) (E) ; done

34, arye <Mé(l+ 1) (_1%);

pHg>k A=k+1

et

Sy | <m0+ (&)

pra>k i=k+1

La série du 2!*m°¢ membre est convergente pour ¢<R; on a donc pu choisir

% assez grand pour que, ¢ étant donné & priori
3640 () <e.
i=k+1
Cela étant, on choisira » assez grand pour que

D dpg—all) 2yt <e,

pHg=k

ce qui est possible puisque la somme dont il s’agit ne compte quun nombre fini
de termes dont chacun tend vers zéro quand r augmente indéfiniment.

On aura alors | F(x,y)—f7(x,y)] <3¢, ce qui prouve que fi(x,y) converge
uniformément vers F(r,y) dans |z]<e et |y]<e¢. La propriété est donc
démontrée.

9. 2%me Cyitérsum. Une famille de fonctions holomorphes dans un domaine
V, également continues dans ce domaine, est une famille normale dans V.

Il suffit de prouver qu'elle est normale en tout point intérieur & V ou
encore dans toute hypersphére S intérieure & V. Soit P,(x,,%,) le centre d'une
telle hypersphére S, P(x,y) un point quelconque intérienr & S ou sur sa surface.

' On désigne par a”) le coefficient de aPy? dans f7. (x, y).

)
DY
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Le segment rectiligne P, P aura toujours une longueur au plus égale au rayon
R de S. Les fonctions f(x,y) de la famille étant également continues dans S,
cela veut dire que pour 2 points quelconques (x,y) et (x',y) distants de moins
de 7 et appartenant & 8, on aura |f(r,y)—f(z’,y')| <e, [¢ donné a priori, 7
choisi convenablement en fonction de & pour toute fonction de la famille. Entre
P, et P, sur le segment rectiligne P, P on intercale %k points consécutifs P,
Py, ... P, & des intervalles <u; cela est possible pourva que (k+1)p=R; on

prendra donc pour (£+1) le plus petit entier 2—1—%, on aura:
n

|/ (PY)—f (Pl <e, ... |f(P)—f(Pir)| <e, ..., | F(P)—f(Pr)]| <é&;
d’ott on déduit!
[P — (k+1)e<|f(P)| <|f(P)]+ &+ 1)e.

Si les f(P,) sont bornés quel que soit la fonction f de la famille, il en est de
méme de f(P) quel que soit P; par suite d'aprés le N° 8, la famille est bien
normale dans S. 8i les f(Z,) ne sont pas bornés, considérons une suite infinie
quelconque de fonctions de la famille: fi, /5, ... fa, ... Siles fu(P,) de cette
suite sont bornés, les fu(P) le sont, et on pourra d’aprés ce qui précéde extraire
de la suite f;, une suite partielle convergeant uniformément dans S vers une
fonction holomorphe. Si les f,(P,) ne sont pas bornés on pourra en extraire
une suite fo (Py), fu.(Py), - - - Jo,(Po), ... qui tendra vers l'infini avec np. Il est
clair & cause de

[ o (P > [ o) (Po) | — (R + 1) &,

que fn,(P) tendra vers linfini avec 7, et uniformément dans §. La suite ex-
traite convergera donc uniformément vers l'infini dans S. Dans tous les cas on
voit que la famille f est normale dans S et par suite dans V.

10.  3%m¢ Critérium. St les valeurs prises par les fonctions holomorphes f(x, y)
dans le domaine V' ne recouvrent pas une certaine région du plan complexe f, ces
fonctions forment une famille normale dans V (F. U. N° 44, pages 72—73).

Si @ est le centre, ¢ le rayon d'un cercle du plan f intérieur a la régioh
non recouverte par les valeurs des f dans V on aura, dans V |f(x, y)—a]>¢
quel que soit la fonction f de la famille. Pour démontrer ce théoréme on s’ap-

puiera sur le lemme suivant.

! P étant le point de coordonnées (x, i), on écrira souvent, pour abréger, £ (P)au lieu de f (x, ¥).
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11. Lemme. $i une suite de fonctions fi{x, %), folz,¥), ... fulz, ¥), ...
holomorphes dans V, converge vers une fonction F(z,y) holomorphe dans V et
non identiquement nulle par hypothése, uniformément dans tout domaine fermé
V' intérieur & V, si de plus F(z, y) s'annule dans V', tout point du continu
F(z,y)=o0 appartenant & ¥V’ (continu qui traverse le domaine V), est limite
o.!

pour les continus fu(z,y)= Sans restreindre la généralité on peut supposer

que V' contient l'origine et que F (o 0)=o. Envisageons le voisinage de l'origine.

Dans ce voisinage on peut écrire F(x,y) Zx’" (), les fx(y) étant holomorphes

pour y=o0 et la série précédente absolument et uniformément convergente dans
un certain domaine |x|<<g,|y]|<<¢’. Il est clair que toutes les fonctions fi(y)
ne sont pas identiquement nulles sans quoi F' le serait. Soit f, la premiére de
ces fonctions non identiquement nulle, on aura

Flx, )= [ fo(y)+xfor1ly)+ - |=aP Fplx, )

Fplo,y) n'est pas identiquement nulle puisque Fy(o,y)=7p(y). Il peut arriver
que Fp(0,0) soit =0 on a alors F(x,y)=a? @(x,y), @(x,y) étant 40 au voisi-
nage de lorigine. Si au contraire, F}(0,0)==0, on peut, d'aprés le théoréme de
Weierstrass bien connu,® et en supposant que Fp(o y) admette y=0 pour zéro
d’ordre m, écrire, au voisinage de l'origine:

Fp(x, ?/) [ m"‘%( ) m—1+ +‘Pm(90)] . LD(,’E, 7/),

@(z,y), comme précédemment, ne s'annulant plus pour x=y=0 et par conséquent
étant <o dans un certain voisinage de l'origine. En définitive, on pourra écrire
Flz,y)=af [y™+ o, @) y™ '+ - + pulx)] . Ox,y), Uentier p pouvant étre nul, dans
le cas o F(o,y) me serait pas identiquement nul, et le polynéme en y éorit entre
parenthéses pouvant se réduire A wune constante lorsque p=o, la fonction @(xz,y),
dans tous les cas, holomorphe autour de x=y=o0, ne S annulant pas autour de
Porigine. Cela étant:

1° si Flx,y)=a? ®@(x,y), soit |x| <o |y|<o la région considérée, ou
O(x,y)+o. Soit y, tel que |y,]<<o. La fonction F(x,y, admet le seul zéro

! Cela veut dire qu'au voisinage de tout point P de F'(x,y)=o0, il y aura, dés que n sur-
passe un certain rang, des points de tous les continus f, (x, y)=o; pour préciser, dans toute hyper-

sphére de centre P, de rayon & suffisamment petit, il y aura, pour #n=N(e), des points de tous les
continus f, (x, y)=o.

® Voir p. ex. E. PICARD, Traité d'Analyse, tome 2, p. 261—265 de la 2¢ édition.
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2=0 & V'ordre p dans la région |x|<<¢. Les f.(z,y,) tendant uniformément vers
F(x,y,) dans la région |xz|=<pe, il suit d'un théoréme connu sur les fonctions
d'une variable’ que les zéros de F(x,y,) situés dans |z|<e sont limites de zéros
de fulx,y,) lorsque » devient infini, un zéro d'ordre p de F(x,y,) étant limite
de p zéros des f,(z,y,). On voit donc que pour =N, fulz,y,) aura p zéros
dans |z|<g et ces zéros tendront vers l'origine quand » devient infini, c¢’est &
dire que pour »=N il y aura p zéros dans |x|<e. Comme d'ailleurs &, ¢ et ¢’
sont arbitrairement petits, on voit que l'origine, point du continu F'(z, y)=o0 est
point limite pour les continus fu(z, y)=o0 et le lemme est démontré dans ce cas.
2° sl

Flx,y)=a® [y"+y™ o o)+ - +onl(@)] . Oz, y),

I'entier p pouvant &tre nul on se place encore dans |x|<pg, |y|=<¢’, o0 @0 et
ou les @; sont holomorphes (pr(o)=o0, k=1, 2, ... m).

Alors, lorsque ¢ est assez petit, ce gu'on peut toujours supposer, pour xz,
arbitraire =0, mais tel que |x,|<g, le polynome entre parenthéses a m racines
toutes inférieures en module & ¢". Ces racines sont les seuls zéros que la fone-
tion de y, F'(x,, y) posséde dans |{y|=¢’, et en vertu du théoréme rappelé précé-
demment, la fonction f,(x,, ¥) aura aussi m zéros inférieurs en module & ¢  dés
que % surpassera un certain nombre N et le lemme est encore démontré dans ce
cas puisque pour n=N, fulx, y)=0 aura des points a lintérieur du domaine
|z)<e¢ |y]|<¢ arbitrairement petit, contenant le point z=y=o0 du continu
F(x, y)=o.

12.  Corollasre du lemme. Une conséquence de ce lemme, importante pour
la suite, est la suivante.

Si la suite fu(xz,y) converge uniformément vers F(z,y} dans un domaine
|z]| <o, |y|<o" et si aucune des fonctions f., 4 partir d'un certain rang, ne
s'annule dans le domaine précédent, la fonction F(x, #) ne pourra s’annuler dans
le domaine |z|<g, |y| <o  que si elle est identiquement nulle dans ce domaine.

On peut encore dire:

Si dans un domaine fermé, une suite f.(x,y) converge uniformément, et si
aucune fonction de la suite (& partir d'un certain rang) ne prend la valeur a
dans ce domaine, la fonction limite F(z,y) ne pourra prendre cette valeur «
dans le domaine que si elle est identique & la constante a.

! Voir, pour la démonstration, le livre déja cité, F. U. pages 69 et 7o, et, spécialement, la
remarque 1° de la page 7o.
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13. A Taide du lemme et de son corollaire il est aisé de démontrer la
validité du 3i*™e Critérinm.

Soit fi(x,9), folz,y), ... fulz,y), ... une suite infinie quelconque de fone-
tions de la famille; on a

| fule,y)—a|>e, dans V.

Faisons correspondre a la suite f,, la suite @, dont les fonctions sont définies par

I
e

On aura, dans ¥V
I
| pulec, )| <

Les ¢, sont bornés dans V, on peut donc, en vertu du 1 critérium, (N° 8)
extraire de la suite @, une suite @, (2, ¥), Pn,(z,9), ... gnlz,9), ... qui converge
uniformément dans tout domaine fermé ¥’ intérieur a V vers une fonction limite
®(z,y) holomorphe dans V, et qui peut se réduire i une constante finie. Les
Jn étant holomorphes dans V, aucune fonction @, ne s’annule dans V. Done,
la fonction @(x,y) me peut sannuler dans V que si elle se réduit & la constante
2éro (corollaire, N° 12).

17 Cas. @(x,y) ne s’annule. pas dans V. Alors la fonction F(z, y) définie par

1
Oz, y)—Fm’
¢'est-a-dire
1
Flx,y)=a+——
@) ?(z,y)
est holomorphe dans V. On prouve aisément que la suite f,, converge uni-

formément vers F(r,y) dans tout domaine fermé V' intérieur & V. En effet

| I _ Pn,— @
z, y) wﬂk(x1 y) Q. Py

F(Z‘, y)_f"k(:ca ?/): d)( )
@ et @, ne s'annulant pas dans V', on aura |@|>1 dans V'; @, convergeant

vers @, on aura dans V': |g,—®@]<e dés que k>Fk, convenablement choisi;
c'est-a-dire |, |>1—e.
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Par suite, dans 7', on aura, pour k>F,,
&
| Fx, y)—ful, y)km

et cela exprime la convergence uniforme de Jn, vers F dans |48
2ime Cas. @ (x,y) est identiquement wulle. On aura alors, pour k>Fk,,
dans V’:
| @y (2, ) | <.
Done, puisque
1

=a +
I Py

K

I
lfﬂk(x,y)|>__ Ial
€

¢ étant arbitrairement petit, on voit que f,, converge uniformément vers l'infini
dans tout domaine fermé V' intérieur &4 7. Dans les 2 cas on a extrait de la
suite f, une suite uniformément convergente. La famille des f est bien normale
dans V.

14. 4% Oritériwum. Le 39 critérium permet d’établir trés rapidement un
4*me critérium qui comprend comme cas particuliers le 1°F et le 3. 8¢ les fone-
tions holomorphes f(x,y) ne prennent dans wn domaine V ni la valewr zéro, ni la
valewr un, elles forment une famille normale dans V.

Il suffit de prouver qu'elle est normale en tout point P, intérieur a ¥V c’est-
a-dire dans une hypersphére quelconque o intérieure & ¥ (on envisage ici o
comme un domaine fermé). Soit {==»(z) la fonction inverse de la fonction modu-
laire z=A(t) (voir F. U, p. 14 & 29). A chaque fonction f de la famille nous
faisons correspondre une fonction oz, y)=»[f(x,y)], en choisissant au point
Py(xz,, y,), la détermination principale v[f(x,,y,)] intérieure an quadrilatére fonda-
mental B, de la division modulaire du demi plan: I{(f)>o0 (partie imaginaire de
¢ positive). On voit aisément que @ est uniforme et holomorphe dans ¢ puisque
J me prend pas les valeurs 0 et 1 qui sont les seules valeurs critiques finies de
v(f). Les fonctions @(x,y) sont holomorphes dans ¢, de plus on a I(p)>o dans
0, les valeurs des ¢ dans ¢ laissent & découvert le demi plan inférieur. D’aprés
le 3%me gritérium la famille des ¢ est normale.

Soit fu(z,y), n=1,2,...% une suite infinie quelconque (S) de fonctions f.
Considérons leurs valeurs au point P,(x,, %,).

9—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 23 septembre 1925.
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1r Cas. Les valeurs f,(x,, ¥o)=/n (P,) admettent un point limite au moins
différent de o, 1, 0. C'est le cas général. Soit ¢ un tel point limite. Il existe
une suite:

(S’) S, (Po): S (Po), .- -f;z'k (PO)a s

convergeant vers «.

Considérons les ¢ correspondantes:
'(2’)9)“'1 (xa :‘/): q)n'z(xv y)y e ¢ﬂ'k(x7 ?/)7 e

On peut, de cette suite, extraire une suite (Z)@n,, @n,s . .- Puy, ... qui converge
uniformément dans I'hypersphére o, domaine fermé, vers une fonction limite @ (x,y)
ou vers l'infini.

La suite fu, (Py), fas (Po)s - - - fup (Po), - . . extraite de (S') converge vers a; done
la suite @n, (Py), @n, (Py), - - -, P, (Py), ... converge vers »(a), détermination prin-
cipale, puisque, ¢ étant différent de o, I, «,»(z) est réguliére au point z=a. 11
en résulte que la suite (3) ne peut converger vers l'infini, et que la fonction limite
@ (x, y) ne peut se réduire & une constante réelle (puisque cela n'a pas lieu au
point Pp). Il est clair que les g, satisfaisant dans I'hypersphére ¢4 I {ga,(x, y)|>o0,
on aura & la limite I (@ (x, y))=0 en tout point de I'hypersphére ¢. Mais les g,
ne prenant dans ¢ aucune valeur réelle, @ ne pourra prendre de valeur réelle en
un point de ¢ que si elle est identique & une constante réelle, (corollaire, N° 12)
et cela, on vient de le voir, est impossible. Donc I[®@ (z, y)]>o0 dans o.

Lorsque le point P(z, y) décrira g, le point t=@@ (x, y) restera au dessus de
I'axe réel et déerira un domaine 0 qui est 4 une certaine distance de cet axe.
On pourra done faire l'inversion et considérer la fonction F (z, y)=A[®@ (x, y)] qui
sera holomorphe en @ lorsque @ décrit 6 dans les conditions précédentes, donc
holomorphe en (z, y) dans ¢. Lorsque % devient infini @, tend vers @ uniformé-
ment das o; on en déduit que dans les conditions précédentes A[p,] tend vers
A[®@] uniformément dans ¢. Or précisément, fo,=Alpn). La suite f,(x,y),
S (@, y), ... fap (@, 9),. .. extraite de (S) converge donc vers la fonction holomorphe
F(z, y) uniformément dans o.

2itme (las. Les seuls points limites de la suite f, (P) sont 0, 1, . 11 existe
done, si par exemple 1 est point limite, une suite § extraite de la suite f(P,):

(S’) S, (Po)y S (Po)y - -fn'k (Po), s

convergeant vers I. Aucune des fy, ne prend la valeur zéro dans ¢. Donc
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log fu, (%, y) est une fonction holomorphe dans ¢. On choisira en P, la détermination

dont la partie imaginaire est entre —met + v, détermination principale. On formera

2 +log fu, (x, ¥)
47T

g"'k (xa .1/):

gw, (@, y) est holomorphe dans o; Jw, n'étant jamais égale a 1, son logarithme

ne prend donc jamais la valeur 2pni (p, entier quelconque). Par suite gy, ne

prend aucune des valeurs? +1 ol p est un entier quelconque. En P, fu, (P

tend vers 1, done log fu, (P,) tend vers zéro. Donc gu, (P,) tend versé quand %

N\

devient infini. La suite des gw, (x, y) jouit de propriétés semblables & celles des
fa, du 1°° cas; elle admet les valeurs exeptionnelles o et 1 et elle converge vers

une limite—;— distincte de o, 1, «. On peut donc en extraire une suite (3)gn,,
Gngy -+ - Gng,, - . . convergeant uniformément dans ¢ vers une fonction holomorphe

. 1
G (x, y). Aucune des g ne prend la valeur é dans g, alors qu’au contraire G (Po):E

2ri[2 gnk—-l] _()47”‘_(/,%

b

Done G (x,y) se réduit & la constante é A cause de fy, (, y)=e

il est visible que la suite fo, fa,,...fu,, ... extraite de la suite f, convergera
untformément vers Uwnité dans o.

Si la suite f, n'admet pas 1 comme point limite, mais admet zéro on raméne
4 ce qui précéde en considérant la suite 1—f,, et on extraira de la suite f, une
suite partielle convergeant uniformément vers zéro.

Si la suite f» n’admet que 1'oc pour point limite, on considérera la suite

des — et cela permettra d'extraire de la suite f, une suite convergeant uniformé-

n
ment wvers Uinfine dans o.

15. Critérium général. S’el existe deux valeurs finies distinctes a et b qu’ aucune
Jonction de la famille f(x, y) ne prenne dans le domaine V, cette famille est normale
dans V.

On raméne & ce qui précéde en considérant gp:f%g; les @ ne prenant ni

b

la valeur zéro, ni la valeur wn, forment une famille normale et il en est de
méme des f.
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Remarque. 1°. A laide du critérium général ou des critériums particuliers
énoncés précédemment, combindés avec 1'énoncé donné au No 7 (1°) du présent
mémoire on aura des théorémes sur la convergence uniforme des suiles de fonc-
tions holomorphes.

2°. Grice aux eritériums précédents il serait facile d’établir pour les fonc-
tions de 2 ou plusieurs variables des théorémes anlogues & ceux de M. Picard ou
de M. M. Landau, Carathéodory, Schottky pour les fonctions d'une variable.
Ces théorémes sont étudiés dans le livre déja cité (F. U.) par la méthode des
familles normales. On pourra en faire aisément l'extension aux fonctions de 2
ou plusieurs variables. Kt nous ne nous y attarderons pas spécialement dans le
présent mémoire.

CHAPITRE II.

Propriété fondamentale de ’ensemble FE des points olt une famille de fonetions
holomorphes cesse d’étre normale."

16.  Théoréme fondamental: Si wne famille de fonctions holomorphes autour du
point x=y=0 est normale en tout point x==0, y wvoisin de o[o<<|y|<r], mais cesse
d’étre normale aw point x=y=o0, on peut towjours, quelque petit que sovt le nombre
posttif m dommé & priovi, trouver wun nombre positif e, de facon que & tout x, de
module <& on puisse faire correspondre un y, au moins de module <7, tel que la
Jamalle ne soit pas normale au point (x,, Yo)-

En abrégé, cela veut dire que les points de ¥ ne sont pas isolés. On supposera
la famille formée de fonctions holomorphes dans [z| <R, |y |< R’ et on se placera
toujours dans cet hypercylindre |z|<R, |y|<R'.

17. 1°. Soit (' un cercle de centre O’ de rayon 7' < dans le plan des
y. (0" est Vorigine du plan y). La famille est normale en tout point (0, %), ¥
étant un point quelconque de C’; done elle I'est dans un certain domaine hyper-
cylindrique |z| <e, |y—y | <¢’, les nombres ¢ et o' dépendant évidemment de y'.
Chagque point " de la circonférence (' est centre d'un cercle y,» défini par |y—y' |<¢’
du type précédent: il est clair, en vertu du lemme de Borel-Lebesgue qu'on pourra

recouvrir la circonférence du cercle " a l'aide d'un nombre fini de ces cercles; on

! Le lecteur qui se reportera au Mémoire de E. E. LEVI inséré aux Annali di Matematica,
tome 17, série 2, constatera un parallélisme absolu entre les théorémes de ce chapifre et ceux que
E. E. Levi met & la base de son mémoire, les poinfs de E remplacant ici les points singuliers
essentiels du mémoire de E. E. Levi.
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N

pourra méme, & l'aide de ces cercles en nombre fini, recouvrir tout un anneau
circulaire de centre O’, limité par des cercles de rayon 7, et g, (n,<<t'<#,<r)
assez voisins de »’. A chacun de ces cercles y, en nombre fini, dont on s'est
servi pour recouvrir la circonférence (', correspondait dans le plan x un cercle
|z|<e; choisissons le plus petit de ces cercles, soit £ son rayon. On pourra dire
que la famille f est normale en tout point tel que |z|<§, n <|y|=<n,," et il est
clair que 7’ ayant pu étre pris arbitrairement petit, il en sera de méme de 7,.
On supposera, a partir de maintenant, que %,=<7, donné a priori <r.

18. Tragoﬁs dans le plan  un cercle C de centre O, de rayon <&, et dans
le plan ¥ un cercle I" de centre (', de rayon compris entre 7, et 7,. La famille
étant normale quand |z|<§&, ,<|y|<%,, on pourra, de toute suite infinie formée
de fonctions f de la famille extraire une suite partielle £, (z,¥), /> (@, ¥), ... fa (2, 9), . -
qui convergera uniformément vers une fonction limite ou vers I’ o quand |z|<E,
7,=|y|=1n, et en particulier pour z sur C et y sur I Or, & cause du théoréme
de Cauchy on a pour x intérieur 4 C et y intérieur & I

S, ?/—~~—»—~ffﬂw335lidj)'

puisque f, est holomorphe dans (C, I'). Si la suite f» (z, ¥) converge uniformément
vers une fonction holomorphe ou vers une constante finie pour || <E, 5, <|y|<%,
et en particulier pour x sur C et y sur I', il résulte de l'expression précédente
et du lemme bien connu de Weierstrass que la convergence sera aussi uniforme
dans le domaine hypercylindrique (C, I'). En effet f.(z, z’) a pour limite, uni-
formément sur C et I, une expression S(z, z/) continue en (¢, 2') sur C et I,
donc intégrable. L'expression

Sz, z Ydzds

(&' —y)

Flx,y)=

4n

1 Le raisonnement qu'on vient de faire peut se répéter mot pour mot si on remplace la cir-
conférence (’ par un anneau circulaire quelcongue 7, < |y|=7,, de centre (', et intérieur au cercle
|yl<r. Chaque point y’ de 'annean (domaine fermé) est le centre d'un petit cercle yy', [|y—v/'| =o'
auguel correspond un cerle |x[=¢ de fagon que la famille soit normale dans |x|<¢, |y—y |=¢";
¢ et ¢’ dependent de y’. L'anneau considéré pourra étre recouvert 4 'aide d’un nombre fini de cercles
yy'; considérant les cercles |x|=p, en nombre fini, qui correspondent i ces yy’, on prendra le plus
petit d’entre eux, soit § son rayon. On pourra alors dire qu’ & tout annean 7, <y<=y, intérieur &
ly|l<#, correspond un rayon § tel que la famille £ soit normale dans le domaine |a|<§&, 7, <|y|=7,.
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représente une fonction F'(z, y) holomorphe quand z est dans C ety dans I. De
Vexpression

Julz, y)—Flx, y)= ff fulz, 2) ;)’Z_?)/])dzdz

résulte que, si z reste intérieur & un cercle C;, contenu dans C dont le rayon
r, différe de celui de C de moins de ¢, et 4 reste dans un cercle Iy, dont le
rayon g, différe de celui de I' de moins de &, on aura

o 5, 9)— Fl, )] < Max de | fn(z,2")—8(z,2)| sur C, r s on,

& . &

ce qui prouve que f, converge uniformément vers F' (z, y) dans (Cy, I}). Comme
on a pu remplacer au début C et I' par des cercles de rayon un peu plus grand
on voit que si la suite f, converge vers une fonction holomorphe F(z, y) dans
|z| <&, n,<|y|=<n,, elle converge aussi au point (x==0, y==0) et la convergence
est uniforme dans |z| <&, |y|<n,.

19. St le phénomeéne précédent se produisast pour toute suite infinie convergente
extraite de la famalle des f, la famille des f serait normale méme au point (x=0, y=o0).

Il faut done quil existe au moins une suite de fonctions de la famille f

qui converge uniformément vers l'infini dans le domaine |z ]|<§, 5, =<|y|=1n,, sans
converger vers l'infini au point x=y==0, c'est-a-dire qui reste bornée pour x=y=o0.
On peut, sans ambiguité, appeler f(x, v), f3(z,),.../a(2, ¥),... les fonctions
de cette suite. On aura |f.(0,0)] <4, A -étant un nombre fixe; tandis que l'on
aura, pour |z|<§, n,<|y|<n, et dés que n> Ny, |fulx, y)|>M quelque grand
que soit M, & condition que Ny soit choisi assez grand. En particulier on aura
|fa(o, #)]| >4, pour n> Ny, lorsque y sera choisi sur I

La fonction f,(0,%) est en module >A sur I', et en un point y=o0 intérieur
a I elle est en module <A4; le module |f3(0, y)| est une fonction continue de y
qui atteint son minimum en au moins un point y ¢ntérieur @ I'; et en un tel
point il est bien connu que f, (0, y3)=—0 (c'est ainsi par exemple qu'on démontre
I'existence des zéros d'un polyndme). Il est ainsi prouvé que powr n>N4, U'équa-
tion fn(0, y)==0 admet au moins une racine y» dans I'. Elle n'en a d’ailleurs qu'un
nombre fini dans I', car f, est holomorphe. J'appellerai par exemple y, celle qui
a le plus petit module.
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20. Tl est clair que, pour n infini, les yn wWont pas d’autre point limite que

y=0. Car, soit Y, un tel point limite 0. En vertu du raisonnement de la note
(17) on peut toujours supposer que Y, appartient a Yanneau (n,, n,) (n,<<| ¥, |<1,),
tel que la famille f soit normale pour |z|<E&, 5, <|y|=<7,.
. Par conséquent, d'une part dans l'anneaun n,<|y|=1,, /2 (0, ¥) devient infini
avec n en vertu dé ce qui précéde (N° 19). D’autre part, il existe une infinité
de points choisis parmi les yn qui tendent vers Y, et par suite qui tombent
dans V'anneau (n, 7) & partir d'un certain rang. Soit ys,, ¥n,, . . . ¥n, - - - une suite
de tels points. Au point yn, on a fn, (0, ys)=0. On tombe ici sur une contradic-
tion, fn(0,y) devant devenir infini avee n pour 5,<|y|=<7,, on devrait avoir &
partir d’'un certain rang %, | /o (0, yn,) | > M.

21. On peut supposer que c'est & partir de »=1 que toutes les fonctions
Jnlo,y) de la suite envisagée au N° 19 ont une racine y, dans I Considérons
alors I'équation fn(x, y)=o0. ,

Jn est holomorphe dans le domaine (C, I'). Choisissons pour y, comme on
I'a dit une racine de f; (0, y)=0, et & partir de x=o0, faisons le prolongement
analytique de la fonction algébroide y,(x) prenant pour x=o0 la valeur y, et satis-
faisant & 'équation f, (z, y)=o0.

Faisons décrire & = le cercle (; 2 cas seulement sont possibles.

1°.  Ou bien on peut atteindre tout point de C sans que y»(x) sorte de I', et
cela pour tout indice n. |

Si cela ne se produit pas pour C, il est du moins possible de trouver un
cercle C,, de centre o, intérieur & C, tel, que lorsque x décrit ce cercle, y, (x) ne
sort pas de I'' et cela pour tout indice », du moins & partir d'un certain rang
qu'on peut supposer étre le rang n»—1 sans restreindre la généralité.

2°. Ou bien, si petit qu'on choisisse le rayon d, du cercle C, de centre o,'
il se rencontrera un indice 7, tel que y», (z) sorte de I' quand z déerit Cp. En
particulier il sera possible de trouver un point &n, intérieur & Cp et un point yy,
sttué sur I', satisfaisant & fﬂ}9 [9:,,2), ynp]——:o.

On va prouver que cette 2'*™¢ hypothése est impossible. Considérant en effet
une suite de nombres d, qui tend vers zéro quand p devient infini, il correspon-
drait & chacun d’eux un indice 7, et un point (#n,,, yn,) au moins, satisfaisant aux
conditions précédentes; 7, tend évidemment vers linfini avec p. A cause de

Ixnp|< dp les ¥n, tendent vers zéro. Sur I' les points Yn, ont au moins un point

! Cela implique que ¥n () n'a dans C, que des points critiques algébriques comme points
singuliers.
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limite Y en sorte que les points (&n,, yn,) ont au moins un point limite (0, Y) pour
lequel | Y|=rayon de I

En ce point (0, Y), la famille f est normale et la suite f, que nous con-
sidérons converge vers l'infini (N° 19). C’est-a-dire que lorsque x décrit un certain
cercle ¢ de centre O et y un certain cercle y de centre ¥, on aura | fo(z, )|>M
dés que n dépasse un certain rang. Or cela est contradictoire avec le fait qu'il
existe une suite infinie de points (za,, y,) pour lesquels x,, est dans ¢, yn, dans
y et pour lesquels fu (%n,, yn)=0. La 2™° hypothése est donc & rejeter.

22. 11 existe donc toujours un cercle de centre O, de rayon &, dans le
plan z, que nous pouvons maintenant appeler le cercle C, tel que, pour tout
indice n, la fonection y.(x) définie par f,[x, y.(x)]=0 & partir de y,(0)=y. reste,
& lintérienr de C, inférieure en module au rayon du cercle I' qui est lui-méme
=7 donné a priori. Soit x, un point quelconque intérieur & C; les valeurs y, (x,)
étant toutes intérieures & I ont au moins un point limite intérieur & I.  Soit ¥,
un tel point eb 7, 7y, ... %y, ... la suite d'indices tels que yu,{x,} tende vers ¥,
lorsque p devient infini.

Joignons Y, au cercle I', par exemple par un segment de rayon Y, ¥y, ¥,
situé sur I La suite des f, est normale au point (x,, ¥’,) et en ce point elle
tend vers linfini avec #. Considérons-la en tous les points (x,, y), ¥y étant
un point quelconque du segment Y, Y';; 2 cas seulement sont possibles.

1°.  Ou bien elle est normale en tous les points (x,, %) lorsque y déerit ¥, Y,
et puisqu'en (z,, ¥',) cette suite tend vers l'infini, elle tendra uniformément vers
Vinfini dans un petit domaine |z-—ux,|<¢, |y—¥,| <¢. Mais cela est contradic-
toire avec le résultat qu'on vient de trouver précédemment, & savoir qu'il existe
une suite d'indices 7, tels que y., () tende vers Y,, ces yn, étant tels que
Sy (%05 Y, (@o)]=0. A partir d'un certain rang les Ya, () tombent dans le domaine
|y— Y, | <o’ il est done impossible que Sy, [2os Yn,, ()] devienne infini avee p comme
cela devrait étre-si I'hypothése faite était acceptable.

2°. L’hypothése 1° conduisant & une impossibilité, 2l existe donc un point au
motns Yy, sur le segment (Y, Y'o) tel que la suite f, et par suite la famille f cesse
d'étre normale au pornt (x,, y,). On a ainsi prouvé le théoréme fondamental puisque,
le cercle I' de rayon =<y étant donné & priori on peut lui faire correspondre un
cercle C de rayon ¢ tel qu'a tout =z, intérieur & C corresponde au moins un ¥,
intérieur 4 I’ de fagon que la famille /' cesse d'étre normale au point (z,, ¥,).

23. Remarques. 1. On peut remplacer dans la démonstration précédente

(N° 22) le point Y, par tout autre point de I'. Cela prouve que sur toute ligne
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Y, Y, unissant Y, & un point Y’, de I' éxiste un point y, au moins tel que la
famille des f. cesse d’étre normale en (z,, y,). Il peut arriver que ce point g,
coincide toujours avec Y,. Il peut arriver aussi qu'a x, corresponde une ou
plusieurs séries de valeurs y, formant un ou plusieurs continus intérieurs au cercle
I Cela arrivera par exemple si l'on a une famille ' qui cesse d’étre normale
aux points d'une hypersurface ¢ (x,, s, ¥, ¥)=0. A un point-x,=u; +ix, corres-
pondra la ligne- du plan y ayant pour équation ¢ (x?, zy, ¥, Ys)=0; pour =1,
et y sur cette ligne la famille f cessera d’étre normale.

II. On a, chemin faisant, prouvé que si, dans le plan x==0 et au voisinage
|y <7 de Yorigine O c'est seulement en y=o0 que la famille f cesse d'étre normale,
le point (x=0, y=0) est limite de points (o, yn) pour lesquels fu (0, y2)=0, les fu
appartenant & la famille. En abrégé, le point x=o0, y=0 est un point limite pour
les continus f(x, y)zo; en ce sens qu'il y 4 une infinité de ces continus qui traver-
sent une hypersphére arbitrairement petite de centre x=0, y=0.

24. Corollaire. L'ensemble E des points ov une famille de fonctions f(x, y)
holomorphes dans wun domaine V cesse d'étre normale est parfart. Car, 1° il est
fermé: en un point limite de points ot une famille n'est pas normale, cette famille
ne saurait étre normale; 2° il ne contient pas de point isolé: en effet, ou bien
tout point (§,7) de E est limite de points de E situés sur le méme plan x=§,
ou bien, en vertu du théoréme fondamental, un tel point est limite de points de
E correspondant & toutes les valeurs de x intérieures & un certain cercle | z—&|<e.

25.  Généralisation du théoréme fondamental. On rend ce théoréme plus
maniable dans les applications en le généralisant de la fagon suivante. '

On substituera & la famille des surfaces caractéristiques planes r=« dépen-
dant du paramétre complexe «, telle que sur la caractéristique x=o0 la famille
de fonctions considérée ne cesse d'8tre normale au voisinage de y==0 qu'au seul
point y=o0, une famille quelconque de caractéristiques réguliéres an voisinage
d'un point (&, ), dépendant analytiquement d'un paramétre ¢ de telle fagon que:
1° par tout point d'un certain voisinage de (£, 7) ne passe quune caractéristique
de la famille. 2° Sur la caractéristique passant par (£, n) et au voisinage de (&, 7)
la famille de fonctions considérée ne cesse d’étre normale qu'au seul point (&, 7).

Si @(x,y, @)=0 ol @ est analytique en x, ¥, « représente I'équation d'une
telle famille de caractéristiques, que nous appellerons pour abréger une famille de
caractéristiques analytique et réguliére au voisinage de (§, ), 1°. on devra avoir
pour une certaine valeur e, de «

¢ (gy "77 aO):O'
10—26280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 24 septembre 1925.
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2°. Par tout point (z, y) voisin de (§, 5) devant passer une seule surface de la
famille: il faudra que 1'équation en a: ¢ (z, y, ®)=o0 ait une racine et une seule

voisine de ¢, et par conséquent il faut et il suffit que

s

(§, 7, ao)z'zo'

S5

21

3°. Cette surface devant étre régulidre au voisinage de (§, ) on devra pouvoir
résoudre l'équation ¢ (x, y, ¢)=o0 soit par rapport & y et exprimer en puissances

entiéres de «, soit par rapport 4 z qu'on exprimerait en puissances entiéres de

y; il faudra donc que % (&, 7, a) et g% (¢, 1, @) ne soient pas nuls simultanément.

26. Cela étant, on pourra toujours ramener léquation de la famille de

caractéristiques a la forme 1y (z, y)=e¢, l'une des dérivées g%ou%% étant =Fo pour

(§, ). Soit par exemple gii (§,m)#+0. On transforme la famille des caractéristi-

ques en plans z=constante et le point (§, 7) en l'origine par la transformation

(1) {%:11’(3;’.7/)'—“0

Y==Y.
Cette transformation est biunivoque au voisinage de (§,7) auquel correspond

2,=0, ¥;=0 car le déterminant fonctionnel se réduit & Q% (&, p)F0. On peut donc

7]
tirer des équations précédentes

z=4 (2, y,)
o ]

}A et B étant réguliéres autour de x;,=o0, y;=o0.
y=DB(x, y)=y,+1

A la caractéristique Y=« correspond le plan x,—a—a,, et inversement, i tout
plan x,={, 8 voisin de zéro, correspond la caractéristique Y=c,+8. Dans les
fonctions f(x, y) de la famille donnée, holomorphes autour du point (£, #) on fait
la substitution (2). Elles fournissent une famille de fonctions ¥ (z,, y,) holomorphes
autour de x,=y,=0. A toute suite infinie de fonctions f convergeant uniformé-
ment dans un petit domaine autour d'un point voisin de (£, %) correspond une
suite infinie de fonctions F' convergeant uniformément dans un petit domaine

voisin de ®;=y;—0. A tout point (z, y) od la famille f est normale correspond
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un point (z, ,) ot la famille F l'est, et inversement. L’ensemble F des points
voisins de (£,7) ou la famille des f cesse d'étre normale se transforme par (1)
“dans l'ensemble E, des points voisins de (0,0) ol la famille des F cesse d'étre
_normale et réciproquement. La famille F est normale en tout point de x,=0
voisin de y,=0 et distinct de y,=0; x;=y,=0 est le seul point de F,, situé dans
2;=0 au voisinage de y,=o. En vertu du théoréme fondamental il existe sur
tout plan x;=pf voisin de zéro un point de E, au moins voisin de y,=o0. On
conclut que sur toute caractéristique ¥ (x, y)=ea, ¢ voisin de «,, existe un point
au moins, voisin de (£,7) appartenant & F, c'est-d-dire ou la famille des f(x,¥)
cesse d'étre normale. On a donc le théoréme suivant.

27. Théoréme général. Si une famille de fonctions f(x,y) holomorphes autour
du point (w=E, y=n) n'est pas normale en ce point (§,7), si de plus il existe une
Jamalle de surfaces caractéristiques analytique et réguliére aw voisinage de (5, n), telle
que sur la surface de la famille que passe en (&, n) la famille des fonctions f soit
normale en tout point voisin de (§, 1) excepté au point (§, 1) lus-méme, alors, sur toute
surface caractéristique de la famille voisine de celle-la <l existe wn point au moins,
voisin de (&, ?}) ot la famille des flx,y) cesse d'étre normale.

Grice a ce théoréme, on va voir que l'ensemble des points o une famille
de fonctions cesse d’étre normale est assujetti & des restrictions trés intéressantes
tenant toutes & ce que cet ensemble doit satisfaire au théoréme général précédent.
Toute la question consistera i obtenir des familles réguliéres simples et intéres-
santes de surfaces caractéristiques. L'une d'entre elles, signalée par E. E. Lévi
est donnée par le théoréme sunivant. '

28.  Soit @, (x, y)=0 une surface caractéristique o réguliére au point (§,n) et
sott un plan caractéristique P passant par (&, 1) mais non tangent a la surface en
ce point; les caractéristiques obtenues en assujettissant 6 & toutes les translations qui
aménent (£, ) en un point arbitraire de P voisin de (§, n), forment une famille
analytique réqulicre aw vorsinage de (§, n). En effet, on peut toujours écrire 1'équa-
tion d'un tel plan x—E—p(y—n)==0. Les composantes d'une translation amenant
(£, 1) en un point queleconque y=7+¢, z=E+pa de P (o0 ¢ est un nombre com-
plexe arbitraire voisin de zéro) sont pa et «. L'équation de la famille sera done

21 (x_p“» ?/—‘0‘)20
oll, puisque o est arbitraire, on peut changer ¢ en —« et écrire

pz,y, =@, (x+pa,y+a)=o0
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1°) pour ¢=o0 on a

9’1(§»77):¢(§a77;0)20>
o 09 _ 09 09 409 0Py OO
2) Ja =pr Ox + d:’/ et 0(}!(5’1770)_])40%' (§717) + oy (5:77)

Le plan P n’étant pas tangent & la surface ¢ en (§,7) on aura

ae 99,

Donec

3°) @, étant réguliére au voisinage de (§,7) on aura

%(5, 1) =0 ou bien %(g,n)am.

dx oy -
Or
dg _ 0 op 09
o= a (x+pe,y+a) et Ty dy (x+pe,y+a);

par suite il sera impossible que

o9 _O9
8x(§,7770)—

Og dg
1 S —_ 1
dx (gu 77) et y(bv 1?)0) 0y (§1 77)

soient nuls simultanément. TLes 3 conditions classiques étant remplies, la famille
de caractéristiques envisagée @(x, ¥, o)=@,(x+pa, y-+c) est analytique et réguliére

autour de (&, ).

CHAPITRE III.
Propriétés diverses, descriptives et métriques de ’ensemble E.

On va les obtenir en appliquant de diverses fagons le théoréme général du
Ne 27 & Vaide de familles analytiques et réguliéres de surfaces caractéristiques
du type du N° 28.
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§ 1.

29. O étant un point fixe arbitraire de l'espace (z(, @y, ¥, ¥.), soit E
I'ensemble parfait des points ou une famille de fonctions f(x,y) cesse d'étre
normale; 2l est impossible que E contienne un point Py ot la distance OP de O &
un pornt P quelconque de F passe par un maximum relatif. Cest-a-dire tel que
pour tout point P de E situé dans une petite hypersphére de centre P,, on ait

distance OP < MCTP—O. On peut done affirmer qu'un ensemble parfait I
contenant un point P, jouissant de cette propriété ne saurait constituer a lui
seul 1'ensemble des points ou une famille cesse d’étre normale.

Je suivrai en le simplifiant l'exposé de E. E. Lévi, qui a énoncé cette pro-
priété pour I'ensemble des points singuliers essentiels d'une fonction méromorphe.
On supposera que O est lorigine, que le point P,, 4 supposer qu’il existe, a
pour coordonnées (5,n) et que |{|==o0. [Ce sera le point (£, 7) du théoréme
général, vis & vis d'une certaine famille de caractéristiques qu'on va définir
maintenant.]

30. Montrons d’abord qu'on peut construire une caractéristique réguliére o,
tangente en P, & I'hypersphére de centre O de rayon OP,, n'ayant en commun
avec la surface de cette hypersphére que le point P, dans le voisinage de P,.
Il est naturel de 'penser a une caractéristique plane.

Soit (I} x—&=aly —n) 'équation de cette caractéristique ¢.' Elle passe par
E=E +i&, n=n,+71,. Prouvons qu'on peut choisir a=a,+7a,, de fagon que
pour |z—E| <o, |y—nl<e on ait |z[*+|yP=|E|P+| [, Végalite wayant Lew que
pour x==£,y=n. De (I) on tire

(2) =5 + [a, (1~ 1) —as(y—1))
5 v
x2:§2+[%(%‘"%)‘*’%(?/2"%)]-

La distance OP est donnée par OP*=x!+ai+y:+y:=F(y;, ¥s)-
11 faut prouver que F passe par un minimum relatif isolé pour y,—7,,

ys=1n, lorsque a est bien choisi

F(.%» 92):% +y,+ [§1 +a1(?f1_"h)_“2(?/2“772)}2+ 5+ “2(.%‘—’71) + “1(?/2"*‘?2)]2-

! On suppose ici la résolution faite en fonction de g, ce qui est possible car §o0. 8i on
avait §=o, 5#+0, il faudrait prendre ¢ sous la forme y—n=a(x—§) et on trouverait a=o, parce
qu'alors la caractéristique plane tangente en P, a4 I'hypersphére O P, serait y=7.
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On a!
1 {0F 1{0F
2 (5?2)1’0 %“’71 +&a,+ 8 a,; 2 (b@)ﬂ) =ny+ &0, —& 0,
1 (°F\ . I (?F) - 5
2(0y9%—444a|~1+a1+a% 2(0y2%—4+1ﬂ

(_02) .
0y, 09,/ p,

Les dérivées d’ordre supérieur sont identiquement nulles.

Pour que F passe par un maximum relatif pour P, il faut d’abord

1+ &1a,+5a,=0
(3)

Nyt 80, —& az=0.

On a 2 équations linéaires en a,, a, dont le déterminant est & +E&i=|£|%; il est
=0 par hypothése (on s’explique ainsi la note (1), page 77). On déterminera ainsi o
d’une maniére unique et on obtiendra la caractéristique plane unique tangente en
P, & l'hypersphere de centre O de rayon OP,. a étant ainsi choisi on peut
écrire [en posant par exemple dans les 2 premiers termes y,=(y,—n,)+7,,
Yo=(ys—ns) + 1s]

Flyy, y)=8 + 5+t + 0 + 1+ al] (g, —n0) + (2 — )]
et I'on voit que, sauf pour y,—n,=y,—7,=0, on a toujours
Flys, y)>E +E+ni -+,

La caractéristique® plane ¢ n'a dans tout Uespace que le point Py(§, n) de commun
avec I'hypersphére OP,.

31. Cela étant, le plan caractéristique n:aﬁzg contenant O P, »’est pas

§

oOF 0F
! Par (_4_) on désigne, en abrégé, l'expression —— (17,; 7s).
8y.)p, g g P 9y, Nis

* E. E. Lévi prend une caractéristique plus générale z—E=a(y—n)+by—x)"+ -+ et montre
quon peut choisir ¢ et b de facon gwau voisinage de P,, elle ait le seul point P, commun avec
I'hypersphére; le calcul ne différe du précédent que par une inégalité i laquelle doit satisfaire | 5].
Ici on a pris b=o.
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tangent en P, & o.' Done, d’aprés le N° 28, si I'on assujettit ¢ & toutes les
translations qui transportent P, en un point quelconque de =, on déduit de ¢
une famille de caractéristiques analytique et réguliére au voisinage de P,. Cette

famille est méme réguliére dans tout l'espace car son équation générale sera
x—E+AE=aly—n+An),

ol 4 est une constante complexe quelconque, et I'on n'a pas {—a%n=0,% car o ne
passe pas par l'origine.. Donc on peut résondre en A l'équation précédente et la
famille est bien réguliére dans tout 1'espace.

La caractéristique ¢ n'a, dans le voisinage de P,, que le point P, de
commun avec l'ensemble FE puisque, par hypothése tous les points de E, au
voisinage de PF,, sont intérieurs & I'hypersphére OPF, ou sur sa surface. Quant
aux caractéristiques déduites de ¢ par une translation assez petite dirigée suivant
OP,, de O vers Py, c'est 4 dire de composantes (05, 0&,, 07,, 05,) (6>0) il est
clair que tous leurs points sont 4 une distance de O supérieure ou égale a
(1+6) X distance OP, et par conséquent elles n’auront aucun point commun avec
E au voisinage de P,. Il y aurait donc une infinité de surfaces caractéristiques
de la famille n’ayant au voisinage de P, aucun point commun avec E. Ceci
contredit le théoréme général N° 27.

32.  Corollazres.

I. L'ensemble E des points ot une famille de fonctions holomorphes f{z,y)
cesse d'étre mormale ne pewt contenir un ensemble parfait isolé tout entier & di-
stance finie.

Car évidemment, si cela était, on pourrait trouver dans cette partie de E
isolée a distance finie un point tel que P, du théoréme précédent.

IL. 8¢ une famelle de fonctions holomorphes f(x,vy) est normale en tous les

! Cest visible, ear ¢ est contenue dans I'hyperplan
& (@ —E)+ &a(s— &) + Yy —m) + 72 (y—m)=o0,

tangent en P, 4 I'hypersphére, et cet hyperplan est normal aun vecteur O P,, tandis que 7 contient
le vecteur OP,.
* En effet, les équations (3) qui déterminent a, et @, s’ecrivent en une seule:

n+&a’=o0, d’=a,—ia, valeur conjuguée de a.

8i Ton avait &§=ay, on tirerait de 14 #[1+ |a|*|=o0, par conséquent =0, et par suite {=ay=0
ce qui est impossible.
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points d'une hypersurface fermée, elle est normale en tous les points intérieurs a
cette hypersurface.*

33. Du théoréme du N° 29 on peut encore déduire le théoréme suivant.
Soit dans le plan x le domaine cireulaire 4, |x|<r, dans le plan y un domaine
borné A limité par un contour O' quwon suppose intérieur au cercle |y|<r'. St
une famille de fonctions f(x,y), holomorphes dans le domaine (4, 4') et sur sa
Jrontiére, est normale:

1°) en tout point (0,y) de ce domaine, pour lequel y est intériewr & A" ou sur (',

2%) en tout point (x,y) de ce domaine, pour lequel |z|<r et y est sur C', alors
la famille est normale en tout point (x,y) pour lequel |x|<r et y dans A', ¢est--
dire en tout point intériewr au domaine (a, 4.

En effet si le théoréme n’est pas vrai il existe au moins un point P(§,77),
|[E]<r et 5 dans ' ou la famille n'est pas normale; posons |£|—e; P(£, 7)
appdrtient a l'ensemble appelé E.

La famille étant normale en (0,y) lorsque y est dans o et sur (', est
aussi normale dans un certain domaine [|x|=<g,, ¥ dans 4 et sur '], & condition
que @, soit pris assez petit. Soit C, ce cercle de centre o, de rayon ¢, dans le
plan . L’hypothése est qu’il existe un point (§,7) de l'ensemble F i)our lequel
0, <|§|<r, n dans 4’; E n’a aucun point dans le domaine (C), #) et sur sa
frontiére, tous les points de F sont donc dans le domaine (4., 4') [en appelant
4, Tanneau compris entre les 2 cercles C et ()], ou sur sa frontitre, mais
seulement sur la partie de la frontiére pour laquelle ]x|=7 et y dans A4 ou sur
C'. Il n'y a pas de point de E sur la partie de la frontidre pour laquelle
||=e¢,, y dans 4" ou sur (', & cause du choix de ¢, et il n'y en a pas sur la
partie pour laquelle || <r, y sur ', & cause de I'hypothése 2°. On va faire

une transformation ch—lz » Y=y, k étant une constante positive que l'on choisira

de maniére & produire une contradiction avec le théoréme N° 29.
34. Les fonctions f(x,y) étant holomorphes dans le domaine (7,, 4') de-

viennent des fonctions f (Xk—' Y)IF (z, y) holomorphes dans le domaine (d,, ') et

sur sa frontiére, ou ¢, est I'anneau du plan X défini par ;C— = |X] Sgi- De plus
1

! Par la les familles de fonctions de z variables se distinguent des familles de fonctions
d'une variable: on sait en effet gqu'une famille de fonctions de z peut étre normale en tout point
intérieur & un cercle, sauf au centre, 4 condition de contenir une suite qui tende vers l'infini en
tout point distinet du centre, tout en restant bornée au centre.
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elles forment une famille normale en tout point [lX I:gﬁ’ Y dans 4’ ou sur C']
: 1

et en tout point [;ﬂ <|X|< —QZ—C—, Y sur O']- Si € est 'ensemble des points ot
1
la famille des F n’est pas normale, on sait que, d'une part € contient le point
k

SB[EZE’ Y =17] intérieur & (0, ) et dautre part, les seuls points de € qui

soient sur la frontiére de (d,, #') sont des points pour lesquels | X| =;I-f et ¥

dans 4" ou sur C’. La distance & l'origine d'un point quelconque de cette partie

de la frontiére sur laquelle peuvent sé trouver des points de €, sera donc infé-

rieure a ]/P—H"'? puisque C’ est intérieur au cercle de rayon #'. La distance

a l'origine du point P est

Si on a choisi

¢'est-d-dire

il s'en suit que la distance du point B & Uorigine surpasse la distance & Iorigine
de tout point de € situé swr la frontiére du domaine (38,, £').

35. Ceci étant, envisageons tous les points de € intérieurs au domaine
(0;, 4") ou sur sa frontidre. Ils forment un ensemble €, fermé comme G lui-
méme, et borné comme le domaine (d;, #); il y a donc un point de €, dont la
distance 4 l'origine est maximum et ce point n’est pas sur la frontiére de (d,, 4°)
puisque B, point de €, intérieur au domaine, est 4 une distance de 1'origine sur-
passant celle des points de €, situés sur la frontiére. Soit P, ce point, il est
intériewr aw domaine (0,, #'). L’ensemble € ne comprend donc, au voisinage de
Bo que les points de €, et par suite B, est dans les conditions d’application du
théoreme du N° 29, car c’est un point de € ou la distance a l'origine passe par
un maximum relatif. Il y a donc contradiction i supposer l'existence du point

P, d’ou suit I'exactitude du théoréme du N° 33.
11—25280 Acta mathematica. 47. Imprimé le 24 septembre 1925.
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36. On peut encore énoncer ce théoréme de la facon suivante. Sz la famille
des fonctions f est mormale pouwr |x| <r et y sur O et si pour un certain point x,
(o | <<r) 4l existe un point y, intériewr & A tel que la famille des f cesse d'étre
normale au point (x,, Yo), alors, & toute valewr & intérieure & |E| <r, correspond au
moins une valewr 1 située dans A" ou sur (', telle que la famille des f cesse d'étre
normale aw point (&, n).

37. Au lieu de considérer dans le plan x un cercle C, |z|=r, on pourra
considérer un domaine quelconque 4 borné ou non, limité par un ou plusieurs
continus de nature quelconque et on aura le théoréme tout & fait général:

8t la famille des fl(x, y) holomorphes powr x dans A et y dans A" ouw sur (',
est normale:

1°.  En tout point (x,y) o = est intérieur & 4 et y sur C'.

2°.  En tout pownt (a, y) ot a est une certaine valewr intérieure 4 A et y une
valeur quelconque intériewre o A ou située sur C', la famille est normale en tout
point (x, y) o x est intérieuwr o A4 et y dans A" ou sur C.-

En effet tout point x, intérieur & o/ peut étre uni & ¢ par une ligne brisée
intérieure & 4. Par le procédé classique usité en prolongement analytique on pourra
décrire un nombre fini de cercles Cy, C,, ... Oy, tels que C; empiete sur C;—; et sur
Cit1, le centre de C;y; étant par exemple dans C;, C; contenant a et (, contenant
%y, enfin le chemin brisé (zx,) étant intérieur & l'aire couverte par les cercles.

En vertu de l'hypothése et du théoréme N° 33 la famille sera normale pour
(@, y) z dans C, et y dans 4" ou sur (', et par conséquent en un certain point
(s, ¥), ol z, est & la fois dans O, et dans O, x, étant par exemple le centre de
C,. Une mnouvelle application du méme théoréme prouvera que la famille est
normale pour (x, y)  dans C, et y dans 4 ou sur (' et en particulier pour z;,
centre de C, intérieur a (,. De proche en proche on verra que la famille est

normale en (x,, ¥), ¥ étant quelconque dans 4" ou sur (.

§ 2.

38. Les propriétés précédentes de l'ensemble E sont d'un ordre trés géneral.
On peut les préciser davantage en suivant une marche analogue 3 celle qu’'a
suivie M. F. HarToas dans ses 2 mémoires des Math. Annalen tome 62, et des
Acta Mathematica tome 32 pour explorer 1'ensemble des points singuliers d'une
fonction analytique; les résultats obtenus ont été, et par une marche toute paral-
léle, étendus par E. E. Livi 4 I'ensemble des points singuliers essentiels de ces
fonctions. Une fois que le théoréme général N° 27 est établi, en le maniant
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comme les 2 auteurs précédents le font de leur théoréme fondamental qui est
tout & fait analogue & ce théoréme général (voir E. B. L&vi, Annali di Matéma-
tica tome 17, série 3. N° 4 et 5) on parvient & des propriétés métriques de F
tout & fait remarquables. Je me contenterai ici de les énoncer, les démonstra-
tions étant absolument les mémes que celles que donnent les auteurs précédents
pour les propriétés correspondantes des ensembles qu'ils ont considérés. Pour
certaines d’entre elles, je montrerai d’ailleurs par la suite qu'elles sont liées en-
semble, et qu'elles entrainent comme conséquences les propriétés correspondantes
des ensembles considérés par M. M. Hartogs et Lévi. Je suivrai par exemple
I'ordre d’exposition adopté par B. E. Lévi.

30. Si une famille de fonctions holomorphes f(z, y) est normale en tout
point (0, y) pour lequel y est intérieur 4 un domaine borné ' ou situé sur sa
frontiére (', il est clair qu'a tout point y, de 4 ou de C’ correspondra un
rayon maximum Ry, tel que la famille des f soit normale en tout point (|2 | <R,,,
y=1y,) mais cesse d'étre normale en un certain point au moins (x,, ¥,) pour lequel
|zo] =Ry Si on considére les points de E situés dans le plan y=y,, ils forment
un ensemble fermé et R, est la plus courte distance de y=0 aux points de cet
ensemble.

1°. On voit d’abord que R, est une fonction positive de y, semicontinue
inférieurement dans 4'. (est-d-dire que, & étant donné, arbitrairement petit, on
peut déterminer 7 tel que l'on ait Ry =R, —e&' pour tout y satisfaisant & |y—y,|<7.

2°. St Uon peut trowver wne fonction réelle py de y, et y, (y=y,+2y,), satis-
Jazsant aux conditions suivantes:

a) Sur la frontiére C' de 4

o<py =R,
b) a Uintérieur de A’

?log p, O°
og py 9 10g219y —o,
0y 0y,

alors on awra dans A et sur O
Py=R,.

! En ce qui concerne les discontinuités possibles de la fonetion Ry, on pourra se reporter
an mémoire de M. HARToGS (Math. Annalen t. 62, § 7) dont les résultats s'appliquent immédiate-
7w
ment ici en considérant la famille des Sy (x, y)=2 fe(y). %, associde au développement S(x, y)=
k=0
s 2]
=2 fely).xk, que M. Hartogs considére dans son mémoire.
0
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Pour la démonstration de ces 2 propriétés voir E. E. Livi N° 10 du mémoire
cité, en remplagant simplement les mots »point singulier essentiel d'une fonetion
S(x, y)» par les mots »point ot une famille de fonctions f(x, y) cesse d’étre nor-
male> et les mots »point ou une fonction f(x, y) est holomorphe ou méromorphe»
par les mots »point ot une famille de fonctions f(x, y) est normale>. On raméne
ainsi aisément le théordme 2°. au théoréme du N° 33 ci-dessus.

3°. 8, dans les hypotheéses du 2°, l'égalité R,=p, est réalisée pour un point
au morns y=y, dans A, on aura partout dans A4 R,=p,.

4°. 8¢ Ry, admet des dérivées des dewx premzers ordres par rapport & y, et
Yo, ces dérivées satisfont & la condition

d*logR, 0*logR

Yy <0
2 2
0y, 0y,

Pour la démonstration de 3° et 4°, voir P. HarTocs Math. Annalen tome 62, § 8
avec les modifications de mots déja indiqués pour les théorémes 1° et 2°. Je
montrerai d’ailleurs, (voir chapitre 5, § 2) aprés I'étude des restrictions auxquelles
est soumise une hypersurface ¢ (x,, x,, ¥;, ys)=0, lorsqu’elle constitue 1'ensemble
L, que le théoréme 4° est en réalité une conséquence de ces restrictions, ce que ni
M. Hartogs, ni E. E. Lévi ne pouvaient voir, I'un, E. E. Lévi puisqu’il s’attachait
uniquement aux points singuliers essentiels des fonctions, sans se préoccuper des

points singuliers de lewrs représentations, c'est-d-dire des points ol les représenta-

tions usuelles (par exemple la représentation f(zx, 1/):-—2, Sr{y) . x%) cessent d'étre
K=0

valables; l'autre, M. Hartogs, parcequ’il ne connaissait pas les restrictions aux
hypersurfaces =0, frontiéres de régions ot une fonction f(z, y) est holomorphe
ou méromorphe, cette découverte étant I'oeuvre propre de E. E. Lévi.

40. A Taide des théorémes énoneés au N° 39 (2° et 3°), et du théoréme
général N° 27, en raisonnant comme le fait M. Harrocs dans son mémoire des
Acta Matématica tome 32, avec les modifications de language indiquées au N° 39
(2°), on obtiendra les 2 théorémes suivants qui précisent d’'une manidre trés inté-
ressante la nature de l'ensemble E sous des restrictions simples.

1° 87 (x=o0, y=0) est un point de E, et si, de plus, dans un certain voisinage
de lVorigine (|x|<r,lyl<), il wexiste quun point de E au plus (y=n) dans
chagque plan x=E§, la famille considérée étant normale aux points (x=E, y=n) dans
le voisinage tndiqué, alors & tout point x=& suffisamment voisin de E=o correspond
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certainement une valeur et une seule y=q (), telle que la famille cesse d'étre normale
au point (&, (&) et la fonction @(§) est analytique et holomorphe au voisinage de
Uorigine.

- En d’autre termes le continu E sera ume caractéristique réguliére dans le
voisinage de l'origine s'il n’est coupé qu'en un point au plus par tout plan carac-
téristique =% assez voisin de l'origine (voir F. Harrocs, Acta Math. tome 32
page 70).

2° Dans les conditions du 1° c'est-d-dire si (x=o0, y=0) appartient o E et st
c'est le seul point de E situé dans le plan x—=o pour lequel |y|<+’, s'4l correspond
o x=E[|E|<r] exactement n valewrs 7, 0y, . .. qa[|n:|<r’), telles que la famille con-
stdérée cesse d'étre mormale aux points (8, n;) du plan x=E, tout en restant normale
au voistnage de ces points dans le plan x=§, les fonctions symétriques élémentaires
des i seront fonctions analytiques holomorphes de & pour |E|<r et §'annulant pour
§=o0; les fonctions n;(§) seront analytiques autowr de E=o et auront, en E=0 un
potnt critique algébrique au plus. (Voir HarToas Acta Math. t. 32 p. 76.) Le
continu E sera, ici encore, (au voisinage de l'origine) une caractéristique réguliére

qu'on pourra représenter dans le domaine [|z|<7, |y|<#'] par une équation
Y+ a @)y +ay (1) y" 7+ - 4 an(x)==0,

les a, étant holomorphes pour |z|<r.

§ 3.

41. On va-maintenant examiner & quelles conditions une nappe d’hypersur-
face S représentée par ume équation @ (x, 2,, ¥;, ¥)=0 peut appartenir a l'en-
semble F et d'une fagon précise examiner le probléme suivant:

Dans un domaine de l'espace x;, y, ¥y, ¥s [x=2,+ 22y, y=y, +1¥,], traversé
par la nappe d’hypersurface S(p=o0) et an voisinage d'un point P(§, 1) de cette
‘nappe (probléme local) une hypersphére de centre P est partagée par la mnappe
considérée en 2 régions, chacune d'un seul tenant, l'une définie par ¢>o0, l'autre
par @<<o, si l'on suppose, ce que nous ferons pour ne pas introduire de complica-
tion étrangére au sujet, que le point P est un point régulier de I'hypersurface
{on supposera que ¢ admet des dérivées des 2 premiers ordres, continues autour
a9 09 g Op
Ox,’ 0y’ dy," Oy,
nulles & la fois.) Existetil dans chacune des 2 régions précédentes, une famille

de P, et en outre, au point P, les quatre dérivées ne sont pas

de fonctions f(r, y) holomorphes dans 'hypersphére considérée, normale dans la
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région considérée et cessant d'étre normale en tout point de I'hypersurface p=o0
qui appartient a la frontidre de la région considérée? On va voir que ce w'est
pas possible en général et qu'ume telle famille ne peut exister que dans 'une seule-
ment des 2 régions précédentes.

42. Cherchons d’abord les conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire
@=0, & supposer que la famille est normale dans la région @>o0 et cesse d’étre
normale en tout point de ¢p=o0 frontiere de la région considérée. On va appli-
quer le théoréme général N° 27. Supposons qu'on puisse construire une surface
caractéristique 3 passant par P, réguliére en P, touchant en P I'hypersurface
S[p=o0] et n'ayant, au voisinage de P' d'autre point commun avec S que le
point P lui-méme. Elle sera au voisinage de P, dans l'une ou l'autre des 2
régions ¢>0 ou @ <o: prouvons que s¢ la famille f est normale dans ¢>0 et cesse
d'étre normale en tout point de S la surface = doit appartenir 4 la région ¢ <<o.

En effet, de = on déduit une famille, réguliére autour de P, de caractéristi-
ques régulidres, en assujettissant = a4 toutes les translations qui aménent P en
tout point voisin de P qui appartient au plan caractéristique passant par la
normale 3 S en P (on a vu plus haut, N° 28, qu'une telle famille est réguliére).
Si la translation précédente est assez petite et dirigée suivant la normale a S du
coté de la région & laquelle appartient =, il est clair que la surface caractéristique
obtenue n'a aucun point commun avec S au voisinage de P. Par suite, si I
appartenait & la région @>o0 ol la famille des f est normale, il existerait des
surfaces caractéristiques de la famille envisagée (precisément les derniéres dont
on vient de parler) voisines de I et »n'ayant aucun point commun avec S. Sur ces
caractéristiques particuliéres, la famille serait au voisinage de P, normale en tout
point, puisque les seuls points de la région considérée ou cette famille cesse d’étre
normale sont les points frontiéres appartenant & S. Or cela est impossible en
vertu du théoréme N° 27. Car, sur 3, la famille des f étant, au voisinage de
P, normale en tout point sauf en P il devrait exister sur toute caractéristique
de la famille considérée voisine de = un point au moins voisin de P ou la famille
cesse d'étre normale. Il faut donc bien que I appartienne a la région ¢ <o.

43. Or, construire une surface caractéristique =, tangente en P 4 §, n’ayant

au voisinage de P en commun avec S que le point P, c¢’est un probléme que

! L'expression, »voisin de P» ou »au voisinage de P», qu'on va souvent employer dans la
suite, veut dire »dans une certaine hypersphére de centre P, de rayon assez petit convenablement
“choisi», ou encore »dans un certain hypercylindre de centre P défini par |x—&|<p, |y—n|<¢,
¢ et @ assez petits».
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E. E. Livi a résolu dans son Mémoire déja cité du tome 17 série 3, des Annali
di Matematica. Je me contenterai ici de rappeler les résultats du § 3 de ce
mémoire, renvoyant le lecteur & ce mémoire pour leur démonstration.

Supposons, pour fixer les idées, qu'au point P, I'une au moins des dérivées

og o9 , , L . ,_0”902%’)2
D’ O, soit 0. Il en résulte qu'en ce point 'expression A ¢~(0x1 + D,

sera ==0. Posons, suivant les notations de E. E. Lévi:

o (0@\? (0p\® . ¢ O . 0@ O
io=(Ge) +(on) - 405 E e E o Ale=Gla Tk

3 est alors définie par une équation développée en série de Taylor
() z—f=aly—n)+bly—n)’+ - a=a,+iay, b=b, +iby, E=E +7&,, n=n +in,,
et les termes non écrits étant d’ordre >2; on en déduit en décomposant

(2) {xl_glzal(?ll—’h)“‘%(?/2_772)+ by, —n1)*—by(ys—ns)*—2 b2(?/1—’71)(%"_772) +o
2 - .
x2_§2:“2(?/1_711) + al(?/sz_’?z) + bz(yl_m)z_bz(%_ﬂe)2 +2 bl(?/l""h) (92—772) T+

Pour connaitre le signe de .¢ sur la caractéristique 3, signe qui doit étre le méme
en tout point de =, distinet de P, voisin de P, on substitue dans ¢ (x,, 5, 5, Ys)
a- x, et x, leurs expressions déduites de (2) en fonctions de y, et y, variables
réelles indépendantes. Le résultat de substitution sera alors développé par la
formule de Taylor en (y,—1n,) et (yo—1,) et le terme constant sera ¢ (§,, &, 7., 7,)=0;
ce développement est, en n’éerivant que les termes d'ordre<2z,

(3) @ (@1, T, Y1y Y) =2 (11— 1) + Ao (o —15) + 1y (g, —7)* +
+ 2 5 (s — 1) (o —12) + (y2—¥~172)2+ e

ot les expressions de A, A, dépendent de @, a, et des dérivées premiéres de ¢
au point P et p,, p,, py dépendent de a,, a,, by, b, et des dérivées 197 et 2% de
@ au point P. Ces expressions sont assez compliquées. Nous ne les écrirons pas.

Pour que I soit toute entidre dans une des 2 régions @>o0 ou p<o sauf
le point P il faut que le développement (3) conserve dans la région |y~ |<e,
|y:—n.| <&, un signe constant. Pour cela il faut que i,==1;=0 et ensuite que la
forme quadratique p, Yi+2p, ¥; Y,+u, Y ait un signe constant et ne s’annule
que pour Y,=Y,=o0, en d’autres termes que cette forme soit définie.
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Les conditions 4,—=24,=0 donnent

99 99 9

“oum T gz, oy, © ‘

on sous-entend que les dérivées sont prises au point P.
op _, 99  Og

oz, 20x1+(9y2

Le déterminant de ces équations en a;, a, est 4, p=0; on en tire a, et a, et

T'on voit que le plan caractéristique tangent en P 4 3 doit étre situé tout entier

dans l'hyperplan tangent en P & S

[‘9_¢‘9_¢+‘7l 090]

“=T g dx, Dy, Oxy Oy,
(4) )
e I [04}) op O¢ d_q)]
T Sy p 0z, Oy, (?x2 dy,

I1 faut en outre et il suffit que la forme (u,, s, us) soit définie, et pour qu'elle
appartienne a la région @ <0, que cette forme soit défince négative; cela exige
que p;—pu puy<<0, et que les 2 termes u, et p, soient négatifs. Il revient au

méme d'exiger
p—p <O avec g, +uy<o.

Or on a

_O¢, O
,ul—(%c1 b, + Dy b+ 4,

Ho= g:f b,— (p b,+B, ou A,, B;, C; ne dépendent pas de b, et b,
2 1

17}
Uy =— O:Zbl— q;bz‘*' ¢

done
utps=A,+

La forme sera donc positive si 4,4+ C,>o0 et négative si 4,+ 0,<o. La condi-
tion pour que la forme soit définie pourra s’écrire

op 6‘¢ o9, , Oy ][6‘_90 922_]
[(Mgb b2+B] [ b+ 52 bt | | 52 bt 5T 0 | <o
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Si b, et b, sont regardées comme les coordonnées cartésiennes d'un point, le
1’ membre égalé & zéro représente une ellipse, car I'ensemble des termes du
2¥me Jegré est une somme de 2 carrés

99 9.\, (%9 dw )
(520—970) "+ (92,4 520,

A Tinfini l'inégalité n’est pas satisfaite. I ellipse est tangente aux 2 droites
paralléles u,=o0, p;=0 aux points ot u,=o les coupe. A lextérieur de lellipse
le 1" membre est >o0. Pour que l'inégalité soit possible il faudra qu’ & l'inté-
rieur, sur la corde des contacts u,=o, elle soit satisfaite. D’abord les 2 droites
@, =0 et u,=~0 doivent étre distinctes car si les 2 droites sont confondues on a
A, +0C=0 et le 1 membre devenant une somme de carrés ne peut étre <<o.
Les 2 droites étant distinctes, c’est-d-dire AI—F Cy=Fo entre ces 2z drottes sur la
corde des contacts, les 2 factewrs u, et —p, ont des signes opposés et I'inégalité
est vérifiée.

Il faut donc et il suffit que 4,+ C,Fo0. Si 4,4+ ;>0 la forme sera définie
positive, si 4,4+ C;<o la forme sera définie négative. Pour quil soit impossible
que I tombe dans la région ¢>o il fandra donc supposer 4,+ C;<<o aun point
P et, a cause de la continuité des dérivées secondes de @, dans une petite région
de § autour de P, pour quiil en soit de méme si on remplace P par tout point
de S voisin de P.

En détaillant 4,4+ C, on a

A1+01=zlyw{d;w.dllyq>+dg¢‘dl¢—
_2[0‘90_.2%@.%][ ]
Ox, 0y, Oxy Oy, (9991(?1/1 dx20y2

_2[%.999_0_90. ][ ]
dx, Oy, Oxy, Oy, (9:1:103/2 0902(?1/1

Or 4, p=+o0. Donc la condition sera équivalente & Clpl=2.4 ¢ .(4,+ C)=<o.

La condition nécessaire a laquelle on aboutit est done C[p]=<o, elle est symétrique
en x et y et on a le théoréme général suivant.

44. Théoréme. 1°. Powr quil existe, dans U'une des deux régions ¢ >0 ou
p<o, une famille de fonctions f(x,y) normale en tout point intériewr & la région,
et cessant d'étre normale en tout point de Uhypersurface =0 qui appartient & la

12—~25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 25 septembre 1925.
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Jrontitre de la végion considérée, il est nécessaire que Uexpression Clg] conserve un
stgne constant sur toute la partie de Uhypersurface o=o0 que Uon considére. St l'on
a constamment Clp|=<o, la famille des fonctions f(x,y) ne pourra exister que dans
la région p=>o0; st lon a Clpl=o0 la famille ne powrra exister que dans la région

@<0. On a pour Clp] Uexpression suivante:

- G-l (- G- Sl -
C["’]_(axi*@x:)[(fyl +(07/2)]+ oy T oy (Oxl oz,

; K 2 A2
. (@i.@+%.a¢)(0¢ d¢)

Oz, Oy, 0Oz 6;% Ou; 0y, Oy 0y,

+ dp Op Odg¢ 0¢p)( *e 3 e )
0z, Oy, 0Oxy, Oy \Ox; 0y, 0x30y,)

2°.  Powr qu'il existe une famille f(x,y) dans chacune des régions ¢=>o et
@ <0, il faudra que @ satisfasse & I'équation aux dérivées partielles Clpl=o0.

CHAPITRE 1V.

Quelques réciproques aux propositions préecédentes.

On va examiner maintenant dans quelle mesure les propriétés de E précédem-
ment établies sont caractéristiques en étudiant les réciproques des théorémes

énoncés.

g 1.

45. On a vu en établissant le théoréme fondamental N° 16 que si une
famille de fonctions f(x,y) est normale en tout point du plan x=o voisin de
y=o0 sauf au point y=o0 lui-méme, on peut extraire de la famille une suite par-
tielle de fonctions f,(z, v), f;(x, ¥), ... fu(x, 9), ... pour lesquelles les équations
Jfn(0, yy=0 admettent dans un petit cercle I' de centre y=o0, & partir dun certain
rang, une ou plusieurs racines y, dont le seul point-limite pour n=c0 est le point
yf—o. Cette propriété s'étend aussitdt au cas ol la famille f est normale en tout
point voisin dun point particulier P d'une surface caractéristique réguliére pas-
sant par P, excepté au point P lui méme: P sera limite de points Py (zx, yn) oU
Jol(Za, yn)=0 et situés sur la caractéristique, et ce sera le seul point-limite de

pareils points situé sur la caractéristique considérée dans une petite région entourant
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P. A cet égard les points de E apparaissent comme poinis-limites de U ensemble des
continus f(xz, y)=o. On va démontrer la réciproque de cette propriété.

46.  Soit une suite infinie de fonctions f (x, y), holomorphes dans un domaine
V de Uespace (x,, xy, 4y, ys) telles que les continus fn(x, y)=0 atent une infinité de
points-limites P entérieurs a V (et formant un continu), on peut former une famalle
de fonctions @a holomorphes dans V, ayant mémes zéros que les fn, et qui ne cessera
d'étre normale dans V quaux points P, imites d'une infinité de continus f,(x, y)=o.

D’abord il est clair que si les continus f,==0 ont un point-limite P, intérieur
a ¥, ils en auront une infinité formant un continu passant par P,.

En effet envisageons une hypersphére S, intérieure & ¥V, de centre P, de
rayon . Il existe une infinité de continus Ja=0 qui ont des points intérieurs
a S, 4 savoir les continus f,(x, y)=o0 (¢=1, 2,...%) qui admettent P, pour point-

limite. Chacun de ces continus devra couper la surface de S en au moins un

point, car, dans le cas contraire, la fonction = Fy,(x,y) analytique dans V,

1
fn¢ (xﬂ/)
holomorphe sur S, serait holomorphe dans S en vertu dun théoréme connu de
M. Harroes.' Or I, est certainement infinie aux points intérieurs & S ol
Ju,(x, y)=0. Sur chaque hypersphére de rayon r intérieure & V et de centre P,
il y a une infinité de points Pu, Py, ... Py, ..., Pn, étant zéro de fo,. Ces
points ont au moins un point-limite. On voit donc que les continus fy, (x, y)=0
ont un point-limite an moins sur chaque hypersphére de rayon » ayant pour
centre un de leurs points-limites particuliers. L'ensemble des points-limites com-
prend donc bien un continu passant par P,.

47. A chaque point (x, ) du continu C,, 7, (z, y)==0 on associe une hyper-
sphére | X—x|*+| Y—y|*=r de rayon 7,* de centre (x, y) et on envisage 1'espace
Va balayé par cette hypersphére lorsque (x, y) décrit le continu C,. Si on suppose
V borné ou si on n'envisage qu'une partie bornée de ¥, cet espace balayé V5,
a un volume borné qui tend vers zéro avec 7,: On peut le définir comme 1'ensemble
des points qui sont & une distance de ), inférieure ou égale & r, et cet ensemble
se réduit & C, quand r, tend vers zéro. Les points de V extérieurs a Vi ou situés
sur la frontiere de V, forment un ensemble fermé en tous les points duquel

Julz, y)+0. Sur cet ensemble [f,| a un minimum certainement >0 que 'on peut

! Sitzungsberichte der M. P. Klasse der Kgl. Bayer. Akademie der Wissenschaften Bd. 36,
1906, Heft 1: »Einige Folgerungen aus der Caucbyschen Integralformel bei Funktionen mehrerer
Veriinderlichen» von F. HArTOGS Page 231, § 3.

? Les rn seront des nombres positifs choisis arbitrairement sous la seule condition qu'ils
tendent vers zéro quand n devient infini.
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appeler a,. Done en tout point de cet ensemble |/, (x, y)|>a». On forme la

famille des @, (z, y) définies par ¢.(z, y)=n ]%,?/)
n
Ces fonctions sont, comme les f,, holomorphes dans V, et elles y admettent
les mémes zéros. On va prouver que les seuls points ou la famille des @n n'est
pas normale, sont les points-limites des continus ), définis par f(x, y)=o0.
En effet
- 48. 1°.- Soit B un point de V qui n'est pas point-limite pour les continus
Cn. Cela veut dire qu'il existe une hypersphére de centre ¢ de rayon d a l'inté-
rieur de laquelle ne pénétre aucun continu C, dés que n=n,. Par conséquent
Q est & Vextérieur de tous les espaces V, pour lesquels 7, <<d; comme 7, tend vers

zéro pour n=-c0 on voit que § et une petite hypersphére ¢ de centre ¢ de rayon
d s (o R
5 sont a lextérieur de tous les V, dés que » surpasse une certaine limite »,.

On a donc au point @ et dans toute U'hypersphére o, |/, (z, )| >an dés que n>n,
et par suite dans o, |@.(x, y)|>n. Dans o la suite des ¢, converge donc uni-
formément vers l'infini: c'est une suite normale dans o.

49. 2°. Boit P(x,, ¥,) un point-limite de continus fn=0. Il existe donc une
suite d'indices 7y, %y, . .. 7p, . . . tels que la plus courte distance de P au continu Cy,
défini par f,,,p(x, y)=0 soit un nombre @n, qui tend vers zéro quand p devient infini.

Si la famille des @, était normale en P, de la suite infinie @.,, @n,, - - . @uy,, - -
on pourrait extraire une suite @u,, @n,, . .. Py - qui convergerait uniformément
vers une fonction limite ou vers l'infini dans une hypersphére o, assez petite, de
centre P. Or les indices 7', étant choisis parmi les indices n,: les continus Cw,
traversent tous g, dés que p>p,. Cela arrivera dés que ¢», <@, ¢, rayon de g;.
Sur Cw, on a @n,==0. Il est donc impossible que la limite de @n, soit l'infini
quand p devient infini, puisque pour p>p, il y a dans ¢, des points ol ¢gn,=o.
La limite de g@uw, est donc une fonction ¢ (z, y) holomorphe dans g, et dont la
valewr en P ne peut différer de zéro. Car si en P on avait p=a=0, on aurait

dans une certaine hypersphére o', de centre P, |p—a|<e, ¢ étant arbitraire.
. 1 . , 1
Prenons e—-;|a| on aurait dans o, Iq)|>;|a|. Comme ¢y, converge vers ¢

dans o'y, on aurait & partir d'un certain indice p, |pw,—g@|<s,, & arbitraire.

|l

Prenons & ="—. On aurait donc dans o', & partir d'un certain indice p;,

4
al

|q)n'p|> I;{— et ceci est impossible puisque, ¢u, tendant vers zéro, il arrivera qu'a
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partir d’'un certain indice p, les Cy, traverseront o, et par conséquent il y
aura dans ¢, des points ol @r,=0. On devrait donc avoir @ (75, yo)=0. Par
conséquent dans une certaine hypersphére ¢, de centre P on devrait avoir [ ¢(z, 4| <e,
¢ étant arbitrairement petit.  Et comme ¢, tend uniformément vers ¢ dans 0,
on devrait avoir dans o, |gw, (¥, y)|<<2& d& que p surpasse une certaine valeur.
Or cece est vmposstble. '

En effet, si on désigne g, le rayon de o,, dés que l'on aura g, p<g'(; (et cela
se réalisera & partir d'un certain indice p,) le continu Cy, pénétrera dans o,. La
partie intérieure a o, du volume Vi, correspondant tend vers zéro quand p devient
infini; il s'en suit que dés que p surpasse une certaine valeur on pourra, pour
chaque indice p, trouver un point au moins (z,, y,), intérieur & o,, et extérieur
& Vw,. En ce point on a |gw, (s, yp)| >n'p, et comme »’, devient infini avec p
il en résulte une contradiction avec I'inégalité | ., (x, y)|<2s dans tout o, ob-
tenue précédemment. L’hypothése que la famille des @, est normale en ¢ con-
duit & une contradiction, donc la famille des ¢, n’est pas normale en ¢. L'en-
semble I/, relatif & la famille des @, est donc bien l'ensemble des points-limites
des continus (, définis par f.(x, y)=0. Le théoreme du N° 46 est démontré;
j'en donnerai plus loin quelques applications.

§ 2.

50. Envisageons maintenant les propriétés établies au § 2 du chapitre pré-
cédent pour la fonction Ry, plus courte distance & l'origine des points de FE
situés dans le plan caractéristique Y=y et plus spécialement les propriétés énon-
cées au N° 39 (2°, 3°, 4°). On va prouver qu'elles peuvent étre considérées comme
caractéristiques; d'une facon précise, sz on considére une fonction V de y, et y,
(y=y,+1ys) que soit réelle, finie, qui ait des dérivées premiéres et secondes finies et

: - . e ;
dy; Oy
plan  complexe y, il est posstble de déterminer une famzlle de fonctions holomorphes

<0 dans un certain domaine 4 du

continues satisfaisant & la condition

S, y) pour laquelle Vensemble E des points ot la famille cesse d'étre normale donne
naissance & wune fonction Ry, qui soit précisément égale & e¥ dans le domaine A'.

En effet, au § 10 de son mémoire de Math. Annalen, dans les hypothéses
précédentes, et en outre, en supposant par exemple que la quantité K(y,y,)
définie par
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1 [2V 02V
K, == |5 + 5|

posséde dans .7’ des dérivées premiéres continues en y, et y,, M. Harroas con-

struit une série (1) @(z, y)=>D /s (y). 2" satisfaisant aux conditions suivantes.
=0

1°. Les coefficients f,(y) sont holomorphes dans .7'.

2°. Pour chaque valeur de y,=y,+¢y, intérieure & 7, il existe un nombre
Ry, jouissant de la propriété suivante: 3 tout nombre positif p<<R, on peut
associer un mnombre o tel que la série (1) converge uniformément pour |x|<o,
|y—y,| <o et lorsque ¢ tend vers R,,, ¢ tend vers zéro; cest-i-dire que la fone
tion représentée par la série (1) est holomorphe en tout point y=v,, |z| <R, et
posséde au moins un point singulier pour lequel y=v,, |x|=Ry,.

3°. Le nombre R,, est précisément égal & eV %),

Ceci étant, considérons la famille de fonections
Pn (.Z', 7/):2.}(;(7/) A
=0

A) Les ¢, sont holomorphes en tout point (z, y) pour lequel x est quel-
conque et y intérieur & .

B) La famille des ¢, est normale en tout point [y=y,, |z|<R,), y, étant
un point quelconque intérieur a4 7', et dans une petite hypersphére entourant ce
point, elle converge vers ¢ (z, ¥).

. C) Elle n’est normale en aucun point (x, ) pour lequel y=y, et |z|=Ry,.
Supposons en effet qu'elle soit normale au point (xy, ¥,), | 2o |=Ry,; elle I'est alors
dans un certain hypercylindre |z—x,|<e, |y—wy,|=¢’, et dans une partie de ce
volume, & savoir la partie pour laquelle |z]|<p¢, |y—y,|<¢ (o et ¢ étant les
nombres définis ci-dessus au 2°) elle converge uniformément vers (p(oc, y). Elle
converge donc uniformément dans tout le domaine |z—x,|<e, |y—y,|=<¢ et sa
limite ¢ (2, y) est une fonction holomorphe dans tout ce domaine. On peut éuppo-
ser |y—y,|<¢ intérieur & o et £ <¢’. La série (1) est donc uniformément con-
vergente dans le domaine |z—z,|<e, |y—y,|<¢ et ses coefficients f,(y) sont
holomorphes dans 4. Or, au sujét des séries (1) M. Harroas a démontré au
§ 2 de son mémoire t. 62 des Math. Annalen le théoréme suivant:

'Sz la série (1) converge pour x=ux,, quel que soity dans le domaine |y—y,|=<¢,
les f,(y) étant holomorphes dans ce domaine; si de plus il existe une valewr x,=0
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telle que la série (1) converge powr x=ux, uniformément au voisinage de tout point
du domaine |y—yo,|<&', alors, pour toute valewr de x telle que |x|<|z|, la série
(1) convergera wniformément au voisinage de tout point du domaine |y—y,|<<é¢'.

51.. Choisissons alors une valeur z,, telle que |x,|>R, et |z,—z,|=<¢;
pour cette valeur x;, la série (1) converge uniformément au voisinage de tout
point du domaine |y—y,|<¢ et d'autre part on sait que pour z=-zx, tel que
|zy|<o (puisqu'on suppose & <g'), elle converge uniformément dans le domaine
|y—y,|<¢ [dapreés 2°]. Il en résulte que pour toute valeur z telle que |z |<|z, |,
la, série (1) converge uniformément dans |y—y,|<¢. Prenons une valeur r entre
Ry, et | x| [Ry,<r<|z|]. On aura pour »>, quelque soit y dans |y—y,|<¢
|/» @) | r"<y (y arbitrairement petit fixé 4 l'avance). Donc

&
|/ () -2 [ <n |

et ceci prouve que la série (1) converge uniformément dans le domaine |z |<7"<r,

|y—yo|<¢’, »’ étant choisi tel que
Ry, <+ <r.
En définitive (1) converge uniformément dans le domaine
|z|<R,, ly—wl=¢,

R, étant un nombre quelconque >R, et <R, +e&[Ry <R, <Ry, +e|; car & un
tel R,, on pourra toujours faire correspondre un z;, tel que |z |>R, et
| 2,—x,| <Ry, +¢ jouissant de la propriété précédemment supposée & x;.

Mais alors la fonction ¢ (z, y), limite de ¢.(x, ), ou somme de la série (1)
atteinte uniformément dans |z—ax,|<e, |y—y,|<¢, serait aussi atteinte uniformé-
ment dans le domaine |x|<R,, |y—v,|<¢"; elle serait holomorphe dans ce do-
maine, ce qui contredit la propriété 2°; d'aprés laquelle ¢ (z, ) admet au moins
un point singulier pour lequel y=y,, |x|=R,,.

La famille des ¢, (x, y) n’est donc normale en aucun point (x, y) pour lequel
y=Yo, |z|=Ry,. Pour cette famille, la plus courte distance & 1'origine x=o0 de la
partie de 'ensemble E située dans le plan y=y, est bien R,, puisqu’elle comprend
toute la circonférence |z|=R,,. Et l'on a bien, d’aprés 3°, R, =¢e".

50. Remarque. Chemin faisant, on a vu que pour la famille des fonctions

oulx, y) = Z fo(y).x* le domaine dans lequel elles sont normales est engendrsé
v=0
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par des cercles |z|<R,, chaque cercle correspondant & une valeur de y, dans
le domaine 4" ou les f, sont holomorphes. — Cette propriété résulte de I'étude,
faite par M. Hartogs au § 2 de son mémoire cité plus haut, de la convergence

uniforme des séries du type N/, (y).2".

y==0

§ 3.

Envisageons maintenant les propriétés établies au § 3 du chapitre précédent
et d'une fagon précise le théoréme du N° 44.

On a d’abord le théoréme suivant, réciproque du théoréme N° 44. (2°).

53. Si une hypersurface S définie par @ (z,, s, Y1, Ys)=0, 00t @ a des déri-
vées partielles des 2 premiers ordres comtinues, satisfait @ Uéquation aux dérivées
partielles C[p]=o, on peut, en prenant comme centre un point quelconque régulier
P de S (autowr duquel S est réguliére), décrire une petite hypersphére o dont S
partagera Uintérieur en 2 régions R, et Ry, la 1% définie par ¢=>o0, la 2™ par
@<0. On peut alors

1°) déterminer une famille de fonctions f(x,y) holomorphes dans o et méme un
peu au-deld, que soit normale en tout point intériewr & R,, qui cesse d'étre mormale
en tout point de la frontiere de R, qui appartient & S et en ces points seulement,

2°) déterminer une famille de fonctions F(x,y) holomorphes dans o et un peu
au-dela, qui soit normale en tout point intériewr & R,, qui cesse d’étre normale en
tout point de la frontiére de R, qui appartient o S, et en ces points seulement.

Le bout de surface S intérienr & ¢ apparait donc comme l'ensemble E de
2 familles I'une normale dans R, Tautre normale dans R,.

Rappelons ici I'expression de C|[g]

el - 53l o
m"”“[@xf*axz] ay;) * W) +[0yf+0y:, oz;) T oz,

_Z[Mﬁ.qa 090.@“ rp g ]\_
Oxy, 0y, Oxy 0y, Ox, 0y, 0y 0y,

_2[0_90.0_90_59_2@92][ Py P9 ]
dx, 0y, Odxy, 0y | 10x,0y, Ox,dy, )

54. En effet il résulte des recherches de E. E. Luvi et specialement des

Nos 13, 14 de son mémoire du tome 17 série 3 des Annali di Matematica, auquel
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nous renvoyons le lecteur pour les démoustrations, qu'une hypersurface S satis-
faisant a C[p]=o0 peut étre engendrée par une surface caractéristique réguliére

dépendant d'un paramétre réel, tout au moins au voisinage d'un de ses points.

2
En supposant par exemple (z—z) + (zi

voisinage de P, engendrée par la caractéristique =@ (y, «) lorsqu'on astreint «

2
) +0 l'hypersurface S pourra étre, au

a prendre toutes les valeurs réelles d'un certain intervalle comprenant e=0. On peut
supposer que P est donné par x=y=a=0; @ est analytique en y autour de y=o,
c’est une fonetion dérivable de la variable réelle «.

Si on considére maintenant les surfaces caractéristiques z=@ (y, o)+ K 8 ou
£ est une variable réelle, K un nombre complexe =+o0 et tel que le rapport
1 (02
K\da

pondant aux valeurs positives de B inférieures & une certarne limite appartiennent

) ne soit pas réel, B. E. Lévi montre que toutes ces surfaces corres-
y=a=0

a la région ou @>o0 et toutes celles qui correspondent aux valeurs négatives de 8
appartiennent & la région ou @<o. D'une fagon précise, par tout point de
R, (|z|<e, |yl<o) passera une et une seule surface de la famille pour laquelle
B>0 et |a|<a, |8]<o. Par tout point de R, [jz]|<e, |y¥|<o] passera une et une
seule de ces surfaces pour laguelle §<<o, |a|<w, |8]|<o; et inversement celles des
surfaces correspondant & |e|<a, [f]<o pour lesquelles |z|<g, |y|<¢ donneront
des points de R, lorsque 8>0 et des points de R, lorsque 3<<o.

55. Ceci étant, soit un ensemble dénombrable de points («s, 8,) (tels que
les 8, soient >0) et dont I’ensemble dérivé soit 'ensemble |a|<¢, 8=o0. Il suffira

I . . 1. s
de prendre ﬂ"=; et d’ordonner dans la suite e, les nombres rationnels de l'inter-

valle |a|<¢. Considérons les fonctions
Pn (Z’, ?/):97_‘17 (7/7 an)_Kﬂ” .

Les continus @, (x, y)==0 (Cy) sont précisément des surfaces caractéristiques envi-
sagées ci-dessus. Ils traversent R,, puisque 8,>0 dés que §,<0, ce qui se pro-
duit & partir d'un certain rang, et si l'on considére une partie de R,, ne renfer-
mant sur sa frontiére aucun point de § il n'y a qu'un nombre fini de continus
Cn qui la traversent. Les continus C, ont dans R, pour points-limites tous les
points de S appartenant & la frontiére de R,, et ils n’en ont pas d'autre. Ils
n'ont aucun point-limite dans R,. Leurs seuls points-limites dans ¢ sont done

les points de § intérieurs & ¢. Il en résulte qu'on peut construire une famille
13—25280. .Acta mathematica. 47. Imprimé le 25 septembre 1925.
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de fonctions f,(x, ), holomorphes dans o, en posant f,(z, ¥)=A.@.{z,y) eb
choisissant convenablement les constantes i,, de facon que la famille des f, soit
normale en tout point intérieur & R,, et cesse d'étre normale en tous les points
de la frontiére R,, qui appartiennent & S et en ceux-la seulement. L’ensemble I/
de la famille des f, normale dans R, c'est S.

De méme si on choisit les (an, &) ot les §8y=—8, les continus €', définis
par @, (x, y)=x— @ (y, a,)+ K 8,=0 traverseront B, dés que 8,<Co et ils n'auront
pour point-limites dans R, ou sur sa frontiére que les points de § appartenant a
la frontiére de R,.

La famille des fonctions F,(x, y)=A,[x—®@(y, an)+ K B,), pour un choix
convenable des constantes .4, sera donc formée de fonctions holomorphes dans
o, elle sera normale en tout point de R, et cessera d’étre normale en tous les
points de S situés sur la frontiére de R,. L’ensemble E de la famille des Iy,
normale dans R,, c’est encore S. Le théoréme du N° 353 est ainsi établi.

56. Supposons maintenant que l'expression C[g] ne s'annule plus identique-
ment sur ¢ =0, mais que sur une portion de § elle conserve un signe constant.
Par exemple, soit C[p]<<o sur la portion S, de S comprise & l'intérieur d'une
petite hypersphére ¢ ayant pour centre un point P de S. On va prouver qu'il
existe dans la région R,, intérieure & ¢, pour laquelle ¢ >0, une famille de fonc-
tions f(x, y) holomorphes dans o, famille normale en tout point intérieur a R,,
cessant d’étre normale en tous les points de la frontiére de R, situés sur §, et
en ceux-ld seulement, c'est-a-dire en tous les points de S, (on sait d’aprés le
théoréme du N° 44 que cela est impossible dans la région R,). Reportons-nous
en effet au 2¥™¢ mémoire de E. E. Livi tome 18, série 3 des Annali di Matema-

. 7
tica. Ayant prouvé qu'en chaque point (§, 7) de S, & supposer ﬁ +o sur S, (ce
1

qu'on peut toujours faire), on peut construire une caractéristique définie par
(I) x—&=a(y—m)+b(y—mn)* tangente en (£, 7) & S,, et dont tous les points situés
a lintérieur de ¢ sont intérieurs a la région R, sauf le point (£, 1) lui-méme qui
est sur S;, on choisit un ensemble dénombrable de points P, (E,, 5,) partout dense
sur S,, on prendra par exemple, en les ordonnant en suite linéaire tous les points
de S, dont les coordonnées x,, y,, ¥s, sont rationnelles. A chaque point P, on as-
gocie une caractéristique O, définie par

1 8i Yon avait Clg]>o0 sur §,, la famille serait normale dans R,, la démonstration étant
tout 4 fait analogne 4 celle qui précede.
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I
x —"En:an (Z/—”?n) + by (T/_ 77:1)2 + ;2"

qui se déduit de la caractéristique ci-dessus, tangente en (5., 7x) & S, par une’
translation paralléle a l'axe des x,>0 et d’amplitude % (dans lexpression qui dé-

finit Cu, an et by désigﬁent les valeurs de a et b relatives au point P,). C, péné-
trera dans la région R, si l'on suppose que la paralléle a l'axe positif ox, menée

par un point arbitraire de S, traverse la région R,, (s'il n'en était pas ainsi on

remplacerait % par —% dans I'équation de C, car le point [§n——;, nn] serait

alors dans R,). En effet C, est émanée du point (§n+%, 777») qui & partir d'un

certain indice » est intérieur & R,. On montre aisément que les Cp, que & parter.
d’wn certain indice traversent tous Ry, w'ont pas de point limite intériewr & Ry, et
admettent powr point limite tout point de S,. Cela résulte aussitét de ce que
V'écart entre les points correspondants des 2 caractéristiques Cn et I, (I) z—E& =

=an (y—yn)+ bn (y—1n)?, étant% paralldlement & ox;, tend vers zéro quand % devient

infini. Les I, n'ont pas de point-limite dans R,, et admettent pour point-limite
tout point de S;. On pourra alors, d’'aprés le théoréme du N° 46 du présent

mémoire, associer aux C, des constantes 4, de maniére que les fonctions

Jn (xv y):}“n [x“‘§1z—ﬂ1z (?/_nn)—bn (y~?7n)2*£]

n

qui sont holomorphes dans o, qui s annulent respectivement sur les Cy, forment une
Jamalle normale en tout point intérieur & B, cessant d’'étre normale en tous les points
de S,. Ainsi se trouve démontrée la réciproque du théoréme du N° 44 (1°).

57. On peut se demander comment se comportent les f, dans R,. D’abord
tout point intérieur & R, est pointlimite pour les continus I, définis par
T—8n=0n (y—nu) + bn (y—1nn)®; cela résulte de ce que les P, sont partout denses
sur S, et de ce que les an, b, dépendent continuement du point Pn. D’autre part

Pécart entre C, et I', étant % parallélement & owx;, tout point intérieur i R,

sera point-limite pour les continus C, eux-mémes. Il en résulte, d’aprés le théo-
réme du N° 46, que la famille fn(x, y) #'est normale en aucun point de R,.
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CHAPITRE V.

Applications diverses des résultats précédents.

8 1.

Rayons de convergence associés d'une série double (1) X, ayqa® y?.
P, q
58. Si l'on considére la série des modules des termes de la série double

proposée, (2) ZAP,QXP Y?, on sait qu'a chaque nombre 7 correspond un nombre
D, q

v dépendant de 7, r'=f(r) tel que la série (2) soit convergente pour o< X <r
o< Y<7, et divergente lorsque X=7», Y=, I'une au moins de ces 2 derniéres
conditions n’étant pas une égalité. Le point de coordonnées (r, 7') décrit une
courbe continue d'équation +'=f(r) qui, avec les parties positives des axes o7 et
07’, délimite une région R. La série (z) sera convergente pour tout point inté-
rieur & R, elle diverge pour tout point extérieur & R. Il y a doute lorsque le
point est situé sur la séparatrice +'=f(r).

50: Considérons les 2 cercles |z|<r, |y|<#" des plans x et y respective-
ment. Ils définissent dans l'espace (zy, 5, %1, ¥s) le volume intérieur a un hyper-
cylindre et lorsqu'on fait varier r, le volume balaie un certain volume V de
Vespace tel que tout point intérieur & ¥ soit intérieur, pour une certaine valeur
de 7, & I'hypercylindre [|z|<r, |y|<+’] ot +'=f(r). Le volume V est limité par
une hypersurface dont I'équation est »’=f(r) ou:

Vyi+yi=rVal+ai)
et tout point intérieur au volume V a des coordonnées (x;, 7y, %1, ¥s) telles que

Vyltyi<fVal+a)

c'est-a-dire telles que

9"(%1) Loy Y1: ?/2):f(wa+x;)_Vyf+y: >0.

Tout point intérieur & ¥ étant, pour une certaine valeur de + (r>Vz® +z) in-
térieur a Lhypercylindre [{z|<r, |y|<?] od »'=f(r), rendra la série (1) absolu-
ment convergente et par conséquent en ce point le terme a,, 2P y? tend vers zéro
lorsque p ou ¢ devient infini.
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60. Considérons la famille des fonctions fpq(x, ¥)=apq2? y2

1°) Elles sont holomorphes dans ¥V et au de 13, dans tout 'espace (z,y).

2°) Soit une suite infinie quelconque de fonctions fp,, l'un des 2 indices
devant croitre indéfiniment, la limite de cetle suite sera zéro en tout point inté-
riewr a V.

La famille des fyq est normale en tout point intériewr a4 V car il est bien
évident que la limite précédente est atteinte uniformément dans tout volume
intérieur, frontiére comprise, a V.

3°) Soit (x,,y,) un point de la frontidre de V. 8i ry=|[xz,| et ’;=|y,| on
a 1o=f(rg).

Envisageons les 2 cercles |z]|<1»,, |y]|=<+',. Tracons autour de x, et y,
respectivement les petits cercles |z—x,|<e, |y—w,|<¢’, ¢ et ¢ étant arbitraire-
ment petits. Il y a dans I'hypercylindre |z—z,|<e, |y—y,]<& une partie du
volume ou la famille des f,, est normale, 4 savoir toute la partie pour laquelle
|z]l<ro, |yl<?’y. Mais il y a aussi dans I'hypercylindre précédent des points
(@, ¥') pour lesquels |’ |>7,, |y’ |>7',. La série (2) est divergente pour X=|z'|,
Y=|y'| done, le terme général de cette série me peut étre borné pour X=|z|,
Y=|y'| en vertu d'un théoréme bien connu. (’est dire qu'il existe une infinité
de termes ap, ¢ o Y%, Ap,q, 0 Y%=, ... ap, g, 2Pnyl, ... ou l'un au moins des in-
dices p, et g devient infini, et pour lesquels on a quelque soit »

| 2p,0, 2™ y""|> 4,

A étant un nombre arbitrairement grand donné i l'avance, pour x=x', y=y .

La suite formée des @y, 4, " y™ n’est donc certainement pas normale dans I'hyper-

cylindre |z—x,|<e, |y—yo]<& puisqu’elle converge uniformément vers zéro dans
une partie de ce domaine, sans converger vers zéro au point (z, y') de ce do-
maine. La famille initiale

Jpa=apqa y?

n'est donc pas normale dans l'hypercylindre précédent, et comme ¢ et ¢ sont
arbitrairement petits, cette famille n’est certainement pas normale au point (xy, ¥,)-
61. La famille des f,, cesse donc d'étre normale en tout point de V'hyper-
surface S frontiére du volume V.
L’équation de S est
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p=f(Vzi+ai)—Vyi +y,=o0

et la famille est normale dans la région ¢=>o.

Il en résulte gw'en admettant Uexistence et la continuité des dérivées premiére
et seconde de f, f satisfera & une inégalité différentielle obtenue en écrivant que
@ satisfait & la condition C[p] <o établie au N° 44 dn présent mémoire.
On a ici

’ xl =f"-22, 4 '=f" en posant r=|xz],

=/

H=—"1 X —=_ "2,  47—1 en posant r'=|y]|,

02 ’ xf y 1 ’ x? 02 7 xz ’ xa ’ SR g
g Gpap by B SO Tp Lo B gl

0 x: r r r d x; 72

=— “73° =7 I3 4, ===
2y} 7t 2y 9 t o : 7
i .
y gy =0 pour ¢=1, 2; k=1, 2.
s Oy

I1 vient donc

Clpl=—L7 47+ L= L)),

11 faudra donc que l'on ait C[p]=<o sur la surface p=0. La condition équivaut &

v [rf”" +f1—rf?<o pour p=o.
Or, sur ¢=0 on a

r'=F).

La condition est donec

(1) fO I f )+ —rf 20 =o.

62. On reconnait 13 la condition qui exprime que la fonction log f(r) est
une fonction concave de log r; en posant

log r=¢, log f(r)=F(r)=2(o)
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cette condition exprime
2
Lq—) =o0.
do*

On a en effet r=e¢
Fle)=eve),
S 0(g)= i log /) llog 17 - 57 =r L)

") "W

2

Et la condition ;ng[d)(g)]SO se traduit bien par la condition

(1) flrf" +f1—rf*=o

qui est précisément celle qui exprime C[p]<o.

La courbe ¢'=®(g) étant concave vers le bas, si o, 0;, 0; sont 3 valeurs
positives ¢, <<g,<<¢; le point A, [o,, @(g,)] sera audessus de la corde joignant les 2
points A, et A; de la courbe ayant pour abscisses g, et g,.

On aura ainsi
= ‘D(Qs)—‘p(gl)(

—o)+ Dg,).
o—o &G (e1)

@ (o,

Ceci s'écrit encore, en remarquant que le sens A, A; 4, est le sens positif du
triangle A, 4; 4,

0. Doy 1
@) 1|=o0

03 D(g) 1
ou enfin
log r, log 7', 1
(2) log 73 log#'s 1| <0 pour » <r,<rs.

log 4 log 7’5 1

On retrouve ainsi une propriété des rayons de convergence associés qui a été
donnée par divers auteurs; et en premier lieu par M. E. Fasry (C. R. Acad.
Sc. de Paris 1902, tome 134, page 1190. Sur les rayons de convergence d'une
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série double). On trouvera dans le mémoire de M, Harrocs inséré au tome 62
des Math. Annalen une bibliographie compléte des travaux de ces auteurs ainsi
que des démonstrations nouvelles. Notre but a été surtout de montrer que cette
propriété se rattache de la maniére la plus naturelle aux propriétés des hyper-
surfaces sur lesquelles une famille cesse d’étre normale.

63. Il faut remarquer que l'inégalité (1) a été obtenue en supposant l'exi-
stence et la continuité des dérivées premiéres et seconde de f(r), tandis que la
condition (2), qui en résulte, ne fait pas intervenir ces dérivées. Mais il résulte
d'un trés intéressant mémoire publié par M. G. FaBEr au tome 61 des Math.
Annalen page 289: »Uber die zusammengehdrigen Konvergenzradien von Potenz-
reihen mehrerer Verinderlichen» que la fonction continue »'=f(r), si elle n’a pas

une dérivée unique en chaque point, posséde du moins une dérivée a droite et

une dérivée a gauche. Envisageant ensuite la dérivée a droite (d—f , et si l'on
"]+

S
s ) la limite supérieure, lorsque % tend vers zéro, de 'expression
+

ar?
(5 - (0]

M. Faber démontre (v. p. 300 de son mémoire) 1'inégalité

désigne par

—
IS

(3) @) <l(df2_I d_f)

3 d7”2 +—'f dr + r \dr +
. af : .

qui n'est autre que (1) lorsque ar et 7, existent.

7

64. Dans son mémoire, M. Faber considére des courbes W dont l'équa-
tion est

(@ 2ty mrs

étan nombres positifs, de somme égale & l'unité, nombres qui sont
0, et 0, étant 2 nombres positifs, d gal ,
dits appartenir au couple (r, »") de rayons de convergence associés lorsque, pour

une suite infinie au moins de doubles indices (u, ») on a

w+wv

i Va1,
Ut r==c0

. . . U
et & condition que la suite des L: admette pour valeur-limite le nombre Fl
2



Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables. 105

11 prouve que la courbe 7'=f(r) et la courbe (4) étant rapportées aux mémes
axes rectangulaires or, 07, la courbe r'=f(r) nadmet aucun point au dessus de
la courbe (4). La courbe »'=f(r) détermine avec les 2 axes or, 0+’ une région R
telle que pour tout point intérieur a cette région la série double proposée con-
verge absolument. Toute courbe W sera donc extérieure a la région R, elle
pourra avoir des points communs avec la frontiére de R.

65. Dans l'espace des variables complexes (x, y) il correspond & R l'hyper-
volume V dans lequel la famille des ap,xPy? est normale et sur la frontiére
duquel la famille cesse d’dtre mormale. Tout point intérieur 3 ¥V a des coor-
données x et y satisfaisant & |x|<r, |y| <+, r et +* étant des rayons de con-
vergence associés. On peut encorc dire que si (z, y) est intérieur & V, le point
(=], ly]) sera un point intérieur 4 R. L'équation

(@ P

définit dans l'espace (z;, 5, ¥, ¥s) une caractéristique W et il est visible que
cette caractéristique, qui a en commun avec la frontiére de V la mulﬁplicité
lz|=r, ly|=r) »'a aucun point intériewr & V. En effet & un pareil point (x,, ¥o),
il devrait nécessairement correspondre un point [|z|, [y|] intérieur & R, et la
courbe (4) dans le plan (r,7') devrait avoir un point intérieur a R, ce qui est
impossible.

Les W sont donc des caractéristiques satisfaisant & la condition nécessaire et
suffisante établie d'une fagon générale au N° g2 du présent mémoire.

A cet égard la recherche de M. Faber apparait comme Uapplication aux séries
doubles de puissances, de la théorie générale établie aw § 3 du chapitre III du
présent mémotre. — Il serait intéressant de voir dans le détail le parallélisme
entre la maniére dont M. Faber établit 1'inégalité différentielle (3) & partir de
son théoréme fondamental (page 292 de son mémoire), et la maniére dont, au
§ 3 chapitre 3 du présent mémoire nous avons établi l'inégalité différentielle
plus générale Clp]<o & partir de la proposition du N° 42. On constatera que
l'analogie est trés étroite; et il n'en pouvait étre autrement puisque nos résultats
comprennent ceux de M. Faber rappelés ci-dessus; nous avons cependant fait ici
des hypothéses supplémentaires (existence et continuité des dérivées secondes) &
cause de la plus grande généralité de la question traitée au § 3, chapitre 3, du
présent mémoire. Nous n'insisterons pas davantage ici sur cette analogie, notre
but étant surtout de montrer rapidement comment les recherches de nos prédé-

cesseurs se rattachent aux recherches présentes.
14—25280. Adcta mathematica. 47. Imprimé le 26 septembre 1925.
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§ 2.

Points singuliers des fonctions analytiques de 2 variables complexes.

66. Congidérant une fonction analytique f(z,y), M. Hartogs introduit pour
chaque valeur y==y, un nombre positif Ry, tel que 1°) la fonction soit holomorphe
en tout point (x,y) pour lequel |z|<Ry, y=y,, 2°) il existe au moins un point
(@, yo) tel que |x,|=Ry, et qui soit un point singulier de f(z,y). On peut dire
que la distance minima & lorigine des points singuliers de f(x,y) situés dans
le plan y=y, est R,,.

Cette fonction R, est douée d'intéressantes propriétés que M. Hartogs
étudie an § 8 de son mémoire du tome 62 des Math. Annalen. On peut montrer
que ces propriétés se rattachent encore & la propriété générale établie au § 3 du
chapitre 3 du présent mémoire. Je le montrerai d'une fagon explicite pour la
propriété suivante dont l'importance a été mise en évidence par M. Hartogs. ’

Si log Ry est une fonction continue de y, et y, ly—y, +1iy,| dans un certain
domaine A" du plan y, admettant des dérivées continues des dewx premiers ordres
par rapport a Yy, et Yy, on a
o 0* l/6g2Ry 0? log'2 B, -5

Y, 9y,

(Cet énoncé est a rapprocher de celui qu'on a donné au 4° du N° 39 du
présent mémoire).

67. On va raisonner comme au N° 50 du présent mémoire. En tout point
[x=z,, y=v,], la fonetion f(x,y) est holomorphe si |z,|<Ry,; ¥, est un point
quelconque de #". Elle est donc holomorphe dans un certain domaine [|y—y,|<¢’,
|z|<el, o et ¢’ étant convenablement choisis, o<<R,,. Dans ce domaine on peut
la développer en série double de puissances de x et de y—y,, ordonner la série
double en puissances de x et écrire

©

(2) fla,y)=2 ).,

r=0
la série convergeant uniformément pour |x|<g, |y—y,|<¢’. Les f.(y) sont holo-

morphes dans |y—y,|<¢’.! On peut méme dire qu'a chaque nombre ¢<<Ry, on

- v
! Comme on a évidemment fv(y)=:—' [59-0—; Sz, y)] . et comme, 4 cause des hypothéses
. 2=

faites, Ry, reste supérieur 4 une certaine limite positive dans tout domaine intérieur a A’, il est

ov
aa f(x,y) est holomorphe pour [wx=o0, y=y,], ¥y, intérieur & A4’, donc les fi(y) sont

holomorphes dans tout domaine intérieur a A4'.

clair que
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peut faire correspondre un nombre ¢ >0 tel que la propriété précédente ait lien
pour |z|<e, |y—yo|<¢ et il est clair que si ¢ tend vers Ry,, ¢ tendra vers zéro.
68. Considérons la famille des fi(x,y) définies par

Silx, ?/)ZZﬁ-(y) v,

=0

1°) Elle est normale en tout point [x=ux,, y=y, powr lequel |x,| <Ry, et y,
dans A', et dans un certain domaine |x—x,|<e,, |y—y,|<¢’, elle converge uni-
formément vers f(xz,y) (on peut choisir ¢;=0—|x,|—¢, ¢ arbitrairement petit, ¢
étant le nombre envisagé précédemment).

2°) En tout point (x,, y,) pour lequel |zy|=R,, et y, dans 4 elle cesse d'étre
normale.

Supposons en effet qu’elle soit normale et prouvons qu'on aboutit a une
impossibilité. Si la famille était normale en un tel point (z,, y,) elle serait nor-
male dans un petit hypercylindre |z—a,|<7, |y—y,]<+". On peut supposer +’
inférieur au nombre ¢ ci-dessus. Dans la partie de cet hypercylindre ot 'on a
|z|<<Ry, la famille des fi(x,y) aurait pour limite f(x, y) & cause de la conver-
gence de la série (2). La famille étant supposée normale serait alors uniformé-
ment convergente dans |x—uz,|<r,<r, |y—y,|<+,<+’, puisqu’elle I'est dans une
partie du domaine (jz—z,|<r, [y —¥,|<?’). La série (2) devrait donc converger
uniformément dans le domaine

lx_‘xolsﬁa l?/_?/o|£7"1-

Choisissons dans ce domaine un point (z,, y,) tel que |z;|>R,. La série (2)
convergerait uniformément pour x=z,, |y—v,|<r’;. Les f,(y) sont holomorphes’
dans |y—y,|<+";. Il résulte alors d'un théoréme de M. Hartogs', déja utilisé
au N° 50 du présent mémoire, que la série (2), uniformément convergente pour
x=x;, |y~y,|<+"; devrait converger uniformément pour |z{<|x,|—e, ly—yol=r"
quelque petit que soit & positif. Cela revient & dire que la fonction f(z, y)
limite de (2) serait holomorphe dans le domaine |x|<|z;|, |y—y,|=7;, et cela
est impossible puisque, dans ce domaine elle admet un point singulier au moins
pour lequel
[z |=Ry, <] 2,].

1 V. HaRTOGS, M. A., t. 62, § 2, ou bien la fin du n® 50 du présent mémoire et le n° 5I.
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69. Il en résulte que la famille des fi(z,y), normale dans '’hypervolume
V engendré par l'intérieur des cercles [| x| <Ry,, y=1,] cesse d'étre normale en tout
point de U'hypersurface S engendrée par le cercle [|z|=Ry,, y=y,).

L’hypervolume ¥V est limité par une hypersurface S dont 1'équation est, en

posant suivant Yusage x=uxz,+ix,, y=y,+1¥,,

V@ 7:: Ry (yy, ys),

R, étant la fonction positive correspondant au point y=y, +iy,.
On pose

p=R,—Val+z:.
L'intérieur de I'hypervolume V7 est alors défini par ¢>o0, et sa frontiére par

¢=0. Le théoréme général du N° 44 du présent mémoire prouve que l'on doit
avoir, sur la frontiére p=o0, l'inégalité

Clgl=o.

Pour abréger posons R,=eUW:.¥) et on aura U=log R,. Posons aussi r=|z|.

La frontiére sera

p=eV =V taxi=o.

On a
99 _ =z Op _ _ x,. 0_9”:611@- op :evaU-
ox, r’ Oz, r Dy, 0y, 0y, dyy
Pep 1, xl. g 1z, P (00N, ,0°U.
G = g = () e i
02?;28(] (E)Q_F Uazq.
Yy, 0y, Y,
De plus
’p _
096@"7—%'—0
Alors

’ 73 0U2 OUZ
. —a2U 2 b
S A=e [(03/1) +(0?/2)]

b e [ (2] + (20)] e [22 22
Ti=— i dv=e [(ayl T\ow) 170 oy "oy
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1 o U\? d U\? o U\? o U\? 02U o0*U
S R ) e
o= on) T\aw) 17" Naw) T\aw) [ Layr * o0

Or, sur S, on a ¢=o0 c'est-a-dire r==eU. Done, sur S, Clp] se réduit &

*U  0*U . " . v 4 "
eV oy + 0y2‘ et par la suite, la condition C[p]<o entraine, eV étant positif
J1 2
et non nul vu la continuité de U,
2
U Qi] =0
dy: Oy,

¢'est-a-dire

?*log R,  #*log R, -
dy: dy;

qui est bien l'inégalité (1) établie en premier lien par M. Hartogs.

70. Nous n'insisterons pas sur la maniére dont on démontrerait les autres.
propriétés établies par M. Hartogs pour B, lorsqu'on ne suppose plus l'existence
des dérivées, en comparant R, a une fonction p, telle que log p,, harmonique
dans ', prenne sur la frontiére de ./’ des valeurs égales ou inférieures a eelles
de log Ry. C'est toujours la famille des fx (z, y) précédentes qu'on considérera.

~Mais on n'appliquera plus brutalement le résultat du N° 44. Cest plutoét sous
la forme du théoréme N° 37, comme on lindique au N° 39 (2°) du présent
mémoire qu'il faudra opérer. |

71. On pourra également déduire des résultats du § 3 chapitre 3, les pro-
priétés énoncées au N° 39 (2°, 3°, 4°) du présent mémoire pour la quantité R, qu'on
y a introduite. On associera pour cela & toute fonction de la famille f(x, )
considérée son développement:

o

fle, )= 1) . &’

v=0
et les sections de ce développement:
K
fB’(x,?/) Zﬁ(}/)xv
v==0

A la famille des f on associera celle des fx.
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La famille des fx comprendra chacune des f initiales comme fonction-limite
de suites partielles. La considération du domaine ou la famille des fx est nor-
male, et de sa frontiére, conduira a introduire le nombre E,,, minimum de la
distance a l'origine du plan x, des points du plan y=y, ou la famille des f cesse
d’étre normale. Les propriétés énoncées au N° 39 pour la famille des f seront
des conséquences de propriétés telles que celles qu'on a étudié au § 3 du chapitre

3, relativement a la famille des fx.

§ 3

Application aux fonctions-limites de fonctions analytiques d’'une variable
uniformes ou multiformes.

72. On a démontré, au N° 46 du présent mémoire, le théoréme suivant:

Soit une suite infinie de fonctions fo(x, y), holomorphes dans un domaine V de
de Uespace (xy, x,, Yy, ¥s), telles que les continus fy(x, y)=0 aient une infinité de
potnts-limites P intérieurs & V (et formant par swite un continu), on peut former une
Jamille de fonctions @n, holomorphes dans V, ayant mémes zéros que les fn et qui ne
cessera d'dtre normale dans V quw'aux points P, limites d'une infincté de continus
Jnlz, y)=o0.

Il suit de 1a que toutes les propriétés établies dans les chapitres 2, 3 du
présent mémoire s'appliquent, sans changer un mot, aux ensembles E Jormes des
points-lomites, intérieurs & 'V, d'une famille de continus fu(x, y)=o0, les fu étant des
Jonctions quelconques holomorphes dans V. Rappelons briévement les propriétés les
plus remarquables.

Auvcun point P de F situé dans ¥V, n'est isolé; 'ensemble F est parfait.
Si pour x=x, les ¥ des points de F sont isolés et si y, est l'un d’eux, a toute
valeur £ voisine de x,, correspondra au moins une valeur 7 voisine de y,, telle
que le point (£, ) soit un point de E. Aucune partie de E ne peut étre isolée
dans V; la distance O P d'un point O quelconque & un point de E mne peut étre
maximum pour un point particulier P, de E intérieur a V. Il en résulte que E
ne peut jamais étre un ensemble parfait partout discontinu.

73. Si, aw wvoisinage d'wn point (xy, yo) de E, il W'y a dans chaque plan
w=E (| E—a|<e] quwun seul point (£, 1) de E{|E—z,l<e,{n—y,|<], n est une
Sonction holoMorphe de & au wvoisinage devxo.

S, aw wvoisinage d'un point (x,,y,) de E, il n'y a dans chaque plan x==§
(&—x,|<<e], que p points de E de coordonnées x=E, y=n; (i=1, 2, ...p) avec
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|E—z,|<e, [ni—wol<é’, les fonctions symétriques élémentaires des m; seront holo-
morphes en §, au voisinage de x,, en sorte que les n;(E) seront des fonctions analyti-
ques de & ayant au plus, en E=ux,, un point critique algébrique. '

74. FExaminons de prés l'énoncé du N° 72. Les fonctions f(x, y) étant
holomorphes dans V, envisageons les fonctions y, (§) définies par les équations
(1) fu(&, y)=0 (n=1, 2, ... %) au voisinage d'une valeur z, de § et prenant pour §
voisin de z, une valeur voisine de y,. Le point (%, ¥,) est un point de FE inté-
rieur & V, pointlimite des continus f,(x, y)==0 et on peut supposer, pour simp-
lifier les notations (en remplacant au besoin la suite f, par une suite partielle f7,)
que sur chaque continu f;, (x, ¥)=0, on peut déterminer un point (z., ) tel que
(Zn, yn) tende vers (z,, y,) pour n=cc. Alors, pour § voisin de x,, chacune des
équations (1) (du moins & partir d'un certain rang) définit une fonction v, (&) qui,
dans le domaine |§—x,|<¢ est analytique, algébroide et telle que |y.(§)-—y,|<é’
(¢' et & arbitrairement petits choisis & priori). Elle n'est en général pas uniforme.
‘On va prouver que.

Supposer que Uensemble E des points-limites des fu(x, y)=0 n'a qw'un point 7
satisfaisant & |n—y,|=<¢& dans chaque plan x=EF satisfaisant & |E—x,|<e, oblige
les yn(E) & converger wniformement vers n(§) dans le domaine |E—xy|<e.

75. Supposons en effet que, dans le domaine |§—x,|<e¢, la convergence
des y,(§) ne soit pas uniforme et montrons que E aurait plus d'un point dans un
certain plan xz=¢. D’abord il est clair que y,(5) converge vers 7 (§) pour n=wx,
car si cela n’avait pas lieu, la suite des y.(§) aurait au moins 2 points-limites
n et 7’ dans le plan x=E et pour lesquels |7—y,| et |7 —y,| seraient <¢'.

Si la convergence n’était pas uniforme on pourrait, A étant un nombre arbi-

trairement petit quon peut supposer <¢', trouver une suite infinie de couples

d'indices {n} , I nf o {ni --- grandissant indéfiniment, et des points correspondants
ny |n "'
£,%,...&, ... tous intérieurs & |E—x,| <e et pour lesquels |yn, (&)—yn, (5)|=2

quel que soit 2. C'est en effet ce qui résulte du critérium classique de convergence
de Cauchy lorsqu'on le suppose non uniforme. Bien entendu #’;>n;. Les & ont
au moins un point limite &, appartenant & |&—z,|<e¢. Les yy,,(&) ont aussi au
moins un point limite 7, appartenant & |5,—y,|<¢. En ne conservant au besoin
que les indices {n,, en nombre infini pour lesquels & tend vers & et ya,(5) tend
Y
vers 7,, on peut donc supposer que le point (£, yn, (§)] tend vers le point (&, 7,)
qui est un point de E appartenant au domaine |x—xy|<e, |y—y,|<¢’. Les
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Y, (&) auront au moins un point-limite 7, lorsque ¢ devient infini, et ce point
satisfera & |9 ,—y,|=<¢". (&, 1's) est encore un point de E. En définitive, on
peut extraire de la suite des couples d'indices (n;, »';) une suite partielle infinie
(pi, ') telle que

1°) &, yp, (&) ait un point limite (£, 7).

2°) &, yp, (&) ait un point limite (&, 7)) lorsque ¢ devient infini, et on aura

|&—xo]=e, [mo—yol=¢, 70—y |=¢".
Puisque 'on a, quel que soit ¢
|y, (E)—yw; (E) [=2
on aura aussi
|95, (E)—vp, (&) =2
et, 4 la limite
fno—n'0 |=2.

Il y aurait donc au moins 2 points distincts de E, (&, 1,), (5, 7'y), appartenant
au domaine |x—z,|<e, |y—y,|<¢ et situés dans le plan x=§,. Cela est impos-
sible. Donc les y,(£) convergent uniformément vers (&) dans |z—x,|<e.

76. Réciproquement, supposons que les f,(x, y), étant holomorphes dans un
domaine |z—zy|<e, |y—y,|<¢, s'annulent dans ce domaine, et qu'on considére
pour chaque équation f»(£, y)=0 la ou les déterminations de la fonction ¥, (§)
qu'elle définit dans |E—2z,|<e et pour lesquelles | yn (5)—o|<¢". yn (&) sera bornée,
analytique et algébroide dans le domaine considéré. Supposons de plus que, pour
chaque valewr de &, les diverses valewrs de ya (§) considérées aient un seul point-limite
7 (E) pour lequel on aura |7 (5)—y,|<¢ et supposons la convergence uniforme dans
|E—xo|<e. Alors on peut affirmer que 1(8) sera une fonction holomorphe de & pour
|E—xz,|<e. En effet, soit & une valeur quelconque telle que |&—x,|<e. Soit
£,8,...&n, ... une suite arbitraire de valeurs de &, intérieures & |E—x,|<<e et
tendant vers &, pour % infini; on va montrer que les diverses valeurs de yn(§.) ont
pour limite unique 1 (&) lorsque n devient infini.

1) n(§) est une fonction continue de §.

En effet, soit 7 un nombre positif arbitrairement petit; On aura, pour une
valeur assez grande de #,|y. (§)—n (5)|<7 quelque soit & dans |E—xy|<e. Or ya ()
est continue, donc si ¢ est suffisamment petit on aura dans |§—&,|<e 'inégalité
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| ¥0 (&) —wn (&) | <% [ étant arbitrairement petit], en associant convenablement entre
elles les valeurs en & et §, des déterminations considérées de y, qui sont en nombre

fini dans |§—x,|<e. On aura done

[7E—nEN<|9E =y 1+ yn Q) —yn G + 1y G —n (&) <37

dans |£—5&,|<e. Donc 7(§) est continue dans |E—uz,|<e.

2°) Considérons les . (&:); dés que n>n,, a cause de la convergence uni-
forme on aura |y, (6) — 75 (&) |<7, 7’ arbitrairement petit; et & cause de la conti-
nuité de 7 (&) on aura aussi pour z assez grand | 5 (&:)—7 (&) |<7, puisque & tend
vers §. On aura done, pour n>n, assez grand [y (5.)—n(&)|<27; c'est dire
que les diverses valeurs de ¥, (£,) tendent vers %(&,) quand &, tend vers &, comme
on l'avait annoncé.

Si on considére les continus définis dans |z—x,|<¢, |y—y,|=<¢ par les équa-
tions fn(x, y)=0, ou encore par y=vy,(z), on voit que l'ensemble E formé des
points limites de ces continus n'a qu'un point y=7 (&) dans chaque plan z=§,
du domaine considéré. Il satisfait donec & la condition du théoréme N° 73. Le
continu F, représenté par y=n(x), est donc tel que 5(x) est holomorphe dans le
domaine |z—xz,|<<¢ considéré. On peut dire, en résumé, que si des fonctions
Y (x), algébroides et bornées dans un domaine |z—z,|<e, convergent uniformément
dans ce domaine vers une jfonction uniforme n(x), cette fonction 7 (x) est holomorphe
dans le domaine considéré.!

77. On verra de méme que, si les y, (§) ont p points-limites 9:(§) (i=1, 2, ... p)
dans |y—y,|=<¢, la convergence étant uniforme dans |E—xy|<e, 1:(8) sera une fonc-
tion analytique dans |E—ax,|<e, algébroide avec p branches et awra pour =1, tout
aw plus un point critique algébrique.

78. Remarque. Le résultat précédent contient évidemment le théoréme
classique relatif 4 la convergence uniforme de fonctions g, (x) holomorphes dans
un domaine. La limite g () est alors holomorphe dans le domaine. Il suffit en
effet de considérer les continus y—gn (x)=0 qui joueront le rdle des f(x, y)=0
précédemment.

! Ce qui est intéressant ici, c’est que les yn ne sont pas supposées uniformes et méme que
le nombre de leurs branches peut augmenter indéfiniment avec n. Posons, par exemple, gn (x)=
=e " yn(x), les wn(x) etant <A et holomorphes dans |x—z,|<s et considérons fn(x, Y=

1 1
=[y—n(@)r—gn(@)=0, y(x) étant holomorphe. On a yu(®)=7 (x)+e—n[yn (@)jr. On voit que [ynje
est uniformément bornée et que yn () tend uniformément vers 7 (x). Siwna a des zéros dans |z—2l<e,
on voit que yn peut avoir des points critiques d'ordre # de plus en plus élevé.

15—25280. Adecta mathematica. 47. Imprimé le 26 septembre 1925.
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79. Lorsque les points-limites intérieurs a V de la famille des continus
Jalz, y)=0 forment des multiplicités & 3 dimensions, on pourra encore énoncer
un théoréme analogue & celui du N° 44 du présent mémoire.

Si une nappe d’hypersurface S, ¢ (z;, xy, ¥y, ¥s)=0, intérieure & ¥, est telle
que, dans une certaine hypersphére 3 ayant pour centre un point P de S et
divisée par S en 2 régions R, et R, ou respectivement ¢ >0 et p<<o on ait les
propriétés suivantes: .

1°) Aucun point intériewr & R,, n'est point-limite des continus f(x, y)=o.

2°) Tout point de S appartenant a la frontiére de R,, est un point-limite de
continus fo(x, y)=o0 et les seuls points-limites de continus f,(x, y)=o0 appartenant a
la frontiere de R, sont les points de S, on peut affirmer que la fonction @, qu'on
suppose avorr des dérivées continues des 2 premiers ordres satisfera, sur S, a Uiné-
galité Clpl<o du N° 44.

Si on remplace R, par R, dans 1'énoncé des propriétés 1° et 2° @ satisfera &
Clpl=o sur S. Enfin si, dans V, les seuls points-limites des continus fr (x, y)=o0 sont
les points de S et eux seuls, on devra avoir Clpl=0 sur Ihypersurface @=o0.

80. Remarque. Toutes ces propriétés des ensembles de points-limites des
continus f,(x, y)=0 apparaissent comme des propriétés de points singuliers essen-
tiels de fonctions de 2 variables si 1'on peut, par un procédé analogue & celui
qu'emploie M. Picarp dans sa note »Sur la décomposition en facteurs primaires
de fonctions uniformes ayant une ligne de points singuliers essentiels» (C. R.
Acad. Sec. de Paris tome 92, page 690. 1881), construire un produit canonique
convergent qui admette comme zéros tous les points ot f, (x, y)=o0. Ce produit
canonique représentera en tout point non limite de continus f (x, y)=o0 une fonction
holomorphe de (r, y) dont les points-limites signalés seront des points singuliers
essentiels. K. H. Lévi a utilisé cette idée dans ses 2 mémoires sur les singularités
essentielles de 2 variables, mais il ne I'a utilisée qu'avec des formes particuli¢res

de continus permettant une vérification aisée de la convergence.

§ 4
81. On a, au § 1 de ce chapitre, appliqué les principes et les résultats de

ce mémoire au domaine de convergence d'une série entiére double N ap 27y et

N\

a sa frontiére, qui est aussi la frontiére du domaine ou cette série donble cesse
de converger uniformément. Les propriétés de cette frontiére résultent du fait

qu'elle est engendrée par des circonférences | x|=r, |y|=)" associées par »’'==f(r)
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et l'application a ces frontiéres particuliéres de la propriété générale établie au
§ 3 du chapitre 3 du présent mémoire, nous a donné la propriété de concavité
de log f(r) en log r, établie au § 1 du chapitre présent.

w©
Il est clair que, si on considére une série de fonctions 2 Julz,y) conver-

n=1
geant uniformément dans un certain domaine intérieur au domaine V ou les
Jn sont holomorphes, la frontiére du domaine de convergence uniforme de cette série
Jowrra de toutes les propriétés reconnues aux ensembles E du présent mémoire. Sui-
vant la forme particuliére de cette frontiére, due aux formes particuliéres adoptées
pour les termes f,(z, y) de la série, les propriétés générales des ensembles F se
traduiront par des relations d'inégalité variées qui étendront aux séries envisagées
les relations de concavité de log f(r) en log r reconnues aux rayons de conver-
gence associés des séries doubles. En variant la forme des f.(x, y) on obtiendra
ces relations & partir des inégalités ou égalités-meéres étudiées au chapitre II1 du

présent mémoire. Nous n'insisterons pas ici sur ces applications.

82. Peut-on, des résultats établis dans le présent mémoire, déduire les
résultats que M. M. Hartogs et E. E. Lévi ont obtenus sur les points singuliers
ou singuliers essentiels d'une fonction f(xz, ). Oui, toutes les fois que la fone-
tion sera susceptible d'un développment en série de fonctions holomorphes cessant
de converger uniformément aux seuls points singuliers de la fonction. Cela est
immédiat, mais ne se réalise presque jamais, car les développements usuels de
Taylor ou de Laurent cessent en général de converger ailleurs qu'aux seuls points
singuliers ou singuliers essentiels de la fonction génératrice. Les résultats actuels
ne s'étendent donc pas immédiatement aux points singuliers ou singuliers essen-
tiels des fonetions de plusieurs variables. Cette extension ne semble pas impos-
sible, dés maintenant pour les points singuliers. (Recherches de M. Hartogs.)
En ce qui concerne les points singuliers essentiels (Recherches de E. E. Lévi), il
faudra au préalable, envisager les familles de fonctions méromorphes afin de pou-
voir atteindre les pointé singuliers essentiels et eux seuls comme points frontiére
de domaines de convergence, les points singuliers polaires et les points d’indéter-
mination étant insérés dans les domaines de convergence. J’ai dit dans l'introduc-
tion que je n’envisageais ici que les classes de fonctions holomorphes mais j’espére

avoir 'occasion de revenir ailleurs sur les questions dont je viens de parler.



