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Einleitung. 

Bei vielen bekannten Untersuchungen fiber kinematische Geometrie und 

andere Teile der Infinitesimalgeometrie herrschen unvollkommene Vorstellungen 

be~reffend die Tragweite der Resultate. Die Untersuchungen sind entweder iiber- 

haup~ nich~ klar aufgefass~ worden, oder sie werden auf solche F~lle beschr~nl~, 

die durch BequemlichkeRen der angewandten Methode bestimm~ Werden. 

Im MittelpunlrL der folgenden Untersuchung steh~ der Cauchy'sche Satz, 

dass jede Bewegung in der Ebene durch eine Rollbewegung erzeugt werden kann. 

Es wird hier der Versuch gemach~, einen BeRrag zu geben, um den Inhalt nnd 

die Tragweite dieses Satzes und anderer verwandter S~tze kennen zu lernen. 

I. 

Der Momentanpol. 

I:  Wir w~hlen unseren Ausgangspunkt in dem iiblichen Satz: Zwei gleich- 

sinnig kongruente Figuren in derselben Ebene k5nnen durch eine Drehung (oder 

Parallelverschiebung) zur Deckung gebracht werden. Es sei nun eine ebene Be- 

wegung in solcher Weise definiert, duss zwei Punkte A, B gegebene Kurven (A), 

(B) beschreiben, etwa so, dass die beiden ver~nderlichen Punkte A, B eindeutige 

und stetige Abbilder einer stetig wachsenden reellen Veriinderlichen t sind, indem 

der Abstand A B dabei einen konstanten Wert behalf. Fassen wir einen dritten 
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Punk~ C ins Auge, welcher mit A und B fest verbunden ist; so ist zun~chst 

klar, dass auch dieser Punkt  (wenn nicht fest) eine Kurve, (C), beschreiben muss, 

indem seine Lage in eindeutiger und stetiger Weise dem Wer~ t entspricht. Wenn 

nun die Kurven (A), (B) in den betrachteten Punkten A, B bestimmte Tangenten 

aufweisen, und diese Tangen~en nicht beide senkrech~ auf der geraden Linie A B  

stehen, so muss die dritte Kurve (C) im Punkte C auch eine bes~immte Tangente 

haben, auf jeden Fall bis auf eine einzige Ausnahmslage des Punktes C. Der 

Beweis hierfiir gestaltet: sich folgendermassen: 

Es sei A' B' C' eine folgende Lage der Figur A B C (vgl. Fig. i), und es 

sei O' der Rota~ionspol der beiden kongruenten Figuren A' B' C' und A B C. 0' 

liegt dann auf den 1VfitteIsenkrechten der drei Strecken AA', .BB', CC', und da 

die beiden ersten yon diesen Mittelsenkrechten gegen zwei verschiedene Grenz- 

lagen konvergieren, n~mlich die Normalen der Kurven (A) und (B) in A and B, 

wenn A' B' C' nach A B C konvergiert, so folgt, dass ihr Schnittpnnkt O' auch 

einer bestimmten Grenzlage zustreben muss, nKmlich dem Schnittpunkt 0 der 

beiden genann~en Kurvennormalea in A und JB, und hieraus folgt wiederum, 

dass die Mittelsenkrechte yon CC' gegen eine bestimmte Grenzlage CO konver- 

gieren muss, wobei allerdings vorauszusetzen ist, dass C n i c h t  nach 0 f~llt. Man 

ersieht zugleich, dass die Halbstrahlen AA', BB',  CC', welche yon A, B, C aus- 

gehen und die Punkte A', B', C' enthalten, denselben Umlaufsinn um O' in der 

Ebene bestimmen, und es miissen desh~lb ihre Grenzlagen die entsprechende 

Eigenschaft beziiglich 0 aufweisen, w i r  haben damit den folgenden Satz be- 

wiesen : 

Satz 1. Wenn eine unverh'nderliche ebene Figur sich in ihrer Ebene bewegt 

und zwei Punkte A, B der f'igur Kurven mit bestimmten Tangenten in A und B 

beschreiben, und diese Tangenten ~icht beide senkrecht auf A B stehen, so beschreibt 

jeder dritte Punkte C der Figur (auf jede~, Fall bis auf eine einzige Ausnahme) 

eine Kurve mit bestimmter Tangente in C. 

Sh'mmtliche Normalen der Bahnkurven gehen fiir die augenblickliche Lage 

A B  C der Figur durch einen und denselben Punkt O, den Schnittpunkt der Normalen 

der beiden von A und B beschriebenen Kurven. Dieser Punkt wird als Momentanpol 

der Figur fiir die Lage A B C bezeichnet. 

D~;e Bahnkurve desjenigen Punktes der Figur, welcher im Auge~blick uach 0 

fdllt, hat unter den gemachten Voraussetzungen nicht notwendig eine bestimmte 

Tangente in O. 
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Ist A yon 0 verschieden, und hat die yon A beschriebene Kurve entgegengesetzt 

gerichtete Halbtangenten in A, so wird die entsprechende J~igenschaft auch den 

iibrigen Bahnkurven zukommen (die von 0 beschriebene Kurve ausgenommen) und 

zusammengehSrige Halbtangenten in A, B, C , . . .  bestimmen denselben Umlaufssinn 

um O. 

2. Jede gerade Linie l in der Figur A B C besitzt einen bestimmten Cha- 

rakteristikpunkt, d . h .  eine bestimmte Grenzlage des Schnittpunktes yon 1 mit 

der entsprechenden Linie l' der Figur A' B '  C', wenn A' B'  C' gegen A B C kon- 

vergierk Da n~mlich der Rotationspol O' der beiden Figuren gleich welt yon 1 

und l' absteht, muss er auf der Halbierungslinie eines der beiden Winkeln zwischen 

l und l' liegen, und es folgt hieraus, dass der Schnittpunk~ yon l mit l' gegen 

die senkrechte Projektion yon 0 auf l konvergieren muss. 

Wenn die Kurven (A), (B) stetig variierende, fiir jeden inneren Punk~ ent- 

gegengesetzt gerichtete, Halbtangenten besi~zen, so werden, wie aus unseren obi- 

gen Betr~chtungen hervorgeht, auch die yon den iibrigen Punkten der Figur 

(0 ausgenommen) beschriebenen Kurven die gleiche Eigenschaft haben, und die 

Charak~eristikpunkte der durch die Bewegung entstehenden verschiedenen Lagen 

einer geraden Linie 1 der Figur erzeugen eine Kurve. Es ist aber unsicher ob 

diese Kurve Tangenten besitzt, und wir kSnnen deshalb auf Grund der hier ge- 

mach~en Voraussetzungen noch nicht von einer Hiillkurve im gewShnlichen Sinne 

sprechen. 

II .  

Schmiegungskreise. 

3. Wenn eine Kurve in einem Punkte P eine bestimmte Tangente besitzt, 

kann man yon einem oder mehreren Schmiegungskreisen in diesem Punkte sprechen. 

Man versteht darunter eine Grenzlage eines Kreises, welcher die Kurve in P 

beriihr~ und durch einen anderen yon P verschiedenen und nach P konvergie- 

renden Kurvenpunkt Q hindurchgeht.  Je  nachdem Q yon der einen oder anderen 

Seite gegen P konvergiert, spricht man yon einem Schmiegungskreise in P nach 

der einen oder ~nderen Seite. Im allgemeinen gibt es in jedem Punkte P der 

Kurve nach jeder Sei~e hin unendlich viele Schmiegungskreise. Es kann aber 

der Fall eintreffen, dass nut  ein Schmiegungskreis in P vorhanden isk Dieser 

Fall ist besonders wichtig, und wir wollen die folgenden Untersuchungen im we- 

sentlichen auf diesen Fall beschr~nken; doch sei ausdriicklich hervorgehoben, 
19--25280. Acta mathematlca. 47. Imprim6 le 23 novembro 1925. 
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dass man die Behandlung der allgemeineren F~lle durch dieselben HiilfsmiCtel, 

die fiir den speziellen Fall angewand~ werden, ohne Schwierigkei~en durchfiihren 

kann. Es komm~ nur darauf an, den Grenziibergang des Naehbarpunktes P '  

nach P in der Weise zu vollziehen, dass P '  eine Punktfolge _ P l , / ) ~ , P s , . . .  

durchl~uf~, die so herausgew~hlt wird, dass die entsprechende Grenzlage des 

Kreises eindeutig wird, um dann alle mSgliche solche Punktfolgen in Betracht 

zu ziehen. 

4. Wir nehmen nun wie friiher an, dass zwei Punkte A, B einer beweg- 

i / /  ' ',. : ! i 

/ 

:' / / i ' /  "~ ~ '*, i " ~ "  

'~ !i ,':." /"  ..---; .......... 

O" 
Fig. 1. 

lichen Figur in der Ebene zwei Kurven (A), (/7) durchlaufen, welche in A und 

B bes~immte Tangenten haben, deren keine nunmehr senkrecht zu A B i s t ;  
es folgt hieraus, dass weder A noch B nach dem Momentanpol 0 f~llt. Ferner 

setzen wir voraus, dass die Kurven in A und B bestimm~e Schmiegungskreise 

haben. Die ;~Iitteipunkte dieser Kreise seien mit A I u n d  B 1 bezeichnet; sie liegen 

auf den beiden Normalen AO, BO der Kurven (A), (B) und sollen zun~chst als 

yon 0 verschieden vorausgesetzt werden; ferner nehmen wir an, dass A 1 nicht 

nach A und B1 nicht nach B fiillt. Die Punkge A, B sollen na~iirlich im End- 

lichen liegen; A1, B~ und 0 hingegen kSnnen auch unendlich ferne Lagen an- 

nehmen. 
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Wir  wollen nun untersuchen, ob yon einem beliebigen dritten yon 0 ver- 

schledenen Punk~ C der beweglichen Figur eine Bahn mit bestimmtem Schmie- 

gungskreis in C beschrieben werden muss, und in bejahendem Falle, wie dieser 

Kreis konstruiert werden kann. 

5. Es gehe die Figur A B C in die neue Lage A' B' C' fiber (Fig. 1). Der 

Rota~ionspol O' der beiden Figuren liegt auf den drei Mit~elsenkrechten yon 

AA',  BB'  CC', und diese Mittelsenkrechten schneiden AO, BO, CO in A'I, B'~, C' 1. 

Die drei letztgenannten Punkte sind die Mittelpunkte von drei Kreisen, welche 

die yon A, B, C beschriebenen Kurven in A, B, C berfihren und ausserdem durch 

"A', B', C' gehen. W e n n  A' B" C" gegen A B C konvergiert, so werden die ge- 

nannten Kreise gegen Schmiegungskreise der drei Bahnen konvergieren; A/ ,  B~' 
konvergieren dabei nach bes~immten Grenzlagen A1,/~1, und wir werden nun zu- 

sehen, ob auch C/ einer bestimmten Grenzlage zustreben muss. 

Da O' nach 0 konvergiert, kSnnen wir nach unseren oben gemaehten Vor- 

aussetzungen annehmen, dass O' - -  wi~hrend des Grenzfiberganges, auf jeden 

Fall zuletzt, yon A, B, A'~, B~' und yon dem Schnittpunkt 7' der beiden Geraden 

A B, A'~ B' 1 verschieden ist. Wir kSnnen ferner annehmen, dass 0', auf jeden 

Fall zuletz~, yon 0 verschieden ist. Es mfissten sonst bei dem Grenzfibergange 

immer solche Lagen A' B '  C' vorkommen, wo A' 1 0', B' 10 '  mit A0, BO zusam- 

menfielen, was augenscheinlich bedeuten wfirde, dass die betreffende Lage A' B' C' 
mit A B C zusammenfiele; derartige Lagen sind aber, wenn sie vorkommen, bei 

dem vorliegenden Grenzfibergang auszuschliessen, wenn fiberhaup~ in solchen 

Fi~llen unsere Grenzbestimmungen irgend einen Sinn haben sollen. 

6. Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen kSnnen wir nun die folgende 

Betrachtung durchffihren : 

Von O' aus projizieren wir die drei Eckenpaare des yon den geraden Linien 

A A'~, I3B'1, A B, A'~ B'I gebildeten vollstiindigen Vierseits. Die hierdurch er- 

zeug~en Linienpaare 

O' A, O" B'~; O' A'~, O' B; 0 '7 ' ,0 '  0 

gehSren nach dem bekannten DESARGu~s'schen Satz derselben Involution an; d a  

aber der Winkel yon O'A nach O'A' 1 und der Winkel yon O'B nach O'B' 1 
einander gleich sind, weil beide Winkel die tti~lfte des Drehwinkels yon der 

Lage A B C nach der Lage A ' B '  C' ausmachen, so haben die Winkel des ers~en 

yon den obengenannten drei Linienpaaren dieselben ttalbierungslinien wie die 

Winkel des zweiten Linienpaares, und es folgt hieraus, dass alle drei Linienpaare 
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Winkel mit gemeinsamen ]~albierungslinien einschliessen miissen. Es wird sonach 

der Winkel yon O ' A  nach 0 '7 '  gleich dem Winkel yon 0 ' B '  1 nach O' 0 mR 

entgegengesetzten Vorzeichen. Wir driicken dies in Zeicheu so aus: 

O' 0). 

Wenn O' nach 0 konvergiert, wird 7' nach dem Schnittpunkt 7 yon A B 

mit At B1 konvergieren (Fig. 2), und die Linie 0 ' 0  muss dann nach der obigen 

Gleiehung einer Grenzlage t zustreben, derart, dass 

(O A, Oy)=--(O B, t). 

0 
Fig. 2. 

Dabei is~ allerdings vorausgesetzt, dass 0 nich~ unendlich fern liegt. Fiir 

diesen Fall ergibt sich aber sofort, wenn man die in Betracht kommenden yon 

0'  ausgehenden ver~nderlichen Linien mit einer beliebigen (nieht durch 0 ge- 

henden) festen Geraden schneider, dass die gefund.ene Beziehung doch auch hier 

aufrecht erhal~en werden kann, wenn man nur unter (OA, 0y) und (OB, t) die 

Abst~nde zwischen den in den Klammern vorkommenden Linien versteht. Die 

Linie t ist somit in jedem Falle eindeutig bestimmt. 

Es sei beil~ufig hervorgehoben, dass t bei unseren Annahmen notwendiger- 

weise yon den beiden Geraden O A, O B verschieden sein muss. 

Fiir den allgemeinen Fall, wo 0 nich~ unendlich fern liegt, solI noch eine 

Bemerkung hinzugefiigt werden, welche fiir die folgenden Untersuchungen yon 

Nutzen sein wird. A' B '  C' kann durch die bei der vorgelegten Bewegung be- 
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stimmten Lagen der Figur auf zwei wesentlich verschiedene Weisen gegen A B C 

konvergieren, je nachdem A' gegen A yon der einen oder anderen SeRe auf 

der yon A beschriebenen Bahnkurve konvergiert, und die Mittelsenkrechte zu A A' 

wird offenbar w~hrend des Grenziiberganges die gerade Linie t in einem Punkte 

schneiden, welcher uuf der einen oder anderen SeRe yon 0 liegt, je nachdem 

der eine oder der andere Bewegungssinn fiir den gegen A konvergierenden Punkt  

A' gew~hlt wird. ~ieraus schliesst man weiter, dass in den beiden F~illen der 

tIalbstrahl 0 0', welcher yon 0 ausgeht und 0' enth~tlt, gegen den einen oder 

den anderen yon den beiden Halbstrahlen konvergiert, in welche t durch den 

Punkt 0 zerlegt wird. 

7- Indem wir nun zu unserer Untersuchung betreffend der Grenzlage des 

Punktes C'1 zuriickkehren, setzen wir im folgenden voraus, dass C nicht auf der 

Linie 0 B liegt (Fig. 1). Die Linien I3B'~ und C C'~ sind dann verschieden, und 

keine yon ihnen f~.llt mi~ I3 C zusammen. Bezeichnen wir den Schnittpunkt der 

beiden Geraden B C und B' 1 C'~ mi~ a', so ergibt sich wie oben: 

(0' C, O ' d ) = - - ( O ' B ' ~ ,  O' 0); 

man erh~ilt sonach eine bestimmte Grenzlage a fiir a', derart, dass (Fig. 2) 

(0 C, O a ) = - - ( O B ,  t). 

Vergleicht man diese Beziehung mit der oben gefundenen, so hat man 

(0 C, Oa)=(O A,  Or), 

wodurch a, und sorer die Grenzlage (/, des ver~nderlichen Punktes C'~, eindeutig 

bestimmt wird. 

Die hierdurch erzieRe Konstruktion des Mittelpunktes C~ des Schmiegungs- 

kreises fiir die yon C beschriebene Bahn in C ist, wie man sieht, mR der be- 

kannten BOBILLIER'schen Konstruktion identisch. Auf Grund dieser Konstruk- 

tion l~sst sich dann natiirlich die ganze Verwandschaft der beiden Figuren 

A B C-.. und A, B~ C1"'" studieren, was wir doch hier nicht wei~er zu verfolgen 

brauchen. Wir  beschr~nken uns auf die Formulierung des folgenden Satzes: 

Sat~ 2. We~m die Pro&re A, B eh2er beweglichen 1/ig~r in der Ebene zwei 

Kurven mit bestimmte,~ Tm~genten i~z A u~d B beschreibe~, deren keitze se~krecht 

zu A B ist; wenn fer~er diese Kurve~ in A und B be~timmte Schndegm~gskreise 

haben, deren 11Iittellou~kte vo,n dem ~lome~#a,~pol verschieden s{,~d, u~d we,t~n kei~er 
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dieser Kreise den Radius Null hat, so wird jeder beliebige Punkt C der Figur (mit 

Ausnahme des Momentanpols) eine Bahn beschreiben, welche eine bestimmte Tangente 

und eine~ bestimmten Schmiegungskreis in C besitzt. Der Mittelpunkt C1 dieses 

Kreises ist nach der Bobilliersehen Koustruktion zu finden. 

Ffir den Fall, dass der ]~Iomentanpol unendlich fern liegt, wird diese Kon- 

struktion in einfaeher Weise modifiziert (vgl. die Bemerkung oben (5)). 

8. Auch in einzelnen Fi~llen, die bei unserer Untersuehung ausgeschlossen 

wurden, w~re es leicht unsere t)berlegungen durchzufiihren. Wir erwi~hnen ins 

besondere die folgenden zwei Spezialfiille: 

I. AI fh'llt nach O, B 1 ist aber von 0 verschieden. Es folgt dann aus den 

oben gegebenen Betrachtungen, dass wenn O' von A'I verschieden ist, die Linie 

t (die Grenzlage yon 0 0') mit A 0 zusammenfifllt. F~llt O' nach A'~, ist die 

Gerade 0 0 '  mit AO identisch. Fiir alle Fis gilt es also, dass O 0 ' - * t = A O .  

Es lgsst sich dann ohne Schwierigkeit die Bobillier'sche Konstruktion auch hier 

verwer~en. 

Danach schliesst man indirekt, dass wenn beide Ptmkte A~ mad B1 nach 

0 fallen, der Punkr Ct auch nach 0 fallen, muss, jedenfalls wenn C nich~ auf 

OA oder OB liegt (vgl. unten). 

2. AI fhTlt nach A, B~ ist yon B verschieden. Die Linie t fi~llt dann mit 

OB zusammen, a fi~llt naeh C, d. h. C 1 fiillt nach C, wenn nur C nicht auf 

OB gelegen angenommen wird. Fiir den Fall, wo C auf  0 B iiegb, weisen wir 

auf den folgenden Satz bin. 

9. 8a~  3. Wenn einer bestimmten Lage einer beweglichen l~igur der Ebene 

ein bestimmter Momentanpol 0 entspricht, und die Bahn eines (nicht nach 0 fall- 

enden) Punktes A einen bestimmten Schmiegungskreis besitzt, so. werden alle Punkte 

A B C...  der geraden Linie 0 A (0 ausgenommen) Kurven mit bestimmten Schmie- 

gungskreisen beschreiben, und die Mittelpunkte A 1B 1 CI... dieser Kreise bilden eine 

Punktreihe projektiv mit A B C.. . ,  derart, dass die beiden Punktreihen zusammen- 

fallende DOlOpelpunkte in 0 haben. 

Beweis: Die gerade Linie 1 mit der Punktreihe A B C.. .  gehe in einer be- 

nachbarte Lage l' mit der entsprechenden Punktreihe A' B ' C ' . . .  fiber (Fig. 3). 

Der Rotationspol der beiden kongruenten Reihen A B C.. .  und A' B ' C ' . . .  sei 

0'. Den Schnittpunkt yon 1 mi~ l' bezeichnen wir mit S'; rechnet man diesen 

Punkr mit zur Reihe A' B' C'. . . ,  finder man einen entsprechenden Punkt S in 
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der Reihe A B C .... L~sst man l' gegen 1 konvergieren, wird O' gegen 0 kon- 

vergieren, und ebenso auch S' gegen S. 

Die Mittelpunl~e A", B", C", . . .  S" der Strecken AA',  BB',  CC', . . .  SS'  
liegen in einer geraden Linie l", deren Schnittpunl~ S" mit 1 bei dem Grenz- 

iibergang nach 0 konvergiert. Projiziert man yon O' aus die drei Eckenpaare 

des yon den Linien l, l", AA",  BB'" gebildeten vollstiindigen Viersei~s, so entsr 

3 Linienpaare, welche einer Involution angehSren. Diese Linienpaare werden 

yon l in 3 Punktepaaren geschnitten, yon denen das erste Paar  A'~, B bei dem 

A' l' 

A B 

............................... : j  ::::;:i: ! 
. . ./--:..% , 

Fig. 3. 

Grenziibergang nach A1, B konvergier~, w~hrend das zweite Paar  in den einzigen 

Punlr~ 0 zusammenriickr yon den beiden Punkten des dritten PunkCepaares A, B 1 

f~llt ein Punkt  nach A und der andere muss dann gegen eine bestimmte Grenz- 

lage B~ konvergieren, derart, dass die Punktepaare As, B; A, B~ einer Involution 

mit dem Doppelpunkt 0 angehSren. Der so bestimmte Punk~ B 1 ist der ]~ittel- 

punkt des Schmiegungskreises in B. Das gewonnene Resultat wird bequemer so 

ausgesprochen: Die Punkte A, AI; B, B 1 sind zusammengehSrige Punktepaare 

zweier kollokalen projek4iven Punk~reihen mit zusammenfaUenden Doppel- 

punkten in 0. 

Der besondere Fall, wo A 1 nach 0 f~llt, macht keine Schwierigkeit. I)er 

Grenziibergang f-h'hr~ hier sofort zu dem Resultat, dass B~ auch nach 0 f~ll& 

Den Punkten A B C.. .  der geraden Linie O A (0 a.usgenommen) entsprechen so- 
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mit konzentrische Schmiegungskreise, deren gemeinsamer Mittelpunk~ nach 

0 f~llt. 

io.  51ach den hier gewonnenen  Resultaten liisst sich nunmehr der Satz 2 

durch die folgenden Sg~ze 4, 5 vervollsti~ndigen: 

Satz  4. Bei jeder ebenen Bewe.qun!l mit ei~zem bestimmten Momentanpol 0 

gibt es ausserhalb dieses Punktes im allgemeinen kei~en Punkt, dessen Bahn einen 

bestimmten Sehmiegungskreis mit dem Rad i~  ~ Null be~'itzt. Existiert aber ein solc~r 

Punkt, so gibt es deren une~dlich vide, indem entweder alle P, unMe der EbeT~e (0 

,nicht mitgenqmmen) (lie ge~mnnte Eigenschaft haben, oder auf  jeden Fall alle Punkte 

mit Ausmlhme der Punkte einer gewisse~ geraden Linie dutch O. 

Satz  5. Wenn bei einer ebet~en Bewegung mit einem bestimmten 2~lomentanpol 

0 zwei Punkte A, B vorhanden ,~qnd, welche nicht mit 0 a ~  einer geraden Linie 

lieqen, und deren Bahnkurven konze~trisehe Schmiegungskreise mit dent Mittelpunkt 

0 haben, so werden alle .Bahnkurvet~ (die Bahn vo~ dem auge~blieklieh naeh O fall- 

enden Punkte ausgenonTmen] konzentri.~'che Sehmiegu~gskreise mit dem ]Iittelpunkt 

0 haben. 

Das einfachs~e Beispiel einer solchen Bewegung ist die Drehung um einen 

festen Punk~ 0. 

II. Den Punkt, der im Augenblick im Momentanpol 0 liegL haben wir 

bisher yon unseren Untersuchungen ausgeschlossen. (~ber die yon diesem Punkt 

beschriebene Bahn l~sst sich aber fiir den allgemeinen Fall, welcher im Satz 2 

behandelt wurde, folgendes aussagen: Da der in Rede stehende Punkt 0 durch 

Drehung um den Rotationspol der beiden Figuren A B  C, A ' B ' C '  in eine fol- 

gende Lage iibergefiihrt werden kann, welchc gegen 0 konvergierL indem der 

Drehwinkel nach Null konvergiert, so ergibt sich sofort, dass die beschriebene Bahn 

in 0 eine bestimmte Tangente senkrecht zu t haben muss. Wenn nun die Halb- 

tangenten der von A beschriebene Kurve in A entgegengesetzt gerichtet sind, so 

fol~,  dass die Drehung um O' yon A B  C nach A ' B '  C' in der einen oder der 

anderen Richtung vor sich geht, je nachdem der Punkt  0'  yon den einen oder 

anderen Sei~e nach 0 konvergiert, und daher miissen die beiden ltalbta;zgenten 

der in Rede stehenden Bahnkm've i~ 0 zusammenfallen. Fallen hingegen die Halb- 

tangenten der Kurve (A) zusammen, so muss ungekehr~ die Bahnkurve in 0 ent- 

gegengesetzt gerichtete Halbtangenten haben. 

Wie man fiir die Konstruktiou yon Schmiegungskreisen die Tungente der 

Bahnkurve in 0 verwerten kann, ist nunmehr auch klar. 
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III .  

Stetig gekriimmte Kurven. 

I2. Satz 6. Wem~ eiJ~ ebet~er BogeJ~ fi oh,e Doppelpmd:te iJ, .iedem Pm~kte 

e/he best/rotate T(mge~/e. mad iJt jedem imu'reJ~ Punkte eldgegengesetzt gerichtete 

Halbtangenten hat, untZ we~,~ ausserdem jeder Pu~kt des Bogens eir~en besti+mnttm, 

mit dem Punkt stetig variiere~de,~ Schmieg,m~gskrei.s. besitzt, dessen Radius' ton 5Tull 

ver,~'chiede~ i.~t, so wird der SchmiegungskreA. i~ eiJ~em beliebigen Punkt P des Bo- 

genu die eimleutig beutimmte Grenzlage eiJ~e,~' rem'ip~derlichen Krei.,'eu 7 darstelle~. 

weleher de~ Boge~ i~ ei~em Pm~kt A berghrt uml dutch ei~et~ amlere~ Pu~kt B 

des Bogens hi~durehgeht, imlem A und B i ,  belieb~qer Weise 1/ingu der Kin're ~ach 

P konver.qiere~t. 

Beweis: Der Kreis 7 beriihrt den Bogen /~ in A und geht ~usserdem durch 

den Punkt  B dieses Bogens hindurch. Zuni[chst nehmen wir nun an, dass der 

auf fl zwischen A und B abgeschnittene Bogen keinen underen Punkt als A und 

B mit 7 gemein hat. Ferner lassen wir A und B innerhulb einer gewissen kleinen 

Umgebung yon P vuriieren, derurt, dass die Tungenten je zweier beliebiger Punkte 

des Boo'ens fl innerhulb dieser Umgebung einen spitzen Winkel bilden, welchcr 

einen gewissen kleinen im voraus gew/ihlten Wert  s nicht fiberschreitet; es folgt 

dunn hier~us, duss die Tungente in A und die Sek~nte A B einen spitzen Win- 

kel _--< ~ bilden. 

Auf dem Kreis 7 fassen wir nun den dem Punkt  A diumetrul gegeniiber- 

liegenden Punkt (2 ins Auge. Mi~tels einer Inversion, d, h. einer Transformution 

durch reziproke Radien, mit dem Zentrum Q fiihren wir den Teilbogen A B yon 

fl in einen neuea Bogen A ' B '  fiber. Dieser gunz im Endlichen liegende Bogen 

hat keine Doppelpunkte, besitzt in jedem Punkt  eine bestimmte Tangente und 

in jedem inneren Punkt entgegengesetzt gerichtete Halbtungenten; die Halbtun- 

genre in dem Endpunkte A' geht durch den underen Endpunkt hindurch, weil 

diese Halbtungente durch Trunsformution des entsprechenden Hulbkreises A (2 

entsteht; ferner hut die Tungente in A' keinen underen Punkt uls A' und B'  

mit dem Bogen A' B' gemein, well der Kreis 7 keine ~nderen Punkte uls A und 

B mit dem Bogen A B gemein hat. Aus diesen Tatsuchen schliessen wir, dass 

20- -25280 .  Aeta mqthematiea 47, ImprimP le 24 novembre 1925. 
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der Bogen A ' B '  wenigstens einen Wendepunkt C' enthalten muss, 1 und der ent- 

sprechende Punkt  C des urspiinglichen Bogens A B ' h a t  dann die Eigenschaf~, 

dass ein Kreis k, der den Bogen in C beriihr~ und dutch Q geht, die Umgebung 

yon C auf dem Bogen A B in zwei Teile zerlegt, einen Tell innerhalb und einen 

ausserhalb des Kreises, indem die beiden Teile in C ~n einander stossen. Dieser 

Kreis k muss aber dann mit dem Schmiegungskreis des Bogens A B i n  C zu- 

sammenfallen: sonst miissten n~imlich die beiden Bogen A C und C B  in 0 ver- 

schiedene Schmiegungskreise haben (innerhalb und ~usserhalb des Kreises ]~). Es 

ergibt sich so, dass durch den Punkt  Q ein Schmiegungskreis ]~ an den Bogen 

fl gelegt werden kann, derart, dass der Beriihrungspunkt C auf fl dem Teilbogen 

A B von fl angeh(irt. 

Wir erinnern aber nun daran, duss wir oben die u gemucht 

haben, d~ss der Teilbogen A B yon {/ keinen yon A und /3  versChiedenen Punkt  

mit dem Kreis y gemein hat. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so kSnnen 

zwei F~lle eintreten: 

I. Es gibt einen Teilbogen AB~ yon AB,  welcher keine yon A und B 1 

verschiedene Punk~e mit 7 gemein hat. 

z. Der Kreis 7 hat unendlich viele Punkte mi~ dem Bogen A B gemein, 

und diese Punkte haben eine H~ufungsstelle in A. 

Im ersten Fall kann dutch den Punkt  Q ein Schmiegungskreis un den 

Bogen A B 1 hindurchgelegt werden, und im zweiten Fall ist der Kreis 7 mit 

dem Schmiegungskreis in A identisch. Es gilt ulso in. alien F~llen der Satz: 

Du~'ch Q geht i~nmer we~iflste~s ein Kreis lc, u, elcher ~nit dem Schmiegungs- 

kreis in einem Pu~kt C des Boge~s A B zusam~e~fiillt. 

Wenn nun A und B nach P konvergieren, wird der Punkt  C ebenf~lls 

nuch P konvergieren, und der Kreis X: muss dann gegen den Schmiegungskreis 

in P konvergieren. Hieraus folgt aber, dass der Punkt Q gegen den dem Punkte 

P diametral gegeniiberliegenden Punkt des tetztgenannten Kreises konvergieren 

muss, und da der Kreis ~, in jeder Lage durch seinen Durchmesser A Q bestimmt 

ist, so folg~, dass 7 gerade dem Schmiegungskreise in P zustreben muss, was zu 

beweisen war. 

Ygl. J. HJELMSLEV, Contribution i~ la g~ometrie infinitesimale de la conrbe rdelle (Bulle- 
tin de l'Aead@mie royale de Danemark, I9II , No. 5), S. 456. 
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Es liisst sich ebenso nachweisen, class ein Kreis durch 3 beliebige naeh P 

konvergierende Punkte yon ~ notwendig nach dem Schmiegungskreis yon {/in P 

konvergieren muss. 

13. Satz 7. Der Mittelpunkt 0 des Schmiegungskreises in P i s t  die Grenz- 

lage des Schnittpunktes S der beiden Normalen p und q in P und Q, wenn (2 nach 

P kon~ergiert. 

Die 3/Iittelsenkrechte yon B (~ schneider die beiden Normalen p nnd q (Fig. 4) 

in M und N. Diese Punkte sind die Mitf, elpunkte zweier Kreise, welche beide 

durch P und Q hindurch gehen, der eine Kreis beriihr~ die Kurve in i D, und 

P i q 

Fig. 4. 

der andere in Q. Wenn Q - ,  P ,  miissen die beiden Punkte M und N nach dean 

Mittelpunkt 0 des Schmiegungskreises konvergieren (Satz 6), und wenn 0 nicht un- 

endlich fern liegt, zeigt die Figur unmittelbar, dass auch S nach 0 konvergierk 

Fair den Fall, wo 0 unendlich fern liegt, braucht man nur zu bemerken, dass 

jede im Endlichen liegende Grenzlage yon S auch notwendig gemeinsame Grenz- 

lage fiir M und N sein miisste. (Beiliufi,o. sea hier bemerkt, dass zusammen- 

hSrende Grenzlagen fair M, N, S i m m e r  so liegen miissen, class die Punktepaare 

P S, M N  nach harmonisehen Punktepaaren konvergieren). 

Dass der Schmiegungskreis auch Kriimmungskreis ward (ira gewShnlichen 

Sinne des Wortes), ward nunmehr leicht best~ttig~. 

I4. Satz 8. Wenn eine Kurve in jedem PuJ~kte P eine bestimmte mat dem 

Punkte stetig variierende Tangente besitzt, u~d die,~'e fiir ampere Punkte entgegenge- 

setzte Halbtauge~#en aufweist, und wenn die Kurve ausserdem in P eine eindeutig 
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I 
bestimmte, endliche, mit dem Punkte stetig variierende Kr~mmung - hat, so hat die 

Q 

Kurve in P einen bestimmten Schmiegungskreis mit dem Radius Q. 

Aus der Fig. 4 ersieht man sofort, dass 

P S  PQ lim -- lira PS,  
~ lim < p s ( 2  sin (PQS) 

woraus folgt, dass der Punkt  S nach einer bestimmten Grenzluge 0 auf der 

Normalen p konvergier~, wobei PO=Q.  Dass diese Grenzlage 0, wenn Q~ ~ ,  

notwendig auf einer bestimmten SeRe yon P liegt, folgt daraus, dass wenn 

Schwingungen yon S hin und her mSglich w~ren, Q no~wendig den Wert  ~c 

annehmen miisste. Ferner sieht man, dass der Mittelpunkt M eines Kreises, 

welcher die Kurve in P beriihrt und durch Q hindurch geht, einer Normalen 

der Kurve in einem inneren Punkt R des Bogens t)(2 angeh5rt. Der Punkt  M 

ist folglich Schnit~punkt zweier Kurvennormalen (in P und R), und wenn Q--~ P, 

ha~ man auch R---~P, und sonach M---~O, d. h. der Kreis mit dem Mittelpunkt 

0 und Radius O P ist ein Schmiegungskreis in P und ist der einzig mSgliche 

Schmiegungskreis in diesem Punkt. 

15. Satz 9. Wenn eine Kurve in jedem Punkt P eine bestimmte mit dem 

Punkt stetig variierende Tangente hat, welche (wenn tier Punkt ein innerer Punkt 

istj entgegengesetzte Halbtangenten aufweist, und wenn ausserdem fiir jedeu Puukt 

P der Kurve eine bestimmte, vo~ P verschiedene, mit P stetig variierende Grenz- 

lage 0 des Schnittpunktes der Normalen p in P und der Normalen q in eiuem 

anderen nach P konvergierenden Punkt Q existiert, so hat die Kurve im Punkte 

P einen bestimmten Schmiegungskreis mit dem Mittelpunkt O. 

Es sei n~imlich S der Schnittpunkt der beiden Normalen. Es ergibt sich 

dann aus Fig. 4: 

also 

P Q - lim Q S 
lim sin (PSQ~) sin (QPS) - lira QS = PO, 

pQ 
lim (p~ = PO, 

und nach Satz 8 ist hiermit der Beweis vollendet. 
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Die in den Sitzen 6--9 behandelten Kurven sollen im folgenden als stetig 
gekriimmte Kurven bezeichnet werden. 

I6. Auf einer stetig gekriimmten Kurve kSnnen Wendepunkte oder Wellen- 

19unkte (d. h. Punkte, wo die Tangente unendlich viele Punkte mit der Kurve 

gemein hat, ohne ein zussmmenhihlgendes Stiick der Kurve zu enthalten) nur 

entstehen, wo der Krfimmungsrsdius unendlich gross ist. In der Umgebung eines 

Punktes, wo der Krtimmungsrsdius endlich ist, muss die Kurve konvex sein. 

Punkte mit unendlich grossem Krtimmungsr~dins liegen nirgends dicht uuf 

der Kurve, es sei denn, dass die Kurve eine gersdlinige Strecke ent.hi~lt. Es 

folgt hiersus, dsss jede stetig gekriimm~e Kurve sus einer endlichen oder abz~hl- 

bsr unendlichen Menge yon konvexen Bogen (und geradlinigen Strecken), mit 

zugehSrigen Grenz- und H~ufungspunkten, besteht. 

17. Schliesslich wollen wir die Parallelkurven der stetig gekriimmbn Kurven 

untersuchen. Wir betrschten eine Bewegung in der Ebene, welche solcherweise 

bestimmt wird, dsss ein Punkt M einen stetig gekriimmten Bogen A B  durch- 

liuft, wi~hrend eine gersde Linie durch M sich so bewegt, dsss sie stets Nor- 

msle der Kurve bteibt. Der !Vfomentsnpol dieser Bewegung ist der Chsrakteris- 

tikpunkt der Normslen, also der Krtimmungsmittelpunkt 0 des Bogens AB in M. 

Ein beliebiger Punkt P suf der 1Normslen beschreibt eine Kurve, welche sls 

Psrsllelkurve des Bogens A B  bezeichnet werden soll. Solsnge M und P auf 

derselben Seite des ~Iomentanpols 0 liegen (inbesondere such wenn 0 unendlich 

fern ist), haben die yon M und P beschriebenen Bogen gleichgerichtete H~]bt~n- 

genten und gemeinsame Normsle MP, deswegen such gemeinsamen Kriimmungs- 

mittelpunkt. Die yon P beschriebene Kurve wird in diesem Pslle stetig gekriimmL 

Ds die vorwitrb lsufenden Hslbtsngenten der beiden Kurven gleich gerichtet sind~ 

und die zurtick lsufenden ebenso, muss .~edem konvexen Bogen yon A B  ein 

konvexer Bogen der Psrallelkurve entsprechen, und die konkaven Seiten dieser 

Bogen hsben gemeinssme Richtung. 

18. In dam F~lle, wo M und P suf entgegengesetzter Seite von 0 liegen, 

~ndert sich die Ssche so, dsss die einsnder entsprechenden Hslbtsngenten der 

beiden Kurven entgegengesetzte Richtungen hsben. Die yon P beschriebene Psral- 

lelkurve ist doch immerhin eine stetig gekriimmte Kurve, und jedem konvexen 

Bogen suf A B  entspricht ein konvexer Bogen suf der Parallelkurve. Die kon- 

ksven Seiten dieser Bogen sind einsnder zugekehrt. 

19. Wenn nun sber P nseh dem Momentsnpol 0 fi~llt, ist die Ssche nicht 

so einfseh. Wir wollen zunichst snnehmen: 
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I) M_A T ist ein Teilbogen yon AB,  so gewiJ~hlt, dass der Winkel zwischen 

zwei vorwiirts laufenden I~Ialbtangenten des Bogens stets unter einer gewissen 

Sehranke ~liegt ( ~ ) .  

2) P Q ist der entsprechende Bogen der Parallelkurve. 

3) Der Kriimmungsradius M P  des Bogens M N  in M i s t  kleiner als die 

anderen Krfimmungsradien dieses Bogens. 

Aus den vorhergehenden Betraehtungen folgt dann sofort, das .~eder Teil- 

bogen PIQ yon P Q eine stetig gekriimmte Kurve ist, deren vorw~rts laufende 

Halbtangenten mit den entsprechenden I-Ialbtangenten des Bogens M N  gleiehge- 

richter sin& Ferner leuchtet ein, dass der Bogen P~ Q keine Doppelpunkte auf- 

weisen kann, weft die Schwankung der vorw~rts laufende Hulbtangente klein ist 

(~ ~). Aus demselben Grunde folgt, dass uuch P selbst kein Doppelpunkt ist. 

Der gauze Bogen P Q ist somit doppelpunktsfrei. 

Wir wollen nun beweisen, dass tier Bogen P Q in P eine bestimmte l:[aib- 

tangente besitzt, welche dieselbe Richtung hat wie die Halbtangenb des Bogens 

M N  in M. Der Teilbogen PP1 yon P Q enthiflt notwendig einen inneren .Punkt 

B, dessen vorwiirts laufende Halbtangente dieselbe Richtung hat wie der Halb- 

strahl PP,,  und der Bogen M N  muss dann einen entsprechenden Punkt S ent- 

halten, dessen vorwiirts laufende I-Ialbtangente genau dieselbe l~ichtung hat. 

Wenn nun P1--~P, hat man auch S-->21I, und die Halbtangente in S wird naeh 

der Halbtangeltte in M konvergieren. Der Halbstrahl PP,  muss somit nach 

einer hierzu parMlelen Grenzlage konvergieren, d. h. der Bog'en P Q hat in P 

eine Halbtangente mit derselben Richtung wie die Halbtangente des Bogens 

M N  in M. 

20. Bei diesen 13berlegungen war vorausgesetzt, dass der Kriimmungsradius 

in M kleiner ist als die iibrigen Kriimmungsradien des Bogens MN. Hgtten 

wir vorausgesetzt, dass der Kriimmungsradius in M grSsser ist, als die iibrigen 

Kriimmungsradien des Bogens ~[N, so wiirde man auf ganz dieselbe Weise 

schliessen kSnnen, dass die Halbtangenten in P und M entgegengesetzte Rich- 

tungen haben. 

21. Wir haben so das folgende Resultat gewonnen: 

Satz 10. Wenn der Kriimmungsradius M P  in einem Punkt M einer stetig 

gekriimmten Kurve fiir eine gewisse Umgebung yon M grb'sser ist als die Kriim- 

mungs,radien der Nachbarpunkte nach der einen Seite hin, aber kleiner als die 
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Kriimmungsradien der Nachbarpunkte nach der a~deren Seite hin, so wird die 

Parallelkurve der gegebenen Kurve in P eine Spitze erster Art aufweisen, indem 

sie niimlieh in der Umgebung von P a u s  zwei konvexen Bogeu, mit gemeinsamer 

Halbtangente in P, besteht, deren konkave Seiten entgegensetzte Riehtungen haben. 

Die Halbtangente in P ist senkreeht zu MP. 

Wenn hingegen der Kriimrnungsradius M P  (flit die Umgebung von .M) ein 

3laximum oder Minimum ist, so wird die Parallelkurve in P eine~ einfachen Kon- 

vexpunkt aufweisen, dessen Tangente senkrecht auf M P  steht. 

Wenn schliesslieh der Kriimmungsradius M P  nach rechts oder nach links 

kein Extremum i~t, so wird die Existenz der Yangente der Parallelkurve in Frage 

gestellt. [ndessen ist immerhin klar, dass eine der mSglichen Tangenten (Grenzlagen 

der Sekanten) senkrecht auJ M P steM. 

Endlich diirfen wir nicht den Fall unerw~hnt lassen, wo der Kriimmungs- 

radius konstant is~, d. h. wo die gegebene Kurve ein Kreis ist. D i e  Parallei- 

kurven sind auch Kreise. Eine yon ihnen schrumpft doch in einen einzigen Punkt  

zusammen, und in diesem Falle ist natiirlich yon einer Tangente keine Rede mehr. 

IV. 

Die einfache Bewegung. 

zz. Wir kommen nun zu dem eigentlichen I-Iauptsatz der ebenen kinema- 

tischen Geometrie, n~mlich dem Satz,  dass jede stetige Bewegung in der Ebene, 

abgesehen yon Drehungen und Translationen, auf eine Rollbewegung zuriic.kge- 

fiihrt werden kann. Dieser Satz kann aber innerhalb der teoretischen Geome- 

trie nicht ohne Beschr~nkungen festgehalten werden. Es ist nicht schwierig, 

einfache Beispiele yon Bewegungen aufzufinden, deren Darstellung durch eine 

l~ollbewegung unmSglich wird. Nehmen wir z. B. einen beliebigen konvexen 

Bogen ~ ohne Knickpunkte und definieren eine Bewegung solcherweise, dass 

ein Punkt  P der beweglichen Figur den Bogen fl beschreibt, w~hrend eine 

durch P gehende gerade Linie 1 der Figur stets den Bogen ~ beriihrt; diese Be- 

wegung wird auf jeden Fall nicht durch eine Rollbewegung herstellbar sein, 

wenn ~ nicht in jedem Punkt (wenigstens zur Rechten und zur Linken) einen 

bestimmten Schmiegungskreis besRzt, und da ~ leicht so konstruiert werden kann, 

dass diese Bedingung nicht erfiillt wird, so erkennt man, dass der obengenannte 

Satz nicht allgemeine Giiltigkeit haben kann. 
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23. Es entsteht nun aber die Frage, wie man bestimmte Grenzen fiir die 

Giiltigkeit des Satzes angeben kann, und es wird in dieser Hinsieht in erster 

Linie darauf ankommen, einfache hinreichende Bedingungen aufzustellen. Im 

folgenden soll nun eine umfassende Klasse yon Bewegungen, die wir als ein- 

fache /3ewegungen bezeichnen wollen, behandelt werden, wo die Zuriickfiihrung 

auf eine Rollbewegung Stets mSglich ist. 

Definition der einfachen Bewegung. Eiue ebene Bewegung soll ei.nfach 

heissen, wenn die folgende~ Bedi~g.~ngen erfiillt sind: 

I) E8 gibt zwei Pttnkte A, B, deren Bahnkurven (A), (B) stetig gekrii~nmt siud. 

2) Die Bahn~wrmalen in A und B sind niemals zu einander parallel (oder 

zusammenfallend), u ,d  ihr Sch~ittpunkt /h'llt nicht mit A oder B oder mit dem 

Mittelpunkt des Schmiegungskreises der yon A oder B beschriebenen Bahn zusammen. 

24. Es gilt nun der folgende Satz: 

Satz 11. Jede einfache Bewegu~g kann durch eine l~ollbewegung da~yestelZt 

werden. 

Die lest liegende Kurve bei dieser Rollbewegung wird als Oft des Momentan- 

pols in der festen _Figur erzeugt, und die rollende Kurve entsteht als Oft des 

Momentanpols in der beweglichen T~qur. Jede dieser beiden Kurven ist eine stetig 

gerichtete Kurve, d. h. sie hat in jedem Punkt  eine bestimmte mit dem Punkte 

stetig variierende Tangente, und in jedem inneren Punkt entgegengesetzt gerich- 

fete Halbtangenten. 

Ehe wir zum Beweise dieses Satzes iibergehen, bemerken wir, dass die von 

A und B beschriebenen Kurven (A) und (B) zufolge unserer Voraussetzung, dass 

die Tangente l~ngs jeder dleser Kurven sich stetig verEnder~, und dass in jedem 

inneren Punkt die Italbtangenten entgegengesetzt gerichtet sind, in eine end- 

liehe Anzahl BSgen zerlegt werden kSnnen, deren jeder doppelpunktfrei ist. 

Der Beweis des Sutzes i i kann deswegen auf den Fall beschrhnkt werden, wo 

die genannten Kurven keine Doppelpunkte haben, und dies soll daher im fol- 

genden vorausgesetzt werden. 

2 5. Es seien nun die Punkte A, /3 bei der Bewegung in die neuen Lagen 

A', B '  iibergefiihrt, und es werde der Rotationspol der beiden kongruenten Figu- 

ren A/3, A 'B '  mit O' bezeiehnet. (Fig. 5). O' wird a.ls Schnittpunkt der Mit- 

telsenkreehten der beiden Streeken AA' ,  BB'  bestimmt. Die Bahnnormaten in 

A und B schneiden einander in 0, dem Momentanpol fiir die Lage A/3 der 
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Figur. Die Bahnnormalen in A' und B' schneiden einander in P', dem Momen- 

tanpol fiir die Lage A'B' der Figur. Wenn A'B' gegen AB konvergier~, so 

wird O' nach 0 konvergieren, und die Grenzlage des Halbstrahls 0 0 '  konsflruiert 

man wie friiher gezeigt mit Itilfe der Mittelpunkte A1, B 1 der den Punkten 

A, B entsprechenden Schmiegungskreise. Die gefundene Grenzlage geht yon 0 

aus und ist yon OA und OB verschieden (6). 

Fiir die Lage A'B' der Figur ist der Momentanpol P'. Wenn A'B' gegen 

AB konvergiert, wird P' nach 0 konvergieren, und nach dem im Abschnitt III, I2 
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bewiesenen ]tilfssatz (Satz 6) werden die Mittelpunkte der beiden Kreise, welche 

die Kurven (A), (B) in A', B' beriihren und durch A, B hindurchgehen, gegen 

A1, B1 konvergieren, und die Linie P'O' wird dann gegen dieselbe Grenzlage 

wie 0 0 '  konvergieren (vgl. den Beweis des Satzes z, S. I48 unten). Hingegen 

ersieht man, dass der Halbs~rahl P'O' einer Grenzlage zustrebt, welche der 

Grenzlage des Italbstrahls 00' entgegengesetzt gerichtet ist. 

Es ergieb~ sich so, dass der Winkel 0 0 ' P '  gegen ~ konvergiert, und dass 

infolge dessen der Halbstrahl OP' derselben Grenzlage zustrebt wie der Halb- 

strahl 00' und wir haben hiermit das wichtige Resultat gewonnen, dass die 

Kurve f ,  welche als Ort des Momentanpols (0, P' . . . )  in der festen Figur ent- 

steht, eine bestimmte Tangente in jedem Punkte besitzt, und dass sie in jedem 
21--25280. Actor math~natica.  4 7 .  Imprim6 l e  2 4  n o v e m b r e  1 9 2 5 .  
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inneren Punkte entgegengesetzt gerichtete H~lbtangenten hat. Die T~ngente t 

der Kurve f in 0 ist dieselbe Gerade t, die als Grenzlage der Linie 0 0'  ent- 

steht, und die Konstruktion dieser Geraden ist schon friiher angegeben worden. 

26. Danuch gehen wir zur Betrachtung der Kurve r fiber, welche in einer 

bestimmten L~ge der bewegliehen Figur ~ls Oft derjenigen Punkfe entsteht, die 

dureh die Bewegung in die Momentanpole fibergehen. Wir w~hlen die bestimmte 

L~ge A B  der Figur. Der Moment~npol ist hier 0; die Kurve r geht son~ch 

dutch 0. Die fibrigen Punkte der Kurve sind sotehe, die, mit der Figur A B 

lest verbunden, einmal in einen Punkt  fibergehen werden, welcher fiir die be- 

treffende Lage der Figur Moment~npol wird. Einen Punkt  P yon r konstruiert 

man demnach, indem man A B  in eine neue Lage A 'B '  fibergehen l~sst, den 

Moment~npol P '  ffir diese Lage finder, und sodunn die Lage P ermittelt, in 

welehe P '  gelangt, wenn A 'B '  in die Lage A B  zurfickgeffihr~ wird, und P '  

d~bei mit A'B'  in fester Verbindung verbleibt. Dies kann folgendermassen aus- 

gefiihrt werden: Man ermittelt zun~ehst den Rot~tionspol 0' der beiden Figuren 

A_B, A'B'; sodunn dreht man P '  um 0' um einen Winkel a der~rt, d~ss A' 

dutch diese Drehung in A fibergefiihrt wird. P '  geht dann in den gesuehten 

Punkt  P fiber. Auf diese Weise finder man zu jedem beliebigen Punkt  P '  der 

Kurve f einen entspreehenden Punkt P der Kurve r. 

Wie wir oben gesehen haben, wird bei dem Grenziibergang von A'B'  nach 

A B  der Winkel P '  0 ' 0  gegen ~ konvergieren, und da ferner der Winkel P' O'P= a 

gegen Nult konvergiert, so folgt, dass der Winkel P O'O gegen ~ konvergieren 

muss. Dies bedeutet ~ber, dass die Grenzl~ge des galbstrahls  0 0'  such als die 

einzig mSgliehe Grenzl~ge des Halbstrahls OP ausfalten muss, und die Kurven 

r u n d  f h~ben son~eh in 0 gemeins~me Halbtangenten. Es folgt zugleieh, 

dass die Kurve /" in jedem Punkte  eine bestimmte, mit dem Punkt  stetig ver- 

~nderliehe, Tangente und in jedem inneren Punkt  entgegengeset~zt gerichtete 

H~lbtangenten hat. 

z7. Wenn die Kurve r in fester Verbindung m i f d e r  Figur A B  folgt, so 

wird sie in jeder Lage die Kurve f beriihren. Kommt z. B. P '  nach P, so be~ 

riihren die beiden Kurven einander in P. Um nun zu beweisen, d~ss diese 

Bewegung in Wirkliehkeit mit einer Rollbewegung yon r auf f identiseh ist, 

mfissen wir noch zeigen, dass die zwischen den beiden Kurven r u n d  f beste- 

hende Verwandschuft, welche durch die Uberffihrung der Punkte P " d e r  Kurve 

f in die entspreehenden Punkte P der Kurve r ~uf der oben gngegebenen Weise 

bestimmt wird, die char~kteristische Eigensch~ft hat, dass einander entspre- 
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ehende Bogenli~ngen der beiden Kurven einunder gleich sin& Um dies zu zeigen 

erinnern wir zuni~chst daran, da.ss bei dem oben genannten Grenziibergang die 

beiden Winkel O0'P  und O0'P'  gegen z konvergieren, und d~ ferner O'.P~ 
= O ' P ' ,  schliesst man sofort, duss 

OP 
Op--~---~ I. 

Man kann also s~gen, d~ss zus~mmengehSrige Punkte P, P'  auf den Kur- 

yen r, f eine solche Punkt-Korrespondenz erzeugen, dass das Verhitltnis zusam- 

mengehSrigen Sehnen (Bogen) der beiden Kurven dem Grenzwert I zustrebt, wenn 

die Sehnen (Bogen) selbst, gegen Null konvergieren. Hieruus folgt uber sofort, 

d~ss entsprechende Bogen ein~nder gleich sind. 

28. Unter der Charakteristik der Bewegung fiir die Lage A B  der Figur 

0 
verstehen wir den Grenzwert des Verhi~Itnisses - z w i s c h e a  dem gegen Null kon- 

8 

O' A'B'  vergierenden Winkel 0, durch welchen die Figur A B  um in die Lage 

gedreh~ wird, und dem Bogen s - -  OP der Kurve r, welcher yon den beiden den 

Lagen AB, A 'B '  entsprechenden Momen~npolen O, P begrenz~ wird, indem 

A'B'  gegen A B konvergierk Der Drehwinkel wird dubei mit einem Vorzeichen 

gerechne~ in tJbereinstimmung mit einem festg'elegten Umlaufssinne in der Ebene; 

und das Vorzeichen yon s wird mittels eines festen Umlaufssinnes auf der Kurve 

r bestimmt. Es leuchtet ein, d~ss venn die Kurven r u n d  f bestimmte Kriiin- 

mungen haben, die Char~kteristik mit der Differenz dieser Kriimmungen in den 

entsprechenden Punkten der Kurven r u n d  f gleichbedeutend wird; aber ~uch 

in dem Falle, wo diese Kurven keine bestimmte Kriimmungen h~ben, wird die 

Charakteristik einen bestimmten Wert  h~ben, wenn nur die Bewegung eine ein- 

fache Bewegung isk Dies soll im folgenden gezeigt werden. 

29. Aus der Figur (Fig. I) erhiflt man: 

oder 

I o 
2 (O'A, O'A'I) (OA, O'A'I)--(OA, O'A) 
0 0 '  - -  . . . . .  - 0 0  ~ - - -  0 O "  

2 sin (OA, O'A'~) limSin(OA, O'A). 
lim ()0' = lim 0 0 '  0 0 '  ' 
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durch Betrachtung der Dreiecke O0'A, O0'A 1 ergibt sich sonach 

lim 
2 _ s i n ( t ,  OA) sin(t, OA) 
00'  OA1 OA 

2 
Ganz denselben Wert  erhiilt man fiir lim ~ ,  wenn man die Lage A'/~' 

betrachtet, und hieraus folgert man in einfacher Weise, dass die Charakteristik 

k den folgenden Wert  erhiilt 

30. Das gefundene Resultat bezeichnet eine Verallgemeinerung der EULER- 

SxvARY'schen Formel. ~ Es zeigt sich, dass die Charakteristik stets yon o und 

oo verschieden ist, und da sie sich stetig i~ndern muss, so bleibt  sie wiihrend der 

ganzen Bewegung yon konstantem Vorzeichen. Es ergibt sich so, dass jede gerade  

Linie der Figur wi~hrend der Bewegung ihre Richtung monoton veriindert. 

Fiir (t, OA)~-2 '  OA1 = ~ '  hat  man: 

I 
OA 

d. h. 

Satz 12. Der Durchmesser des Wendekreises ist gleich dem reziproken Weft 
der Charakteristik (numerisch gerechnet). ~ 

Es folgt hieraus, dass diejenigen Kreise der beweglichen Figur, welche durch 

die Bewegung in die Wendekreise iibergefiihr~ werden, einen endlichen Bereich 

der Ebene bedecken, und jeder Punkt ausserhalb dieses Bereichs eine iiberall 

konvexe Bahn beschreiben muss. Also: 

Satz 13. Bei jeder einfachen Bewegung gibt es immer uuendlich viele Punkte, 
welche iiberall konvexe Bahnen beschreiben. 

Vgl. des Verf. Darstellende Geometrie, Leipzig I914, S. I6~. 
Uber den Wendekreis und  seine Bedeutung ffir die Konkavitii~ der Bahnkurven vgl. d. 

Verf. Darstellende Geometrie, Leipzig I914, S. I65--I66.  
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3 I. Um die Gestalt der Bahnkurve eines beliebigen Punktes M beqnem 

iiberblicken zu kSnnen, wollen wir eine Kurve definieren, die als Kriimmungs- 

bild yon M in der beweglichen Figur bezeichne~ werden soll. Diese Kurwe wird 

folgendermassen aus der Kurve r abgeleitet. Auf jeder geraden Linie, welche 

den Punkt  M mit einem beliebigen Punkt 0 der Kurve r verbindet, bestimmen 

wir denjenigen Punkt  M1, weleher durch die Rollbewegung in den Kriimmungs- 

mittelpunkt der yon M beschriebenen Bahn iibergeht, wenn 0 in seinen ent- 

spreehenden Punkt  auf f hineinrollt. Der geometrische Ort Kz~ der so be- 

stimmten Punkte 21/1, wenn 0 auf der Kurve r wriier~, ist da.s Kriimmungsbild 

yon M. Der Abstand MM~ is~ gleich dem Kriimmungsradius der yon M be- 

schriebenen Bahnkurve (_71/) in dem Augenblick, wo 0 Momentanpol wird. Ver- 

~ndert sich der Abstand M M  1 monoton, wenn 0 sich monoton auf der Kurve 

r bewegt, so veriinder~ sich der Kriimmungsradius yon (M) monoton. Hat  3/lJ]ll 

ein Maximum oder Minimum, hat der Kriimmungsradius von (11/)auch ein 

Maximum oder Minimum. l~iickt ~[~ ins Unendliche, derart dass die entspre- 

chende Lage von M O  einen Vorzeichenwechsel fiir MM~ bezeichnet, hat die 

Bahnkurve (M) in dem entsprechenden t)unk~ einen Wendepunk~. Wir kSnnen 

dann folgenden Satz aufstellen: 

Satz 14. Wenn das Kriimmungsbild K.~r mit jedem beliebigen Kreis, dessert 

Mittelpu~kt naeh M fdllt, hYehstens eine endliche A~zahl gemeinsamer Punkte hat, 

und hSchstens eine endliche Anzahl unendlich ferJ~er Punkte enthdlt, so wird die 

yon M beschriebene Bahn eine einfache Kurve, die yon ei~er endlichen Anzahl kon- 

vexer monoton gekriimmter Bogen zusammenge+,etzt ist. 

3 2. Fiir die beiden Polkurven r u n d  f bleibt noch eine wichtige Tatsache 

hervorzuheben. Aus Fig. 5 geht hervor, dass insofern P und P '  verschieden sind, 

die Rich~ung ihrer Verbindungslinie gegen die Richtung der gemeinsamen 57or- 

Inalen beiden Polkurven in 0 strebt, wenn P und P' nach 0 konvergieren. 

Hieraus folgt zun~chst, dass die beiden Polkurven nicht unendlich viele gemein- 

same Punkte mit 0 als Hi~ufungsstelle aufweisen kSnnen. In der Tat: Nehmen 

wir an, dass eine Folge P1, P ~ , . . .  yon solchen gemeinsamen Punkten mit dem 

Hi~ufungspunkt 0 vorhanden w~ire, so miissten diese Punkte auf den beiden 

Polkurven r und f ,  jedenf~lls yon einem gewissen Zeigerwer~ an, sich selbst 

entsprechen; wenn nicht, gi~be es eine Teilfolge Pi,, Pi . . . . . .  und auf f eine ent- 

sprechende Folge P'i~, P'i~, . . . ,  derart, dass die Gerade Pi P'i fiir s--*~ nach 
$ 2 

der gemeinsalnen Tangente der Polkurven in 0 konvergieren wiirde. Das wider- 



166 J. Hjelmslev, 

spricht aber der Tatsache, dass die Gerade PP'  notwendig gegen die Normale 

der Polkurven in 0 konvergieren muss. 

Es folgt also hieraus, dass die gemeinsame Folge /'1, P ~ , . . .  nur unter der 

Voraussetzung exis~ieren k5nnte, dass die hierdurch auf den beiden Kurven r 

und f abgeschnittenen Bogen P,~P,~+I (jedenfalls von einem gewissen Wert  n an) 

fiir jedes n einander gleich w~iren. Infolgedessen miissten denn auf den beiden 

Bogen -PnP~+a zwei einander entsprechende Punkte Q~ und Q'~ der Kurven r 

und f mit einander parallelen Tangenten existieren; denn zwei ver~nderliche 

Punkte Q und Q', welche die beiden Bogen solcherweise durchlaufen, dass die 

Bogen I),, Q und P,~ Q' einander gleich sind, wiirden sicher einmal in derar~ige 

Lagen gelangen, dass der Abstand Q Q' ein Maximum erreichte (der Abstand 

Q Q' fiingt n~mlich mi~ dem Wert  Null an und endigt auch mi~ dem Wert  

Null), und hier miissten die beiden Tangenten in Q und Q' notwendig zu einan- 

der parallel sein. Die Punl~tfolgen Q~, (2,+1,. . .  und Q'~, Q'~+I,... auf den 

Kurven r und f miissten somit immer parallele Tangenten in entsprechenden 

Punkten aufweisen. Das wiirde aber bedeuten, dass die Charakteris~ik der Be- 

wegung im Punkt  0 den Wert  Null annehmen miisste. Das ist aber nicht der 

Fall. t t ierdurch ist also tatsiichlich bewiesen, dass die beiden Kurven r und f 

keine unendliche Folge yon gemeinsamen Punkten mit einer H~ufungsstelle in 0 

haben kSnnen. Aus der Figur geht ferner hervor, dass die Richtung des I-[alb- 

str~hls PP'  derselben Grenzlage zustrebt, ob A'B '  yon den einen oder yon der 

anderen Seite in A B iibergeht. Wir haben also den foigenden Satz: 

Satz 15. Die beiden Polkurven eider einfachen Bewegung beriihre~ einander 

im Momentanpol 0 derart, dass die Kurven in der Umgebung yon 0 keine weitere 

Punkte gemein haben, und derart, dass die Kurven sieh in 0 uieht durehd~4ngen. 

33. Die Bahnkurve desjenigen Punktes, dessen augenblickliche Lage mit 

dem Momentanpol zusammenf~ll~, hat eine Spitze. Wie die beiden yon dieser 

Spitze ausgehenden Zweige der Bahnkurve aussehen, wird yon den Kriimmungs- 

eigenschaften der Kurve r in der Umgebung des Punktes abh~ngen. 

In der N~he des )/fomentanpols 0 w~ihlen wir einen Punkt  A der Kurve 
I 

r heraus. D e r  Wendekreis hat den Durchmesser ~ .  Lieg~ A innerhalb bezw. 

ausserhalb des Wendekreises, wird die Bahnkurve yon A ihre konkave Seite dem 

Punk~e 0 ab- bezw. zukehren. Die Tangente t der Polkurven in 0 bildet mit 

der Geraden A O einen kleinen Winkel a-~-(t, OA). Fiir die Konkavit~t der 

Bahnkurve yon A wird es nun darauf ankommen, ob 
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sin a sin a 
OA- > -- k~ oder ( ) A  < -- k~ 

Insofern bei dem Grenziiberg~ng O ~ A ,  die eine oder die andere dieser 

beiden Bedingungen durchweg erfiillt ist, wird der Punkt  einen durchweg kon- 

vexen Bogen A A '  beschreiben, wenn A b e i  der Rollbewegung yon der gegebe- 

nen Anfangslage in die Lage A' auf f hineinrollt, und dieser Bogen wird, den 

beiden Bedingungen entsprechend, ihre konkave Seite dem Punkte 0 bezw. zu- 

oder abkehren. 

1st hingegen bei dem Grenziibergang abwechselnd 

sin a 
OA ~ --k~ 

eine unendliehe Menge yon Wellen mit einer H~ufungs- so wird der Bogen A A' 

stelle in A' ~ufweisen. 

sin a 
Die GrSsse -0A- bedeutet offenb~r den reziproken Wert  des mit bestimm- 

tern Vorzeichen gerechneten Durchmessers eines Kreises, welcher durch die Punkte 

A und 0 hindurch geht und die Kurve r in 0 beriihrt, 

Es folgt nun der S~tz: 

Satz 16. Ist A ein Punkt der Kurve r u~d 0 ein Nachbarpunkt derselben 

Kurve, und ist bei dem Gre~ziibe~iqang O--~A der Durch~esser desjenigen, Kreises, 

welcher dutch 0 und A hindurch geht und die t(m've r in 0 beriihrt, entweder 

I I 
durchweg kleiner als - - ~  oder durchweg grSsser a l s -  ~ ,  wo ko die Charakteristik 

in~ Pankte 0 al8 Momentan~ot bedeutet, so ~vird die Bahnkurve, welche dutch 

Abrollen des Bogens A 0 a~tf den entspreehenden Boge~, A' O' yon f e~tsteht, iiberall 

]convex sein, und ihre konkave Seite dem Pm~kte O' ab- bezw. zukehren. 

Ist hingegen der Durchmesser des erwYhnte~ verib~derlichen Kreises abwech- 
I 

selud grSsse r u,nd kleiner als - - ~ ,  so wird die Bah~kurve yon A uue~dlich vielen 

We~depunkte mit eiuer Hh'ufungsstelle i~ A haben kSnne~. 

34. Wenn die Kurven r und f stetig gekriimmt sind, und die dem Punkte 

A entsprechenden Kriimmungsradien mit #~ bezw. e~ bezeichnet werden, so ist die 

Charakteristik kA fiir A als Moment~npol 

I I 
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und der Durchmesser des erw~ihnten ver~nderlichen Kreises wird dem Grenzwer~ 

2r zustreben. Nach den gewonnenen Resultaten wird es beziiglich der Kon- 

kavit~.t der Bahnkurve yon A darauf ankommen, ob 

d. h. 

I I I 

2Q~ eL Q2 

I 
el ~ ~- ~ .  

In diesen Fallen wird die Bahnkurve in A eine Spi~ze erster A.r~ aufweisen. 

Ist  z. B. Q1 >~-Q~ > o, wird die reehts (bezw. links) gehende Rollbewegung den 

linken (bezw. rechten) Zweig tier Spitze erzeugen. 

I 
Ist  Q1 = ~-Q2, wird es yon den Nachbarpunkten abh~ngen, wie die Spitze 

gestaltet wird. Ein einfaches Beispiel ha t  man in dem elementaren Fall, wo die 

I 
Polkurven Kreise sind mit den Radien Qt, Q2, el =~-Q~' 

35- Wenn die Kurven r u n d  f nicht stetig gekriimmt sind, kSnnen, fiir 

O----~A, unendtich viele Grenzlagen desjenigen Kreises, welcher durch A und 0 

hindurch geht und in 0 die Kurve r beriihrt, existieren. Wenn aber s~mmtliche 

Grenzwerte Q des Radius dieses Kreises (rechts und links) der Bedingung genfi- 

I I 
gen, dass durchweg 2~ < - - k A ,  oder durchweg ~ >-- /cA,  hat die Bahnkurve in A 

eine Spitze erster Art. Wenn die Grenzlagen links der einen Bedingung ent- 

sprechen, die Grenzlagen rechts der anderen, so hat die Bahnkurve eine Spitze 

zweiter Art. Die iibrigen F~Llle werden in ahnlicher Weise behandelt. 

36. Eine beliebige einfaehe Bewegung kann (lurch Wahl tier Polkurven r 

und f folgendermassen hergestellt werden. Wir w~thlen zwei Bogen A B u n d  

AB '  mit gemeinsamer  Halbtangente a in A und mit stetig variierenden Halb- 

tangenten. Die beiden Bogen seien durch die natiirlichen Gleichungen 

o - = 

dargestellt, indem s die Bogenl~inge yon A bis zu einem beliebigen P resp. P '  

bedeutet, w'~hrend 0 und 0 t die Totalkriimmungen der Bogen A P  resp. AP'  be- 
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zeichnen (d. h. die Winkel, welche die vorw~irts laufende t talbtangenten in P und 

P '  mit der Hulbtangente in a bilden; die Winkel werden natiirlich 1nit Vorzei- 

chen gerechnet, nach einem festen Umlaufssinn in der Ebene). Wenn nun O(s)--Ol(s ) 
nach s differenzierbar ist und die Abgeleitete positiv und stetig is~, so wird 

die Rollbewegung, die dadurch entsteht, dass die Kurve r auf die Kurve ' f ro l l t ,  

eine einfache Bewegung darstellen. Es folgt dies daraus, dass die Kriimmung 

der Bahnkurven nach der erweiterten Euler-Savary'schen Formel zu bestimmen ist. 1 

37. Eine einfache Bewegung l~sst sich auch so bestimmen, dass man die 

Kurve f als Ort des Drehpols 0 beliebig w~hlt (natiirlich so, dass sie in jedem 

Punkt  eine mi~ dem Punkt  stetig variierende vorw~rts laufende I-Ialbtangente 

besitzt), und sodann den Drehwinkel 0 der beweglichen Figur yon der Anfangs- 

lage aus gerechnet als Funktion 0 : r  yon der Bogenl~nge s, yon dem An- 

fangsdrehpol aus auf f gerechnet bis zum Momentanpol, angibt. Dabei muss 

q~(s) eine Funk~ion mi~ posRiver stetigen Derivierten sein. 

V. 

Die Hiillkurve einer geraden Linie. 

38. Wir betrachten eine einfache Rollbewegung. Die Polkurven r und f 

beriihren einander in 0. Die gerade Linie g in der beweglichen Figur hat den 

Charakteristikpunkt A, wobei OA 2 g (Fig. 5). Durch die Bewegung entsteht 

ein geometrischer Ort der Charakteristikpunkte der verschiedenen Lagen yon g, 

und dieser Ort wird eine bestimmte Kurve sein, wenn nicht die gerade Linie g 

durch einen festen Punkt hindurch geht. Der letztgenannte Fall soll hier (fiir 

jedes Intervall der Bewegung) ausgeschlossen werden. Der Ort der Char~kteri- 

stikpunkte soll als Charakteristikkurve yon g bezeichnet werden. In der Figur 

konstruieren wir nun einen neuen Punkt der Kurve. Wir w~hlen einen Punkt  

P vorw~irts auf der rollenden Kurve r und suchen den entsprechenden Punl~ P' 

auf f (OP '~  OP). Denken wir uns nun r so weir auf f wei~er rollen, dass P 

in P' iibergeht, kann der durch diese Rolibewegung erzeugte Lagenwechsel der 

Figur such mittels einer Drehung erzielt werden. Der Drehpol sei O' und der 

Drehwinkel 0. Den der neuen Lage g' von g entsprechenden Charakteristik- 

1 Vgl. die friiheren Arbeiten des Verfassers: Die Geometrie der Wirklichkeit,  Acta mathe- 

m~tica Bd. 4 o, S. 55; und  Darstellende Geometrie, Leipzig I914, Kap. 7, w I89--I9O; die 1. c. 

verwendeten Methoden kSnnen hier unmit~elbar verwertet werden. 

22--25280. Acta mathematica. 47. Imprim@ ]e 25 novembre 1925. 
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punkt finder man, indem man eine Senkrechte P B  zu g zieht, und sodann den 

Punkt  B u m  O' um den Winkel 0 dreht. Der gesuehte Punkt werde mit C be- 

zeichnet. 

Wenn nun die Halbstrahlen A B und B C einen und denselben Umlaufssinn 

um 0'  in der Ebene bestimmen, und wenn diese Bedingung stets erhalten bleibt, 

wenn P nach 0 kouvergiert, so wird der tIalbstrahl A C derselben Grenzlage 

zustreben wie die beiden ttalbstrahlen A B  und B C, n~mlich demjenigen Halb: 

strahl auf g, welcher yon A ausgeht und nach derjenigen Seite um 0 herum- 

g 

B . . . . . . .  

Fig. 6. 

dreht, welche mit der Drehrichtung der Rollbewegung fibereinstimmt. Dieser 

tIalbstrahl ist somit Halbtangente der Charakteristikkurve in A. In ~hnlicher 

Weise zeigt man durch Betrachtung der Rollbewegung nach riickw~rts, dass der 

entgegengesetzte Halbstrahl die andere Halbtangente in A wird. 

Wenn die Gerade g nicht auf die Tangente der beiden Polkurven in 0 

senkrecht steht, werden die oben angegebenen Bedingungen zutreffen, wenn nicht 

fiir g selbst, so jedenfalls ffir eine zu g parallele Gerade, derar~ gew~hlt, dass 0 

zwischen den  beiden Parallelen liegt (vgl. die beiden Geraden g und g* in der 

Figur). Man sehliesst hieraus, dass die Charakteristikkurve yon g entweder selbst 

eine iiberall k0nvexe Kurve ist oder die Parallelkurve einer iiberall konvexen 

gurve. 

39. Ffir den Fall, wo die Gerade g auf der Tangente der Polkurven in 0 
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senkrecht steht, hat man (mit denselben Bezeichnungen wie oben), wenn g nicht 

dutch 0 hindureh geht: 

A B  0 
oP ,o, -di)  k(4=o), 

also 

und 

A B  
0 ~0, 

A B  

Hieraus folgt, dass die Halbstrahlen A C und B C derselben Grenzlage zu- 

streben, d. h. g muss in diesem Falie ihre Charakteristikkurve immer berfihren. 

Wenn g nicht durch 0 hindurch geht, wird sie also immer eine gewShnliche 

Tangente (d. h. Tangente mit entgegengesetzten [talbtangenten) der Charakteri- 

stikkurve sein. Es ist somR fiir alle F~lle bewiesen: 

S a t  17. Die Charakteristikkurve einer geraden Linie g ist entweder eine 

iiberall l~onvexe Kurve oder Parallelkurve einer iiberall konvexen Kurve. 

40. Im ersten Falle, wo die Charakteristikkurve selbst fiberall konvex ist, 

ist diese Kurve auch eine Hiillkurve ffir g, d. h. sie wird yon jeder Lage yon g 

beriihrt. Im zweiten Falle, wo die Charakteristikkurve eine Parallelkurve einer 

iiberall konvexen Kurve ist, ohne selbst iiberall konvex zu sein, wird dies nichfi 

immer zutreffen. Um das nigher zu untersuchen kehren wir zu unseren obigen 

Betrachtungen fiber die Halbstrahlen A B, B C und A C zuriick. Wenn auch 

A B  und B C bei dem Grenzfibergang zuletzt nicht demselben Umlaufssinn um 

0'  entsprechen, so muss der Halbstrahl A C doch notwendig sich derselben 

A B  
Grenzlage n~hern wie ~ C wenn nur ~-C nicht dem Grenzwert 1 zustrebt. Der 

einzige Fall, w o e s  zweifelhaft sein kSnnte, ob eine Gerade g, welche uicht dureh 

den ?r hindurch geht, ihre Charakteristikkurve beriihrt, ist also der, wo 

also 

OP sin (t, OA) 
OA.O 

sin(t, OA) . _ _ k ,  
OA 
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d. h. die Gerade g geht durch den zum Wendepol in Bezug auf den Momentan- 

pol symmetrischen Punkt R hindurch. Der Punkt  R soll als Rebroussements- 

pol bezeichnet werden. Es folgt nun der folgende Satz: 

Satz 18. ~enn die gerade Linie g in einem Intervall der Bewegung niemals 

dutch den Momentanpol oder den augenblicklichen Rebroussementspol hi,  dutch geht, 

so ist ihre Charakteristikkurve eine iiberall konvexe Kurve. Diese Kurve ist Hiill- 

]curve yon g. 

4I. Die Gerade g beriihrt ihre Charakteristikkurve in A (Fig. 6). Die 

Normale in A ist OA, die Normale in C ist t)'C. Der Schnittpunkt der beiden 

Norm~len ist N. Bei dem Grenziibergang C--~A wird N einer bestimmten 

Grenzlage zustreben. Dies folgt daraus, dass der Winkel (OA, P 'C) :O,  und 

infolgedessen 

ON--~lim sin (t, OA) = sin (t, OA) 
k 

Die Charakteristikkurve hat somit eine bestimmte Kriimmung in A, und ihr 

Kriimmu~gsmittelpunkt fSllt  auf dem Rebroussementskreis (d. h. auf dem zum 

Wendekreis beziiglich des Momentanpols symmetrischen Kreis). Man sieht hieraus, 

dass wenn 0 und /t  auf derselben Seite yon g liegen, die konkave Seite der 

Charakteristikkurve dem Punkt  0 zugekehrt ist. Wenn aber 0 und /t  durch g 

getrennt sind, wird die konkave Seite der Char~l~eristikkurve vom Punkte 0 

abgekehrt sein. 

42. Um nun die Gestalt der Charakteristikkurve bequem iiberblicken zu 

kSnnen, definieren wir eine Kurve, welche als Rebroussementslcurve in der beweg- 

lichen Figur bezeichnet werden solL Diese Kurve wird folgendermassen aus 

der Kurve r abgeleitet: Auf der Normalen eines willkiirlichen Punktes 0 der 

Kurve r tragen wir eine Strecke 

I 
O R - -  Ikl 

derart ab, dass der rechte Winkel yon der vorw~rts laufenden tIalbtangente yon 

r bis zur Halbgeraden OR mit der Drehrichtung der vorw:~trts gehenden Rollbe- 

wegung iibereinstimmt. Der Ort der so konstruierten Punkte R (wenn 0 auf r 

variiert) ist die Rebroussementskurve. Im folgenden wird (fiir jedes Intervall 

der Bewegung), vorausgesetzt, dass diese Kurve nicht in einen einzigen Punkt  
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zusammenschrumpft (dieser Fall wird nur eintreten kSnnen, wenn die Polkurven 

r und f in Kreise iibergehen, deren Radien sich wie 2: i verhalten). 

43. Wenn nun eine gerade Linie g einen einzigen Punkt  / t m i t  der Re- 

broussementskurve gemein hat, ohne durch den entsprechenden Momentanpol 0 

hindurch zu gehen, derart dass die Rebroussementskurve die Gerade g durch- 

schneider, so wird die Charakteristikkurve yon g in dem Augenblick, wo R Re- 

broussementspol wird, eine Spitze erster Art haben. Wenn hingegen die Gerade 

g eine Stfitzgerade der Rebroussementskurve ist, so wird die Charakteristikkurve 

einen gewShnlichen Konvexpunkt aufweisen. Es folgt dies unmittelbar aus un- 

seren obigen Bemerkungen fiber die Konkavit~t der Kurve. 

44. Geht die Gerade g dutch den /Vlomentanpol 0 hindurch, ohne den 

Rebroussementspol zu enthalten, so schneider ihre Normale in 0 den Rebrous- 

sementskreis in einem Punkt  01, und es ist ersichtlich, dass g bei der Rollbe- 

wegung eine konvexe Charakteristikkurve erzeugt, deren konkave Seite dem 

Punkte 01 zugekehrt ist. 

45. Geht die Gerade g in einem gewissen Moment durch die beiden Punkte 

0 und /~ hindurch, kommt es immerhin darauf an zu untersuchen, ob die 

Lagenverh~ltnisse der ver~nderlichen Punkte 0 und R zu g wechseln oder nicht, 

wenn man zu den Nachbarlagen O' und R' fibergeht. Es wird hierffir entschei- 

dend sein, ob die Schnittpunkte der Nachbarnormalen OR und O'R' der Kurve 

r bei dem Grenzfibergung 0'---~0, R'---~R, zuletzt stets auf der Strecke O'R' 
selbst, oder stets auf der Verl.~ngerung dieser Strecke liegen. Wenn z. B. die 

Kurve r konvex ist und ihre konkave Seite yon R abgekehrt ist, f~llt der Schnitt- 

punkt yon OR und O'R' immer auf die Verl~ngerung yon O'R' fiber 0' hinaus, 

und das hat zur Folge, dass die augenblickliche Lage g(= OR) die Charakteri- 

stikkurve in 0 berfihrt derart, dass die Nachbarlagen der geraden Linie die 

Punkte 0' und R' nicht trennen. Die Charakteristikkurve hat  sonach eine 

Spitze erster Art in 0. 

Ist  die Kurve r konvex und die konkave Seite der Kurve dem Punkt  R 

zugekehrt, kommt es offenbar darauf an, ob bei dem Grenziibergang 0'--->0, 
I 

/~'--~/~ die ~r des Bogens 0 0 '  sich dem Wert  O R ~  n~hern 

kann oder nicht, d. h., ob das Verh~ltniss der Totalkrfimmungen entsprechender 

Bogen auf r und f bei dem Grenzfibergang dem Grenzwert I_ zustreben kann 
2 

oder nicht. Kommt unter den mSgliehen Grenzwerten des genannten Verh~lt- 
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nisses die Zahl I nicht vor, so wird die Charakteristikkurve in der N~the yon 0 
2 

nach jeder Seite hin einen konvexen Bogen enthalten und die beiden Bogen 

beriihren die Gerade g in O. Wenn die Grenzwerte des genannten Yerh~ltnis- 

ses rechts und links alle < I oder alle > I ,  hat die Kurve eine Spitze ers~er 
2 2 

_ I 
Art in O; sind die Grenzwerte rechts < 1, links > - ,  oder umgekehr~, ha~ die Kurve 

2 2 

einen Wendepunkr in 0. Nur wenn das Verhgltniss der Totalkriimmungen ent- 

sprechender Bogen der Kurven r und f sich dem Wert  i nghern kann, kann es 
2 

geschehen, dass Singularit~ten auf der Charak~eristikkurve sich h~ufen. 

Ist die K u r v e  r stetig gekriimmt, also auch die Kurve jr, wird der oben 

erw~hnte kritische Fall nur eintreten kSnnen, wenn das Verh~ltniss der Kriim- 

mungsradien der beiden Kurven = 2 ist. Der einfachste Fall ist der, wo die 

Kurven Kreise sind. Die gerade Linie g geht dann durch einen festen Punkt  

hindurch. Schon in diesem elementaren Fall hat somit die Charakteristikkurve 

keine Tangente mehr. 

46. Aus den vorhergehenden Betrachtungen kSnnen wir nun die folgenden 

S~tze herlei~en: 

Satz 19. Ist  die gerade Linie g nicht Normale der Kurve r und hat sie 

h6chstens eine endliche Anzahl von Punk, ten mit der Rebroussementskurve gemein, so 

ist die Charakteristikkurve von g eine einfache Kurve, welche jede Lage yon g be- 

riihrt u~d deshalb als Hiillkurve yon g bezeichnet werden kann. Die Kurve besitzt 

hSchstens eine endliche Anzahl von Spitzen erster Art, hingegen keine Wendepunkte 

und keine Spitzen zweiter Art. 

Satz 20. Hat die gerade Linie g ein zusammenhdngendes Stiiclc mit der 

Rebroussementskurve gemein, so wird g f i ir  das entsprechende Tntervall der Bewe- 

gung dutch einen festen Punkt hindurchgehen. Die zu g parallelen Geraden wer~ 

den nh'mlich Kreise einhiillen. 

Da der Kriimmungsradius der Charakteristikkurve gleich dem Abstand des 

Rebroussementspols yon der geraden Linie g ist, gilt ferner der Satz: 

Satz 21. Wenn die Rebroussementskurve nut  eine endliche Anzahl Punkte 

aufweist, deren Abstand yon g ein Maximum oder Minimum ist, so hat der Kriim- 



Uber die Grundlagen der kinematischen Geometrie. 175 

mungsradius de~ ~ Charakteristikkurve eine endliche A~zahl yon Maximis uud Mi,ni- 

mis. Die Charakteristikkurve ist somit eine ei nfache abteiluugsweise monoton ge- 

kr~mmte Kurve ohne Wendepunkte. 

VI. 

Die Hiillkurve einer stetig-gekriimmten Kurve. 

47. Wir  wollen nun unsere Untersuchungen erweitern, indem wir dazu 

tibergehen start einer geraden Linie eine willkiirliche stetig gekriimmte Kurve 

/ 
\ 

i 

', / 
\ ,,' 

/ 
/ 

! 

O 
F i g .  7. 

tier beweglichen Figur in Betracht zu ziehen. Fiir eine bestimmte Lage a dieser 

Kurve definieren wir den Charakteristikpunk~ als Grenzlage eines Schnittpunktes 

der Kurve a und einer Nachbarlage b dieser Kurve, indem b nach a konvergiert 

(Fig. 7). Ein solcher Charakteristikpunkt wird nicht notwendig existieren. Die 

Kurve a hat nicht einmal notwendig Funkte mit der Kurve b gemein. Wir  

denken uns aber hier, dass b, jedenfalls yon einer gewissen S~ufe des Grenziiber- 

gangs an, die Kurve a in einem Punkt  B schneide~ welcher bei dem Grenziiber- 

gang b---~a l~ngs der Kurve a variier~. Die beiden Kurven a und b (oder viel- 

mehr die beiden entsprechenden Lagen der beweglichen Figur)haben einen Rota- 

tionspol 0', derart dass die Kurve b durch die Drehung um einen gewissen Winkel 

0 um 0'  m i t a  zur Deckung gebracht werden kann. Der Schnittpunkt B (Fig. 7) 

wird dann, wenn O' yon B verschieden ist, durch diese Drehung in einen neuen 

Punkt  A auf a iibergehen, und es gibt somit einen Kreis, welcher mit der Kurve 
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a die beiden Punkte A und B gemein hat, und dessen Mittelpunkt n~ch 0' f~llt. 

Es muss uber dann auch ein Kreis existieren, welcher die Kurve r in einem 

Punkt C des Bogens A B beriihrt, und dessen Mittelpunkt nuch O' f~llt. Die 

Normale der Kurve a in C geht durch 0' hindurch. Wenn nun b--~a, 0 ' -~0 ,  

0 ~ o ,  so folgt, dass wenn B gegen eine bestimmte Grenzluge konvergiert, A 

nach derselben Grenzluge konvergieren muss, und der Punkt  C ebenso. Also: 

Satz 22. Jeder Charakteristikpunkt yon a ist der Fusspunkt einer Normalen 

der Kurve a, welche dutch den Momentanpol hindurch geht. 

48. Wir  fragen nun, ob umgekehrt jeder Fusspunk~ M einer Normalen 

von a, welche durch den Momentanpol hindurchgeht, notwendig ein Charakteris- 

tikpunkt yon a is~. Offenbar ist hierfiir erforderlich, dass man in der Umge- 

bung yon M auf a zwei Punk~e A und B auffinden kann, derar~, dass O'A-~  

O'B und < A 0 ' B ~ - 0  (die Bezeichnungen sind wie oben), und dass dies im- 

mer Geltung haben wird, wihrend des Grenziiberganges 0'--~ 0 (yon einer gewis- 

sen Lage von 0' an). 

Eine hinreichende Bedingung hierfiir Wird sein, dass der Kreis mit dem 

Mittelpunkt 0 und dem Radius 0 M die Kurve a im Punkte M niCh~ durch- 

kreuzt. Es wird also jedenfalls geniigen, wenn dieser Kreis nicht Kriimmungs- 

kreis yon a in M i s t .  Also" 

Satz 23. Ist M der Fusspunkt einer 5Tormalen von a, welche durch den Mo- 

menta~pol geht, und fa'llt ausserdem 0 nicht mit dem Kriimmungsmittelpunkt von a 

zusammen, so wird M ein Charakteristikpunkt von a. 

49. Es soll nun angenommen werden, dass unsere Bewegung eine einfache 

Bewegung ist, deren Polkurven r und f gegeben sind, und wir setzen ferner 

voraus, dass kein Kriimmungsmittelpunk~ von a auf r f~llt. Der Fall, wo der 

Momentanpol in einem Kriimmungsmittelpunkt yon a liegt, wird hiermit ausge- 

schlossen. Wir suchen ~lun die Charakteris~ikkurve d. h. den geometrischen Ort 

der Charakteristikpunkte yon a, wenn die Bewegung vor sich geht. 

In Fig. 8 bedeuten r und f die zwei Polkurven und die augenblickliche Lage 

der Kurve a ist k. 0 A ist eine Normale zu k. Es soll vorausgesetzt werden, dass 

diese hYormale mit der gemeinsamen Tangen~e der Polkurven nicht zusammenf~llt. 

A ist der augenblickliche Charakteristikpunkt. Einen anderen Charakteris- 

tikpunkt finder man folgenderw~ise: /3 ist ein Punkt  auf /~ in der bY,he yon A; 

die l~ormale yon k in B schneider r in P in der N~ihe yon 0. Bei der Roll- 

bewegung wird B in B' (auf f )  iibergehen, und B geh t  gleichzeitig in einen 
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Punkt C fiber, derart, dass CP' Normale der neuen Lage yon k wird, d. h. C 

wird ein Charakteristikpunkt ffir diese neue Lage. Den Punkt C erhalten wir 

durch eine Drehung yon B um den t~otationspol 0', derart bestimmt, dass diese 

Drehung P in P '  und die vorw~rts laufende Halbtangente yon r in P in die 

vorw~trtslaufende Halbtangente yon f in P '  fiberffihrt. Der Drehwinkel soll mit 

0 bezeichne~ werden. Wenn nun die Halbstrahlen A B und B C denselben Urn- 

laufssinn um 0 (und 0') bestimmen, und dies fortw~hrend stattfindet bei dem 

Grenziibergang 0 ' -*  O, P---~O, P'---*O, 0--~o, so muss der Bogen A C der Charak- 

teristikkurve in A dieselbe Halbtangente wie der Bogen A B yon k haben. Wir  

wollen diese Bedingung etwas n~her untersuchen. Die Bewegung ist einfach, 

die Charakteristik k hat somit immer dasselbe Vorzeichen, und die l~ichtungs- 

~nderungen der geraden Linien der beweglichen Figur sind durchweg monoton. 

ttieraus folg~, dass der durch den Halbstrahl B C u m  den Punkt 0' bestimmte 

Umlaufssinn ff i r  hinreichend kleine Bogen 0 P unver~inderlich ist. Die Erfiillung 

der Bedingung kommt also nur darauf an, ob der Halbstrahl A B denselben Um- 

laufssinn um 0'  bestimmen wird. Wir nehmen nun zun~tchst an, dass A yon 0 

verschieden ist (wir erinnern daran, dass wir im voraus angenommen h~ben, dass 

der Krfimmungsmittelpunkt A1 yon k in A nicht nach 0 f~llt, und ferner, dass 

die gerade Linie O A nieht mit der Tangente t der beiden Polkurven in 0 zu- 

sammenf~ll~). Den Bogen A B auf k denken wir uns so klein gew~ihlt, dass jede 

Normale dieses Bogens den Bogen O P yon r in einem und nut  einem Punkt 

schneider; hierfiir ist nur erforderlich, dass der Winkel zwisehen 0 A und der 

Tangente t yon r in 0 grSsser als die Schwankung der Tangentenriehtung l~ngs 

dem Bogen 0 P sei, und diese Bedingung is~ immer erfiillbar, wenn 0 A v o n  t 

verschieden ist. Es stellt sieh so heraus, dass der Halbstrahl A B ,  wenn B---*A, 

zule~zt einen konstanten Umlaufssinn um 0 (und 0'} haben wird, und dieser Um- 

laufssinn stimmt mit demjenigen Umlaufssinn iiberein, welcher durch die Halb- 

tangente des Bogens A B in A u m  den Punkt 0 herum bestimmt wird. 

Wenn nun dieser Umlaufssinn mit dem Drehsinn der Rollbewegung iiberein- 

stimmt, so ist die obenerw~hnte Bedingung erffillt, und die Halbstrahlen A B u n d  

A C haben gemeinsame Grenzlage. D,;e Charakteristikkurve hat somit in diesem 

Falle dieselbe~ Halbtangenten wie die Kzurve k. 

50. Indem wir fortwi~hrend die aufgestellten Bedingungen festhalten, also 

im wesenflichen die Bedingung, dass die galbtangente  des in Betracht kommen- 

den Bogens A B auf k einen Umlaufssinn um den Momen~anpol 0 herum be- 

stimmt, welcher mit dem Drehsinn der Rollbewegung fibereinstimmt, wollen wir 
23--25280. Acta mathematica. 47. Imprim~ lo 25 novembre 1925. 
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zeigen, dass die Charakteristikkurve eine bestimmte Kriimmung in A besitzt. 

Die Normalen A 0 und C P' der Kurve in A und C schneiden einander in X, 

und wenn P-~O, P'-*O, C---)A, wird N gegen eine bestimmte Grenzlage A 2 auf 

der Geraden A 0 konvergieren, n~mlich gegen den Kriimmungsmittelpunkt der 

Bahnkurve desjenigen Punktes, welcher im Augenblick in den Kriimmungsmittel- 

punkt A 1 yon 1~ in A fiillt. Dies wird in folgender Weise best~tigt. Die Nor- 

malen in A und B und den zwischenliegenden Punkten des Bogens A B yon k 

denken wir uns mit positiven Richtungen versehen, welche bei stetigem Durch- 

laufen des Bogens stetig ineinander iibergehen. Die Richtungen der Normalen 

// 

k~ S ~  r 

Fig. 8. 

in A und B seien mit a und b bezeiehnet (Fig. 8). Es sei ferner c die positive 

Richtung der Geraden P '  C, welche dadurch bestimmt wird, dass b durch das 

Rollen des Bogens 0 P auf 0 P' in c iibergeht. Die Halbtangente der Bogen 

0 P  und 0 P '  in 0 werde mit t bezeichnet. Die geraden Linien 0 P  und O P' 
versehen wit  mit positiven Richtungen, welche durch die angegebene Anordnung 

der Punkte (O,.P und O, P') bestimmt werden. Die Dreieeke 0 S P und N 0 P '  

haben dann bestimmte positive Richtungen auf alien Seiten, und indem wir die 

Seiten und die Wiukel der Dreiecke hiermit iibereinstimmend mit u 

rechnen (die Winkel einem festen Umlaufssinn gem~ss), wird - -  wie b e k a n n t -  

die sinus-Relation allgemeine Giiltigkeit haben, wie es in den unten angegebenen 

Formeln deutlich hervortritt. 
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5 i. Im Dreieck 0 S P ha* man 

~rlso, indem S---~A~: 

sin (a b) _ sin (0 P, b) 
O P  O S  

(a b) sin (t a) 
O P  OA1 

Da nun die Charakteristik k der Bewegung so bestimmt wird, dass 

(b c) 
O P  ~k, 

erh~lt man durch Addition 

k + (t 
O P  OAt  

Im Dreieck N 0 P '  hat man ferner: 

also 

d. h. 

sin (0 P',  c) _ sin (a c) 
O N  OP'  

s in (OP ' , c )  ,k+sin(ta) 
O N  OA1 

1 k 1 
0 ~ - *  sin ( t a~ § - -  Ax 

Es geht hieraus hervor, dass der Punkt  N einer bestimmten Grenzlage A~ 

zustrebt, welche durch die folgende Formel bestimmt wird: 

1 k 1 
0 A~ - -  sin (t a) + OA~" 

Nach der Euler-Savary'schen Formel f/illt diese Grenzlage gerade mi t  dem 

Kriimmungsmittelpunkt der Bahnkurve (A1) des Punktes A 1 zusammen. 

Die Charakteristikkurve ist also eine stetig gekriimmte Hiillkurve der beweg- 

lichen Kurve a, so lange die hier vorausgesetzten Bedingungen erfiillt sind. 

Unsere Betrachtungen umfassen auch den Fall, wo der Punkt  S bei dem 

Grenztibergang P--+ 0 fest liegt, d. h. die Kurve k ein Kreis ist, und die gewShn- 
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liche Euler-Savury'sche Formel ist infolgedessen in der obigen Formel enthalten. 

Wir fiigen hinzu, dass unsere Herleitung ~uch den Grenzfall umfasst, wo At 

unendlich fern wird. 

52. Bisher haben wir bei allen diesen Betrachtungen vorausgesetzt, dass 

der durch die Halbt~ngen~e des Bogens A B  in A um den Punkt  0 herum be- 

stimmte Umlaufssinn mit der konstanten Drehrichtung der Rollbewegung fiber- 

einstimmt. Diese Bedingung ist in der Fig. 8 fiir die Kurve k* nicht erfiillt. 

Der Charakteristikpunkt ist A*, und die Halbtangente des Bogens A* B* in A* 

bestimmt eine Drehrichtung um 0, welche der Drehrichtung der Rollbewegung 

entgegengesetzt ist. Es leuchtet aber ein, dass man in diesem Faile jedenfalls 

ffir eine gewisse Umgebung yon A* eine geei~lete Parallelkurve k yon k* be- 

stimmen kann, fiir welche unsere ursprfinglich vorausgesetzte Bedingung wiederum 

erffillt ist. Die den beiden Kurven k* und k entsprechenden Charakteristikkurven 

i* und i werden dann auch Parallelkurven zueinander sein, well der Abstand 

A A* konstant ist. Und solange A* nich mit As zus~mmenfiillt, wird die Kurve 

i* in A* sicher dieselben Halbtangenten wie k* haben. Ebenso wird der Krfim- 

mungsmittelpunkt A s der Kurve i* nach der obigen Formel bestimmt: 

1 k ] 

0 A o - -  s in (t a) + 0 A~" 

53. Unseren frfiheren Untersuchungen fiber Parallelkurven zufolge (2I, 
Satz IO) kSnnen wir nun aber unsere Resultate auch auf den Fall ~usdehnen, 

wo A* nach A 2 f~llt, wenn nur in der Umgebung yon A* der Abstand A 'A2 ,  

wenn A* und hiermit A~ variiert, nicht unendlich oft sein u wechselt. 

Wenn A*A~ in einem Augenblick den !Srert Null annimmt, aber vor und nach 

diesem Augenblick positiv bezw. negativ ausfi~llt (oder umgekehrt), wird dieses 

zur Folge haben, dass die Kurve i* in der Umgebung yon A* aus zwei kon- 

vexen Bogen besteht, welche eine Spitze erster Art in A* bilden. Wenn hinge- 

gen A* Ae Null wird, aber vor und nach dem betreffenden Zeitpunkt dasselbe 

u behiilt, so hat die Kurve i* in A* einen einfachen Konvexpunkt. Die 

erweiterte Euler-S~vary'sche Formel behiil~ in allen diesen Fiillen ihre Giiltigkeit. 

Wechselt das Vorzeichen der Strecke A* A s unendlich oft, indem sie den 

Wer t  Null passiert, entsteht auf der Kurve i* eine tIiiufung yon Singulariti~ten, 

wobei die Tangente in A* unbestimmt werden k~nn. 

Schliesslich soll auch der einfache Fall genannt werden, wo A* A_~ konstant 
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den Wer t  Null h~ .  In diesem FMle is~ i ein Kreis, und i* eia fester 

Punkt, d. h. die Kurve k* wird w~hrend der Rollbewegung durch einen festen 

Punk~ hindurchgehen. 

54. Um ein anschuuliches Bild der gew0nnenen Resultate geben zu kSn- 

nen, wollen wir eine Hilfskurve einfiihren, welche als Kriimmungsbild der gege- 

benen Kurve k beziiglich der vorgelegten einfuchen Rollbewegung bezeichnet 

werden soll. Diese Kurve ist der geometrische Ort der Punkte A~ in der be- 

weglichen Figur, welche folgenderweise bestimmt werden. Jedem Punkt  A der 

Kurve k entspricht ein bestimmter Kriimmungsmittelpunkt A~ dieser Kurve. Auf 

der Normalen a yon k in A bestimm~ man einen Punkt  A~ derart, dass die fol- 

gende Gleichung bes~eht: 

o (ta) + 

wo die Buchstuben die iibliche Bedeutung huben. Wenn A die Kurve k durch- 

l~uft, beschreibt A 2 das Kriimmungsbild yon k. Die Kurve ]c und die zugehS- 

rigen P~rallelkurven huben Mle dasselbe gemeinsame Kriimmungsbild. 
Unsere l~esultute lassen sich jetzt so zus~mmenfussen: 

Satz 24. Wenn k eine stetiggekribnmte Kurve ist, so dass Hein Punkt und 

kein Kriimmungsmittelpunkt yon k auf  die Kurve r fdllt, und keine Normale yon 

k die Kurve r beriihrt, so lh'sst sich foOendes iiber ihre Charakteristiklcurve aus- 

sagen. 

Wenn k keinen selbstkorre6Tondierenden PunHt mit ihrem Kriimmungsbdd 

gemei~ hat, ist die Charakteristikkurve yon k eine stetig gekriimmte Kurve. Sie be- 

riihrt jede Lage yon k in dem entsprechenden CharakteristiH'punkt. 

Wenn k einen isolierten selbstHorrespondierenden Punkt rail ihrem Kriimmungs- 

bild gemein hat, so entsteht au f  der CharakteristiHHurve eine Spitze erster Art, oder 

ein einfaeher Konvexpunkt, je naehdem k ihr Kriimmungsbild durehkreuzt oder nicht. 

in  beiden Fiillen hat die Charakteristikkurve im betreffenden Punkt dieselbe Tan- 

genre wie k. 

In  allen diesen t~h'llen ist die Charakter/stikkurve Hiillkurve von lc. Sie hat 

in jedem Punkt einen bestimmten Kriimmungsradius, welcher dutch die erweiterte 

Euler-Savary'sche Formel bestimmt wS"d. 

Hat  die Kurve k unendlieh viele selbstkon'espondierende Punkte mit ihrem 

Kr~u gemein, so dass eine Hdufang yon Durchkreuzungen der beiden 
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Kurven e,ntsteht, wird die Charakteristikkurve eine Hduji, ng yon Singulariti#en auf- 

weiseu, urM die Eindeutigkeit der Tm~gente ist "nieht mehr ge~s.ichert. 

l ta t  die Kurve k ei~2 gm~zes Boge~stiick mit ihrem hS'iimmu~gsbihl gemein, 

wird k imwrhalb de," ent.sTreche~Men Bewegungsi~2tervalls dutch einen J'e.~ten Pu~Tkt 

hindurchgehe~. (Die Parallelkurve wird einen hS'eis eiJ~hiille~J. 

55. Sehliesslieh wollen wir einige besondere Fiille bespreehen, welche bei 

den vorstehenden Untersuchungen ausgeschlossen wurden. 

I. Der Punkt A f~illt auf die Tangente t der Kurve r in 0, ohne doch 

nach 0 zu fallen. Es wird bier beziiglich der Bestimmung der Grcnzlage des 

A B 
ttalbstrahls A P yon entscheidender Bedeutung sein, dass B-~ nach Null konver- 

giert. (Der Fall, wo A1 nach 0 f~llt ist fortwiihrend ausgeschlossen). Es folgt 

hieraus, dass dem Halbstrahl A C eine eindeutig bestimmte Grenzlage zukommt, 

senkrecht zu 0 A und mit dem Drehsinn der Rollbewegung iibereinstimmend. 

Also wird die Charakteristikkurve die Kurve k in einfacher Weise beriihren. 

2. Der Kriimmungsmittelpunkt A 1 yon k fiillt nach dem Momentanpol 0. 

Es kommt dann darauf an zu untersuchen, ob und wie die Hormalen yon k in 

der Hachbarschaft yon A (auf beiden Seiten von A)die Kurve r schneiden. Hier- 

durch wird Aufschluss dartiber erhalten, inwlefern die Nachbarpunkte yon A bei 

der Erzeugung der Charakteristikkurve in Betracht kommen oder nicht. Und es 

l~,isst sich hieraus schliessen, ob der Punkt  A als Punkt einer Charakteristikkurve 

(Hiillkurve) fiberhaupt in Betracht kommt und im bejahenden Falle, wie die bei- 

den Zweige der Kurve beschaffen sind. Hat  z. B. die Kurve k eine einfache 

Evolute, welche die Kurve r in A~ durchschneide~, entsteht eine Hiillkurve, welche 

in A eine Spitze zweiter Art aufweist. Hat  die Kurve k eine einfache Evolute, 

welche die Kurve r in A~ beriihrt und ganz umschliesst, so giebt es fiberhaupt 

keine Hiillkurve yon k in der Umgebung yon A. 

VII. 

Stiitzkurven. 

56. Wenn einer bestimmten Lage A B  C einer beweglichen Figur kein ein- 

deutig bestimmter Momentanpol entspricht, kann man yon mehreren Momentan- 

polen, n~imlich den Grenzlagen des Drehpols 0' der Figur ..t B C und der :Nachbar- 

figur A ' B '  C', sprechen. Der Momentanpol kann vSllig unbestimmt werden oder an 
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bestimmte geometrische 0r ter  (Punktmengen) gebunden werden. Es l~sst sich 

nach unseren vorhergehenden Entwicklungen folgendes aussagen: 

Wenn ein Punkt  A der Figur eine eindeutig bestimmte Bahntangente a hat, 

so wird der Momentanpol an die 2qormale yon a in A gebunden. 

Wenn eine gerade Linie l der Figur einen eindeutig bestimmten Charak- 

teristikpunkt A hat, wird der Momentanpol an die Normale yon l in A ge- 

bunden. 

Eine naheliegende Erwei~erung dieser Siitze kSnnte man im folgenden S~tz 

vermuten: 

Wenn eine Kurve ~o der beweglichen Figur eine fes~e Kurve g: beriihrt, ist 

der Momentanpol an die gemeinsame Normale im Beriihrungspunkt der beiden 

Kurven gebunden. 

Doch l[Lsst sich der Satz in dieser Form nicht; festhalten. Es miissen den 

beiden Kurven ~o und ~p besondere Bedingungen auferlegt werden. Wir setzen 

vorli~ufig voraus, dass die Kurven stetig gekriimmt sind. 

57. Der augenblickliche Beriihrungspunkt der beiden Kurven werde mit 

A bezeichnet, und ein Paar entsprechende Punkte, die bei der Bewegung spi~ter 

mit einander in Beriihrung kommen, seien B und C. B gehSrt der beweglichen 

Kurve q~, C der festen Kurve ~V an. Wenn B nach C gelangt, wird such die 

T~ngente b yon ~ in /~ in die Tangente c yon ~p in C iibergehen, und die Rich~- 

ungen der Tangenten b und c werden sich dabei in bestimmter Weise entsprechen. 

Der Drehpol O' der beiden Figuren b B und c C ist an die Mittelsenkrechte yon 

B C und an die ~ussere Halbierungsgerade des Winkels (b c) gebunden. Es kommt 

nun darauf an, ob die Grenzlagen yon O' fiir B---*A, C-->A, an die gemeinsame 

Normale der Kurven ~o und ~p in A gebunden sein miissen. 

Der Grenziibergang B---~A, C ~ A ,  gehe so vor sich, dass entsprechende yon 

einander verschiedene Punkte B und C die Folgen 

B1, B~, B~, . . . ~ A ,  

. . . - ,  A ,  

und die en~sprechenden yon einander verschiedenen Tangenteu b und c die Folgen 

bl, b2, b.o, . . . --+ a, 

CI~ C~  C3~ . . .  " ~ ( / ~  

durchlaufen, und die Schnittpunkte der einander entsprechenden Tangente n bt c,, 

be c~ , . . ,  die Punktfolge S~, S~, S~, . . .  bilden. 
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Wenn nun entweder die Gerade ]7i C~ nach der Tangente a in A konver- 

giert, oder der Punkt  Si nach A konvergiert, so l~isst sich schliessen, dass s~immt- 

liche Grenzlagen von O' an die Normale in A gebunden sind. 

58. Wir denken uns die beiden Kurven q~ und ~p yon A aus dutch die 

nattirlichen Gleichungen 

0 = 0 (8), 01 = 81 (8), 

dargestellt, und setzen voraus, dass die Funl~ion O(s)-  O~(s)abteilungsweise 

monoton ist. Wir wollen zeigen, dass dann die obengenannte Bedingung er- 

fiillt ist. 

t t ierzu ist nur zu beweisen, dass wenn B~ Ci sich einer Grenzlage n~hert, 

welche von der Tangente in A verschieden ist, dass dann der Punkt  Si not- 

wendig nach A konvergieren muss. Mit ttiilfe d e r  sinus-Formel im Dreieck 

S~Bi Ci erhalten wir die hierfiir erforderliche Bedingung; diese besagt, dass 

~ .  
B~ C~ 

In dem Falle, wo der Bogen A Bi von ~ dem Bogen A Ci von ~p (flit jeden 

Wert  yon i) gleich wird, einer Rollbewegung entsprechend, ist die Bedingung 

erfiill~. 1 In anderen F~llen tragen wir auf ~p einen Bogen A D i ~ A B i  ab. Die 

Tangente in Di soll mit di bezeichnet werden. M~n hat nun 

< (bi di) - - - - - - - - > ( ~ .  

B~ Di 

Die Mittelkriimmung des Bogens BiD~ ist beschriinkt, weit die Kurven 

stetig gekriimmt vorausgesetzt sind. Wir k5nnen also setzen 

< (ci di) =< ~, 
Ci Di 

w o n  eine feste numerische Konstunte ist (etwa die grSsste Kriimmung d~r 

Kurve ~0). 

Da nun das Dreieck B~ Ci D~ bei dem Grenziibergang nach A sich so ver- 

~ndert, dass die SeRen nach drei verschiedenen Grenzrichtungen konvergieren: 

Die Geometrie der Wirkliehkeit (Acta mathematic~ Bd. 40, S. 54--56). 
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Bi (~. nach eine Richtung, welche yon der Tangente in A verschieden ist; Ci Di 

nach der Tangente in A; und B,. Di nach der Normalen in A, so hat man: 

< (b, ~,! = < (b, d,) B ,  D~ 
B i  C~ Bi D~ " B i  Ci § ~ ' 

< (e~ d~) = < (e, d~) C, D~ 
- -  < X l ~  

wo • eine numerische K0nstante ist. 

Durch Addition oder Subtraktion erh~ilt man hieraus: 

was zu beweisen war. 

Wir  haben somit den Satz: 

< (b~ e~) 
Bi C, 

Satz 25. Wenn eine stetig gekriimmte unverYnderliche Kurve sieh in ihrer 

Ebene so bewegt, dass sie stets eine feste stetig gekriimwte Kurve beriihrt, so wird 

eine hinreichende Bedingung dafiir, dass der Momentanpol an die Normale der Kur- 

yen in dem augenblicklichen Beriihrung.sTunkt gebunden ist, dadureh ausgedriiekt, 

dass die beiden Kurven dutch natiirlichen Gleichungen 

= o (8), o~ = o~ (s),  

dargestellt werden kSnnen, wobei 0 ( s ) -  O~ (s) eine abteilungsweise monotone Funktion 

von s ist. 

59. Wir haben uns hier auf stetig gekriimmte Kurven beschr~nkt. Die 

Beweismethode fiihrt doch offenbar noch weiter. Von Kriimmungseigenschaften 

der beiden Kurven haben wit nur beniitzt, dass eine der beiden Kurven, inner- 

halb der in Betracht kommenden Umgebung, beschr~nkte Mittelkriimmung hat, 

und dies wird also tats~ehlich geniigen. 

Wenn die beiden Kurven konvex (und ohne Kniekpunkte)sind,  und die 

Kurven ausserdem ihre konkaven Seiten yon einander abkehren, braueht man 

keine andere Bedingung. In diesem Falle ist n~mlieh sofort ersichtlich, dass ent- 

weder Bi Ci nach der Tangente in A konvergiert (niimlich wenn die Halbstrahlen 

A Bi und A C~ naeh entgegengesetzten Richtungen konvergieren), oder der Schnitt- 

punkt St ~ bi e ide r  beiden Tangenten biund e~ nach A konvergiert (n~mlieh wenn 

die Halbstrahlen A Bi und A Ci nach derselben Richtung konvergieren). 
2 4 - - 2 5 2 8 0 .  Acta mathematlca, 47. I m p r i m 6  le 8 d6cembre  1925. 
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60. Wenn nun in einer beweglichen Figur zwei stetig gekrfimmte Kurven 

und 91 zwei feste Stiitzkurven ~p und ~Pl haben, welche auch als stetig ge- 

kriimmt vorausgesetzt werden, und diese Kurven der in 58 angegebenen Beding- 

ungen genfigen, s o  hat die Bewegung einen bestimmten Momentanpol, welcher 

als Schnittpunk~ der Normalen in den beiden Stiitzpunkten ermittelt wird, indem 

wir hierbei voraussetzen, da.ss die beiden Normalen nicht zusammenfallen. Auf 

Grund naheliegender weiterer Voraussetzungen, nach welchen die augenblicklichen 

Kriimmungsmittelpunkte der gegebenen Kurven yon dem Momentanpol, und aus- 

serdem voneinander verschieden sind, und der Momentanpol innerhalb des Be- 

wegungsin~ervalls nieht unendlich fern ist, kann man schliessen, dass die Be- 

wegung eine einfache Bewegung ist. Die feste Polkurve wird als Ort des Mo- 

mentanpols ermittelt, und mit tiilfe der Charakteristik, die in jedem Augenblick 

aus den Kriimmungsmittelpunkten der gegebenen Kurven abgeleitet wird, be- 

stimmt man dann die rollende Polkurve. Bei der hierdurch bestimmten Rollbe- 

wegung werden dann die Kurven 9v und qh stets die gegebenen Kurven ~p und 

~p~ beriihren. 

VIII.  

Die monotone Rollbewegung. 

6I. Die einfache Bewegung ist ein Spezialfall der monotonen Rollbewe- 

gung, welche dadurch entsteht, dass eine Kurve r mit stetig-ver~nderlichen Halb- 

tangenten (eine stetig gerichtete Kurve) auf einer anderen stetig gerichteten 

Kurve rollt, derart dass die beiden Kurven sich durch natiirliche Gleichungen 

0 = 0 (8), 01 = 01 (8) 

darstellen lassen, wobei ~ (s) = 0 (8) --  01 (8) eine monotone Funktion von s ist. Ist  

q~ (s) differenzierbar, ~' ( s )>  0, haben wir eine einfaehe Bewegung. 

Die allgemeine monotone Rollbewegung ]~sst sich mit denselben Hilfsmit- 

teln untersuchen, welche im vorhergehenden fiir die einfache Bewegung entwickelt 

wurden. Wenn ~ ( s ) :  O(s)- 01(s ) nicht differenzierbar ist, w~hlt man auf der 

Kurve r monotone nach dem Momentanpol 0 konvergierende Punktfolgen O~ 

aus, und auf f die entsprechenden Punktfolgen Pi (OOi: OPt), derart dass die 

entsprechenden Verh~ltnisse Oz. , wobei 0i den Drehwinkel bei dem Abrollen des 
00~ 

�9 Bogens 0 0 i  auf 0 Pi bedeutet, einem bestimmten Grenzwert zustreben. Fiir den 
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Grenziibergang durch diese Folge (0i-~ O, P i ~  O, 0~i--+ko~) existiert sonaeh eine 

bestimmte Charakteristik, ein Wendekreis und ein Rebroussementskreis. Fiir 

jeden Punkt  A der beweglichen Figur wird hierdurch eine Folge yon Lagen A~ 

bestimmt, welche der t3ahnkurve yon A angehSrt, und fiir welche ein bestimmter 

Schmiegungskreis existiert. Dieser Schmiegungskreis l~sst sich mit Hiilfe der 

Euler-Savary'schen Formel  bestimmen, indem man als Wert  der Charakteristik ]~ 

den obengenannten Grenzwert ko i benutzt. Durch die Wahl  einer neuen Folge 

0,: wird man in ~hnlicher Weise einen neuen Schmiegungskreis der Bahnkurve 

in A erhalten kSnnen. Wenn die Menge der Werte koi beschr~nkt ist, wird man 

sonach eine beschr~nkte Menge yon Kriimmungsradien der Bahnkurve in A er- 

halten. 

Andere Fragen kSnnen in ~hnlicher Weise behandelt werden. 

IX. 

Die Bewegung auf der Kugel. 

6z. Die vorstehenden Untersuchungen sind so allgemein gehalten, dass sie 

sich ohne Schwierigkeit auf der Kugelfl~iche (und in der gewShnlichen nicht- 

Euklidischen Geometrie) verwenden lassen. Dies gilt unmittelbar fiir die rein 

geometrischen Untersuchungen. Aber auch die Formeln lassen sich fiir die Kugel 

in ungef~hr derselben Weise herleiten. Die Euler-Savary'sche Formel nimmt 

folgende Gestalt an 

Ice-sin(t, ON) s i n (O / i )  sin(ON) ' 

wo k die Charakteristik der Bewegung bedeutet d. h. den Grenzwert des Ver- 

h~ltnisses zwischen dem Drehwinkel eines bestimmten Bewegungsintervalls und 

der entsprechenden Bogenl~nge auf der festen Polkurve. 

Auch die Eigenschaften der I-Iiillkurven, und die Bestimmung der Bewe- 

gung durch Stiitzkurven, lassen sich fiir die Geometrie der Kugel unmittelbar 

verwenden. 

Die allgemeine einfache Bewegung auf der Kugelfl~che l~sst sich bequem 

so darstellen: Man w~hlt die feste Polkurve f ,  und zu jedem Punkt  0 derselben 

w~hlt man eine zugeordnete positive Zahl k (die Charakteristik), derart dass 1~ mit 

0 stetig variiert. 
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53. Die einfache Bewegung auf der Kugel definiert eine stetige Reihe von 

kongruenten Figuren auf der Kugelfl~che. Indem wir in bekannter Weise s~mmt- 

liche tinter einander kongruente Figuren der Kugelfl~che auf den elliptischen 

3-dimensionalen Punktraum abbilden, erhalten wir fiir jede Figur einen entsprech- 

enden Punkr und fiir die durch die Bewegung gegebene stetige Reihe von Fi- 

guren eine Bildkurve im elliptischen Raume. Nach den Eigenschaften der ein- 

fachen Bewegung hat diese Bildkurve in jedem Punk~ eine mit dem Punkt stetig- 

variierende Tangente, (mit entgegengesetzten ttalbtangenten), eine bestimmte 

Schmiegungsebene, und eine bestimmte Schmiegungshalbebene, ausserdem auch 

einen bestimmten Schmiegungskreis, dessen Kriimmung gleich der entsprechenden 

Charakteristik k ist. 

v 


