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Einleitung. 

Es sei z - ~ r e  i~ e i n e  komptexe  Variable.  Wir  betr~chten die Menge ~ller 

Po tenzen  z ~ ' : r  ~" e/~'~ wobei der Exponen t  ~ die Menge ~ller reellen Z~hlen durch- 

l~uft, und zwar bet r~chten wir  sie ~uf der  log~ri thmischen Fl~tche L, d. h. der  

unendl ichbl~t t r igen  R iemannschen  Fl~che o < r < ~ ,  - - ac  < 0 < ~ .  Die Ges,nmt- 

heir  dieser kont inuier l ich  vielen Funk t ionen  bildet  ein Orthogon~lsystem,  in dem 

Sinne, dass bei fes tem r die Or thogonal i t~ tsbeziehungen 



238 Harald Bohr. 

O 

- -0  

0 

Z;-~. Z ~;-~ dO=r  ~-~-;''-' lim ~ f  ~i(ii--)'')o(~O 

0 

_ _  [ I  f i i r  Zl=)~.2 
- - / o  ffir s ~ s 

bestehen. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir das Problem behandeln: Wie soll 

ei~e in dem unendlichblSttrigen Kreisringe R 1 < r < R~, --  ~ < O< oo der _Flh'che L 

regul&'e analytische Funktion f (z) bescha#:e~ sei~, damit sie im ganzen Kreisringe 

- -  also ftir ulle B15tter zugleich, und nicht nur fiir jedes endlichbl~ttrige Teil- 

gebiet - -  aus abzdhlbar vielen der Potenze~ z ~" additiv aufgeba~t werden kann, d. h. 

eine sinnvolle Darstellung der Form 

Z an Z )m 

zulasse. Dies ist nicht etwa so zu verstehen, dass die Exponenten )~1, L~, . . .  als 

im Voraus gegebene Zahlen anzusehen sind; im Gegenteil, es wird tier Funktion 

f ( z )  iiberlassen, aus der Gesamtheit der kontinuierlich vielen Potenzen z g eine 

abz~hlbare Folge yon zu ihr >>gehSrigen>> Potenzen herauszugreifen. 

Man kann unsere Fragestellung als eine natiirliehe Verallgemeinerung des 

klassischen Problems der Potenzreihenentwicklung auffassen, bei welchem start 

des kontinuierlichen Systems z;" nur das a b z ~ h l b a r e  System zn (n=o, ! I, + Z , . . . )  

zugrunde liegt. In diesem letzten Falle, wo es sich um alle in Laurentreihen 
co 

~ a ~ z  ~ entwickelbaren Funktionen handel,, l~utet ja die An~wort, d~ss fiir die 

Entwickelbarkeit nicht nur notwendio" soadern auch hinreichend ist, duss die 

Funktion f (z)  (wie die einzelnen Potenzen z ~ des Grundsystems) ~uf der Riemann- 

schen Fl~che L p e r i o d i s c h  in 0 mit der Periode 2 z  ist, dass also f (z )  eine 

(beliebige) anulytische Funktion des schlichten Kreisringes R l ~ . r < R  2 ist. 

Die vorliegende Abhundlung wird zeigen, dass bei unserem allgemeinen 

Problem, welches sich auf das k o n t i n u i e r l i c h e  Grundsystem z ;' bezieht, eine 

fast ebenso einfache notwendige und hinreichende Bedingung vorhanden ist, 

welche da.hin l~utet, dass die Funktion f (z)  in bezug ~uf die Amplitude 0 ein 

gewisses f u s t p e r i o d i s c h e s  Verhalten aufweisen soll. 

Besonderes lnteresse bietet der Fall R I = o  (oder der gleichwertige Fall 

R ~ = ~ ) ,  der auf die Frage hinausliiuft, welches Verhalten einer Funktion in 
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einem log~rithmischen Windungspunkt durch eine ~irregul~re>~ Potenzreihe 

a~z ~ bew~ltigt werden kann. 

In der folgenden Darstellung wird es bequem sein, vermittels der Transfor- 

mation z = e  8 yon der Riemannschen Fl~che L zu der schlichten Ebene s : a + i t  

iiberzugehen. Unser Problem lautet dann: welche in einem Streifen a~<a<a~ 

analytischen ~'unktio~en f ( s )  la~sen sich in >>Dirichletsche Reihe,n>> 

Z an e ins 

entwickeln? Dem obigen Spezialfall R l = o  (bezw. R e = ~ ) e n t s p r i c h t  der Fall 

a l : - - ~  (bezw. a 2 :  + ~ ), in welchem also das Definitionsgebiet eine linke (bezw. 

rechte) Halbebene ist. 

Unser Begriff einer Dirichletschen Reihe unterscheidet sich vom sonst fib- 

lichen dadurch, ~) dass wir nicht yon einer beliebig hingeschriebenen Reihe aus- 

gehen, sondern yon einer F u n k t i o n ,  die die Reihe erzeugt, und 2) (lass bei uns 

den  E x p o n e n t e n  g a r  k e i n e  B e d i n g u n g e n  a u f e r l e g t  s ind,  w~hrend man 

sonst nur Exponentenfolgen betrachtet, die sich nicht im Endlichen h~ufen. 1 

Dieser zweite Punkt  ist fiir unsere ganze Untersuchung yon entscheidender Be- 

deutung; erst durch das Fallenlassen jedweder Einschr~tnkung ffir die Exponenten- 

folgen entsteht die MSglichkeR einer einfachen und iibersichtlichen Charakterisie- 

rung derjenigen Klasse yon Funktionen, welche in Dirichletsche Reihen ent- 

wickelbar sin& 

Die Theorie stellt sich als sinngem~.sse Ubertragung der vom Verfasser in 

zwei Abhandlungen in den Acta m~thematica (BoHI~ [3], [41) entwickelten Theorie 

der fastperiodischen Funktionen einer r e e l l e n  u dar, in welcher das 

Problem behandelt wurde, welche stetigen Funktionen F ( x ) i n  >>Fourierreihem> 

Z An e i An ~ 

entwickelt werden kSnnen. 

Die ersteu zwei Paragraphen haben nur vorbereitenden Charakter. In  w I 

wird ein kurzes R6sum6 der Ergebnisse iiber fastperiodische Funktionen einer 

Zumeist betrachtet man sogar nur einseitig monotone Exponentenfolgen. Reihen, deren 
Exponenten sich sowohl gegen § ~ als auch - - ~  h~ufen, die also in Streifen (nnd nicht 
Halbebenen) zu untersuchen sind, sind zuerst yon ROGOSINSKI [I] eingehender behandelt worden. 
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reellen Variablen gegeben, von denen wir vielfach Gebrauch machen werden; in 

w z werden einige bekann~en funk~ionentheoretischen Ta~sachen zusammengestell~, 

die das Fundament fiir das Spiis geben werden. 

R6sum6 der Theorie der fastperiodisehen Funkt ionen einer reellen Yariablen. 

Definition. Ei~e f i ir  - -  ~ < x < ~ stetige l~'u~ktion F (x)= U (x) + i V (x) soll 

fastperiodisch heissen, wenn es zu jedem e > o  eiJ~e Lh'n.qe l = l ( e ) > o  gibt derart, 

dass jedes Interrall x l < x < x ~  - der LS~ge x~_--xi=l n~i~destens eine zu ~ geh&'ige 

>> Verschiebungszahl>~ ~ e~#hSlt, d. h. eiJ~e Zahl v=v(~), welche f i ir  alle x der U~- 

gleichung 

geJ~@t. 

Fiir die fastperiodischen Funktionen gelten die folgenden Sittze: 

I. Jede fastperiodische Funktion ist b e s c h r i i n k t  und g l e i c h m i ~ s s i g  

s t e t i g  im ganzen Intervulle - - ~  < x < G c .  

II. Die S u m m e  und dus P r o d u k t  zweier fastperiodischen Funktionen sind 

wieder f~stperiodisch, und auch der Q u o t i e n t ,  falls der Nenner nicht beliebig 

nahe an o kommt. 

Hierin is~ enthMten, dass jedes ~>Exponentialpolynom>~ 

N 

E an e i)mx 
n = l  

(~,~ beliebig reell, a,~ beliebig komplex) 

elne fastperiodische Funktion ist. 

III.  Die G r e n z f u n k t i o n  einer im ganzen Intervalle - - ~  < x < ~  gleich- 

miissig konvergenten Folge yon fastperiodischen Funktionen ist wieder fast- 

periodisch. 

Speziell is~ also die Summe einer fiir - - ~  < x <  ~ gleichmiissig konvergenten 

Reihe der Form 
ao 

7 t ~ l  

eine f~stperiodische Funktion. 
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IV. Fiir .]ede fastperiodische Funktion F(x) existiert der M i t t e l w e r ~  

T 

lim ~ (x) dx 
T- - -*  ~ 

0 

tibrigens in der Mittelwert gleiehmi~ssig Y 

7+T 

lim T (x) dx , 
I' 

den wir mit M{F(x)}  bezeiehnen. 

Es existiert also aueh (n~ch Ii) fiir beliebiges reelle ~ der Mittelwert 

V. Bildet man bei einer gegebenen fastperiodischen Funktion F(x )d ie  
Mittelwerte a(~), so gib~ es (h6chstens) a b z i i h l b a r  v ie le  Exponenten 2, fiir welche 

diese Mi~telwerte yon o v e r s c h i e d e n  sind. Die so herausspringenden Expo- 

nenten s denken wit uns (in irgendeiner Anordnung) mit -//1, A ~ , . . . ,  und die 

zugehSrigen gittelwer~e a(z/1), a(f/2), . . .  mi~ A~, A.~, . . .  bezeiehnet. Die formal 

aufgestellte Reihe ~ A~e i~'('~ nennen wit die F o u r i e r r e i h e  der  F u n k t i o n  F(x) 

und sehreiben 
x J X - J  2 1 n  e . 

Im Spezialfalle einer reinperiodischen Funktion stimmt die so gebilde~e 

Fourierreihe mit der gewShnlichen Fourierreihe iiberein. 

VI. Jede fiir - - ~  < x < ~  g le ichm~tss ig  k o n v e r g e n t e  Reihe der Form 

oo 

Z an e i2n~ 

ist eine F o u r r i e r r e i h e  in unserem Sinne, ni~mlich die Fourierreihe ihrer Summe. 

Wie aueh die reellen Zahlen ).1, ;~2,... beschaffen sind, k5nnen sie schon die 

Exponenten einer Fourierreihe sein. 

VII. F u n d a m e n t a l s a t z .  Fiir die Fourierkoeffizienten A, der fas~perio- 

disehen Funktion F(x) besteht die >>Parsevalsche Gleichung>> 

E IA~ p = M { I  F(x)I~}. 

31--25280. A c t a  m a t h e m a t i c a .  47. Imprim6 le 5 dttcembro 1925. 
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Diese Gleiehung ist damit gleichbedeutend, dass die Abschni~te der Fourier- 
i An~.c reihe ~, A,~e gegen die Funktion I,'(x) im M i t t e l  k o n v e r g i e r e n :  

{[ r l im  M F(x) - -  A u  e iAn'x = 

2(--...~ 1 

O. 

VIII. E ine  beliebige Fourrierreihe braucht nicht im gewShnlichen Sinne 

zu konvergieren. Bei gewissen Typen ist aber Konvergenz immer vorhanden. So 

konvergieren (vgl. Bone [5]) solehe Fourierreihen, deren E x p o n e n t e n  l i n e a r  

u n a b h g n g i g  sind, oder deren K o e f f i z i e n t e n  a l le  p o s i t i v  sind; in diesen 

beiden Fgllen trit t  sogar absolute (also umsomehr im ganzen Intervalle gleieh: 

miissige) Konvergenz ein. 

IX. E i n d e u t i g k e i t s s a t z .  Aus dem Fundamentalsatz folgt leicht., dass 

eine fastperiodisehe Funktion dureh ihre Fourierreihe e i n d e u t i g  bestimmt isis, 

dass also zu zwei versehiedenen Funktionen zwei verschiedene Fourierreihen 

gehSren. 

Fiir das O p e r i e r e n  mi t  F o u r i e r r e i h e n  gelten einfaehe Regeln: 

X. Die Fourierreihe einer S u m m e  F,(x)+l~(x) entsteht (lurch formale 

Addition der Fourierreihen yon F~(x) und F2(x). 

XI. ~-hnliehes gilt fiir das P r o d u k t :  Aus I,'l(x)~ ~ A~e iA~''~" und 

i I'~,~ 
, 

wo der Exponent N,~ die Zahlen der Form Ap+Mq durchlguft, und der ent- 

sprechende Koeffizient 6;~ durch die (absolut konvergente) Summe 

~p + .~rq - x n 

gegeben ist. 

XII. Die Fourierreihe der G r e n z f u n k t i o n  F(x) einer gleichmgssig kon- 

vergenten Folge yon fastperiodisehen Funktionen F,~(x) entsteht dureh formalen 

Grenziibergang aus den Fourierreihen dieser Funktionen, d. h. es gilt bei jedem 

i die Limesgleiehung 

a(X)~-M{.F(x) e -~a'~} = lim M{F,~(x)e-~)'~}. 
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/ -  
XIII.  Wenn das unbestimmte I n t e g r a l  @(x)~-]_F(x)dx einer fastperio- 

disehen Funktion F(x) fiir alle x b e s c h r ~ n k t  ist (wozu notwendig, aber noch 

lange nicht hinreichend ist, dass in der Fourierreihe ~ A n  e i ~  yon F(x) kein 

konstantes Glied vorkommt), i s t  q)(x) auch fastperiodisch, und die Fourierent- 

@(x) wird dutch formale Integration der Fourierreihe yon F(x)  wicklung yon 

erhalten: 

A n  ei A n x 
�9 c +  �9 

In  X I I I  ist enthalten" 

XIV. Fulls eine fastperiodische Funktion F(x) differentiierbar ist, und ihr 

D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t  _F'(x) f a s t p e r i o d i s c h  ausf~llt, dann entsteht die Fourier- 

reihe yon F'(x) durch gliedweise Differentiation der Fourierreihe ~ A n e  iA'~ 

vo~ F(x) ,  also 

F '  (X)~  Z~ i A n  .An e i anx . 

Die Fourierreihe einer beliebigen fastperiodischen Funktion liefert nicht 

durch ihre Abschnitte Exponentialpolynome, die gegen die Funktion gleiehm:,tssig 

konvergieren. Es ist jedoch fiir jede fastperiodische Funktion eine gleichm~ssige 

Ann~herung dureh Exponentialpolynome mSglich - -  ebenso wie nach W~I~RSTRASS 

jede rein periodische Funktion durch endliche Summen ~ an e i~k~ gleichm~ssig 

angen~hert werden kunn. 

XV. A p p r o x i m a t i o n s s a t z .  

disch ist, ist nich~ nur (vgl. I[I)  

sie sich dutch Exponentialpoly~wme 

Damit eine stetige Funktion F(x) fastperio- 

hinreichend, sondern auch notwendig, dass 
e i )mx a~ gleichmSssifl im ganzen [~tervalle 

- - +  < x < +  approximieren liisst. Hierbei kSnnen bei .]eder Funktion F(x) die 

approximierenden Exponentialpolynome so gew~hlt werden, dass die in ihnen 

auftrete~den ExponenteJ~ ~n nut der Folge der Fourierexponenten /11, ~1~,.. .  der 

Fm~ktion entnommen si~d. ~ 

1 Der vom Verfasser gegebene Beweis dieses Satzes (Bottle I41) be ruh t  auf dem Zusammen-  
hang  der  fas tper iodischen Funk t ionen  F(x) mi t  den re inper iodischen (oder g renzper iod i schen)Funk-  
t ionen  G(xl, x2 , . . . )  yon unendl ieh  vielen Var iablen  und  einer  Summie rung  der  ,Fou r i e r r e i hen ,  
dieser  le tz teren Funk t ionen  G(x~, x2 . . . .  ) durch die Fej~rsche Summat i0nsme thode  (auf mehrfache  
Reihen  ausgedehnt) .  Wie BOCn~E~ [I 1 in einer  vorlfiufigen Mit te i lung angegeben hat,  ]iisst sich 
aber zum Beweise des Approx imat ionssa tzes  tier l )bergang  zu Funk t ionen  mehre re r  Var iablen  g~inz- 
lich vermeiden,  i ndem ein Summat ionsver fahren  - -  en t sprechend  dem Fejdrschen im Fal le  rein- 
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Fiir den Aufbau der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer kom- 

plexen Variablen ben5tigen wir noch (vgl. [4]) eine kleine VerMlgemeinerung des 

vor~usgehenden Satzes, welehe eine Aussage fiber gleichzeitige Approximation 

einer Menge yon fastperiodisehen Funktionen enth~lt. 

XVI. Es sei M eine unendliche Menge yon fastperiodischen Funk~ionen 

~.,~ e , welche Mle d i e s e l b e n  E x p 0 n e n t e n  -//~,-//,~, . . .  h~ben und 

ausserdem den Bedingungen geniigen: 

I. Die Funktionen der Menge sind g l e i c h ~ r t i g  g l e i chn f i i s s ig  s te t ig ,  

d. h. zu jedem ~ gibt es ein 6, so dass fiir jede Funktion der Menge und jedes 

] h ] < 6 die Ungleichung 

besteht. 

2. Die Funktionen tier Menge sind g l e i c h ~ r t i g  f ~ s t p e r i o d i s c h ,  d. h. 

zu jedem ~ o, ibt es eine L~nge l(e), so d~ss jedes Intervall dieser L~nge mindestens 

eine Mlen Funktionen g e m e i n s ~ m e  Verschiebungsz~hl ,(e) enth~lt. 

3. Die (konvergenten) Reihen ~1A~F)[ e, wo F Mle Funl~ionen der Menge 
n--1 

durchl~uft, huben eine M a j o r a n t e ,  d. h. bei jedem festen n haben die ubsoluten 
oo 

Betr~ge I A~F)I eine endliche obere Schranke -4n, und die Summe ~ A ~  ist 
n : l  

konvergent. 

Dann gibt es zu jedem 6 ein N und d~zugehSrige N reelle Faktoren 

rl, r~, . . . ,  r~ derark dass ffir .iede Funktion der Menge ~ die Ungleichung 

/ " ( x ) - - ~  '-~=~, ~ ~J(F)J~"~ I -  <6  

im ganzen intervMle -oo  < x <  ~ besteht. 

per iodischer  F u n k t i o n e n  - -  d i rek t  au f  die Four ie r re ihe  der  gegebenen  fas tpe r iod i schen  F u n k t i o n  

F ( x )  ~ngewende t  wird,  yon  dem u n s c h w e r  bewiesen  werden  kann ,  dass  es zu  gleichm~issig konver-  

g ie renden  E x p o n e n t i a l p o l y n o m e n  ft ihrt .  Be im Nachweis ,  dass  dieses S u m m a t i o n s v e r f a h r e n  t~ts~ch- 

l ich zu r  A u s g a n g s f u n k t i o n  h inf i ih r t ,  wird der F u n d a m e n t a l s a t z  (eigent l ich n u r  der E indeu t igke i t s -  

satz) wesen t l i ch  verwendet ,  so dass  dieses Ve r f ah ren  n i ch t  wie bei  den re inper iod i schen  F u n k t i o n e n  

den  Beweis  der  P a r s eva l s chen  G l e i chung  mit l iefer t .  
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2 .  

Funktionentheoretisehe Hilfsmittel. 

Ausser solchen elementaren Tatsachen wie dem Cauchyschen Integrals~tze 

benStigen wir im Folgenden nur einige allgemeinen Theoreme aus der Funk-  

tionentheorie, die wir in diesem Par~graphen anfiihren. Aus den Theoremen 

selbst ziehen wir sogleich in der Gestalt einiger S~tze die]enigen Folgerungen, 

die wir direkt anwenden Werden. 

P h r a g m 6 n - L i n d e l S f s c h e r  Satz. Es sei a~<a~ und ~(s)=q~(a+it  ) i m  

Streifen a lPaCa .  2 regular und beschrSnkt. Ferner sei auf den beiden Begren- 

zungsgeraden a:a~ und a:a.~ 

[~(s)I<g. 

D~nn gilt diese Ungleichung (mit demselben K) in allen Punkten des Streifens 

Diesen Satz hat Do~Tsc~ [I] folgendermassen verallgemeinert: 

D r e i g e r ~ d e n s a t z .  Es sei ai<a~ und q~(s) im Streifen a l P a C a  2 regular 

und beschr~nkt. Ferner bezeichne L(a) die obere Grenze von [q~(s)] ~uf der 

Geraden ~[{(s):a. Dann gilt fiir a i < a < a .  2 die Ungleichung 

G2--G 6-- G I 

L (a) S L (a~) ~-~ . L (a2) ~-'-~ ; 

mi~ anderen Worten, log  L(a) i s t  e i n e  k o n v e x e  F u n k t i o n  yon  a. 

Satz A. Fiir ein Zxponentialpolynom 

~r 

mit  lauter negativen J~xponenten ),~ ist die obere Grenze L(a) yon ]~(s)] auf  der 

Geraden ~t(s)=a eine im ganzen b~tervalle - - ~  < ~ <  ~ monoton abnehmende Funk- 

tion von a. 

In  der Tat strebt L(a) gegen o, also l o g L ( a ) g e g e n - - ~  fiir a - ~ + ~ ,  

und eine konvexe Funktion, die diese Bedingung erfiillt, muss offenbar mono- 

ton sein. 
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gibt 

beiden Bedi~gm~gen 

(4 I<=K im grosse. Stre,fen 
und 

geniigt, ebe~falls die Ungleiettung 

I i,,~ kleineren Streife~z %<=a<={~, 

befi'iedot. 

Wegen der Konvexitgt von L (a) L I 

geniigt es in der Tat (siehe Fig. I.) das L I I 
6 so klein zu w~hlen, dass der Punkt  loy]r I 

(%, log 6) tiefer liegt sis die Sehnit~- \ I 

punkte der Geraden a = %  mit den c~ ~ c ~ ,  o'~ 

beiden dureh die Punkte  (al' , log K) 

und (%, log e) bezw. ({/1', log K) und I 
({~1, log ~) hindurchgehenden Geraden. I 

M o n t e l s c h e r  Au s w a h l s a t z ?  Es I 
I 

seien C] und 6~ zwei einfaehe gesehlos- I 

von C~ verl~uf~. (Es geniigt fiir unsere 

Zweeke, wenn Q und Ce beides Recht- 

ecke sin&) Dann fiisst sich aus jeder 

Folge von Funktionen, welche im Innern 

yon C1 regular und gleichartig be- 

sehrgnl~ sind, eine Teilfolge ausw~hlen, : [a 9 5 

die im Innern von 6~ gleichm~issig Fig. ~. 

konvergiert. 

Harald Bohr. 

t ~  p Satz  B. Gegeben seien cq a l < a o < ~ l < ~  , K > o  u~d ( K > ) e > o .  Da~m 

es dazu ein 6 > o ,  so dass jede f i i r  ' <  < ~ '  a~ = a = y ~  regul&'e Funktio~, welche den 

S a t z  C. Es  sei q~ (s) ei~w in einem Streifen a~<a<~ l  regulYre und beschrh'~kte 

T'unktion, die au f  einer Geraden a=ao im Innern des Streife~s den folgenden Bedin- 

gmTgen geniigt." 

I. Der Wef t  o gehb'rt zur abgeschlossenen I-[,Tlle der Wertmenge von 9~ (s) au f  

der Geraden a=ao, d. h. es gibt eine Zahlenfolge t~, t~, . . ., .~o class lira 9(% + i tn )=o  ist. 
? t ~  zc 

Vgl. z. B. MOrTaL IIl, S. 2I. 
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2. Es gibt eine positive GrSsse d und eine Ld~ge l, so dass in jedem Inter- 

vall der Lh'nge l au f  der Geraden 0 ~  o mindeste~s ein Pm~kt S=ao+i t  mit ]9(s)I>d 

existiert. 

Dan~ nimmt die ]/unktion qD (s) den lVert o in jedem Sb'eifen ~o--d < o< ~o + ~ an. 

Wir brauchen nur den Auswuhlsatz auf die Funktionenfolge 9~n (s)~-9 (s + it,j) 

in den zwei Rechtecken 

und 

1 1 
(4: ( ~ < )  o0--~ < o < o o +  ~ (<&)i  .. . . .  < t < -  

2 2 

anzuwenden. Er lehrL die Existenz einer in 5~ gleichm~ssig konvergierenden Teil- 

folge q~,~(s),q%(s),.... Die Limesfunktion ~V(s) dieser Folge hat im Mittel- 

punkte s = a  o des Rechteckes ~ den Wert  o, kann aber nicht identisch o sein, 

weil ~ede Funktion ~0,~(s) in mindestens einem Punkte des Rechteckes C,2 absolut 

genommen > d  ist. Hieraus folgt nach einer klassischen Schlussweise (Satz yon 

Roueh6), class fiir hinreichend grosses p die Funktion qD,1, (s) in C 2 mindestens eine 

Nullstelle hat. Also hat 9(s) eine Nullstelle im Rechteeke % - - ~ < o < ~ 0 + 6 ,  

1 +t,~ < t < / + A p .  
2 2 

S c h w a r z s e h e s  Lemma.  Wenn w==9 (s) ffir I s ] <  I reguli~r ist, dem Punl~te 

s = o  der Punkt  w = o  entsprieht, und fiir I s ]<  I aueh ]w]<  i ist, dann gilt im 

gunzen Kreise Is I< I sogar die schirfere Ungleiehung 

l_-<lsl. 

Es ist fiir unsere Zweeke vorteilhaft, dieses Lemma (dureh gleiehzeitige Ab- 

bildung der Einheitskreise sowohl der s-Ebene als aueh der w-Ebene auf Halb- 

~ ' ~  I~ 
ebenen dureh dieselbe Transformation Z=zm+-i~ folgendermassen auszuspreehen: 

Wenn w = u + i v = 9 ( s ) ~ 9 ( o + i t  ) fiir o > o  regulfi~r ist, dem Punkte s-~I der 

Punkt  w = I  entspricht, und fiir a > o  auch u > o  ist, dann gilt in der ganzen 

Halbebene 0 > 0  sogar die sch~rfere Ungleichung 

w +  I 
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Speziell folgern wir, dass jeder Punkt s = a >  I auf der reellen Achse in einen Punkt 

w = u + i v  mit u<=o iibergeht. 

Sate. D. Gegeben seien die Zahlen a~, o.2>a~, k > o  und c > o .  Es sd f(s) fiir 

a>al regul&" und geniige den beiden Ungleiehungen 

und 

I f ( , ) l  > ~e,,,, 

If(s) I < c e ~ " -  �9 

in der Halbebene a>a~ 

reef der Geraden a=a~. 

Dann gilt in der ganzen (kleineren) Halbebene a>a~ die Ungleichung 1 

If(*)] _-<ce~. 

Durch triviale (ganze lineare) Transformationen der unabhgngigen und ab- 

h~ngigen Variablen kSnnen 

c =  ~ (und beliebiges 

(i) 

(2) 

und behauptet wird: 

(3) 

Wir bezeich.en einen in 

I 
~- log f(s) mi~ l"(s). 

(i~) 

(2a) 

die Behauptung lautet 

(3 a) 

wir offenbar 

k>o)  zuriickffihren. 

If(s) ] > i 

If(s) [ _-----e k 

den Satz auf den Fall a , = o ,  a.~=I, 

Es lauten dann die Voraussetzungen 

in a > o ,  

auf a =  I , 

If(s)[ _-<e *" in o >  I.  

der tIalbebene a > o  regulgren Zweig der Funktion 

Wegen (I) und (2) bestehen die Ungleiehungen 

~ (F(s))>o in a > o ,  

~ (F(8)) ~ I auf i f=I ;  

Weil auf den rech~en Seiten yon (Ia), (2a), (3 a) ~ie Ordinate t nicht vorkommt, 

genfigt es, aus Pamllelverschiebungsgriinden, die Behauptung (3 a) ffir r e e l l e  

s = a >  I zu beweisen. Wir bezeichnen den Bildpunkt yon s = I  mit 

Die Abschiitzung ist die ,,bestmSgliche,,, wie das Beispiel f(s)=ce ks zeigt. 
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.~' ( I )  =~()1 = U  1 "~- ~Vl,  

wo die positive Zahl ul nach Voraussetzung 

Lemma auf die Funktion 

~(s l=~(s l - - iv~ 
~1 

I ist, und wenden das obige 

an, welche den beiden u ~ (cp (s))>o fiir a > o  und ~ ( I )= I  geniigt. 

Unsere Folgerung aus dem Lemma (u~a) ergibt fiir ein beliebiges reelles s = a > I  

also, wegen u~ ~ I, 

womit der Satz bewiesen ist. 

Wir  sprechen jetzt einen Satz yon IV~RSEN ([I], S. I3) aus dem Ideenkreis 

des P i c a r d s c h e n  S a t z e s  aus, auf den wir uns sp~terhin bei der Ubertragung 

letztgenannten Satzes auf unsere Funktionenklasse stiitzen werden, und den wir 

ffir unsere Zwecke spezialisiert haben. 

Satz E. Es sei f(s) fi):r a>=a~ reguliir, und au f  a=al beschriinkt, u n d e s  

bezeichne H die abgeschlossene Hiille der Wertmenge von f(s) au f  der Geraden (~=al. 

Ferner liege die lVertme,ge yon w=f(s)  in jeder Halbebene a>a~ (>al) i~ der 

w-Ebene iiberall dicht. Dann nimmt f(s) in der Halbebe~e a>ai alle Werte, die 

nicht zur Menge H geh6ren, his auf  h6ehstens einen au. 

Schliesslich leiten wir mit ttilfe des Cauchyschen Integralsatzes einen ein- 

fachen ,>Trennungssatz~> ab, welcher die Aussage des L a u r e n t s c h e n  S a t z e s  yon 

einem Kreisriuge auf einen Streifen iibertrfigt. 

Zun~chst werden wir aber einige a b k f i r z e n d e n  B e z e i c h n u n g e n  einffihren, 

yon denen wir nicht nur im kommenden Trennungssatz, sondern in der ganzen 

folgenden Abhandlung einen ausgedehnten Gebrauch machen werden. 

Es bezeichne iiberall im Folgenden a und fl endliche oder unendliche reelle 

GrSssen, und zwar sei - - ~  ~ a < f l ~  + ac. 

I. Start ~im Streifen a < a < f l  der  s-Ebene,) wollen wir einfach ~in (a, fl)~) 

schreiben. 
32--25280. Acta mathematlca. 47. Imprim4 le 7 d~cembre 1925. 
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2. Start  ))in jedem festen Teilstreifen (a<)~j<a<flz(<fl)  des Streifens 

a<~<f l ) )  wollen wit  schreiben ))in [a, fl])). 

3- Wir  werden auch gemlschte Klammern  gebrauchen. Wir  werden schreiben 

~)in (a, fll~) bezw. ~)in [a, fl)~ in der Bedeutung yon ~in jedem einseitig be- 

schnit tenen Teilstreifen a<a<~,  (<fl))) bezw. ~)in jedem Teilstreifen ( a < ) a ~ < a < f l ~ .  

B e i s p i e l .  Dass f(s) in (a, fl) beschr~nkt ist, bedeutet, dass es eine Kon- 

stante K gibt, so dass die Ungleichung ] f (s)]<K fiir alle s des Streifens a<a<f l  

besteht; das f(s) in [a, fi] beschr~nkt ist, bedeutet, dass ]f(s)]<K-~K(al ,  fl,) in 

jedem Teilstreifen aL<a<fll ist; und dass f(s) in (a, fl] beschr~.nkt ist, soil heissen 

dass ] f (s )]<K=K(f l~) in  jedem Teilstreifen a < a < f l ~ ( < f l )  ist. 

Satz F. Es sei f(s) eine im Stre~fen a<a<f l  regula're Funktion, die in [a, fl] 

beschrdnkt ist, und deren unbestimmtes Tntegral F(s) ebenfalls in [a, fll beschrd~kt ist. ~ 

Dann lh'sst sich f(s) in (a, fl) in zwei Funktionen ,sTalten, 

(s) +A 

von denen die eine Funktion f~ (s) in der ganzen rechte~ Halbebene a>a regulSr, in 

[a, + Qc) beschrh~kt ist, und fiir a--* ~ gleichmSssig in t gegen o strebt, wdhrend die 

andere Funktion f2 (s) das analoge Verhalten nach links (fiir a<fl) aufweist. Und 

die Zerlegung in zwei Summanden yon den angegebenen Eigenschaften ist nut auf 

eine einzige Weise mb'glich. 

I. Dass eine solche Zerlegung auf  h S c h s t e n s  e i n e  Weise mSglich sein 

wird, liegt auf  der Hand.  Denn  wiirde es zwei Zerlegungen 

f(s)=f~ (s)+ f~ (s)-~gl (s)+g2 (s) 

der erw~hnten Art  geben, so w~re die Funkt ion  

(s) =A (s)-gl (s)=.q_. 

eine iiberall regul~re und durchweg beschr~nkte Funktion,  also eine Konstante,  

die wegen des Grenzverhaltens lira T (s)=o gleich o ausfiele. 

2. Um nunmehr  eine Z e r l e g u n g  tats~chlich durchzufiihren, betrachten wir 

1 Es ist natiirlich gleichgiiltig, welches unbestimmte Integral man herausgreift; denn aus der 
Beschr~inktheit des einen folgt die aller anderen. Wir bemerken ferner, dass fiir die Beschr~nk~heit 
yon F(s) schon hinreicht, dass F(s) auf einer einzigen Geraden a=a0 beschr~inkt ist, wie aus 
dem Cauchyschen Satze sofort ersichtlich ist. 
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zun~chst einen Teilstreifen ~ < a < ~ ;  nach dem Cauchyschen Satze gil~ ffir jeden 

inneren Punkt s : a + i t  dieses letzten Streifens die Darstellung 

ai--iT ~1+ T al+iT fl,~i T i 

2 z i f ( s ) =  + + + j tzZ_ ~ 
ai+iT cq--iT ~l--iT fl14-iT 

also fiir T-~m 

aa--i ~ fll+i~ 

f )=2~z/ dz+ - dz~fi(s)+f~(s) ,  
2 ~vi 

cei +ioo ~l--i~ 

wo die beiden integrate wegen der Beschr~tnktheit von N(z)absolut konvergieren, 1 

Die durch das erste Integral dargestell~e Funktion f~ (s) existiert offenbar fiber 

den Streifen a i < a < f l l  hindus in der g~nzen Halbebene a > a  i, is$ in [ai,+ ~ ) b e -  

schr~nkt, and s~rebt ffir a - - ~  gleichmgssig gegen o. Die dureh das zweite Inte- 

gral dargestellte Funktion f~ (s) weist das analoge Verhalten nach links auf. Jetzt 

lassen wit ai-~a. Dadurch wird die Definitionshalbebene yon f i (s )erwei ter t ,  

ohne dass sich der Wert  dieser Funktion in einem einmul erreich~en Punkt  dabei 

ignderte (denn f(s) und f.~ (s) sind yon a~ un~bh~tngig, und f~ (s)----f(s)--f.2 (s)). Ver- 

fiihr~ man mit der Funktion f2 (s) analog (~1-~), so erhiilt man die in (a, fl)g'fil- 

tige Trennung 

f(s) ~--fi (s)+f~ (s). 

w  

Definition der Fastperiodizititt und einige direkten Folgerungen. 

Wie immer bedeuten ~ and fl endliche oder unendliche Zahlen, and zwar 

sei - - ~  <=a<fl~ + ~ .  

Definition. Eine im Strezfen a < a < fl analytisehe (reguldre) Funktion 

f ( s ) = f ( a  + it) soll >)fastperiodiseh in (a, fl)>> heissen, wenn es zu jedem ~ > o  eine Ldnge 

1 H~tten wir mit  der Funkt ion  f ( s )  selbst, s tart  mi t  dem Integral  F(s)operier t ,  also yon der 
Darstel lung 

.f(s)=2~ i f f(z) Z~ az  

Xusgang genommen, dana  wtirde der Grenziibergang T--+~ nieht  auf konvergente IntegrMe fiihren. 
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l(~) derart gibt, dass jedes auf der imagin&'en Achse gelegene lntervall t~ < t< te der 
LSnge l(e) mindestens eine zu e gehSrige >> Versehiebungszahl>> ~:=~:(~) enthiilt, d. h. 
eine Zahl ~, welche fiir alle s i m  ganzen Streifen a < a < ~  die Ungleichung 

If(s+i~)-j(s)l<~ 
e~fiillt. 

Es ist klar, dass jede in (a, fl) r e i n p e r i o d i s c h e  Funktion f(s) mR einer 

imagingren Periode ~ daselbst fastperiodiseh ist. Speziell ist also jede >>Sehwin- 

gung>, ae z" (). bellebig reell, a beliebig komplex) fastperiodiseh in (--oo, oo). 

In  Anschluss nn die auf S. 249--250 eingefiihrten Abkiirzungen soll eine in 

a<a<f l  regulgre Funktion >>fastperiodiseh in [a, fl]>> heissen, falls sie in jedem 

T e i l s t r e i f e n  (a~, ill) fastperiodiseh ist. 

Satz 1. Jede in [a, ~] fastperiodisehe Funktion f(s) ist in [u, ~] besehrffnkt, 
d. h. in jedem Teiistreifen a~<a<}~ ist 

If(s) I< K=K(a~,  fl,). 

Beweis. Man erhglt eine Schranke K = K ( a  1, ilL)folgendermassen: Nach 

Voraussetzung gibt es eine Li/nge l~--~lt(%, fl~, I) derart, dass jedes Intervall  

t~<t<t~ dieser Li~nge l 1 eine Versehiebungszahl , = ~ ( I )  enthglt, fiir welche also 

die Ungleichung 

]f(s+i~)--f(s)  [~  I in a l . (O' (~l  

erffillt ist. Es bezeiehne G die (offenbar endliche) obere Grenze yon If(s)[ im 

Rechteek q l ( O ' ( ~ t ,  o ( t ( l  1. Die Konstante G +  I ist dann ein K(a 1, ~1). Zu 

jedem beliebigen Punkte  So=ao+it o des  S~reifens a~<a<~ lgsst sich n~mlieh 

eine Versehiebungsz~hl , = ~ ( I ) = ~ ( i ;  so) so finden, dass der versehobene Punkt  

So+i,  ins obige Reehteek fgllt - -  wit brauchen nur die Versehiebungszahl z so 

zu w~hlen, dass sie dem Intervalle --  to<t<-- to+l~ der L~nge 11 angehSr~ - -  
woraus dann folgt 

[f(So) [=<[f(s0 + i z ) [ +  I ~ G +  I. 

OoroUar .  Aus Satz i folgt, dass eine in [a, ~] fastperiodisehe Funkt ionf(s )  

in [a, ~/] fleiehmffssig stetig ist; denn aus der Besehrgnkt.heR vonf(s)  in [a, ~] folgt 

naeh dem Cauehysehen Satze die Besehrgnktheit  der A b l e i t u n g  f ' (s)  in [~, ~]. 

(Sparer werden wit  sehen, dass die Ableitung sogar fastperiodiseh in [a, ~] is~.) 

Aus der obigen Definition der FastperiodizR~i~ ist unmittelbar ersiehflieh, 



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 253 

dass eine in einem Streifen fastperiodisehe F u n k t i o n f ( s ) a u f  j e d e r  f e s t e n  Gera-  

den  a~-a o des Streifens eine f a s t p e r i o d i s c h e  F u n k t i o n  de r  O r d i n a t e  t i s t  

(vgl. Definition w I). Bei der tJbertragung der Theorie der fastperiodischen Funk- 

tionen einer reellen Variablen auf Funktionen einer komplexen Variablen wird 

uns der folgende Satz sehr niitzlich sein, der es in mehreren FMlen gestattet, 

fertige S~tze unmittelbar heriiberzunehmem 

Satz 2. Von einer in a<a<fl  analytischen Funktion f(s) sei, was Fastperio- 
dizitdt anlangt, nur bekannt, dass sie auf einer Geraden a~-ao im Stre~fen fast- 
periodisch in t ist. Wenn Me ausserdem in [a, fl] beschrdnkt  ist, dann ist sie eine 

in [a, fl] fastperiodische ~unktion yon s. 

Beweis. Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich sofor~ aus Satz B, w 2. Es 

sei a l < a < ~ l  ein beliebiger Teilstreifen, welcher die gegebene Gerade a=ao i m  

Innern enthiilt, und a(<a<fl~' ein etwas grSsserer Teilstreifen. Ferner bezeichne 

k die obere Grenze yon ~f(s) l in diesem letzten Streifen ~(<=a<_fl~'. Zn den Zahlen 

a~'<a~<ao<fl~<fl~', K ~ z k  und einem gegebenen e ( < K )  bes t immen wir das 
im Sinne yon Satz B, und werden zeigen, dass jede zu diesem 6 gehSrige Ver- 

sehiebungszahl der Funktion F( t )~ f (ao+i t  ) zugleich eine zu , g e h S r i g e  Ver- 

s c h i e b u n g s z a h l  von f(s) in  (a~, fl~) i s t  (woraus dann die Fastperiodizit~t yon 

f(s) in (a~, $~) folgt). In der Tat geniigt bei festgehaltenem z--z(3)die  Differenz- 

funktion q~(.~):f(s+iz)--f(s) den Voraussetzungen des Satzes B, n~mlich 

und 

und der Satz ergibt also 

in a l < a < ~ .  

Bemerkung.  Wennf ( s )  in [a, ~] fastperiodisch ist, kann es nattirlieh g r S s s e r e  

Streifen [a', ~'] mit  a'<=a<~<=~ ' geben, in denen f(s) noeh fastperiodisch ist. Aus 

den S~tzen I und 2 folgt nun, dass es unter diesen Streifen [~', ~'] einen gr6ssten 
(alle anderen umfassenden) geben muss, und dass dieser Streifen mit dem grSssten 

Streifen [a*, fl*] zusammenfdllt, welcher [a, fl] enthdlt, u.nd fiir den f(s) in [a*, fl*] 
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noch reguliir und be~.chrh'nkt bleibt. Wir werden diesen Streifen [c~*, ~*] einen 

Maximalstreifen der fastperiodischen Funktion f(s) nennen. 1 

Mit ttilfe des Satzes 2 ergeben sich mit Leichtigkei~ die zwei folgenden 

S~tze aus den entspreehenden Siitzen in w I. 

Satz 3. Die Summe u~d das Produkt zweier in [a, 8] fastperiodischen Funk- 
tionen f(s) und g(s) sind ebenfalls fastperiodiseh in [a, El. 

Beweis. Auf irgendeiner festgehaltenen Geraden des Streifens sind (nach 

II, w I) die Summe und das Produkt fastperiodisch in der Ordinate t; also sind 

f(s)+g(s) und f(s) .g(s) fastperiodisch in [a, fl], weil sie daselbst beschriinkt sind. 

CoroUar. 

gungen) 
Jedes Exponentialpolynom (d. h. jede endliehe Summe yon Sehwin- 

.v 

(8) = ~ an e 

1 

ist fastperiodisch in [-- ~ ,  ~ ]. In dem speziellen Falle, wo die Exponenten ~ alle 

nega~ iv  sind, ist das Exponentialpolynom f(s) nicht nur in [ - - ~ ,  ~ ] ,  sondern 

sogar in [ - - ~ ,  ~ )  f a s t p e r i o d i s c h ,  was sich sofort daraus ergibt, dass f(s) fiir 

a-~ + ~z gleichm~tssig in t gegen o streb~. 

Satz 4. Wenn das unbestimmte Integral ~ ( s ) z l f ( s  ) ds einer in [a, fl] fast- 

periodischen Funktion f(s) in [a, fl] besehrSnkt ist (wozu nach dem Cauchyschen 

Satze schon Beschr~nktheit auf e i n e r  Geraden a=a o im Streifen geniigt), dann ist 
q~ (s) auch fastperiodiseh in [a, ~1. 

Beweis. In  der Tat ist nach XII I ,  w I die Funktion qg(s)auf der Geraden 

o z a  o fastperiodisch, also auch in [a, 8] fastperiodisch. 

Bei den jetzt kommenden S~tzen werden Satz 2 und die S~tze aus w i nicht 

mehr herangezogen, sondern es wird direl~ an die Definition der Fastperiodizitiit 

angekniipft. 

Satz 5. Die Grenzfunktion f(s) einer in (a, fl) gleichmiissig konvergenten Tblge 
in (a, fl) fastreriodiseher Funktio~en fn (S) ist wieder in (a, ~) fastperiodisch. 

1 Natfirlich kann es zu einer Funkt ion f ( s )  m e h r e r e  M u x i m a J s t r e i f e n  geben. 
I 

die reinperiodische Funkt ion  f(S}=e~__ I die beiden Maximalstreifen [ - - ~ ,  oj und [o, m]. 

So ha t  
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Beweis. Fails 3? so gross gewghlt ist, dass If(s)f.,-(*)l~-* in (a, 8) gilt, 
3 

6 
wird offenbar jede z u -  geh5rige Versehiebungszahl von fs-(s) eine zu ~ gehSrige 

3 
Versehiebungszahl yon f(s) sein. 

Corollar. Die Summe einer in [a, 8] gldchm&sig konvergenten Reihe tier Form 

) 'n  s 
t ~n  e 

1 

ist fastperiodisch in [a, 8]. 

S a t z  6. Die Ableitung f'(s) einer in [a, 8] fastperiodischen Funktion f(s) ist 
ebenfalls in [a, fl] fastperiodisch. 

Beweis. Um zu zeigen, dass f'(s) im Teilstreifen a~<a<fl l  fastperiodisch 

ist, bestimmen wir zun~chst eine kleine positive Zahl r so, dass a ~ - - r > a ,  

8 , + r < f l  ausfgllt. Die Fastperiodizitgt yon f'(s) wird nachgewiesen sein, wenn 

wir gezeigt haben werden, dass bei gegebenem e jede Zahl ,, die eine zu er 

gehSrige Verschiebungszahl yon f(s) in (al--r ,  81+r) ist, ebenfalls eine zu e ge- 

hSrige u v0n f'(s) in (%, 81) ist. Fiir jedes s in a~<a<81 gilt 

nach dem Cauchyschen Satze 

I ( f ( z )  dz 

I z-.~ I - r  

alSO 

. . . .  i f  .f(z) i f  f(z) dz J (s+~*)--f ( s )=~ /  (z__(s +~:~))~ d z - -  - -  

I z-(s+i~) I=r  I z - s  I--r 

- -  2 T f ,  f f(z+i~)--f(z), , 
I z-~ l=r 

Daher besteht, wenn ~ eine z u  er gehSrige Verschiebungszahl von 

(a~--r, ~ + r )  ist, die Ungleichung 

2~ 

�9 .r I f r 8  
[ f ' ( s  + ,~)- -~  (s)l<=~-~jTrdO=~. 

o 

f(,) in 
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Wir  schliessen diesen Paragraphen mit einem ffir unsere Funktionenklasse 

ehar~kteristiehen Satze fiber die ~Abgesehlossenheit>> der Wertmenge einer fast- 

periodischen Funktion in unendlicher Niihe einer beliebigen Geraden des Fast- 

periodizi~iitsgebietes. 

Satz 7. Gei/ebe~ sei eine in (ct, fl) fastperiodisehe Funktion f(s) und ei~e 

Gerade a=a o im Innern dieses Sh'eifens. Damz wird jeder Weft  w o der abge- 

schlossenen Hiille der yon f(s) auf der Geraden a=a o angenommenen Wertmenge in 

jedem Streifen a o - - 6 < a < g o + 6  yon der Funktion f(s) tatsdchtich ange~.ommen? 

Beweis. Fails f(s) eine Konstante ist, ist der Satz trivial. Wir  ziehen den 

Satz C, ~ 2 heran, den wir auf die Funktion 9o(s)-~f(s)--Wo in einem die Gerade 

a=a o en tha l t e nden  Teilstreifen a l<a<f l~  anwenden. Die Voraussetzungen des 

Satzes C sind erffillt. Denn 

I. der Wel4 o gehSrt zur abgesehlossenen Hiille der Wertmenge yon 9(s) 

auf der Geraden a - ao ,  und 

2. es gibt eine positive GrSsse d und eine Li~nge l, so dass in jedem Inter- 

vall der L~inge l auf der Geraden a = a  o ein Punkt  s mit ]~ ( s ) ]>d  existiert. Wir  

brauchen in der Tat uur yon einem Punkte s'-----ao+it' auszugehen, fiir welchen 

f(s')--w'~=Wo ist, dann leisten die Zahlen d-=~]w':-wo] und die Versehiebungs- 

l~nge l=l(d) das Gewfinsch~e. 

Also nimmt 9D(s)=f(s)--wo in jedem Streifen a o - - 6 < a < a o + 6  den Wert  o, 

d. h. f(s) den Wert  w o a n ,  

Corollar 1. Wenn eine in (c~, ~) fastperiodisehe Funktion f(s) in diesem 

Sb'eifen van a versehieden ist, ist in jedem Teilstreifen al <a<fll die untere Gre~ze 

yon ]f(s')--a] gr6sser als o. 

Sonst wiirde es eine f e s t e  Zahl ao im IntervMle al=<a_--<L31 geben, so dass 

f ( s )  in jedem Streifen um die Gerade a ~ %  beliebig nahe an a herank~Lme, und 

es wfirde also (weft f '(s) in [a, fl] besehr~Lnkt ist) der Wer~ a zur abgesehlossenen 

Hiille der Wertmenge von f(s) auf der Geraden a = a  o geh0ren. Dies widerspricht 

aber naeh dem obigen Satze der Voraussetzung f(s):~a ffir c~<a<{t. 

1 Ein genaueres Sbudium des Wertevorr~tes einer fastperiodischen Funkgionen kann  unter  
Heranziehung der ~zugeh5rigen~ Funkt ion  yon u n e n ( l l i c h  v i e l e n  Variablen (BOAR [4]) durchge- 
fiihrt werden. Diese Methode ist  vom Verfasser fiir die fibliehen Diriehletschen Reihen ausgebildet 
worden (vgl. BonR [I]). I n  der vorliegenden Abhandlung soll jedoeh auf diese Frage n icht  weiter 
eingegangen werden. 
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Corollar 2. Falls die in [a,/~] fastperiodische Fm~ktion f(s) iiberall in (a, fl) 

I 
vo,,. o versehieden ist, ist die reziproke Fw,,ktion g(s)=-~(_,:l ebenfalls fast2)eriodiseh 

__# \~ / 

.D~ {. ,  t~]. 
I n  t ier Ta t  is t  g(s) nach dem Coro l la r  ~ in  [c~, 7] b e s c h r ~ . n k ~  und also - -  

da sie nach II, w i auf einer festgehaltenen Geraden fastperiodisch in t ist - -  

auch fastperiodisch in [a, {7]. 

w 

Die Diriehletentwieklung. 

Satz 8. Fiir eine in [a, fl] fastperiodische Fu~ktion f(s) existiert auf jeder 

festen Gerade~, ,qt(s)=a des St,re(fens der Mittelwert 

T 

o 

7+ T ( i/ ) 
sogar gleiehmdssig in 7 der Mittelwert lim ~ f (~  +i t )d t  , m~d dieser Mi#elwert 

~ 
ist konstant in a, d. h. yon der Wahl der Geraden unabhdngig. 

Beweis. Dass der Mittelwert auf jeder Geraden ~R(s):a existiert (und sogar 

gleichmiissig in 7) wissen wir schon nach IV, w I (auf  F(t)=f(a+it)angewendet) .  

Und dass er fiir zwei beliebige Werte a, und a~ des Intervalles a<a<f l  denselben 

Wert hat, folgt in einfachster Weise aus dem Cauchyschen Integralsatz. In  der 

Tat gilt bei festem T > o  

a~+i 7' 6.z+i 7' 62 aL 

f.(.,..+f.(.,..+l..(.,.,..+f.<.,..,.=o, 
(~l o l + i  T o.,+i T o._, 

also, wenn G die obere Grenze von I,f(8)l in alPaCa:, bezeichnet, 

T T 

If  f I - T  T ,f(al +it) dt f ( a .  +i t )  dt <=2 ] a:z--ai I 

o o 

3 3 - - 2 5 2 8 0 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  47. I m p r i m 6  le 7 d6eembre  1925. 
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und demnach (fiir T--~ac) 

M{f(aL + i t ) }=M{f (a~  + it)}. 

Durch Anwendung des Satzes auf die ebenfalls in [a, fl] fastperiodische 

Funktion f ( s ) e  -~'~ (~ beliebig reell) ergibt sich das 

Corollar. Bei festgehaltenem )~ ist der Mittehvert M { f ( a +  it)e-~-(~+it)}, d.h. 

das Produkt 

e - ~  M ( f  (a + it) e -'~'} 

in a konstant. Es ist also bei festem g der Mi~telwert M{f((~+i t )e  -~xt) im Inter- 

valle a<a<f l  en~weder iiberall gleich o oder iiberall yon o verschieden. 

Satz 9. Die Fourierreihen aller Funktionen Fo(t)=f  (a+it), welche den kon- 

tinuierlieh vielen Geraden des Streifens c t<a<f l  entspreehen, gehen zu einer ein- 

zigen Entwicklung 

A A~,o eiAnt _ eAnS 
Z A,, 

zusammen, d. h. die Fourierexponenten A~ der Funktion F~(t) sind yore Parameter 

a unabhh~gig, u~d der l~burierkoeffizient des Exponenten zl,~ ist gleich A~e A~, wo 

die Konstante A~ nicht yon a abhdngt. 

Beweis. 

F~(t) = f  (o + i t) 
der Mittelwert 

Wir erhalten (V, w I) die Fourierexponenten der Funktion 

als diejenigen, hSchstens abzi~hlbar vielen, Werte )o, fiir welche 

M { f ( a +  it) e -i~t} 

yon o verschieden isk Nach dem vorangehenden Corollar hat daher die Funk- 

tion F~(t) fiir jeden Parameterwert  a dieselben Fourierexponenten. Es sei nun- 

mehr z/~ einer dieser Fourierexponenten. Der en~sprechende Fourierkoeffizient 
-~ r  e i  A n t AI:) in de r  Entwicklung /%(t) ~ AI~) ist dann durch den Mittelwer~ 

A ~ ) = M { f ( a  + it) e - i A n t }  

gegeben. Durch nochmalige Anwendung des Corollars erhaRen wir 

WO A,~ von a unabhitngig is~. 

A(~ ~An~ 
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Wir nennen die obige Entwicklung die ~>Dirichletentwieklung'~> (oder die 
DiricMetsche Reihe) der Funktion f(s) im Streifen (a, ~), und schreiben 

Die GrSssen ~/~ bezw. A, bezeichnen wir als die Dirichletexponenten bzw. Dirieh- 
letkoeffizienten der Funktion f(s) (in (a, fl)).a 

Satz 10. Fiir eine in (a, fl) reinperiodische Funktion f(.~) vonder Periode 

ip stimmt ihre Diriehletentwieklung ~ A,~ e ~n" mit ihrer Laurentreihe 

iiberein. 

2~ 

Z an e n-p s 

Beweis. Bei festgehaltenem a repr~sentiert die Laurentreihe bezw. die Dirich- 

letreihe der Funktion f(s) die Fourierreihe yon f ( a + i t ) i m  gewShnlichen bezw. 

in unserem Sinne. Die zwei letzteren fallen aber (naeh w I) zusammen; folglich 

sind auch die zwei ersten formal identisch. 

Aus den entsprechenden S~zen in w I (IX und VII) ergeben sich ferner 

die folgenden S~tze. 

Satz 11. E i n d e u t i g k e i t s s a t z .  Sind zwei Funlctionen f(s) und g (s) in 
ei~em gemeinsamen Streifen (a, ~) fastperiodisch mit derselben Dirichletentwicklung, 
so sind sie iiberhaupt identisch. 

Diesen Satz werden wir sp~erhin (in w 9) noch versch~rfen, und zwar 

werden wir die Iden t i t~  der beiden Funktionen f(s) und g(s) auch ftir den Fall 

nachweisen, wo nicht vorausgesetzt wird, dass ihre Fastperiodizit~tsgebiete einen 

Streifen gemeinsam haben. 

Satz 12. F u n d a m e n t a l s a t z .  Fiir jede Gerade ~(s)-~a im Streifen a < a < t 3  

besteht die Gleiehung 

12 2Aria M ( l f ( ~ + i t l l ~ } = ~ l A . l  e , 

i Natiirlich brauchen die Dirichletentwicklungen einer Funkt ion  in verschiedenen Streifen 
nicht  mit  einander identisch zu sein. Wie sich spiiter ergeben wird (vgl. den erweiterten Ein- 
deutigkeitssatz in w 9), kSnnen die Entwicklungen einer Funkt ion  in zwei verschiedenen Maximal- 
streifen sogar n i e  i ibereinstimmen. 
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was mit dem Bestehe,n yon Mittelkonvergenz 

lim a+it) A ,  e A~(~+it) 2 - -  ~ 0  

~1---1 

gleichbedeutend i+'t. 

Auch die S~itze iiber das f o r m a l e  R e c h n e n  iibertragen sich unmittelbar 

aus w I, wobei wit zum Nachweis ihrer Giiltigkei~ sogar nur eine einzige Gerade 

~R(s)~a (und nicht die s~mtlichen Geraden im S~reifen a<a<fl) zu betrachten 

brauchen, weil ja die Dirichleten~wicklung einer Funkt ionf(s)  vollst~ndig gegeben 

ist, wenn man sie bei einem einzigen festen a kennt, d. h. wenn man fiir ein 

einziges a die Fourierreihe yon f ( a+i t )  kennt. Wir fassen die Ergebnisse der 

t3bertragung in dem folgenden Satze zusammen. 

Sate. 13. Die Dirichletentwicklung der Summe bezw. des Produk tes  zweier 

in einem gemeinsamen Streifen fastperiodischen Funktionen eutsteht dutch formale 

Addition bezw. 3fultiplikation der Dirichletentwicklungen der Ausgang~funktionen, 

und die DS"ichletsche Beihe der G renz funk t i on  einer gleichmdssig konvergenten 

Folge durch formalen Grenziibergang aus den Dirichletschen Reihen der Folge. 

Ferner entsteht die Dirichletentwicklung der A b le it  u ng einer fastperiodischen 

Fuvktion dutch formale D~tfereJ#iation, d. h. aus f ( s ) ~  A~ e An~ folgt 

An -//n e . 

ly~nd schliesslich entsteht die Dirichletentwicklung des unbestimmten I n  tegrales 

einer fastperiodischen Funktion - - f a l l s  es (vgl. Satz 4) auch Jastperiodisch ist - -  

durch formale Tntegration, 

f A~, 

Schliesslich ergibt sich noch durch Obertragung aus w i der folgende 

Satz  14. Eine in [a, fl] gleichmdssig konvergente Beihe der 1,brm 

ar 

E an e z n  s 

ist eine Dirichletsche Reihe in ~mserem Sinne, nh'mlich die Dirichletreihe ihrer 

Su..ne f 
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Beweis. Nach Corollar zu Satz 5 ist die Summe f(s)fastperiodisch in 

[a, fl], und auf einer festen Geraden ~ ( s ) ~ a  des Streifens ist die Fourierreihe 
2n~ i2nt der Funktion f (a+i t )  nach u  w I durch ff.~a,~e e gegeben. 

w  

Spezielle Typen yon Dirichletentwicklungen. 

Aus dem Satze I4 folgt, dass eine beliebig hingeschriebene Reihe ~_~a,~e ~'~, 

welche in einem Streifen (a, fl) a b s o l u t  k o n v e r g i e r t ,  daselbst eine Dirichlet- 

entwicklung ist. In der Tat besteht gleichmiissige Konvergenz in [a, fl], weft die 

Reihe in jedem Teilstreifen (al, fl~) die Majorantenreihe ~[a , [ (e  ~1 + e ~'l~') besitzt. 

Bei gewissen Typen yon Reihen ~.a,~e ~''~, d. h. bei gewissen Typen yon 

Exponenten und Koeffizienten, k a n n  eine derartige Reihe n u r  d a n n  in einem 

Streifen (a, fl) eine Dirichletentwicklung sein, wenn sie in diesem Streifen (grobe 

d. h.) absolute Konvergenz aufweist. 

Satz 15. Es sei ~ A n  e Ans die DS"ichletentwicklung einer in [a, ~] fast- 

periodischen _Vunktion f(s), die sich unter einen der folgenden l~'lle subsumiert: 

I. Die Exponenten ~ln siud linear unabhii~gig. 

z. Die Koeffizienten A~ sind alle positiv. 

3. Die Reihe ~ e --I~nl~ ist bei jedem festen 6>o konvergent. ~ 

Dann ist die Reihe ~ An e ~ns im ganzen Sb'e~fen (a, ~) abso~ut konvergent. 

Beweis. Die F~lle i und 2 folgen unmittelbar aus den entsprechenden 

S~tzen fiber Fourierreihen (VIII, w I). 

Um den Fall 3 zu erledigen, also die Konvergenz der Reihe ~[A~[e  A'~~ 

bei einem beliebigen festen a0 aus a < a < f l  nachzuweisen, w~hlen wir ein 6 o so 

1 Exponentenfolgen An, die der Bedingung 3 geniigen, kSnnen sich natiirlich nicht im 
Endlichen h~ufen, so dass nur yon einer iiblichen Dirichletschen Reihe (im Rogosinskischen Sinne) 
die Rede sein kann. Ein wichtiger Fall, in dem diese Bedingung zutrifft, ist der, wo die GrSssen 
[An[ in monotoner Anordnung die Bedingung 

lim [ A n  [ : 
n ~  ~ log n 

erfiiilen. Der letzte Spezialfall umfasst die L a u r e n t r e i h e n  reinperiodischer Funktionen. 
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klein, dass die beiden Zahlen %--60 und ~ ebenfatls dem Intervalle er<a<fl  

angehSren. Da die Reihe ~ An e An(~~176 e iAnt eine Fourierreihe ist (niimlich die 

der Funkt ion f(%--Oo+it)), sind die Koeffizienten A,~e a'~(~~176 beschr~nkt, und 

i~hnliches gilt fiir die Koeffizienten An e A'(~~176 der Fourierreihe ~ An e ~n(~~176 e iant. 

Also gib~ es eine gemeinsame Schranke K, so dass fiir a l l e n  

[ A,, e ~" (~~162 K 

ist. Um nun die Koeffizienten Ane "~'~~ abzuschiitzen, benutzen wir, falls d / ~ o  

ist, die Ungleichung 

[An e "'~~ [=-IA.  #"(~~176 [ ~-~nao < K e  -~'a~ 

und, falls ..4n<o ist, die Ungleiehung 

An e Aria~ ] 

Fiir jedes An gilt also 

= ]An dJn(~~176 e a'~~ <Ke-I~,,l~'o. 

] AT~ eAna~ e--lAnl (~o, 

woraus die behauptete Konvergenz der Reihe ~_j]An[e An'~~ folgt. 

Im Falle 2 (positive Koeffizienten) wollen wir noch den folgenden Satz 

beweisen, der einen bekannten V i v a n t i - L a n d a u s c h e n  Sa t z  fiber Dirichletsche 

Reihen mit  monotonen Exponenten (vgl. LANDAU [I], S. 880) auf unsere Reihen 
iibertr/igt. 

Satz 16. E~ habe die Dirichletentwicklung ~ An e A'" einer Funktion f(s)  in 

einem 2~laximalstreifen (a*, fl*) lauter positive Koeffizienten. Dann ist jeder der 
reellen Punkte s=a* ,  s=fl* (falls er endlich ist) eine singuldre Stelle der Funk- 
tion f(s). 

Beweis. Naeh dem vorigen Satze konvergiert die Reihe ~ An e ~'~s absolut 

in (a*, ~*), also konvergieren die Te i l r e ihen  

~ jAn  e "a~* und ~, A~, e an* 
A n > 0 A n <: 0 
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absolut in ( - - m ,  fl*) bezw. (a*, + oc) und stellen dort analytische (in jedem Teil- 

streifen fastperiodische) Funktionen f~(S) bezw. f~(s) dar, mit 

f(s)=f~(s) +f~(s) in (u*, fl*). 

Um zu zeigen, dass f(s) in dem nach Voraussetzung endlichen Punkte fl* (bezw. a*) 

eine singul~re Stelle hat, gilt es also nachzuweisen, dass f~(s) in fl* (bezw. f~(s) 
in a*) singular ist. Aus Symmetriegriinden geniigt es natiirlich den Punkt fl* 

zu betrachten. Nach dem Vorbilde yon Landau schliessen wir folgendermassen: 

In der Umgebung yon s = # * - - I  mit einem Radius r_-- > I gilt die Potenzreihe 

--  * ) f~')(fl* --  I ) f t  (8) = ~ (8 ~ ! + I  ~ 

v~0 

__  @ ( 8 - - ~ * - ~  I)*' ZAn./l~zeAn(fl*--I ) --z..~ ~. 
~v=O A~,~ > 0 

Wiire s=fi* eine reguliire Stelle von f~(s), so wfi,re r > I ,  also, wenn ~] zwischen 

fl* und fl*--I + r  gewiihlt wird, 

r162 

�9 ~0  A;~ > 0 

In der Doppelreihe rechts sind alle Glieder p o s i t i v ,  und daher ist die Reihen: 

folge der Summationen gleichgiiltig. Also w~re 

7; ! n 
A.~ > 0 'v= 0 

~ -  Z A,~ ~ An(~*- l )  eAn(u--i '3*+l)~- Z A n  (3 Anv~ �9 

A n > 0 A n > 0 

Somi~ w~re die l~eihe ~ A,~ e ~ reehts iiber a ~ *  hinaus absolut konvergen~ 
A n > 0 

1 Nach Satz  13 ents tehen  die D ir i ch l e t en twiek lungen  der k b l e i t u n g e n  von f l ( s )  durch 

formale Differentiat ion der E n t w i c k l u n g  Z Ane Ans von f~(s), und sie s ind wieder  in ( - - ~ ,  ~ )  

A n > 0 

absolut  konvergent ,  wei l  s ie ebenfal ls  pos i t ive  Koeff iz ienten haben. 
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also w~re die Funktion fl(s) u n d  damit auch f(s)=f~(s)+f~(s) tiber a=~*  hinweg 

fastperiodisch, was der Voraussetzung, dass (a*, fl*) ein Maximalstreifen, ist, 

widerstreitet. 

w  

Allgemeiner Approximationssatz. 

Satz 17 .  A p p r o x i m a t i o n s s a t z .  Damit eine im Streij~n a<a<fl  reguldre 
Funktion f(s) in [a, fl] fastperiodisch ist, ist ~wtwendig und hinreichend, dass sie 

N 

Sich in [a, ~] dutch Expone~tia!poly~wme ~ a , , e  4~ gleichm&sig approximieren lh:~st. 
1 

Hierbei kSnnen, bei jeder fastperiodischen ]/unktion f (s), die approximierenden 
Expouentialpolynome so gewdhlt werden, dass ihre Exponenten s der Folge der 
Dirichletexpone~:te~ fl~, ~1~ . . . .  der Funktio~ entnom,men 8 i ' n d ,  1 

Beweis. Dass die Bedingung h i n r e i c h e n d  ist, folgt sofort aus dem Corol]ar 

zu Satz 3 in Verbindung mit  dem Satze 5- 

Die N o t w e n d i g k e i t  folgt aus XVI, w I, wenn wit diesen Satz (bei einer 

beliebig gegebenen in [a, ~] fastperiodischen Funkt ion f ( s ) ~ ,  A~ e 4~s und einem 

beliebig gew~hlten Teilstreifen a~<a<flx) auf die Menge M der Funkt ionen 

F~(t)=f(a+it) e~<a<fl~ 

anwenden. Die Voraussetzungen des Satzes XVI  sind erffillt. Denn die Funk- 

t ionen Fs(t) haben alle d i e s e l b e n  F o u r i e r e x p o n e n t e n  f/~, und geniigen ausser- 

dem den drei Bedingungen: 

I. sie sind g l e i c h a r t i g  g l e i c h m g s s i g  s t e t i g ,  well f(s) (nach Corollar zu 

Satz I) in a~<a<fl~ gleichm~ssig stetig ist, 

2. sie sind g l e i c h a r t i g  f a s t p e r i o d i s c h ,  weil f(s) in (a~, fl~) fastperio- 
disch ist, 

3. es gibt eine M a j o r a n t e  der Reihe ~]A$)]2 ;  denn bei festem n gilt 
fiir a , < a < ~ ,  die Absch~tzung 

Dass die Exponenten  ~n so gew~hlt werden kSnnen (ohne dass man etwa Mle l i n e a r e n  
K o m b i n a t i o n e n  der A~ mit  mtionalen Koeffizienten berficksichtigen miisste) ist  fiir die sp~teren 
Uberlegungen in w 7 yon entscheidender Bedeutung. In der Tat  werden wir dor~ benutzen mfissen, 
class eine fastperiodische Funkt ion  mi t  lauter  p o s i t i v e n  (negativen) Dirichletexponenten A n  durch 
Exponentialpolynome mit  gleichfalls nur  p o s i t i v e n  (negativen) Exponenten  ).n approximiert  
werden kann. 



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 265 

AI~) = I A ,  [ e"n~ < l A ,  l(e/''~' + (~A'z(31)=An, 

und wegen der Konvergenz der beiden Reihen EIA.I 'c  . .d  F, IA,,.I"# 
konvergier~ die Reihe ~ A,], 

Nach dem angefiihrten Satze gibt es daher zu ~edem 6 ein N und dazu- 

gehSrige N reelle Faktoren r~, r ~ , . . . ,  r~v, so dass fiir j e d e  Funktion s der 

Menge } I  die Ungleichung 

N 

im ganzen Intervalle 

Exponentialpolynom 

- - ~ < t < ~  besteht. Dies 

2r 
Z , t  A?l$ 

'l'n ~ tn  e 

1 

besagt aber gerade, dass das 

die Funktion f(s)  im ganzen Streifen a l<a<fl~ bis auf 6 approximiert. 

Funktionen mit Dirichletexponenten yon gleiehem Vorzeichen. 

Fiir die weitere Theorie spielen fastperiodische Funl~ionen, deren Expo- 

nenten alle d a s s e l b e  V o r z e i c h e n  haben, eine wichtige Rolle. Es geniigt natiir- 

lieh z. B. das n e g a t i v e  Vorzeichen anzunehmen (sonst ersetze man s durch --s). 

Wir beweisen zun~chst einen R a n d w e r t s a t z .  

Satz 18. Wenn 

tv eine beliebige fastperiodische ~unktwn der reellen Variablen t mit lauter negativen 

Fourierexponenten A .  ist, dann gibt es eine fi ir a ~ o  stetige, in a > o  regulSre Funk- 

tion, f(s), deren Randwerte auf  der Gerade a=o  dutch F(t) gegeben werden, 

f (i t) = F  (t). 

Diese Funktion ist fastperiodisch in der ganzen rechten Halbebene (o, ~ ), strebt f i ir  

a--+~ gleichmffssig in t gegen o, und ihre Dirichletentwicklung lautet 
34--25280.  Acta mathematica. 47. Imprim6 le 7 d~cembre 1925. 
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.f(s) ~ ~_~ A,~ e A'~ ~. 1 

Beweis. Wir wenden den Approximationssatz XV, w I ~uf die Funktion 

F(t) an. Er liefer~ eine Folge yon Exponentialpolynomen 

�9 F, 4 e 

n : l  

die gleichm~ssig in t gegen F(t) konvergieren. Wir  15sen die (triviate) Rand- 

wertaufgabe ffir diese Polynome, d. h. bilden die a n a l y t i s c h e n  Exponential- 

polynome 
~ (m) 

Nach Satz A, w 2, angewendet bei festem m~ und m o auf das Exponentialpoly- 

nora qD(S)=qP~(S)--qD~(S) mit nur negativen Exponenten, ist 

Obere Grenze 19,~(s)-qg,~(s)l = 0bere Grenze [ q)m~(t)-- @,,~(t)[, 
o ~ ~ 0 - - ~ c  < : : t < :  

woraus folgt, class die anMytisehen Exponenti~lpolynome q~,~{s) g l e i c h m ~ s s i g  in 

de r  g a n z e n  a b g e s c h l o s s e n e n  I t a l b e b e n e  a ~ o  gegen eine Grenzfunktion f(s) 

konvergieren. Diese Funktion f ( s )  hat alle behaupteten Eigensehaften. Denn 

sie ist stetig fiir a_-->o, analytiseh in a>o ,  und nimmt auf dem Rande a = o  die 

Werte F(t) an; ferner strebt sie fiir a~oc  gleichmitssig gegen o, well dies fiir 

jedes einzelne approximierende Polynom ~,~(s) zu~rifft und die Konvergenz der 

~m(s) fiir a=>o eine gleichmiissige ist. Und schliesslieh ist sie (nach Satz 5 und 

Corollar zu Satz 3) fas~periodisch in (o, ~) ,  und hut dort die im Satze genannte 

Dirichletentwicklung ~,A,~ e ~s. Denn nach XII ,  w I geht die Fourierreihe 

(Exponentialpolynom) ~ a  (~) e ~A~t der Funktion q)~(t) beim Grenziibergang m--~oo 
~i 

formal in die Yourierreihe ~ An e iAnt der Funktion F ( t ) =  lim @~(t) iiber; also 

1 A u s  dem Satze  I8 folgt,  dass  eine fas tper iod ische  F u n k t i o n  _h'(t) e iner  reel len Var iab len  

t m i t  l au te r  n e g a t i v e n  (oder l au te r  p o s i t i v e n )  F o u r i e r e x p o n e n t e n  durch ihre ~u in einem 
beliebig kleinen Inte~'valle t 1 < t< t 2 eindeutig gekennzeichnet ist. Denn  eine fiir a ~  o s te t ige,  in a >  o 

reguli ire F u n k t i o n  i s t  (nach" dem Schwarzschen  Sp iege lungspr inz ip )  iden t i sch  o, wenn  sie in  al len 

Pc .nk ten  e ines  In te rva l l e s  au f  dem Rande  a = o  verschwinde t .  
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~(m) 
geht das Exponentialpolynom ~ al~l e ~'~'~ ffir m - ~  formal in die Reihe 2 ,A~e  

n - - 1  

fiber, und diese letzte Reihe wird daher nach Satz 13 die Dirichletsche Reihe 

yon f ( s ) =  lira 9~(s) sein. 
7 / / ~  o0 

Aus diesem Randwertsatze kSnnen wir in wenigen Worten den folgenden 

Satz herleiten. 

Satz 19. 1,'alls die Dirichletentwicklu~g ~ A,,, e a'~ ei~wr in [~, fl] fa,~'tperio- 

dischen F~tnktion f(s)  nur negative _Exponenten hat, dann existiert die Funktion in 

clef ganzen rechten Halbebene a < a < ~ ,  ist in [a, + ~ )  fastperiodisch und strebt 

fiir a-->~ gleichm&sig in t gegen o. 

Beweis. Es sei a~ eine beliebige Zahl > a .  Die Funktion F ( t ) : f ( a ~ + i t )  

ha.t die Fourierreihe ~ A~ e ~(~'+it) mit lauter negativen Fourierexponenten und 

ist daher nach Satz 18 R a n d f u n k t i o n  einer in der ganzen rechten Halbebene 

(al, ~ )  existierenden fastperiodischen Funktion. Letztere muss aber mit der 

AusgangsfunkCion identisch sein, da sie fiir a=a~ mit dieser zusammenfiillt. 

~renn wir nicht iauter negative, sondern nur lauter >>nicht-positive>; Expo- 

nenten A ,  voraussetzen, also ein konstantes Glied zulassen, gilt der Satz I 9 natfir- 

lich ebenso, nur dass f(s) f i ir  a-->*o gegen eben dieses konstante Glied konvergiert 

(start gerade gegen o). Der so gewonnene Satz liisst sich u m k e h r e n :  jede in 

einer rechten galbebene reguli~re Funktion, die in jeder kleineren Halbebene 

fastperiodisch ist, und ffir a ->~  gleichm~ssig gegen einen endlichen Limes strebt, 

hat lauter nicht-positive Exponenten. Die Voraussetzungen dieser Umkehrung 

lassen sich sogar noch wesentlich einschri~nken, was ffir das Spiitere yon Wich- 

tigkeit ist. 

8atz 20. Eine in [a, ~] fastperiodische Funktion f(s)  die fi ir a---~oo, d. h. 

in [a, ~) ,  beschrdnk t  ist, hat lauter nicht-positive ExlJonenten; sie muss also yon 

selbst in [ct, oo) fastperiodisch sein, und ffir a--~oo einem L i m e s  zustreben. 

Beweis. Wi~re auch nur ein einziges Glied mit einem p o s i t i v e n  Exponenten, 

etwa 7 e,*, in der Entwicklung yon f(s)  vorhanden, dann kSnnte f (s)  fiir a--+o~ 

nicht beschr~nkt bleiben, wie aus der Absch~tzung 

0bere Grenze ].f(a + ,it)] -->_ ] 3 l { f ( a +  it) e-i~t}[ -- 17 e,"~ ] 
- - c ~  < : ~  < :  *O 

unmittelbar folgt. 



268 Harald Bohr. 

Wir sprechen noch den Inhalt  der Ss 19 und zo fiir den gunz unalogen 

Fall n i c h t - n e g ~ t i v e r  Exponenten ~us. 

Satz 21. Wenn die Dh'iehlete~#wieklung einer in [a, fl] fastperiodischen 

l"unktion iauter nicht-negativen Exponenten hat, dann existiert die l~'unktion in der 

ganzen linken Halbebene a<fl, ist in (--zo, fl] fastperiodiseh und strebt fiir #--)--at 

gegen das konstante Glied ihrer Reihe. 

Um zu sehliesse~,, dass eine in [--oc, fl] fastperiodisehe _Funktion lauter ~icht- 

negative Exponenten hat, geniigt es vorauszusetzen, dass sie fiir a - ~ - - ~  beschrSnkt 

bleibt. 

Beils bringen wir noch den, aus den obigen S~itzen sofort ~bleitbaren, 

Satz 22. Jede in einem Streifen fastperiodische Funktion f (s), deren Exponen- 

ten dem absoluten Betrage nach beschrh:nkt sind, ist notwendigerweise eine ganze 

Transzendente und jhstperiodisch in [--oo, oo]. 

Beweis. Aus I~/~ I < K  folgt, dass f(s) e +K~ und f (s)e -K~ Dirichletentwick- 

lungen mit lauter positiven bezw. lauter negativen Exponenten haben, also nach 

links bezw. nach rechts analytisch for~setzbar und fastperiodisch sind. 

Wir schliessen diesen P~rugruphen mit einem Satze fiber die I n t e g r a t i o n  

einer fastperiodischen Funktion mit Exponenten gleichen Vorzeichens. 

Satz 23. Fine in [a, oo) fastperiodische Funktion f(s)c,z ~ A , , e  , deren Ex- 

po~enten alle negativ sind und sich n ich t  gegen o h~ufen,  hat ein m~bestimmtes 

Integral F(s), welches gleichfalls in [a, ~ )  fastperiodisch ist. Nuch S~tz 13 wird 

dann die Dirichletsche Reihe von F(s) durch 

gegeben sein. 

Beweis. 

s c h r s  ist, 

Naeh Satz 19 und 4 genfigt es naehzuweisen, duss F(s) in [a, oo] be- 

und hierzu wiederum, dass _E(s) uuf einer e i n z i g e n  G e r u d e n  

a : a  1 (>a) beschrs is~, also dass das Integral 

T 

f f ( ~ + i t ) d t  (--oo < T< oo) 

0 
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absolut genommen unterhalb einer Konstanten liegt. Es bezeichne - - ~ / * < o  die 

obere Grenze der Exponenten ~/,~; dann hat die Funktion f(s)e a*~ eine Dirichlet- 

entwicklung mit lauter nicht-positiven Exponenten, strebt also fiir a--~meinem 

endlichen Limes zu, so dass fiir a~a l  die Ungleichung 

If(s) [ < K e  -"*o- 

mit einem konstanten K gilt. Naehdem somit gefunden ist, dass f(s) fiir a--+~o 

mindestens wie eine Exponentialfunktion gegen o strebt, ist die Besehr~inktheit 
T 

des Integraleslf(a,+it)dt unmittelbar ersichtlieh; in der Tat folgt aus dem 

0 

Cauchyschen Satze (bei einem ae>al) die Abschgtzung 

0 0 cr I 0"~ 

o" 2 

<= T. Ke-~*o"~+ 2 f Ke -A*~ da, 
o"1 

also fiir a.a-~ar (und beliebiges feste T) die Ungleichung 

T 

0 o-~ 

2 Ke -~e ~, 

wo die rechte Seite yon T unabh~ngig ist. 

w 

Das Verhalten im "Punkte" a - - +  ~ .  

Fiir eine in einem punktierten Kreis (d. h. mit Ausnahme des Mittelpunktes) 

regulgre Funktion - -  also in unserer Spreehweise, fiir eine in einer Halbebene 

reguKire reinperiodische Funktion - -  gibt es nach ~rEIE~S~RASS fiir das Verhalten 

beim Annithern an den Kreismittelpunkt (bezw. den Punkt a = ~ )  nur dre i  MSg- 

lichkeiten: 
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a) Sie strebt gegen einen endliehen Limes. 

b) Sie strebt gegen Unendlich. 

c) Sie kommt jedem Wer t  beliebig nahe. 

Dieser Satz gilt, wie wir ihn eben ausgesprochen haben, nicht  nur  fiir reinperio- 

dische Funktionen,  sondern auch fiir die allgemeinsten fastperiodischen Funktionen.  

Satz 24. Fiir eine in [a, ~] fastperiodisehe Funktion f(s) bestehen, was ihr 

Verhalten im >>Punkte>> a = +  ~ anbelangt, nur drei .Mb'gliehkeiten: 

A) Sie strebt f i ir  a->~ gegen einen e~dlichen Limes. 

B) Ihr absoluter Betrag wdchst f i ir  a---~ gleiehmdssig i~s U~endliche. 

C) Sie kommt in jeder rechteJ~ Halbebene jedem Weft beliebig nahe. 

Beweis. Den Beweis fiihren wir (ebenso wie man es beim Weierstrasssehen 

Satze rut) dadurch, dass wir zeigen, dass eine Funktionf(s) ,  die n i c h t  die Eigen- 

schaft  C besitzt, unter  eine der Klassen A Und B fallen muss. Es mSge also 

einen Wer t  w o geben, so dass f(s)  in einer gewissen t ta lbebene a > a  o in sicherer 

Ent fe rnung  yon wo. bleibt, d. h. 

{ f ( s ) - -Wol>K(>o  ) ftir a>a o. 

Wir  betraehten die in a > ~  o regul~re Funkt ion 

I 

'q(s)-f(s) -Wo 
k 

Sie ist fastperiodiseh in [ao, zc] (nach Corollar z zu Satz 7) und beschr~nkt fiir 

a-+ :~ wegen 

- < K fiir ~>~o. Ig(s) l = f(s) 

Nach Satz 20 strebt also g(s) fiir a--*~ einem endlichen L i m e s  go zu. Der Be- 

weis ist nunmehr  zu Ende; denn I) wenn g o . O ,  gehSrt f(s) zur Klasse A, und 

2) wenn go=O, gehSrt f(s) zu B. 

Auch die im (>>grossen>>) P i e a r d s c h e n  S a t z e  zum Ausdruck kommende Vet- 

schiirfung des Weierstrassschen Satzes liisst sich iibertragen. 

Satz 25. Jede i~ [a, ~ ]  fastperiodische Fa,nktion f(s),  die zur Klasse C des 

Satzes 24 gehSrt, nimmt in jeder reehten Halbebene alle Werte rMt hSchstens einer 

Ausnahme an. 
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Beweis. Um zu zeigen, dass f(s) in jeder Halbebene a>a i (>a)a l l e  Werte 

bis auf einen annimmt, betruchten wir eine Gerade ~ = ~  (>a~) und wenden den 

Iversensehen Sutz E uus w 2 auf unsere Funktion f(s) in der ttalbebene a>(r~ an. 

Es bezeichne H die abgeschlossene ttfille der (beschr~nkten) Wertmenge vonf(s) 

auf der Geraden a=a~. Da f(s) zur Klasse C gehSrt, also die Wertmenge yon 

f(s) in jeder ttalbebene a > ~  (>a~) iiberall dieht liegt, nimmt f ( s )naeh  dem 

ungefiihrten Satze in der ttalbebene ~ > ~  sKmtliche Werte, die n i c h t  zur  Menge  

H gehSren ,  bis uuf hSchstens einen, an. Also nimm~ sie in der Halbebene 

a>a~ s i m t l i c h e  Werte bis auf h5chstens einen an, well sie (nach Satz 7) in 

jedem Streifen um a=a~ alle Werte der abgeschlossenen ttiille H effektiv annimmt. 

Ob eine in [a, ~]  fastperiodische Funktion zur Klasse A, B oder C gehSrt, 

lisst sich in einfaeher Weise an ihrer Diriehletschen Reihe erkennen. 

A n 8 Satz 26. Ei~e i~ [a, ~]  fastperiodische Fu~ktio~ f ( s ) ~  ~A,~e geh#rt z.ur 

Klasse A, B oder C, je ~achden~ 

a) die Dirichletex2o~e.nten sdmtlich nieht-positiv si~d, 
i~) es positive Exponenten gibt, u~d unfed" ih~wn ei~e~z grSsste~ A,., 
7) es posit~ive Expo,~enten gibt, abet kei~en grSsste~h d.h.  die positiven Ex- 

ponenten sich entweder gegen oo oder gegen eine endliche obere Grenze hgufen, 

die aber selbst als Exponent nicht auftritt. 

Beweis. Dass der Fall a der Klasse A entspricht, ist schon in w 7 bewiesen. 

Duss eine Dirichletsche Reihe der Klasse ~ notwendigerweise zu einer Funk- 

tion der Klasse ]1 gehSrt, ist ebenfalls aus w 7 klar, wenn man die Funktion 

g ( s ) - - f  (s)e -A~ bildet; in der Tat hat die Dirichletsche Reihe yon .q (s) lauter 

nicht-positive Exponenten und ein konstantes Glied A ~ o ,  so dass g(s) fiir ~--~oo 

gegen A~ konvergiert, also [f(s)[ = [g(s) eA~[ gegen oo strebt. 

Es eriibrigt zu beweisen, dass e ine  D i r i c h l e t s e h e  R e i h e  der  K l a s s e  7 

n i c h t  zu e ine r  F u n k t i o n  der  K l a s s e  B g e h 5 r e n  kann ,  und also zu (~ geh5ren 

muss. Wir fiihren den Naehweis mit Hilfe des Satzes D aus w 2. 

i. Znniichst betrachten wir den (einfacheren) Fall, wo die f/~ s ich  g e g e n  

oo hi iufen .  Wir nehmen an, dass die Funktion zur Klasse B gehSrt, und wer- 

den zeigen, dass dies zu einem Widerspruch fiihrt. In  der (zu widerlegende.n) 

Annahme, dass [ f ( s ) l - ~  ffir ~-~=~, bestimmen wir eine Gerade o - ~ l  ( > a ) u n d  

eine zugehSrige positive Konstante /{1, so dass [f(s)[>K~ in a>a t .  Danach 

w/ihlen wir eine beliebige Abszisse ~ > a x  und bestimmen eine positive Konstante 
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Ks>K~,  so dass If(s)l<=Ks auf a=as. Zu den somit festgelegten Zahlen a~, KI, 

as, K s kSnnen wir offenbar zwei positive Zahlen c und k so bestimmen, dass 

Kl=ce k~, und Ks=cek% Dann ist, 

und 

If(s)l>ce '~~ in a>a, 

I f (s)  I <ce~,~ a~f a=a., 

Nach Satz D, w 2 ist also 

If(s) I~ ce~ in a>a~. 

Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass es ein Glied Axe a*~'* mit einem 

Exponenten -/Lv>k gibt. Denn aus letzterer folgt f i i r  h i n r e i c h e n d  g r o s s e s  a 

Obere Grenze If(a+i t)l >= IM{f(a+it)e-~'~'t}l --IAde<~>ee~. 
- - 0 o  < t  < oo 

2. Um den anderen Fall, in welchem die positiven Exponenten eine end- 

l i che  obere  Grenze  _//* bes i tzen ,  die abe r  n i c h t  zur  ~ e n g e  geh5 r t ,  zu 

erledigen, miissen wir e~was genauer vorgehen. Zun~chst bestimmen wir, wie 

im Falle I, auf Grund der (zu widerlegenden) Annahme, dass die Funktion f(s) 
zur Klasse B geh5rt, eine Abszisse a l > o  so gross, dass die untere Grenze yon 

If(s)[ in der galbebene a > a  1 grSsser als o ist, dass also bei passender Wahl  

eines (kleinen) c o > o  

]f(s)l > Co ea*'~ in a > a  1 

ist. Da die Funk~ion f ( s )e  -~*~ lauter negative Dirichlctexponenten hat, also fiir 

a--+m gleichmgssig gegen o strebt, kSnnen wir as>a  , so gross wi~hlen, dass 

2 

Aus Stetigkeitsgriinden gibt es dann ein A'<_d*,  fiir welches 

I f ( s ) ]  _-< co e A'~ 

Wegen A '<_d* ist eo ipso auch 

auf a=a~. 

]f(s)l > co e~'~l in a>al. 
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Also gilt naeh Satz D, w 2 die Ungleichung 

If (*) l  < in 

Jetzt kommen wir auf den ganz analogen Widerspruch wie im ersten Falle, 
A A ~ s  well es wiederum ein Glied m.~e " mit ~/~->A' gibt, so dass f i i r  h i n r e i c h e n d  

g ros se s  a 

Obere Grenze I f (a+  it) l >--_ I M { f ( a +  it) e -iA:'t} I = I A,vl eAr's> Co e A' ~. 
- - m  < t  <: c~ 

ausfgllt. 

Wir schliessen diesen Par~graphen mit einem Satze, welcher die Funk- 

tionen mit l a u t e r  n e g a t i v e n  Exponenten - -  also die Funktionen, die in Halb-  

ebenen [a, ~ )  fastperi0disch sind und fiir a--*~ gegen o streben - - i n  zwei 

Gruppen teil~. 

Satz 27. Falls eine fastperiodische Fuuktion f(s)  mit lauter negativen Expo- 

nenten ke inen  grSss ten  Exponeuten hat, so nimmt sie in jeder rechten Halbebeze 

tatsSchlich den lVert  o an. Hat  sie aber einen grSssten Exponente~ ~4~, dram 

gibt es keine Nullstellen mit beliebig grosset Abszisse. 

Beweis. Der zwei te  Fall ist unmittelbar daraus ersichtlich, dass die Funk- 

tion f ( s )e  -A`~Ts fiir a-+oo gegen eine yon o verschiedene Konstante, niimlich den 

Fourierkoeffizienten A~v, konvergiert. 

Beim Beweise des e r s t e n  Teiles des Satzes diirfen wir offenbar annehmen, 

dass die obere Grenze _//":(~ o) der Exponenten Jl,~ gerade g l e i ch  o ist (sonst 

betraehte man nur f ( s )e  -'1.~ start f (s)  selbst). Wiirde f(s)  in einer gewissen 

Halbebene o > a  o den Wert o n i c h t  annehmen, so wgre nach Corollar z zu Satz 7 

I 
die Funktion g (s)=.f-~ in [a0, m ] fastperiodiseh. Also miisste sie, wegen Ig(s)I-*or 

fiir a--+~ zur Klasse B gehSren, d. h. einen g r S s s t e n  p o s i t i v e n  Exponenten 

M mit dem entsprechenden Gliede B e  ~* haben. Folglich wiirde g(s)e -M* fiir 

a--~m gegen B streben, also fiir hinreichend grosse a 

sein. Somit gglte fiir grosse a die Ungleiehung 

I/(*)1= g~ <[NI e-M~ 

35--25280. Acta mathematica. 47. Imprim6 le 7 d~cembre 1925. 
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Die Diriehletentwicklung der Funktion f(s) hat aber (naeh Voraussetzung) Expo- 

nenten, die beliebig nahe an o kommen, enth~lt also ein Glied Ce N* mit 

- - M < N < o .  Nun haben wir unseren iiblichen Widersprnch: Es ist fiir hin- 

reichend grosses a 

2 e-- Mc~, Obere_~ <t<| [ f (a+i t )  l ~ I M { f ( a + i t ) e - i ~ t } l  = I CI e ~ r > 

was mit der voranfgehenden Ungleichung nicht vertr~tglich ist. 

Aus dem Satz 27 ergibt sich das folgende Corollar, welches auf einen ge- 

wissen Untersehied zwischen den beiden unter C (also unter 7) zus~mmenfassten 

Gruppen yon Funktionen - -  ngmlich denjenigen, die u n b e s c h r ~ n k t e  positive 

Exponenten haben, und denjenigen, deren Exponenten n~ch  obcn  b e s c h r g n k t  

sind - -  hinweist. 

Corollar. Eine Funktion f(s) der Klasse C, deren Exponenten nach oben 

beschrdnkt sin& kann keinen Picardschen Au.vnahmewert besitzen, d. h. sie nimmt 

in jeder rechten Halbebene iiberhaupt alle IVerte an. 

Es geniigt in jeder galbebene den F u n k t i o n s w e r t  o nachzuweisen, weil 

fiir jeden Wert  a die Funktion f ( s ) - -a  ebenfalls die Voraussetzungen des Corol- 

lars erfiillt. Wir  bilden die Funktion g(s ) : f ( s )e  -A*s, we _//*>o die obere 

Grenze der Exponenten _/& bezeichnet. Diese Funktion g(s )ha t  lauter nega-  

r i v e n  Exponenten, aber k e i n e n  g rSss t en .  Folgtich nimmt g(s), und also auch 

f (s)=g(s)e A**, tatsiichlich den Wert  o anl 

w  

Die Laurenttrennung fastperiodiseher Funktionen. 

Wenn die Dirichletentwicklung ~ . 4 ~ e  An8 einer in [a, fl] fastperiodisehen 

Funktion f(s) in (a, fl) abso lu t  konvergiert~,  kSnnen wir s o f o r t -  nachdem wir 

der Einfachheit halber zuerst dus eventuelle konstante Glied abgezogen haben -- 

eine T r e n n u n g  der Funktion in zwei fastperiodische Funktionen vornehmen, 

f (s) = f ,  (s) +f,~ (s), 

yon denen die eine naeh reehts, die andere naeh links analytisch fortsetzbar und 

fastperiodiseh ist and gegen o strebt. In  der Tat liefern die in  (a, m) bezw. 

( - -m,  fl) absolut konvergenten l~eihen 
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~ An e An'~ bezw. Z A~ e A'~s 
A n < 0 A n > 0 

275 

Funktionen der behaupteten Art. Fiir r e i n  p e r i o d i s c h e  Funktionen ist dies 

die gew5hnliche L a u r e n t t r e n n u n g .  

Im allgemeinen wird abet die Dirichletentwicklung einer fastperiodischen 

Funktion nicht absolut konvergieren, so dass die MSglichkeit fiir eine Trennung 

der Funktion durch Zerlegung der Diriehletschen Reihe nicht unmittelbar ge- 

geben ist. 

Wie wir sehenwerden,  lgsst sich auch wirklich eine Trennung nicht immer 

durchfiihren. Sie ist aber immer dann mSglich, wenn das I n t e g r a l  der Funk- 

tion wieder f a s t p e r i o d i s c h  ist. 

Satz 28. Es sei f ( s ) ~  A,~ e A'̀ * eine in [a, 13] fastperiodische Funktion, un, d 

ihr Integral F(s) sei ebe~falls fastperiodisch in [a, 3].1 Dann sind die zwei formal 
aufgestellten Teilreihen 

A,, e e 

A n < 0 A n > 0 

wirkliche Dirichletsche Reihen yon fastperiodischen Funktionen, yon denen die ei ne 

f~(s) fiir a>a existiert, in [a, ~ )  fastperiodisch ist und j~ir a--->~ gegen o strebt, 
wdhrend die andere f2(s) sich analog nach links (fiir a<fl) verhfflt. Und im Aus- 
gangsstreifen (a, ~) gilt die Zerlegung 

f(s)=f~(s)+A(s).  

Beweis. Die Voraussetzung, dass das Integral F(s) wieder fastperiodisch 

ist, ist (nach Satz I und 4) vollkommen damit gleichbedeutend, dass F(s) in 

[a, fl] b e s c h r g n k t  ist. Wir kSnnen daher auf unsere Funk~ion f(s)  den Satz F 

aus w 2 anwenden und erhaiten eine (eindeutige) Zerlegung 

f(s) =f~ (s) +A (s), 

wo j~(s) in der Halbebene a > a  regulgr is$, in [a, c~) beschrgnkt ist, und ftir a--*~ 

gegen o strebt, w~hrend f~(s) sieh unalog naeh links verh~lt. Wir  haben yon 

den Funktionen f~(s) und ]~(s) noeh naehzuweisen, dass sie in [a, o0) bezw. in 

1 Hiermi t  ist  speziell gesagt, dass die Dir ichletentwicklung yon f ( s )  kein konstantes  Glied 
enthiilt.  
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(--oo,~1 f a s t p e r i o d i s c h  sind und daselbst die a n g e g e b e n e n  D i r i c h l e t e n t -  

w i c k i u n g e n  besitzen. Um zu zeigen, dass fl(s) in einer besehnittenen Halbebene 

(a<)a '<( l<~ fastperiodisch ist, greifen wir auf die im Beweise des Satz~s F 

in w 2 bereits angegebene Integraldarstellung zurfick, 

a l - - i  oo 

a~ + i ~c 

wobei a~ eine feste Zahl zwischen a und a' ist. Es sei ~ ( , ,  al) eine beliebige 

zu , gehSrige Verschiebungszahl der Funktion F(a~+it). Dann gilt fiir jedes 

so=ao+it o in der Halbebene a > a '  die Abseh~tzung 

i _  f l l " (~i  + it +i.)--l/(cc~ +it)] d t 
If~(so+iv)--f~(so)] <--_ 2 z j  (ao--%)~+(t--to) ~ 

ac 

= t '  

so dass jedes solche ~=~(~, a~) eine zu 2(a'--a~) gehSrige Verschiebungszahl yon 

f~(s) in a ' < a < ~  ist, womit die Fas~periodiziti~t yon f~(s) in [a, ~ )nachgewiesen  

ist. Ebenso zeigt man, dass f.2(s) in (--oc, fl] fastperiodisch ist. Da ferner die 

Funkt ionen f~(s) und f~(s) fiir a - ~ + ~  bezw. - - ~  gegen o s~reben, haben sie 

n a c h w  7 lauter negative bezw. positive Dirichletexponenten. t t ieraus folgt aber, 
duss sie tatsiichlich die Reihen 

~, A,, e A~8 und ~ A~, e A~*s 
A ~  < 0 A n > 0 

zu Dirichletschen Reihen haben miissen, weil die formale Summe ihrer Dirich- 

letreihen im Streifen a < a < i 3  die Reihe yon f(s), d. h. die Reihe ~ A~ e j~'~ er- 
geben soll. 

Der Satz besagt in anderer Wendung,  dass fiir eine ganz b e l i e b i g e  fast- 

periodische Funktion, wenn nicht sie selbst, dann aber jedenfalls ihre A b l e i t u n g  

eine Laurent t rennung zul~tsst. Als eine wichtige Anwendung der letzteren For- 

muiierung wollen wir eine (in w 4 angekiindig4e) Verfeinerung des Eindeutigkeits- 
satzes angeben. 
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Satz 29. E r w e i t e r t e r  E i n d e u t i g k e i t s s u t z . .  Es seien in zwei nicht 

iibereinander greifenden Stre~fe~ [a, fl] und [7, 6] (mit a < t 3 < y < d  ) zwei Jhstperio- 

disehe Funktionen g(s) und h(s) gegeben, deren Diriehletentwieklungen formal iden- 

tisch sin& Dann handelt es sich um ei~w u~d dieselbe Funktion, die im grossen 

Streifen [a, d] reguldr und fastperiodiseh ist. 

Beweis. Die Trennung yon g'(s) in a<a<f l  und yon h'(s) in 7 < a < d  fiihrt 

auf Funktionen gl(s), g~_(s) und ha(s ), he(s ), yon denen gt(s) in a > a  existiert und 

- -  wegen der Identitgt der Dirichletreihen - -  in der kleineren Halbebene a> 7 

mit ha(s ) zusammenf~llt, w~hrend h~(s) in a < 6  existiert und in a<f l  mit g2(s) 

zusammenf~llt. Also ist die Funktion 

+ (8) 

eine im grossen Streifen [a, 6] fastperiodische Funktion, die in (a, fl) mit g'(s) 

und in (7, 6) mit h'(s) identisch ist. Um nunmehr yon den Ableitungen g'(s), h'(s) 

zu den Funktionen g(s), h(s) selbst zu gelangen, betrachten wir dasjenige unbe- 

stimmte Integral O(s) yon qg(s), welches in (a, fl) mit g(s) zusammenfifllt. Diese 

Funktion O(s) existiert und ist fastperiodisch im grossen Streifen [a, 6], und 

fi~llt auch, wegen (lbereinstimmung der Dirichletentwieklungen, mit h(s) in (7, 6) 

zusammen. Mithin  sind g(s) und h(s) eine und dieselbe Funktion. 

Die Voraussetzung des obigen Trennungssatzes, ni~mlich die der Fastperiodi- 

ziti~t - -  oder Beschri~nktheit - -  des IntegrMes, bezog sich auf das Verhalten der 

F u n k t i o n  (und nieht der Reihe). Wir werden jetzt einen recht Mlgemeinen 

Typus yon R e i h e n  angeben, yon denen man unter Heranziehung eines Satzes 

aus w 7 leicht einsehen kunn, dass bei ihnen die Trennung immer mSglich ist. 

Satz 30. Falls die Dirichletexl)onenten _d,~ einer in [a, fl] fastperiodischen Funk- 

tion sieh um den Punkt ~=o nicht hdufen - -  es geniigt sehon, dass sie sich yon 

der einen Seite nieht hdufen - -  ist eine Trennung im Sinne des Satzes 2g immer 

m6glich 
f (8)~-- e 0 J-J'l (8) ~-~ (b') (e 0 konstan tes elied) 

mit 

Beweis. 

e f (4 E e 
A ~  < 0 A n > 0 

Wir trennen die A b l e i t u n g f ' ( s ) ~ A , ,  fl~e A'~ in zwei Summanden 

(in 
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mit 

~91 ( 8 ) ~  Z An~4n  Ans 

A n < 0 A n > 0 

Nehmen wir an, dass die ~/~, sich z. B. yon l inks  nicht gegen o h~ufen, so hat 

die in In, ~ )  fastperiodische Funktion ~(s)  nach Satz 23 ein f a s t p e r i o d i s c h e s  

I n t e g r a l  ~p(s), dass wit so normieren, dass seine (durch formale Integration aus 

A ~ l ~ e  A'~ entstehende) Dirichletsche Reihe kein konstantes Glied enthitlt, also 
A n < 0 

durch ~ A~,e A'~s gegeben ist. Nachdem somit gezeigt is~, dass die eine Teil- 
A n < 0 

reihe ~, A,~ e Aj*s wirklich eine Diriehletreihe ist, folgt sofort, dass auch die andere 
A~< 0 

Teilreihe ~ A,, e A'~s eine DirichletentwickIung ist, n~mlich die En~wicklung der 
A~ > 0 

Funktion f (s)--Co--~p(s)J 

0orollar. Falls in der Expo~wntenmenge irgendwo eine [ntervalliicke, etwa 

um den Punkt )~o herum, vorhanden ist, lcann man die Reihe bei )~o trennen, d. h. 
die Reihen 

Z A~ e A'~s ,u~d ~ An e A~s 
An < 2o An > ).o 

sind .XiTr sieh DirichletentwicMungen fastperiodischer Funktionen (Beide Funktionen 

existieren in Halbebenen, abet nur eine Funktion strebt gegen o). 

Der Beweis ergibt sich sofort durch Anwendung des Satzes 3 ~ auf die 

Funk~ion f (s) e-  ~o ~. 

Zum Schluss wollen wir noeh durch Angabe eines Beispieles nachweisen, 

dass auch wirklich Dirichletreihen vorkommen kSnnen, die sich n i c h t  bei ~ - o  

trennen lassen. 

Beispiel einer unzerlegbaren Funktion. Wir werden eine in (--~, I) fast-  

periodische Funktion f ( s ) ~  ~,  A~ e jns konstruieren, die sich in keinem Teilstreij~n 

1 Dass die Able i tung einer fastperiodischen Funk t ion  in bezug ~uf T r e n n u n g  ein so viel 

regul~reres Benehmen ~ls die Funk t i on  selbst  aufweis t  - -  indem sie auch d~nn, wenn die Expo- 

nenten  sich beliebig gegen o h~ufen, eine T rennung  zul~sst - -  is t  auch aus ,~usse ren ,  Griinden, 

d. h. dem Aussehen ihrer  Reihe nach, verst$indlich, indem j~ durch d~s Differentiieren in die 

Dirichletsche Reihe Faktoren zu den Koeffizienten hinzutre ten,  die gerade in tier N~he des Punktes  

X = o  sehr  klein sind. 
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(--7, 7) um die Gerade a = o  in die Su~nnw zweier Fu~ktio~en mit den Entwicklunge~ 

zerlegen lh'sst. 

~, An e A''' u~d ~ A.,~ e A''' 
J n > 0 A n <= 0 

W ir  gehen yon der bekannten,  ffir alle m =  I,  2, . . .  llnd alle reellen t gill- 

l sin sin 2 t sin 3t  sin mt < t + + + + C, 
2 3 ~ / ~  = 

t igen Ungle ichung  

oder anders geschrieben 

U + T + . . . +  - +_  + . . +  ~ , I - -< 'c--<,  

.u~, ~o ~ oi.e .b,ol.~e .on...~e (=f .i~,.)bo.eu~e~, ..a b..en be, bol~o 
0 

bigem festen m das analytische Exponent ia lpolynom 

f,,, (s) =- ke' + "; + - . . +  ~::1 e - ' +  2 + ' +  " 

Auf der Geraden a = o  ist IA(,)I =< G, a . s  Stet igkeitsgri inden kSnnen wir daher  

eine positive GrSsse a,~ so klein wiihlen, dass im ganzen S t r e i f e n - - o , t < a < r  die 

Ungle ichung 

I fm(*) l  < 2 C,=C. 

besteht.  Also ist bei jedem r e = I ,  2 , . . .  die Punkt ion  

m e V a m  s m e_~ams 
~.h)=fo(~,..)=Z Z 

im Streifen - -  I < a <  I ~bsolut genommen < 6~. Hierbei  denken wir uns die 

Zahlen a i, a ~ , . . .  (sukzessive) so gewghlt,  d~ss sie von e inander  l inear unab- 

hgngig sin& 
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Wir w~hlen eine Folge von positiven Zahlen s~, e~, . . . ,  fiir welche 

~ konvergiert, ~ ~,~ log m divergiert, 

und bilden die Summe 

m : l  

Die letzte Reihe konvergiert gleichm~ssig in (--I ,  I) und stellt also - -  da jedes 

Glied fastperiodisch ist - -  eine in (--I ,  I) fastperiodische Funk t ionf ( s )da r .  D~ 

die Zahlen al, a2, . . .  linear unabh~ngig sin& kSnnen bei der formMen Substitu- 

tionen der Dirichletentwieklungen yon ~ ( s )  in die Reihe ~ e ~ q ~ ( s ) ,  wodurch 

(nach Satz I3) die Dirichletentwicklung ~ A ~  e A'~s yon f(s) erhMten wird, keine 

zwei Exponentialterme kollidieren, und diese letze Entwicklung besteht duher uus 

s:s Gliedern 

e~'ZmS e--~,~mS 
e , ~ - - - -  und - - ~ , ~ - -  (m--~, 2 , . . . ;  I ~ v ~ m )  

aller beitragenden Exponentialpolynome. 

Wir betrachten nunmehr die Teilreihe ~_~A~ e An~, die aus allen Termen 
An>O 

e~mS 
e , ~ - - - -  besteht. Um zu zeigen, dass diese Reihe in keinem Streifen um a : o  

v 
die Dirichletentwicklung einer fastperiodischen Funktion sein kann, geniigt es 

nachzuweisen, dass sie a u f  de r  G e r a d e n  a : o  keine Fourierreihe einer fastperio- 

dischen Funktion yon t i s t .  Und das letztere folgt sofort aus VIII ,  w I; denn 

die Reihe ~,A~, e/Ant hat lauter p o s i t i v e  K o e f f i z i e n t e n ,  ist jedoch fiir t~-o 
An >O 

d i v e r g e n t ,  well 
m 

I E;>1og  

ist, und ~ e,~ log m divergiert. 

Schlussbemerkung. 

In der vorliegenden Abhandlung haben wit eine Definition der Fastperiodi- 

zit~t zugrundegelegt, welche die B e s c h r ~ n k t h e i t  der umfassten FunkCionen 

involvierte. Bei fast alien betrachteten Fragen erlaubte die so abgegrenzte Klasse 
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einfaehe und allgemeine Antworten, die die Funktionenklasse als abgerundet und 

in sieh geschlossen eharakterisierten. Nur bei dem in dem letzten Paragraphen 

behandelten Problem tier Laurenttrennung zeigte sich ein anderes Verhalten, 

indem eine solehe Trennung innerhalb der Klasse nicht immer mSglieh war, 

sondern nur dann, wenn man als Komponenten bei der Trennung auch Funk- 

tionen zuliesse, die als Integrale yon fastperiodischen Funktionen n i e h t  be- 

s c h r ~ n k t  bleiben, und also nicht unter unsere Definition der Fastperiodizit~t 

fallen. Aus einer kleinen Untersuchung fiber die Dirichletschen L-Funktionen 

(BoHa [2]), welehe der Reihe yon Arbeiten unter dem gemeinsamen Titel >)Zur 

Theorie der fastperiodischen Funktionen>) vorausging, ist aber zu ersehen, dass 

in gewissen F~llen die Fastperiodizit~t einer analytisehen Funktion aueh iiber 

den Streifen der Beschr~nktheit hinaus stark fiihlbar ist. Das sich also erge- 

bende Problem, die Definition der Fastperiodizit~t nach dieser Richtung hin zu 

erweitern, soll abet in der vorliegenden &bhandlung nicht in Angriff genommen 

werden. 
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