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H e r r  G. l~ITTAG~LEFFLER hat  seit I882 das P rob lem der analy t i schen Fort-  

se tzung eines gegebenen Funkt ionse lementes  - - d .  h. der Gewinnung  eines ari th-  

met ischen Ausdrucks,  der  in einem mSglichst  ausgedehnten  G ebiete die durch  das 

E lemen t  definierte F lmkt ion  darzustel len ve rmag  - -  umfassend  in Angri f f  genom- 

men  und insbesondere durch seine grossen Arbe i ten  in den Acta mathematica aus 

den J a h r e n  ~9oo bis I9O 5 in vo l lkommens te r  Weise  bean twor te t  [71. Diese Ar -  

bei ten haben  iiberdies eine grosse Zahl  wei terer  Unte r suchungen  I angeregt ,  deren 

wichtigste Ergebnisse  yon H e r r n  L. B ~ B ~ B A C H  in seinem Encyklop~die-Art ikel  [I] 

zusammenges te l l t  worden  sind. ~ 

I m  fo lgenden  mSchte  ich nun zeigen, wie ein erhebl icher  Teil  dieser Ergeb-  

nisse - -  un te r  ihnen die schSnen Hauptsi~tze der 3. Note  des H e r r n  MITTAG- 

LEFFL~R - -  in i iberraschend einfacher  Weise  dadurch  gewennen  werden kann,  

dass m a n  die klassische Eulersche Re ihen t r ans fo rma t ion  in einer nahel iegenden 

Vera l lgemeinerung  verwendet ,  wie dies fiir andere  Zwecke schon I898 yon H e r r n  

E. LINDELOF [5] und neuerdings  yon H e r r n  O. PERROI~ [8] ge tan  worden  ist. D a n n  

1 Ausffihrlichere Literaturangaben finder man in der z. bis 5. Note des Herrn MITTAG- 
LEFFLER. 

~- Hier ist auch die gesamte in Frage kommende Literatur aufgeffihrt. 
40--25280. Acta mathematica. 47. Imprim~ le 23 d~cembre 1925. 
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werden uns die durchaus elementaren Methoden, die ffir die klassische Eulersche 

Reihentransformation schon seit l~ngerem bekannt sind, unmittelbar zu all den 

Polynomentwicklungen im Mittag-Lefflerschen Stern fiihren, die Herr MITT~G- 

L~FrLER in tier genannten Note aufgesteUt hat, und die yon ancteren im Anschluss 

an seine Arbeiten angegeben worden sind. Aber darfiber hinaus werden wir noch 

zu allgemeineren Entwicklungen nach analytischen Funktionen gelangen, deren 

Gewinnung nach den bisherigen Methoden nicht ohne weiteres mSglich zu sein 

scheint. 

In w I werde ich die bekannten Eigenschaften der klassischen Eulerschen 

Reihentransformation, die als Vorbild ffir die VeraUgemeinerung dienen sollen, 

zusammeustellen. In w 2 wircl eine mehr geometrische Zwisehenbetrachtung fiber 

die in Frage kommenden Sternbereiche eingeschaltet, und in w 3 die in Aussicht 

genommene Verallgemeinerung der Eulerschen Transformation angegeben, sowie 

der Hauptsatz tiber das Konvergenzgebiet derselben bei Anwendung auf Potenz- 

reihen bewiesen. Die oben erw~hnten Entwicklungen nach Polynomen sollen 

in w 4 durch Spezialisierung aus dem Hauptsatze hergeleitet werden, und w 5 soil 

diesen Hauptsatz yon den zun~chst gemachten Einschrfinkungen befreien und so 

zu den schon angedeuteteu allgemeineren Entwicklungen nach analytischen Funk- 

tionen fiihren. 

Die klassisehe Eulersche Reihentransformation. 

Die klassische Eulersche Reihentransformation [2] bezieht sich zun~chst 

auf Reihen 

7! - ~ 0  

mit konstanten Gliedern, uud ihr ursprfinglicher Zweck war wohl bei EULER, die 

Konvergenz der Reihe zu verbessern. Sie wird folgendermassen gewonnen: Die 

Reihe ~an kann aus 

~,a~ x n fiir x== I 
7 4 ~ 0  

oder aus 
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ents tanden gedaeht  werden. Ent;wiekelt man die letztere Reihe formal  naeh Poten-  

zen yon y, so erh~lt~ man die Reihe 

a ~y 
? l ~ 0  

mit  

ao~-a o und a ,~=2, ,  [ \  o a l +  a s + + \ n _ i  l a , ,  

fiir n ~  I. Setzt  man  nun erst  y =  I, so erh~lt man die Reihe 

 oo+ + ( ) ]  ~ d n  I n - - -  I ~ - -  I 
"'" an i 0 )~-- I 

~1 = 0 n = 1 

die man als die Eulersehe Transformation von ~a,,  bezeichnet.  

Die Eigenschaf ten dieser Transformat ion  sind e ingehend untersucht  worden. I 

Es sei das folgende hervorgehoben:  

t. W e n n  die urspriingliche Reihe ~a, ,  konvergierf ,  so konvergier t  auch die 

t ransformier te  Reihe ~a 'n ,  und  beide haben die gleiche Summe. Man nenn t  das 

den Permanenzsatz des Yerfahrens  I4; S. 232 ]. 

2. Demgegeni iber  lehren al lereinfachste Beispiele (s. Nr.  3), dass die trans- 

formier te  Reihe :~ a',, sehr Wohl konvergieren kann, wenn die urspriingliche Reihe 

divergiert .  Von dieser le tz teren sagt man dann, dass sie durch das Eulersche Ver- 

fahren summierbar, kiirzer: dass sie E-summierbar sei [4; S. 235 ]. Als ihren Weft ,  

genauer:  als ihre E-Summe sieh~ man dann nati ir l ich die gewShnliche Summe 

ihrer  E-Transformat ion  - -  wie wir die Reihe ~a'n in Bezug auf ~ an kurz nennen  

wollen - -  an. I s t  die urspri ingliche Reihe yon vornherein  konvergent ,  so kann  

die transformier~e Reihe erheblich besser konvergent  sein (s. Nr.  3). Beide Eigen- 

schaften kSnnen fiir numerische Zwecke yon  u  sein. 

3- Trans formier t  man  z. B. die geometrische Reihe i + z + z ~ + . -, so erh~lt 

man  als ihre E-Transformat ion  die Reihe 

I + - - +  + - - . + - -  + . - .  
2 ( ~ - /  2 

1 Vgl. etwa A. PRINGSHEII~I [9] und K. KNOPP [4], [5]- 



316 Konrad Knopp. 

Diesekonvergier t  nicht nur fiir I zl< I, sondern in dem (4-real so grossen)Kreise 

I z + i 1 < 2 ,  der den Einheitskreis vSllig umschliesst. Und in denjenigen Punkten 

des Einheitskreises, in denen 

ist, d. h. also in den Punkten des Einheitskreises, die zugleich ausserhalb des 

Kreises [ z - -~ ]  2 I ----3 liegen, z. B. in z = - -  2' ist die Konvergenz der transformier- 

ten Reihe besser als die der urspriinglichen. 

Itiernach ist also die geometrische Reihe 5z" noch weir ausserhalb ihres 

Konvergenzkreises E-summierbar, und ihre Summe ist dort 

z 1 I 

2 Z ~  I I - - Z '  

2 

l i e f e r t  also die analytische Fortsetzung der im Einheitskreise durch ~z  ~ darge- 

stellten Funktion. 

4. Hiernach liegt die Vermutung nahe, dass die Anwendung der E-Trans- 

formation auf beliebige Potenzreihen diese noch in gewissen Gebieten ausserhalb 

ihres Konvergenzkreises zu summieren vermag, und dass man dadurch die analy- 

tische Fortsetzung des gegebenen Funl~ionselemen~es gewinnen wird. Dem is~ 

in der Tat so. Ist  etwa die Potenzreihe 

ar 

Z Cn Z n 

n ~ 0  

mit positivem endlichem Konvergenzradius vorgelegt, so lautet ihre E-Trans- 

formation 

COdr--2 c l Z ' ~  " ' '  -~- 2 n  C 1Z-~- I C oZ ~-~ " '"  - ~ \ n _ _ i ]  Cn~n _{_ . . . .  . 

Sie ist also eine PolynomentwicMung mit besonders einfach gebaufen Polynomen. 

Der genaue Konvergenzbereich ~ dieser Entwicklung ist der folgende [4; 

S. 239]: Es sei ~p der erste auf dem Italbstrahl arc z=q~=const,  beim Fortsetzen 

des Elementes ~c~z" yon o her angetroffene singul~re Punk~, und es sei K~ der 

Kreis 
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~-+ ~ < 2 ,  

also derjenige Kreis, der aus dem in Nr. 3 benutzten durch Multiplikation aller 

seiner Punkte mit ~,p hervorgeht. Ist  2c,~z ~ lhngs des ganzen Strahles arc z-----f 

reguliir, so werde unter ~e der unendlich ferne Punkt  und unter K,; die ganze 

Ebene verstanden. Dann ist ~ der Durchschnitt aller K~ f i ir  o < f < 2  z .  In den 

einfachsten Fallen ist also ~ ein Kreisbogenpolygon, und in jedem Falle ein 

konvexer Bereich, der den Konvergenzkreis yon 2 c n z  '~ umschliesst. Im Innern 

yon ~ ist ~e~z  n iiberall E-summierbar, ausserhalb von ~ dagegen nirgends; nur 

auf dem Rande von ~ bleibt das Konvergenzverhalten unentschieden. Im Innern 

yon ~ ist die E-Transformation yon 2cn z '~ sogar absolut konvergent. 

5. Transfomier t  man die E-Transformation 2a'~ yon :$a,~ noch einmal in 

derselben Weise usw., so gelangt man nach p Schritten zu der Reihe 

i 
a~ + q + I  al + "'" + 0 qn-lal_{_ ~--n-- II 

bei der zur Abkiirzung 2 v - - I = q  gesetzt worden ist. DieSe Transformation wiirde 

man auch direkt erhalten, wenn man x start durch Y sogleich durc h (q+ y 
2 - - y  I)--qq] 

ersetzt und 2a,~x n wieder formal naeh Potenzen yon y e n t w i c k e l t . -  Bei Anwen- 

dung auf die geometrisehe Reihe liefert dies die Entwieklung 

z 

q+i 
z I z + q l  ~-1 q+~ ~z2, ~! + ,  

die in dem Kreise 

Iz+ql<q+~ 

konvergiert und dort die Summe 

I +  
z I I 

q +  I z +  q I - - z  
I - - - -  

q + i  

hat, also die analytisehe Fortsetzung yon 2 z ~ liefert. Fiir wachsendep bzw. q approxi- 

mieren diese Kreise die Italbebene ~t(z)< i in dem Sinne, dass jedes beschris 

Gebiet, das einsehliesslich seines Randes dem Innern dieser Halbebene angehSrt, 

fiir hinreichend grosses q auch im Innern des genannten" Kreises liegt. 
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Analog erhiilt man durch Anwendung dieser p-fach Rerierten E-Transforma- 

tion auf die Potenzreihe 2 c n z  ~ die Polynomentwieklung 

e o +  o / - + . . . .  . 

[hr genaues Konvergenzgebiet ~ wird ganz ebenso wie in Nr. 4 erhalten; man 

hat fiir K~ jetzt nur die Kreise 

I ~ , + q l < q + I  

zu nehmen. Im Innern dieses Gebietes ~ ist die Entwieklung wieder absolut 

konvergent. Fiir waehsende q approximieren diese Gebiete ~ = ~ ( q ) d a s  soge- 

nannte Borelsehe Summationspolygon, das man erhiilt, wenn man die Kreise K,p 

durch die Halbebenen 

ersetzt: 3edes besehriinkte Gebiet, das einsehliesslieh seines Randes dem Innern 

des Borelsehen Summationspolygons angehSrt, lieg~ fiir ein hinreiehend grosses 

q aueh im Innern yon ~ [4; S. 239 ft.]. 

Ein Beweis der in Nr. 4 und 5 angegebenen Tatsaehen wird sieh welter 

unten sehr einfaeh ergeben. 

Die Sterngebiete. 

Ehe wir nun die in Aussicht genommene Yerallgemeinerung der eben be- 

sprochenen klassischen Eulerschen Reihentransformation vornehmen, wollen wir 

die Gewinnung des Konvergenzgebietes ~ unter einem aUgemeineren Gesichts- 

punkte betrachten. 

Dazu sei q~ ein einfach zusammenhi~ngendes, yon einer stetigen doppelpunkt- 

losen Kurve ~ umschlossenes Gebiet, das die Punkte der reellen Strecke o < z <  i 

in seinem Innern, und den Punkt  + I auf seinem Rande zu liegen hat. ~ tiber- 

dies soll jeder aus dem Nullpunkt gezogene ttalbstrahl nur genau einen von 

1 (~ i s t  often zu  denken ;  soll  se in  Rande  ~ h i n z u g e n o m m e n  werden ,  so wird das  Gebie t  aus-  

dr i ickl ich als  abgesch los sen  beze ichnet .  
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o verschiedenen Punkt mi~ dem Rande ~ yon (~ gemein haben. Jedes solehe 

Gebiet @ wollen wir mit t terrn  ]~I~A~-L~vL~a eine erzeuge~de Figur nennen. 

Mit Hilfe yon | soil nun jedem Funktionselement f ( z ) - ~ c ~ z  '~ mit posi- 

tivem, endlichem Konvergenzradius auf folgende zwei Arten ein "~;Stern>> zugeord- 

net werden: 

1. Art. Fiir ein t:~o bezeichne t .  6t dasjenige Gebiet, dessen Punkte durch 

~r m i t t  aus den Punkten yon (~ hervorgehen. Durchlguft nun t yon 

o an die Punk~e eines bestimmten Halbstrahles arc z = ~ - - c o n s t ,  in der z-Ebene, 

so wird das Gebiet t .  ~ ,  solange It[ hinreichend klein ist, ganz im Innern des 

Konvergenzkreises yon f (z )  liegen, also f ( z )  in t .  (~ regulgr sein. Bezeichnet r~ 

die obere Grenze der It[ dieses Halbs~rahles, fiir die f (z )  in t .  ~ noch regular 

ist, und wird 

r,~ , d ' ~  = z , ~  

gesetzt, so kSnnen wir z~ als den letzten Punkt  des ttalbstrahles bezeichnen, fiir 

den f (z)  in z,~ �9 ~ noch regulgr ist, oder als den ersten Punkt  des Halbstrahles, 

fiir den f (z)  auf dem Rande yon z,~. ~ eiue singul~re Stelle zu liegen hat. Die 

Vereim:gungsmenge aller abgeschlossenen Strecken 

o . . . z,p f i i r  o_-<~0<2~ 

werde als der zu | gehSrige Stern ~1 des Elementes f (z) bezeichnet. Ist dunn za 

ein Punkt  des ]~albstrahles o . , .  z~, der yon o aus gesehen jenseits Z,p liegt, so 

ist wegen der vorausgesetzten Gestalt des Gebietes (~ im Innern yon z~. ~ sicher 

ein singulgrer Punkt  yon f ( z )  gelegen. 

I 
2. Art. Es sei ~ '  das Gebiet derjenigen Punkte z, fiir die - ausserhalb 

| liegt, so d a s s  | das yon der zu ~ reziproken Kurve (~-1 berandete, den 

Nullpunkt enthaltende Gebiet ist. Ist  dann (wie in w i, Nr. 4 ) ~  der erste 

auf dem Halbstrahl arc z : r  cons~, beim Fortsetzen des Elementes f (z)= ~ Cn z ~ 

yon o her angetroffene singul~re Punl~ (bzw. ~ - ~ ,  falls auf dem betreffenden 

Halbstrahle kein singul~rer Punkt  liegt), so werde der Durchschnitt aller abge- 

schlossenen Gebiete 

~,p. (~' f i ir  o ~ q ~ < 2 ~  

als der zu (~ gehSrige Stern ~+. des Elementes f (z )  bezeichnet) 

1 Fiir ~r ~ soll ~<p. (~' nat i i r l ich wieder  die ganze El)erie bedeuten .  
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Wir  werden sogleich zeigen, dass in jedem Fatle ~ 1 ~  ist. Diesen auf 

beide Arten erhaltenen Bereich bezeichnen wir dann kurz als den zu (~ als 

erzeugender lJ'igur gehb'rigen Stern ~ des Elementes f (z). Die zweite Konstruktion 

yon ~' ist die anschaulichere. Sie lehrt z. B. sofort, dass, wenn (~' ein konvexes 

Gebiet ist, uueh der Stern ~ konvex ausfiillt. In  den Beispielen des w i, Nr. 4 

und 5, wurde ~ auf diese zweite Art konstruiert; bier war (SS' der Kreis 

I z + q i < q + I ,  

also die erzeugende Figur | das Kreisgebiet 

[ q l < q+I 
z 2 q q - I  2 q - t - - ~ "  

Fiir q - - ~  geh~ dies Gebiet in den Kreis 

2 

fiber, der die erzeugende Figur fiir das Borelsehe Summationspolygon abgibt, fiir 

das ~ '  die ttalbebene ~ ( z ) < I  ist. Der zugehSrige Stern ist also wirklich in den 

einfacheren Fgllen ein Polygon. Degeneriert | zu der abgeschlossenen reel'len 

Strecke o--<z~ I, so wird (~' zu der yon + I nach + ~ l~ngs der positiv-reellen 

Achse aufgeschnittenen Ebene, und ~ zu dem Mittag-Lefflerschen Hauptste~m, 

der yon der Vereinigungsmenge aller (bei ~p offenen) Strecken o . . .  ~,p gebildet wird. 

Dass nun  ~ - - ~  ist, erkennt man folgendermassen: 

a) Beweis, dass ~1<=~. Es sei z 0 ein spezieller der Punkte yon ~a, also 

ein Punkt  einer der abgeschlossenen Strecken o . . .  z~. Dann ist zu zeigen, dass 

z o allen, ebenfalls abgeschlossenen Gebieten ~p. | angehSrt. ~ Nun ist defini- 

tionsgem~ss f(z) im Innern yon z o �9 (S5 regular, w~hrend jedes ~p ein singulgrer 

Punkt  ist. Es liegt also 

ein jedes ~r ausserhaIb oder auf dem Rande yon z0.6~. 

Daher liegt ~'~' ~, 
z0 

Zo und folglieh ~ innerhalb 

daher Zo ~ 

1 Fiir diejenigen ~F, die ~ : ~  Zu setzen sind, ist  ja nichts  zu beweisen. 
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b) Beweis, dass ,~<=~. Es sei jetzt z~ ein nicht zu ~'~ gehSriger Punkt. 

Er liegt dann auf der Verl~ngerung einer der Strecken o . . .  z,p fiber z,p hinaus, 

trod im Gebiete z~. (~ mass dann, wie schon oben bemerkt, ein singul~trer Punkt  

yon f(z)  liegen. Da wegen der vorausgesetzten Gestalt yon (~ dann auch die 

ganze Strecke yon o (excl.) bis ~ zu z~ �9 65 geh5rt, so muss auch einer der Punkte 

,,rr - -  derjenige n~mlieh, ffir den ~ are ~ ist - -  im Gebiete z I . (.~ liegen: 

Es liegt ein ~ innerhalb z x �9 6~. 

Dann liegt ~ ~5, 
Zl 

also z~ ausserhalb (~', 

und somit z 1 ~ ~,p �9 (~'. 

Ein nicht zu ~ gehSriger Punkt  z~ gehSrt also auch nicht zu ~'~. Daher 

ist ~,=<-~,, und folglich .~1~._,. 

w  

Die Verallgemeinerung der Eulerschen Reihentransformation. 

Wir kommen nun zu anserm eigentlichen Thema, der Verallgemeinerung 

der klassisehen Eulersehen Reihentransformation und ihrer Anwendung zar Ge- 

winnung yon Polynomentwicklungen und zur analytisehen Fortsetzung im Mittag- 

Lefflerschen Stern. Sie besteht einfaeh darin, dass wir, anstatt in ~a, ,x" fiir x 

die spezielle Funktion x - - - Y -  einzufiihren and nach Potenzen yon y umzuord- 
2--y 

nen, eine allgemeinere Funktion x=L'~q) wiihlen, die nur gewissen gleich zu 

nennenden Voraussetzungen zu geniigen hat. Diese naheliegende, aber iiberaus 

fruehtbare Verallgemeinerung ist wohl zuerst yon t terrn E. L~D~LSF in seiner 

seh5nen Arbeit >~Remarques sur un principe gSn6ral de la thSorie des fonctions 

analytiques~> [6] angegeben und fiir Probleme der analytischen Fortsetzung an- 

gewendct worden. Das dabei zur Geltung kommende allgemeine Prinzip ist das 

der Nutzbarmachung der durch /~(y) vermittelten konformen Abbiidung. Neuer- 

dings hat Herr O. PERRON im Anschluss an [4] ~hnliche, wenn auch nicht so 

weitgehende Verallgemeinerungen betrachtet [81, und Anwendungen davon ge- 

macht, die sich mit den unsrigen nahe berfihren. 
41--25280. Acta mathematlca. 47. Imprim~ le 23 d6cembre 1925. 
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Es sei also 

x =  E(y):= 7o + 71Y + 7~Y ~" + ' 

eine Funk t ion  von y, yon der wir zun~chs~ voraussetzen,  da~vs sie im abgeschlosse- 

hen Einheilskreise regulffr ist und dass sie da,~ Gebiet ] y ] < I  a~(f eine erzeugende 

I"~qur (~ in der x-Ebene eineindeutig abbildet und zwar .~'o, da.~s y =  + I iJ~ x =  + i 

iibergeht. Eine beliebige Reihe ~a,, kann  dann aus 

oder  aus 

Z an X n 

n--O 

fiir x =  i 

y,a.(E(:1))" f~r ,~-~ 
?~.~0 

en ts tanden  gedach t  werden. Entwickel~ man die letztere Reihe fo rmal  nach  

Po tenzen  yon y, so mSge die Reihe 

Z ! n a n y  

ents tehen.  Setzt  m a n  nun erst  y = - I ,  so soll die gewonnene  Reihe 

Z arn 
n--O 

als verallgenwinerte Eulersche Trm~.r kurz: al.~" ihre E-Tran,s~brmation be- 

zeiehnet  werden. I s t  ~a',, konvergen t  zur Summe s, so heisse 2"an wieder  E-  

summierbar mi~ der E-Summe s. 

U m  die T rans fo rma t ion  explizit  durehzufi ihren,  setzen wir  

(E(y))k=~?) + / 2 V  +'/~)?l ~ + (~:=o, i, ~, . . . ) .  

D a n n  w~ire 

k--O 

zu nehmen.  Um den hier  no twendigen  Konvergenz f ragen  zun~chst  aus dem 

Wege  zu gehen und bei Anwendung  auf  Potenzre ihen  zu Po lynomentwick lungen  
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zu gelangen, setzen wit  weiter voraus, da,~'s 7o=O ist, dass also neben y=:: + z auch 

y = o  ein Fixpunkt der Abbildung durch x--E(y)  ist und dass dieser im Innern 

yon ($ liegt. Dann ist a'o-~a0, und fiir n > l  

a ' , = z l :  ~ ~, + ,7,"(~') " , + + ~'I:" ~,,. 

Ist  nun X-'a,, wieder die Potenzreihe 2"c,,z" mit; dem positiven endlichen Konver- 

genzradius r, so liefert ihre E-Transformation die Polynomentwicldung 

wenn fiir n>1  

ZP,,(~), 
~t~O 

7") c~ z + 7(,2 ) c~z~ + +-(")e,,z'=P,,(z) 

und iiberdies Co=Po(Z) gesetzt wird. Uber den Konvergenzbereich dieser Poly- 

nomentwicklung gilt nun der folgende 

Hauptaat~ 1. Ist die [unktwn x:=-E(y) in lyl~, ,.~gulS,., ist ~(o)-o , , ,d 

E ( I ) = I  und bildet sie den Kreis [y[ < I  ei~ei~deutig auf  die erzeugende Figur (~ 

ab, so ist d~s' genaue Konvevgenzgebiet ~ der E-Tran.sformation 

71=0 

des ~u~ktionselementes f ( z ) -~S  c~z" der zu ~ als erzeugender [u gehb)'ige Stern 

dieses .Elementes: [nnerhalb ~ ist ~ cnz '~ iiberall E-summierbar und ihre .E-Summe 

liefert dort die analytische ~brtsetzung yon f(z);  ausserhalb yon ~ ist die Reihe 

~Mcht mehr E-,u~mmierbar. 

Der Beweis ist iiberraschend einfach: Es sei z0 fest gew~hl~. Dann war, 

um die /!:-Transformation yon ~c ,  Z2 zu erhalten, die Reihe 

n ~ n ~ c,, ~o (Z (u)) formali ,  y,P.(~o)y,, 

umgeordnet worden. Wegen F ( o ) ~ o  ist diese Umordnung fiir alle hinreichend 

kleinen y offenbar legitim, u n d e s  sind dann beide Reihen konvergent und stellen 

dieselbe Funktion yon y, niimlich die Funktion 

f(~o. E(U))-----~P(.u) 
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dar. Daher wird die zweite der Reihen im Punkte + ~ sicher absolut konvergieren, 

~ ,  P,, (Zo) absolut ]'o~vergc~t, 

wenn diese Funktion ~p(y) im abqe.~'chlossene~ Einheitskreise [ y [ ~  regul~ir ist. 

Dagegen wird die Reihe sicher divergieren, 

~c 

?~ :-(1 

wenn ~D(y) im o.tl~J~e~ Einheitskreise l y l < I  schon eine singul/ire Stelle besitzt. 

Aus diesen beiden fast selbstverst~ndlichen Bemerkungen folgt nun sofort 

der Hauptsatz I: Denn ist z' ein spezieller der Punkte z, r (vgl. w z, i. Art), 

also ein spezieller Randpunkt yon .~[, so wird behauptet, dass-$P,~(zo) lco~vergiert 
oder divergiert, jenachdem z o auf dem Halbstrahle o . . .  z' yon o aus gesehen 

v0r z' oder hinder z' liegt. Liegt aber zo vor z', so ist f(z)  definitionsgem~ss in 

dem abgeschlossenen Gebiete zo �9 (~ regular; und da ffir alle I?/I----<I der Punkt  

Z=Zo. 1,;(!l) 

diesem abgeschlossenen Gebiete Zo. (~ angehSrt und E(!/) in [yl=<~ regular ist, 

so ist auch die mittelbare Funktion 

~0/)=f(Zo- i@)) 

in I Y I ~ I regular. Also ist 2"I5~(zo) absolu~ konvergent. - -  Liegt dagegen z o 

hi.nter z', so hat f ( z )  im off'hen Gebiete z o �9 (~ schon einen singul~ren Punkt  z~. 

Dieser muss fiir ein geeignetes y~ mit l y11<I  durch 

z~--Zo. 1@,) 

erhalten werden. Also hat ~p(y) im offenen Einheitskreise den singul~iren Punkt 

y~, und -~P~(Zo) muss notwendig divergieren. 

Damit ist schon alles bewiesen. 

Nachtr~glich erkennt man noch: Es wurde beim ersten, auf die Konvergenz 

bezfiglichen Tell des Beweises kein Gebrauch davon gemach~, dass der Einhei~s- 

kreis I Y I ----< I durch x = E ( y )  auf das abgeschlossene Gebiet ~t~ umkehrbar ein- 

deutig abgebildet wird. Es geniig~, wenn die Bilder der Punkte l Y l ~ I  s~mt- 

lich dem abgeschlossenen Gebiete ~ angehSren und dieses vollst~ndig bedecken. 
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w  

Spezielle Polynomentwicklungen im Mittag-Lefflerschen Stern. 

Wir wollen nun zeigen, dass in diesem Hauptsatze I die in der Einleitung 

und in w I genannten ~lteren Resultate als einfache Spezialf~lle enthalten sind. 

Es ist sofort klar, wie man die Transformation E(y) zu wi~hlen hat, damit 

d e r  Konvergenzstern ~ der resu|tierenden Polynomentwicklung mSglichst urn- 

fangreich wird: D a  ~,  wie schon erw~hnt, in den Mittag-Lefflerschen Hauptstern 

iibergeht, wenn (~ auf die Strecke o . . .  I degeneriert, so hat man, um diesem 

~ussersten hier noch in Betracht kommenden Fall mSglichst nahe zu kommen, 

nur dafiir zu sorgen, dass | die Strecke o . . .  I mSglichst nahe umschliesst. Wi t  

gehen daraufhin die ~lteren Beispiele (lurch. 

I. Bei der klassischen Eulerschen Transformation wird 

genommen. Hier 

(~ ist der Kreis 

2--y  

sind offenbar alle Voraussetzungen des Bauptsatzes I erfiillt; 

X - -  < - .  
3 

Damit sind die in w I Nr. 4 ausgesprochenen Behauptungen bewiesen. Da hier 

aber | die Strecke o . . .  i nicht nahe unschliesst, so wird ~ im allgemeinen 

nur einen geringen Teil des Hauptsterns des betrachteten Funktionselementes 

ausmachen. 

2. Bei der p-real iterierten klassischen Eulerschen Transformation wird 

x =  E(y)=-(q + y I):-qy (q-~2P-- I) 

genommen. Auch hier sind 

erfiillt, da (~ jetzt der Kreis 

alle Voraussetzungen des Hauptsatzes I offenbar 

q ] <  __q ~- I 
X 2 q + I ]  2 q + I  

ist. Dare r  sind auch die in w ~ Nr. 5 ausgesprochenen Behauptungen bewiesen, 
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Mit waehsendem p bzw. q sehtiesst sieh @ enger um die Strecke o . . .  I herum 

und geht in der Grenze in den Kreis 

X - -  < - 
2 

fiber. Dann wird ~ zum Borelsehen Summationspolygon. 

3. Ffir dieses Borelsche Summationspolygon aber kann auf diesem Wege 

keine Polynomentwicklung gewonnen werden, da (~ .~etzt den Nullptmkt nicht 

mehr in seinem Innern zu liegen hat, also E(o)=7o:VO ist. Wir  kommen hier- 

auf im n~ehs~en Paragraphen zuriiek, 

4. Bei den weiteren speziellen Entwicklungen wird E(y) meist folgender- 

massen gewonnen: Man w~hlt irgend eine Potenzreihe 

+ + . .  

mit positivem Konvergenzradius B und setzt ffir ein Q aus o < Q < B  die Funktion 

. . . .  , _  E, (Qy) 
x--~tY) ~ 7~Y+7~-f + 

an. Diese ist dann gewiss fiir l y l N i  reguli~r, u n d e s  ist E(o)=o  und E ( I ) = I ;  

sie kann also, falls sie den Einheitskreis noch in der vorgesehriebenen Weise 

~bbildet, als Transformationsfunktion genommen werden. Bei der klassisehen 

Eulerschen Transformation und ihren Iterationen wird z. B. 

genommen. 

I-- l /  

I q 
Fiir # =  bzw. # = - -  

2 q + i  
, q > o ,  erhi~lt man dann 

q 
q-}- I y I y 

E(y)=  
q ' q - -  (q'~- I ) - - q ~ '  

I - -  
q + i  

I 
mit Q = - .  

2 

w i e  in Nr. I und 2. Tatsiichlich macht EULER [2] auch genau diesen Ansatz 
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5. Herr I~ITTAG-LEFFLER benutzt in der 3. Note [7] die Funktion 

y 

El(y)=y. exp/ [~I ~-~I;'-- ] d ~  ~1 
[ \  I - - t ]  I 

1 
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mit R ~ I  und einem fl in o < ~ < I ,  das man gegen + i  wachsen lassen soll. 

Die in der genannten Note gewonnenen Polynomentwicklungen werden daher 

durch unseren Haup~satz geliefert, wean in ihm fiir ein e <  I 

mit der angegebenen Bedeutung yon E~(y) verwendet wird. Diese Funktion E~(y) 

selber ist fiir l Y I =  I noeh stetig und bildet, wie 1. c. genau ausgefiihrt wird, 

diese Kreislinie auf eine herzfSrmige Figur ab. Die Spitze liegt in + i fest, 

wahrend die einspringende Ecke eine negativ-reelle Abszisse hat, die mit ~-~ I 

nach o riickt. Dabei degeneriert die Figur auf die Strecke o . . .  I. Die ange- 

setzte Funk~ion E(y) wird also eine erzeugende Figur (~ liefern, die sich so eng 

um die Strecke o . . .  I herumlegt, wie man will, wofern nur bei festem Q< I der 

Parameter fl dich~ genug unterhalb I genommen wird. ~ Ist daher !~ irgend ein 

beschrank~es Gebiet, das einschliesslieh seines Randes im Innern des Hauptsterns 

des Funktionselementes f(z) liegt, so kann man 8 <  I stets so gross nehmen, dass 

auch dem Konvergenzgebiet ~ der zugehSrigen E-Transformation yon ~c,~z" 

angehSrt. In diesem Sinne kann. man sagen, dass f ( z ) :  ~c~z '~ in jedem be- 

stimmten inneren PunkCe z des Hauptsterns bei geeigneter Wahl  von fl auch 

E-summierbar ist zur Summe f(z). - -  Die Berechnung der Konstanten 7(~ ) fiihr~ 

I4err MITTAG-LEFF~ER an der genannten Stelle in allen Einzelheiten durch. 

5. Da die eben benutzte Funktion rechnerisch etwas komplizier~ erscheint, 

versuchten andere Forscher einfachere Vorschlage zu machen. I. FREDHOLM 

[3] S benutzte die Funktion 

E,(y)  = log 

1 exp w bedeu te t  e w . 
2 Dass der  Rand von ffl yon jedem Nul l s t rah l  in nu r  genau e inem Punk t e  getroffen wird,  

zeigt  Herr  MITTAG-LEFFLER n ich t  ausdriicklich. Doch is t  dies fiir den Divergenztei l  im Beweise 
des Haup tsa tzes  eine unerl~issliche Vorausse tzung.  Diese Lticke l~sst  sich indessen  ohne Schwierig- 
kei t  ausfiil len. 

8 Vgl. S. 365 der  4. der z i t ier ten  Arbei ten des Herrn MITTAG-LEFFLER I7]. 



328 Konrad Knopp. 

Hier  ha t  man also fiir ein e au~ o < e <  I die Funkt ion  

log(~--qy)  
X = .E( ,~ )  - -  l o g ( I - - Q )  

zu nehmen, die um so giinstiger ist, je n~her e bei + I liegt. Denn (~ hut  

dann die Gestalt  einer flachen Ellipse, deren I tauptachse  sich yon einer dicht 

links yon o gelegenen negativ-reellen Stelle bis + I ers t rec~.  Fiir  e - * +  i 

degeneriert (~ wieder in die Strecke o . . ,  ~, so class in dieser Hinsicht  dieselben 

Bemerkungen gelten wie bei dem vorigen Beispiel. - -  Die Berechnung der 7(~ ) 

fi~llt weniger einfach aus. 

7. Im  Anschluss an das Fredholmsche Beispiel gibt Herr  MITTxG-LEFFL~I~ 

noch eine etwas einfacher gebaute und fiir die Berechnung der Entwicklungs- 

koeffizienten gfinstigere Funkt ion  an. Man gewinnt  sie durch unsere jetzigen 

Ans~itze, indem man yon 

Y 
E (y) = i , - - . v )  ~ 

ausgeht  mi t  einem a aus o < 6 < i ,  das schliesslich -oo  rficken soll. 

man  nun speziell 
1 

Q ~ I - -  a ~, 

W~hl t  

so erh~lt man dies neue Mi~tag-Lefflersche Beispiel: 

Die Gestalt  yon (~ wird genau bestimmt, und die nun sehr einfache Berechnung 

der 7(~ ) vollst~.ndig durchgefiihrt .  Wegen 

h a t  man soforfi 

n - - k  \ I - -a~? ak' 

- -Koef f i z ien ten ,  die, wie die FunkCion /~(y) unmit te lbar  erkennen l~sst, s~mtlich 

positiv sin& 
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8. Nieht wesentlich davon verschieden ist die Wahl  
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die fiir ein ,o< I Zll 

J~I(V) = I - - ( I - - . ? ] )  a ( O < C ~  I:  t~ ----~ O) ~ 

I - - ( I  - -  Q,I]) a 
X =  / ~ ( y ) - -  I - - ( I - - Q ) a  

fiihrt. Die EntwicMungen 

(El(y))k = nIkl ,k. + . . .  

werden hier wieder ganz einfaeh, da man, um die fl~t zu gewinnen, nur je end- 

lieh viele Binomialentwieklungen zu addieren hat. Man finder [I; S. 45o] 

k 

n ~r =0 f ?$ 

Da El(y  ) fiir o < a <  I lauter positive Entwieklungskoeffizienten hat, so sind aueh 

hier die fll~ ) sis positiv. 

9. Ein anderer Vorschlag des t t e r r n  MITTAG-L~FFLEg ~ besteht noch darin, 

v o n d e r  Abbildung eines Kreisbogenzweiecks mit immer spitzer werdendem Winkel 

auszugehen, d. h. fiir ein a > o yon 

(I-~-.t])a-- (I --~)9 
/~I(Y) ~ -  C~(I nt-y)a + (I  __y)a  

auszugehen und a--~o abnehmen zu lassen. Die fiir ein Q < I durch 

x = E(y  ) - -  E ,  (Qy) 
E(~) 

gelieferte erzeugende Figur (~ umschliesst dann die Strecke o . . .  i um so enger, 

je kleiner cr > o gewiihlt wird. Fiir a -oo  degeneriert sie zu der genannten Strecke. 

IO. In den bisherigen Beispielen wiesen die Bilder der Peripherie des Ein- 

heitskreises vermSge der Funktion El(y  ) in + I Ecken mit yon o verschiedenem 

(wenn auch mit fl-~I bzw. a--~o zu o abnehmendem) Winkel auf, oder sie 

schnitten die reelie Achse in vertikaler Richtung. Eine besonders gute Approxi- 

mation des Hauptsterns durch die Gebiete ~ wird man erwarten kSnnen, wenn 

1 I n  der  3. Note  [7], S. 228. Hier  i s t  auch  auf  Her rn  Y. VOLTEIIRA Bezug genomme  n. 

42--25280. Acta mathematica. 47. Imprim6 le 28 d6cembre 1925. 
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dieses Bild yon vornherein bei + i eine Spi~ze mit horizontaler Spi~zentangente 

hat. Dann hat ihr Spiegelbild am EinheRskreise etwa die Gestalt einer grossen 

Kardioide, die ihre Spitze in + I zu liegen ha~ und dor~ den Halbstrahl + ~... + 

als Spitzentangente besitzt. Da die Kardioide a ls  Spiegelbild einer Parabel ~m 

Einheitskreise gewonnen werden kann, so wird mun uuf folgenden Weg gefiihrt, 

um eine geeignete Funktion E~(y) herzustellen: Die Funk~ion 

bilde~ das Innere der Parabel 

= > o 

auf den EinheRskreis der y-Ebene ab. Also bildet 

das ~_ussere einer Kardioide in der soeben beschriebenen Lage auf das Innere 

des Eiaheitskreises ab, und 

X : t - -  
I5 e~ arc tg 2 ] / y  

wird umgekehrt das Inhere des Einheitskreises l y l <  I auf das .~ussere der 

Kardioide in der x-Ebene abbilden. Hierbei en~spricht der Randpunkt y = - -  

der Spitze + I der Kardioide. Ersetzt man y durch ~ y  und fiihrt den Lo- 

garithmus ein, so erkenn~ man, dass 

X ~ I +  r162 

4 l~ I 4 V-y z~ ] 

das Gebiet lYl < i so auf das ~_ussere der Kardioide abbilde~, dass die beiden 

Randpunl~e + I einander entsprechen. Die reziproke Funktion endlich, ulso 

die Funktion 

= - 

I 

I -~- 4 l o g  i__]/~ 

bildet die Peripherie lYI= i auf das Spiegelbild der Kardioide am Einheitskreise 
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ab, also auf eine Kurve, die (bei Meinem a > o )  die Streeke o . . .  I eng um- 

sehliesst und in + I eine Spitze mit horizontaler Spitzentangente hat. ~ Fiir 

ein dicht unterhalb x gelegenes Q ist dann wieder 

= E ( y )  - E ( e )  

eine zur Verwendung im ttauptsatz geeignete Transformationsfunktion. Auf 

die ganz elemens durchfiihrbare Untersuchung, dass  (~ die erforderlichen 

gestaltlichen Verh~ltnisse aufweist, wollen wir hier verzichten und nur noch 

hervorheben, dass die Entwicklung yon /~I(Y): 

] 
J~I(Y) : I ) + y~+ + a i I Y~+ I + a y + -  I .. + . . . +  . . . . . . .  

2 3 2 n - - I  

=fllY +fl~Y~ + ,  

wie sieh leieht zeigen l~isst, lauter positive Koeffizienten hat. 1 Das auf diese 

Funktion gegriindete Summiermlgsverfahren gehSrt daher, wie al le  durch die 

bisher besprochenen Beispiele eingefiihrten Verfahren, zu derjenigen Klasse, die 

Herr O. PERRON [8] ausschliesslich seinen Betrachtungen zu Grunde legt. 

Allgemeinere Entwieklungen im Mittag-Lefflersehen Stern. 

Wir hatten bisher, um zu Polynomentwieklungen zu gelangen, in der 

Entwicklung 

x -= E ( y )  --= 7o + 71Y + 7,.Y 2 + �9 

1 H e r r  TH. KALUZA z e i g t  in einer demnachst  in der Mathematischen Zeitschrift  erscheinenden 
Arbei t  allgemein, dass tier Divisionsansatz 

I 
I + a l y + a 2 y ' ~ +  . . .  = I - - t ~ Y - - ~ ' 2 Y * "  . . . .  

lauter  positive f i n  liefer~, falls die a n  positiv sind und  

ist. Dies ist  aber in unserm Falle erfiillt. 
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vorausgesetz~, dass E (o )=yo=O sei, dass also y = o  ein Fixpunkt  der Abbilduug 

sei uud demgem~tss im Innern  yon (,~ liege. Is t  7o#0,  so wird - -  die Konver- 

genz yon 2a,,x '~ fiir gewisse x # o  vorausgesetzt - -  die Reihe 

oe 

Z a,,(E(Y)) '~ 

dann und nur  dann fiir alle hinreichend /deinen y konvergieren, wenn 7o im 

Innern  des Konvergenzkreises yon ~a,,x" liegt. Gehen wir" sogieich zur An- 

wendung der Betruchtungen auf Potenzreihen fiber, nehmen wir also a,,--~,~ o, 

so sehen wir, dass 

F, - Y E(v)) 
? ~ 0  ~ l ~ 0  

dann und nur  dann fiir alle hinreichend kleinen y konvergiert,  wenn Zo7 o im 

Innern  des Konvergenzkreises yon ~c,,z '~ - -  sein Radius heisse wieder r -  liegt, 

wenn also 

ist. Dann daf t  aber auch wieder die Umordnung nach Potenzen von y vor- 

genommen werden, was nun eine Entwicklung der Form 

mit  

~c 

Y 

~c 

ergibt. Wir  bezeiehnen auch jetzt  wieder die nach analytischen Funkt ionen 

fortschreitende Reihe Y.G,,(z) als E-I'ransformation yon ~c~z n, und die letztere 

nennen wir E-summierbar zur E-Summe s, fails 5G,~(z) konvergiert  und die 

Summe s hat.  Dann  gilt  mit  nur  lmwesentlicher Modifikation der den Haupt-  

satz I des w 3 als Spezialfall enthal tende 

Hauptaat~ 2. Ist  die Funktion x==l~'(y) in J:~/J~r reguldr, ist I~'(I)==i 

and bildet sie den Kreis lY{ < I au f  eine erzeugende Figur @ ab, so ist das genaue 

Konvergenzgebiet ~' do" E- Trans/ormation 



Uber Polynomentwicklungen im Mittag-Lefflerschen Stern. 333 

or 

des Funktionselementes f ( z )= ~c~z ?' de~enige Teil ~' des zu ~3 als erzeugender 

Figur geh&'igen Sterns ~ dieses ~lementes, fiir dessen Punkte z die Bedingung 

17oZ[ < r 

e~fiillt ist: Innerhalb ~' ist Y.e,z" iiberall E-summierbar, und ihre .E-Summe liefert 

dort die analytische Fortsetzung von f(z); ausserhalb ~' ist die Reihe nicht mehr 
E-summierbar. 

Der Beweis ist im wesenflichen derselbe wie in w 3: Ist  Zo mit Iz0yo[ < r 

fest gew~hlt, so ist die Umordnung yon 

?1=0 ?g~0 

wege  Izo. E(o)l=lzo7o[< " fiir aUe hinreichend 

Reihen stellen die FunkCion 

= , ( v )  

kleinen y legitim, und beide 

dar. Die zweite Reihe wird daher in y =  + i  absolut konvergieren oder diver- 

gieren, jenachdem ~(y) in [y[_--<I reguliir ist oder in [Yl < I  schon eine singul~re 

Stelle hat. Das erste tri t t  aber - -  und aus genau denselben Griinden wie in 

w 3 - -  sicher ein, wenn z o im Innern yon ~ liegt, das zweite, falls es ausser- 

halb ~ liegt. Damit ist der Beweis schon vollendet. 

Fiir PunkCe z, die innerhalb des Kreises IZTo[<r auf dem Rande yon 

oder auf der Peripherie IzTo[--r liegen, bleibt das Konvergenzverhal~en wieder 

unentschieden. 

Als Beispiel fiihren wir En~wicklungen fiir das Borelsche Summations- 

polygon durch. Hier ist die erzeugende Figur (~ der Kreis 

I x - - I I  ~ I - ' 2  2 

der den Nullpunkt auf dem Rande zu liegen hat. Funl~ionen E(y), die den 

Einheitskreis auf diesen Kreis (~ abbilden, sind etwa die folgenden: 
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oder aUgemeiner 

E ( V )  = ~ + ~s 
2 

i + y  
E(y) --  q-- (q--2)y  

I 
mit einem reellen q > i .  Bier ist 7 o ~ - .  Daher wird die entstehende Ent- 

q 

wicklung in demjenigen Teil des Borelschen Summationspolygons von ~c,,~z ~ 

konvergieren, in dem ] z ] < q r  ist, und wird ausserhalb dieses Gebietes diver- 

gieren. Falls also das Summationspolygon iiberhaupt beschriinkt ist, kann man 

q stets so gross w~hlen, dass ~ c , , z  ~ in diesem ganzen Polygon E-summierbar ist, 

Und in jedem Falle kann man wieder sagen, dass ~ c n z  ~ in jedem bestimmte~ 

Punkte des Summationspolygons E-summierba.r ist, falls der Parameter q gross 

genug genommen wird. 

Setzt man, wie bisher, 

und fiir k > o 

.E(y) ~ 7o + 71Y + 7~Y 2 + ' 

(E(y))~ = r~) + y~)y + r'i~)v ~ + , ,  

so ist jetzt 7(o ~ ~,(o)~_o fiir n>=I und ffir k > I  und alle n ~ o  

I k 
.n ) ( v )  "§ \ k - i  ! + 

+ 

Setzt man mit diesen Wer~en 

G~(z) = ~_~ 7~ ) ekz ~ (n=o,  I, 2 , . . . )  
k :O  

an, so ist ~ G , ( z )  also in demjenigen Teil des Borelschen Summationspolygons 

yon f ( z )  = ~CnZ" konvergent, in dem ]z] < qr ist, und liefert dort die analytisehe 

Fortsetzung yon f ( z ) .  Ausserhalb dieses Gebietes ist die Entwicklung divergent. 
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