UBER POLYNOMENTWICKLUNGEN IM MITTAG-LEFFLER-
SCHEN STERN DURCH ANWENDUNG DER EULERSCHEN
REIHENTRANSFORMATION.

Vox
KONRAD KNOPP

in KONIGSBERG i. I'r.

Einleitung.

Herr G. Mirrac-Lerrrer hat seit 1882 das Problem der analytischen Fort-
setzung eines gegebenen Funktionselementes — d. h. der Gewinnung eines arith-
metischen Ausdrucks, der in einem moglichst ausgedehnten Gebiete die durch das
Element definierte Funktion darzustellen vermag — umfassend in Angriff genom-
men und insbesondere durch seine grossen Arbeiten in den Acta mathematica aus
den Jahren 1900 bis 1905 in vollkommenster Weise beantwortet [7]. Diese Ar-
beiten haben iiberdies eine grosse Zahl weiterer Untersuchungen® angeregt, deren
wichtigste Ergebnisse von Herrn L. BreperBacH in seinem Encyklopidie- Artikel [1]
zusammengestellt worden sind.?

Im folgenden mochte ich nun zeigen, wie ein erheblicher Teil dieser Ergeb-
nisse — unter ihnen die schénen Hauptsitze der 3. Note des Herrn MiTrac-
LrrrrLER — in iiberraschend einfacher Weise dadurch gewonnen werden kann,
dass man die klassische Eulersche Reihentransformation in einer naheliegenden
Verallgemeinerung verwendet, wie dies fiir andere Zwecke schon 1898 von Herrn

E. Linperdr [6] und neuerdings von Herrn O. PErrox [8] getan worden ist. Dann

! Ausfiihrlichere Literaturangaben findet man in der 2. bis 5. Note des Herrn MITTAG-
LEFFLER.

? Hier ist auch die gesamte in Frage kommende Literatur aufgefiihrt.

40—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 23 décembre 1925.
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werden uns die durchaus elementaren Methoden, die fiir die klassische Eulersche
Reihentransformation schon seit lingerem bekannt sind, unmittelbar zu all den
Polynomentwicklungen im Mittag-Lefflerschen Stern fiithren, die Herr Mirrac-
LerriER in der genannten Note aufgestellt hat, und die von anderen im Anschluss
an seine Arbeiten angegeben worden sind. Aber dariiber hinaus werden wir noch
zu allgemeineren Entwicklungen nach analytischen Funktionen gelangen, deren
Gewinnung nach den bisherigen Methoden nicht ohne weiteres moglich zu sein
scheint.

In § 1 werde ich die bekannten Eigenschaften der klassischen KEulerschen
Reihentransformation, die als Vorbild fiir die Verallgemeinerung dienen sollen,
zusammenstellen. In § 2 wird eine mehr g'eometrische Zwischenbetrachtung iiber
die in Frage kommenden Sternbereiche eingeschaltet, und in § 3 die in Aussicht
genommene Verallgemeinerung der Eulerschen Transformation angegeben, sowie
der Hauptsatz iiber das Konvergenzgebiet derselben bei Anwendung auf Potenz-
reihen bewiesen. Die oben erwihnten Entwicklungen nach Polynomen sollen
in § 4 durch Spezialisierung aus dem Hauptsatze hergeleitet werden, und § 5 soll
diesen Hauptsatz von den zunichst gemachten Einschrinkungen befreien und so
zu den schon angedeuteten allgemeineren Entwicklungen nach analytischen Funk-
tionen fiithren.

§ 1.

Die klassische Eulersche Reihentransformation.

Die klassische Kulersche Reihentransformation [2] bezieht sich zuniichst
auf Reihen

£
2

n-=0

mit konstanten Gliedern, und ihr urspriinglicher Zweck war wohl bei Evirer, die
Konvergenz der Reihe zu verbessern. Sie wird folgendermassen gewonnen: Die
Reibe 3 a, kann aus

o
Za,.x" fiir  x=1

n=0

oder aus



Uber Polynomentwicklungen im Mittag-Lefflerschen Stern. 315

Zdn( Y )n fir y=1

n=0 2—-?/

entstanden gedacht werden. Entwickelt man die letztere Reihe formal nach Poten-
zen von ¥, so erhilt man die Reihe

o
’
2day

n=>0

, , 1 [ {n—1 n—1 , n—I
& y=a, und an:;;[( o )a1+( . )aQ-r--~+(n#I)an]

fiir »=1. Setzt man nun erst y=1, so erhidlt man die Reihe

. o L [(n—1 n—1 ‘
Zan=ao+ 2?"[( o )(/t1+'-~+(n__l)an],

n=0 n=1

mit

die man als die Fulersche Transformation von = a, bezeichnet.

Die Eigenschaften dieser Transformation sind eingehend untersucht worden.'
Es sei das folgende hervorgehoben:

1. Wenn die urspriingliche Reihe = an konvergiert, so konvergiert auch die
transformierte Reihe 3a’,, und beide haben die gleiche Summe. Man nennt das
den Permanenzsatz des Verfabrens [4; S. 232).

2. Demgegeniiber lehren allereinfachste Beispiele (s. Nr. 3), dass die trans-
formierte Reihe 3a', sehr wohl konvergieren kann, wenn die urspriingliche Reihe
divergiert. Von dieser letzteren sagt man dann, dass sie durch das Eulersche Ver-
Jahren summierbar, kiirzer: dass sie E-summierbar sei [4; S. 235]. Als ihren Wert,
genauer: als ihre E-Summe sieht man dann natiirlich die gewdhnliche Summe
ihrer E-Transformation — wie wir die Reihe 34, in Bezug auf 3 a, kurz nennen
wollen — an. Ist die urspriingliche Reihe von vornherein konvergent, so kann
die transformierte Reihe erheblich besser konvergent sein (s. Nr. 3). Beide Eigen-
schaften konnen fiir numerische Zwecke von Vorteil sein.

3. Transformiert man z. B. die geometrische Reihe 1+2+42°+ -, so erhilt
man als ihre E-Transformation die Reihe

2z zfz+1 2 n—1
I+_+‘(_»+”W1(ﬁg) .
2 2\ 2 2

! Vgl. etwa A, PRINGSHEIM [9] und K. KNxoPP [4), [5).
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Diese konvergiert nicht nur fiir |2|<1, sondern in dem (4-mal so grossen) Kreise
|z+1]<2, der den Einheitskreis villig umschliesst. Und in denjenigen Punkten
des Einheitskreises, in denen

+1

éjztl <|z| oder

ist, d. h. also in den Punkten des Einheitskreises, die zugleich ausserhalb des

Kreises

1l 2., . | S, .
z—g =— liegen, z. B. in g=—, ist die Konvergenz der transformier-
3

ten Reihe besser als die der urspriinglichen.

Hiernach ist also die geometrische Reihe IZz" noch weit ausserhalb ihres
Konvergenzkreises E-summierbar, und ihre Summe ist dort

z 1 I
=171 _+. — e = s

2I &+ I—z

2

‘liefert also die analytische Fortsetzung der im Einheitskreise durch Xz" darge-
stellten Funktion.

4. Hiernach liegt die Vermutung nahe, dass die Anwendung der E-Trans-
formation auf beliebige Potenzreihen diese noch in gewissen Gebieten ausserhalb
ihres Konvergenzkreibses zu summieren vermag, und dass man dadurch die analy-
tische Fortsetzung des gegebenen Funktionselementes gewinnen wird. Dem ist
in der Tat so. Ist etwa die Potenzreihe

@€
Sener

n==0

mit positivem endlichem Konvergenzradius vorgelegt, so lautet ihre IE-Trans-
formation

1 I —1 —1 3 -1
co+—clz+-~+7[(n )clz-{-(“ )cgz‘+--~+( )cnz"]+~-
2 2 o] I n—I

Sie ist also eine Polynomentwicklung mit besonders einfach gebauten Polynomen.

Der genaue Konvergenzbereich & dieser Entwicklung ist der folgende [4;
S. 239]: Bs sei {, der erste auf dem Halbstrahl arc z=g=const. beim Fortsetzen
des Elementes Xc,z” von o her angetroffene singulire Punkt, und es sei K, der
Kreis
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2
Pale ! |< 2,

>

also derjenige Kreis, der aus dem in Nr. 3 benutzten durch Multiplikation aller
seiner Punkte mit [, hervorgeht. Ist X¢,2" lings des ganzen Strahles arc z=¢
regulir, so werde unter [, der unendlich ferne Punkt und unter K, die ganze
Ebene verstanden. Dann st & der Durchschnitt aller K, fiir o=¢<2m. In den
einfachsten Fillen ist also & ein Kreisbogenpolygon, und in jedem Falle ein
konvexer Bereich, der den Konvergenzkreis von 3¢, 2z" umschliesst. Im Innern
von & ist I¢, 2" iiberall E-summierbar, ausserhalb von § dagegen nirgends; nur
auf dem Rande von & bleibt das Konvergenzverhalten unentschieden. Im Innern
von R ist die E-Transformation von Ie¢,2z" sogar absolut konvergent.

5. Transformiert man die F-Transformation Za’, von Ia, noch einmal in

derselben Weise usw., so gelangt man nach p Schritten zu der Reihe

71* ,,Iﬁ n—1 n—1 A n—1 n—-2 n—I ]
a°+q+1a1+ +(q+1)”[( o )q a, - L) ay+ -+ 1] +-

bei der zur Abkiirzung 2P—1=q gesetzt worden ist. Diese Transformation wiirde

Y . oY
—y sogleich durch (g 1)—qy

ersetzt und 3 a, 2" wieder formal nach Potenzen von y entwickelt. — Bei Anwen-

man auch direkt erhalten, wenn man x statt durch

dung auf die geometrische Reihe liefert dies die Entwicklung

& . & fera\mt
I+q+1+ +q+1(q+1) T

die in dem Kreise

lz+q|<q+1
konvergiert und dort die Summe
z I 1
I+q+1 I_Z;{;;&_I—Z
g+ 1

hat, also die analytische Fortsetzung von = 2% liefert. Fiir wachsende p bzw. ¢ approxi-
mieren diese Kreise die Halbebene 3R (2)<<1 in dem Sinne, dass jedes beschrinkte
Gebiet, das einschliesslich seines Randes dem Innern dieser Halbebene angehort,
fiir hinreichend grosses g auch im Innern des genannten Kreises liegt.
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Analog erhilt man durch Anwendung dieser p-fach iterierten E-Transforma-
tion auf die Potenzreihe =¢,2" die Polynomentwicklung

o PSSR LY L n
00+q+lclz.. +(q+1)n[( o )q e e+ +(n__1)cnz 4+

Ihr genaues Konvergenzgebiet & wird ganz ebenso wie in Nr. 4 erhalten; man

hat fiir K, jetzt nur die Kreise
|~Zj —I—ql <gqg+1
Sy

zu nehmen. Im Innern dieses Gebietes & ist die Entwicklung wieder absolut
konvergent. Fiir wachsende ¢ approximieren diese Gebiete R=§ () das soge-
nannte Borelsche Summationspolygon, das man erhilt, wenn man die Kreise K,
durch die Halbebenen
z
SH(—)<I
8o

ersetzt: Jedes beschrinkte Gebiet, das einschliesslich seines Randes dem Innern
des Borelschen Summationspolygons angehort, liegt fiir ein hinreichend grosses
g auch im Innern von & [4; S. 239 f£].

Ein Beweis der in Nr. 4 und 5 angegebenen Tatsachen wird sich weiter
unten sehr einfach ergeben.

§ 2.
Die Sterngebiete.

Ehe wir nun die in Awussicht genommene Verallgemeinerung der eben be-
sprochenen klassischen Eulerschen Reihentransformation vornehmen, wollen wir
die Gewinnung des Konvergenzgebietes & unter einem allgemeineren Gesichts-
punkte betrachten. ‘

Dazu sei & ein einfach zusammenhiingendes, von einer stetigen doppelpunkt-
losen Kurve € umschlossenes Gebiet, das die Punkte der reellen Strecke o<<z<1
in seinem Innern, und den Punkt +1 auf seinem Rande zu liegen hat.! Uber-
dies soll jeder aus dem Nullpunkt gezogene Halbstrahl nur genau einen von

! & ist offen zu denken; soll sein Rande § hinzugenommen werden, so wird das Gebiet aus-
driicklich als abgeschlossen bezeichnet.
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o verschiedenen Punkt mit dem Rande € von & gemein haben. Jedes solche
Gebiet ® wollen wir mit Herrn Mirrac-LEFrLER eine erzeugende I'igur nennen.

Mit Hilfe von & soll nun jedem Funktionselement f(z)=Z3¢,2" mit posi-
tivem, endlichem Konvergenzradius auf folgende zwei Arten ein »Stern» zugeord-
net werden:

1. Art. Fir ein ¢<4o0 bezeichne ¢.@® dasjenige Gebiet, dessen Punkte durch
Multiplikation mit ¢ aus den Punkten von & hervorgehen. Durchliuft nun ¢ von
o an die Punkte eines bestimmten Halbstrahles arc z=—@== const. in der ¢-Ebene,
so wird das Gebiet ¢.®, solange |¢| hinreichend klein ist, ganz im Innern des
Konvergenzkreises von f(z) liegen, also f(z) in ¢.® regulir sein. Bezeichnet 7,
die obere Grenze der |¢| dieses Halbstrahles, fiir die f(z) in ¢- ® noch regulir
ist, und wird

,r([) . ei P — Z‘P

gesetzt, so kénnen wir 2, als den lefefen Punkt des Halbstrahles bezeichnen, fiir
den f(z) in 2, -® noch regulir ist, oder als den ersten Punkt des Halbstrahles,
fiir den f(z) auf dem Rande von 2,-® eine singuliire Stelle zu liegen hat. Die
Vereinigungsmenge aller abgeschlossenen Strecken

0...2, fir o=¢<2m

werde als der zu & gehorige Stern R, des Elementes f(z) bezeichnet. Ist dann g,
ein Punkt des Halbstrahles o ... z,, der von o aus gesehen jenseits 2, liegt, so
ist wegen der vorausgesetzten Gestalt des Gebietes © im Innern von z, - ® sicher
ein singulidrer Punkt von f(z) gelegen.

2. Art. Es sei @  das Gebiet derjenigen Punkte z, fiir die jI ausserhalb

& liegh, so dass & das von der zu € reziproken Kurve €' berandete, den
Nullpunkt enthaltende Gebiet ist. Ist dann (wie in § 1, Nr. 4) {, der erste
auf dem Halbstrahl arc z==p— const. beim Fortsetzen des Elementes f(z)= 3¢, 2"
von O her angetroffene singulire Punkt (bzw. {,=o0, falls auf dem betreffenden
Halbstrahle kein singulirer Punkt liegt), so werde der Durchschnitt aller abge-
schlossenen Gebiete

Cp- & fiir oZgp<en

als der zu ® gehirige Stern K, des Elementes f(2) bezeichnet.!

! Fiir Ly= % soll &y - &’ natiirlich wieder die ganze Ebene bedeuten,
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Wir werden sogleich zeigen, dass in jedem Falle 8 =8, ist. Diesen auf
beide Arten erhaltenen Bereich bezeichnen wir dann kurz als den zu ® als
erzeugender Iigur gehorigen Stern R des Elementes f(2). Die zweite Konstruktion
von & ist die anschaulichere. Sie lehrt z. B. sofort, dass, wenn &’ ein konvexes
Gebiet ist, auch der Stern & konvex ausfillt. In den Beispielen des § 1, Nr. 4
und 5, wurde & auf diese zweite Art konstruiert; hier war &' der Kreis

lz+q|<q+r1,

also die erzeugende Figur & das Kreisgebiet

o q q+1
2q+1 2q+1
Fiir g—o geht dies Gebiet in den Kreis
1 1
e
2] 2

iber, der die erzeugende Figur fiir das Borelsche Summationspolygon abgibt, fir
das & die Halbebene R(z)<<1 ist. Der zugehorige Stern ist also wirklich in den
einfacheren Fillen ein Polygon. Degeneriert & zu der abgeschlossenen reellen
Strecke 0=<z=1, so wird &' zu der von +1 nach + o lings der positiv-reellén
Achse aufgeschnittenen Ebene, und £ zu dem Mittag-Lefflerschen Hauptstern,
der von der Vereinigungsmenge aller (bei {, offenen) Strecken o . .. §, gebildet wird.

Dass nun & =8, ist, erkennt man folgendermassen:

a) Beweis, dass $,=8,. Es sei z, ein spezieller der Punkte von &,, also
ein Punkt einer der abgeschlossenen Strecken o...£,. Dann ist zu zeigen, dass
2z, allen, ebenfalls abgeschlossenen Gebieten (, - ®& angehért.' Nun ist defini-
tionsgemiss f(z) im Innern von z,. & regulir, wihrend jedes {, ein singulirer
Punkt ist. Es liegt also

ein jedes £y ausserhalb oder auf dem Rande von z,-&.
Daher llegt Q{P » » » » » » (&j)
2 :

und folglich =2 innerhalb » » >  »  » &,
[7

! Fiir diejenigen {p, die = zu setzen sind, ist ja nichts zu beweisen.
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b) Beweis, dass $,=8,. Es sei jetzt 2, ein nicht zu & gehoriger Punkt.
Er liegt dann auf der Verlingerung einer der Strecken o ...z, iber z, hinaus,
und im Gebiete z; - & muss dann, wie schon oben bemerkt, ein singulidrer Punkt
{ von f(2) liegen. Da wegen der vorausgesetzten Gestalt von & dann auch die

ganze Strecke von o (exel.) bis { zu 2z, - & gehdrt, so muss auch einer der Punkte

gy — derjenige nimlich, fiir den gp= arc ¢ ist — im Gebiete 2z, - & liegen:
Es liegt ein o innerhalb 2 - .
Dann liegt > @,
2y
& ’
also : ausserhalb &,
S
und somit 2 » 8o @

Ein nicht zu &, gehoriger Punkt 2z, gehort also auch nicht zu &,. Daher
ist ®,=8,, und folglich & =K,.

§ 3
Die Verallgemeinerung der Eulerschen Reihentransformation.

Wir kommen nun zu unserm eigentlichen Thema, der Verallgemeinernng
der klassischen Eulerschen Reihentransformation und ihrer Anwendung zur Ge-
winnung von Polynomentwicklungen und zur analytischen Fortsetzung im Mittag-
Lefflerschen Stern. Sie besteht einfach darin, dass wir, anstatt in Ja, 2" fur x

. . . 4 . .
die spezielle Funktion x:—;—‘/—- einzufiihren und nach Potenzen von y umzuord-

nen, eine allgemeinere Funktion x=F(y) wiihlen, die nur gewissen gleich zu
nennenden Voraussetzungen zu geniigen hat. Diese naheliegende, aber iiberaus
fruchtbare Verallgemeinerung ist wohl zuerst von Herrn E. Lixpxror in seiner
schonen Arbeit »Remarques sur un principe général de la théorie des fonctions
analytiques»> [6] angegeben und fiir Probleme der analytischen Fortsetzung an-
gewendet worden. Das dabei zur Geltung kommende allgemeine Prinzip ist das
der Nutzbarmachung der durch E(y) vermittelten konformen Abbildung. Neuer-
dings hat Herr O. Prrron im Anschluss an [4] dhnliche, wenn auch nicht so
weitgehende Verallgemeinerungen betrachtet [8), und Anwendungen davon ge-

macht, die sich mit den unsrigen nahe beriihren.
41—26280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 23 décembre 1925.
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Es sei also

e=Ey)= 0ty +reyt

eine Funktion von y, von der wir zunichst voraussetzen, dass sie vm abgeschlosse-
nen Einheitskreise requldr ist und dass sie das Gebiet |y|<<1 auf eine erzeugende
Figur & in der x-Ebene eineindentiy abbildet und zwar <o, dass y=+1in r=+1

iibergeht. Eine beliebige Reihe X a, kann dann aus

- -]
Zana;" fiir x=1

n—o

oder aus

Ran(Ely) fir y=1

n—0

entstanden gedacht werden. Entwickelt man die letztere Reihe formal nach
Potenzen von y, so moge die Reihe

o
RS
n=0
entstehen. Setzt man nun erst y=1, so soll die gewonnene Reihe
k4
7’
3.
n—o

als wverallgemeinerte Eulersche Transformation, kurz: als (e E-Transformation be-
zeichnet werden. Ist Xa, konvergent zur Summe s, so heisse Ya, wieder E-
summierbar mit der E-Summe s.

Um die Transformation explizit durchzufithren, setzen wir
(E@)=rP+70u+/y"+ (k=o0,1,2,...).
Dann wiire

®
g (k)
an 27n (43
k—0

zu nehmen. Um den hier notwendigen Konvergenzfragen zunichst aus dem
Wege zu gehen und bei Anwendung auf Potenzreihen zu Polynomentwicklungen
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zu gelangen, setzen wir weiter voraus, dass y,=o ist, dass also neben y==+ 1 auch
y=o0 ein Fixpunkt der Abbildung durch x=E(y) ist und dass dieser im Innern

von & liegt. Dann ist a'y=qa,, und fir n=1
dn=yMa+yDag+ - +yMa,.

Ist nun Xa, wieder die Potenzreihe X¢,2" mit dem positiven endlichen Konver-
genzradius », so liefert ihre FK-Transformation die Polynomentwicklung

o

Pn-(z)»

wenn fiir n=1

PWezt+yB e+ 4y ey 2" =Pyle)

und iiberdies c,—P,(z) gesetzt wird. Uber den Konvergenzbereich dieser Poly-
nomentwicklung gilt nun der folgende

Hauptsatz 1. Ist die Funktion x=E(y) in |y| <1 reguldr, ist E(o)=0 und
E(1)=1 wund bildet sie den Kreis |y| <1 eineindeutig auf die erzeugende Figur &

ab, so ist das genaue Konvergenzgebiet & der E-Transformation

D Paule)
n=0
des Funktionselementes f(2)=3 cn2™ der zu & als erzeugender Figur gehirige Stern
R dieses Elementes: Innerhalb & ist I cnz" iiberall E-summierbar und <hre E-Summe
licfert dort die analytische Fortsetzung von f(2); ausserhalb von R ist die Reihe
nicht mehr E-summierbar.
Der Beweis ist iiberraschend einfach: Es sei z, fest gewihlt. Dann war,

um die E-Transformation von 3¢,2? zu erhalten, die Reihe
Den2t(Ely)*  formalin D) Pale)y"
n=0 n=0

umgeordnet worden. Wegen FE(o)=o0 ist diese Umordnung fiir alle hinreichend
kleinen y offenbar legitim, und es sind dann beide Reihen konvergent und steller
dieselbe Funktion von y, ndmlich die Funktion

e EG)=vly)
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dar. Daher wird die zweite der Reihen im Punkte + 1 sicher absolut konvergieren,

o«
Z,Pn (z,)  absolut konvergent,
n=0
wenn diese Funktion ¥w(y) im abgeschlossenen Einheitskreise |y| =1 regulir ist.

Dagegen wird die Reihe sicher divergieren,

D Pulze)  divergent,
n =0
wenn Y(y) im offenen Einheitskreise |y| <1 schon eine singulire Stelle besitzt.
Aus diesen beiden fast selbstverstindlichen Bemerkungen folgt nun sofort
der Hauptsatz 1: Denn ist 2z’ ein spezieller der Punkte z, (vgl. § 2, 1. Art),
also ein spezieller Randpunkt von &, so wird behauptet, dass X Py(z,) konvergert
oder divergiert, jenachdem z, auf dem Halbstrahle o ...z von o aus gesehen
vor 2 oder hinter 2 liegt. Liegt aber z, vor 2’, so ist f(2) definitionsgemiss in

dem abgeschlossenen Gebiete z, & regulir; und da fiir alle |y| <1 der Punkt
z=2o - L(y)

diesem abgeschlossenen Gebiete 2, & angehort und E(y) in |y|=1 regulir ist,
so ist auch die mitfelbare Funktion

Wwy)=r (e - E(y))

in |y|<1 regulir. Also ist I P,(z,) absolut konvergent. — Liegt dagegen z,
hinter 2', so hat f(2) im offencn Gebiete z,. & schon einen singuliren Punkt z,.
Dieser muss fir ein geeignetes y, mit |y;|<1 durch

z,=2, - Fly,)

erhalten werden. Also hat y(y) im offenen Einheitskreise den singuliren Punkt
¥y, und 3 P,(z,) muss notwendig divergieren.

Damit ist schon alles bewiesen.

Nachtriiglich erkennt man noch: Es wurde beim ersten, auf die Konvergenz
beziiglichen Teil des Beweises kein Gebrauch davon gemacht, dass der Einheits-
kreis |y|=1 durch z=E(y) auf das abgeschlossene Gebiet  wmkehrbar ein-
deutig abgebildet wird. Es geniigt, wenn die Bilder der Punkte |y|=1 simt-
lich dem abgeschlossenen Gebiete & angehoren und dieses vollstindig bedecken.
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§ 4
Spezielle Polynomentwicklungen im Mittag-Lefflerschen Stern.

Wir wollen nun zeigen, dass in diesem Hauptsatze 1 die in der Einleitung
und in § 1 genannten iilteren Resultate als einfache Spezialfille enthalten sind.

Es ist sofort klar, wie man die Transformation E(y) zu wihlen hat, damit
der Konvergenzstern & der resultierenden Polynomentwicklung moglichst um-
fangreich wird: Da &, wie schon erwihnt, in den Mittag-Lefflerschen Hauptstern
iibergeht, wenn & auf die Strecke o ... 1 degeneriert, so hat man, um diesem
dussersten hier mnoch in Betracht kommenden Fall moglichst nahe zu kommen,
nur dafiir zu sorgen, dass & die Strecke o ... 1 moglichst nahe umschliesst. Wir
gehen daraufhin die élteren Beispiele durch.

1. Bei der klassischen Eulerschen Transformation wird

OCZE(?/):Z?T/y

genommen. Hier sind offenbar alle Voraussetzungen des Hauptsatzes 1 erfiillt;
@ ist der Kreis

1| 2
z—=| <=
3 3

Damit sind die in § 1 Nr. 4 ausgesprochenen Behauptungen bewiesen. Da hier
aber & die Strecke o...1 nicht nahe unschliesst, so wird & im allgemeinen
nur einen geringen Teil des Hauptsterns des betrachteten Funktionselementes
ausmachen.

2. Bei der p-mal iterierten klassischen Hulerschen Transformation wird

v=Ep)=—t  (g=2v—1)

(g+1)—qy

genommen. Auch hier sind alle Voraussetzungen des Hauptsatzes 1 offenbar
erfiillt, da ® jetzt der Kreis

‘”"“Ll ot
2q+1 2q9+1

ist. Damit sind auch die in § 1 Nr. 5 ausgesprochenen Behauptungen bewiesen.
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Mit wachsendem p bzw. ¢ schliesst sich & enger um die Strecke o ... 1 herum
und geht in der Grenze in den Kreis

iber. Dann wird & zum Borelschen Summationspolygon.

3. Fiir dieses Borelsche Summationspolygon aber kann auf diesem Wege
keine Polynomentwicklung gewonnen werden, da & jetzt den Nullpunkt nicht
mehr in seinem Innern zu liegen hat, also E(0o)=p,+0 ist. Wir kommen hier-
auf im néchsten Paragraphen zuriick.

4. Bei den weiteren speziellen Entwicklungen wird E(y) meist folgender-

massen gewonnen: Man wihlt irgend eine Potenzreihe

E1(f‘/):ﬂly+52.”/2 +

mit positivem Konvergenzradins R und seizt fir ein ¢ aus o<g< R die Funktion

E,(ey)
x=Ely)=="S=y g+t + -
W)="F g 1Yty
an. Diese ist dann gewiss fiir |y|=1 regulir, und es ist E(0)=0 und E(1)=1;
sie kann also, falls sie den Einheitskreis noch in der vorgeschriebenen Weise
abbildet, als Transformationsfunktion genommen werden. Bei der klassischen
Eulerschen Transformation und ihren Iterationen wird z. B.

4 Y
E, (!/) =;}

q
1

genommen. Fir 9:; bzw. o= » ¢>0, erhilt man dann

q
Y
. +1 I 1
E(y)=—1 (e
4 4 gty
y
g-+1

wie in Nr. 1 und 2. Tatsiichlich macht Evier [2] auch genau diesen Ansatz

mit g———é-
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5. Herr Mirrac-LerrLer benutzt in der 3. Note [7] die Funktion

o
1+¢\3 dt!
El(y):?/'expf[(:‘i) _I]t
1

mit BR=1 und einem # in o<f<1, das man gegen +1 wachsen lassen soll
Die in der genannten Note gewonnenen Polynomentwicklungen werden daher

durch unseren Hauptsatz geliefert, wenn in ihm fir ein o<1

— _ E(ey)
x = Ey) = (o)
mit der angegebenen Bedeutung von F,(y) verwendet wird. Diese Funktion E(y)
selber ist fiir |y|=1 noch stetiz und bildet, wie 1. c. genau ausgefiihrt wird,
diese Kreislinie auf eine herzformige Figur ab. Die Spitze liegt in + 1 fest,
withrend die einspringende FEcke eine negativ-reelle Abszisse hat, die mit 8—1
nach o riickt. Dabei degeneriert die Figur auf die Strecke o... 1. Die ange-
setzte Funktion E(y) wird also eine erzeugende Figur & liefern, die sich so eng
um die Strecke o ... 1 herumlegt, wie man will, wofern nur bei festem o<1 der
Parameter # dicht genug unterhalb 1 genommen wird.? Ist daher B irgend ein
beschranktes Gebiet, das einschliesslich seines Randes im Innern des Hauptsterns
des Funktionselementes f(z) liegt, so kann man <1 stets so gross nehmen, dass
B auch dem Konvergenzgebiet § der zugehdrigen E-Transformation von Ic,z"
angehort. In diesem Sinne kann- man sagen, dass f(z)= 3¢,2" in jedem be-
stimmten inneren Punkte 2 des Hauptsterns bei geeigneter Wahl von § auch
E-summierbar ist zur Summe f{z). — Die Berechnung der Konstanten ygf)v fithrt
Herr Mrrrac-LEFFLER an der genannten Stelle in allen Einzelheiten durch.
6. Da die eben benutzte Funktion rechnerisch etwas kompliziert erscheint,
versuchten andere Forscher einfachere Vorschlige zu machen. I. FrEpHOLM
{3]® benutzte die Funktion

E,(y) =log (1—y).

! expw bedeutet ew.

% Dass der Rand von ® von jedem Nullstrahl in nur genau einem Punkte getroffen wird,
zeigt Herr MITTAG-LEFFLER nicht ausdriicklich. Doch ist dies fiir den Divergenzteil im Beweise
des Hauptsatzes eine unerldssliche Voraussetzung. Diese Liicke lisst sich indessen ohne Schwierig-
keit ausfiillen.

? Vgl. 8. 365 der 4. der zitierten Arbeiten des Herrn MITTAG-LEFFLER [7).
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Hier hat man also fir ein ¢ ans o<g<1 die Funktion

za nehmen, die um so giinstiger ist, je niher ¢ bei +1 liegt. Denn ® hat
dann die Gestalt einer flachen Ellipse, deren Hauptachse sich von einer dicht
links von o gelegenen negativ-reellen Stelle bis + 1 erstreckt. Fiir ¢—+1
degeneriert & wieder in die Strecke o ... 1, so dass in dieser Hinsicht dieselben
Bemerkungen gelten wie bei dem vorigen Beispiel. — Die Berechnung der y®
fillt weniger einfach aus.

7. Im Anschluss an das Fredholmsche Beispiel gibt Herr Mirrae-LEFFLER
noch eine etwas einfacher gebaute und fiir die Berechnung der Entwicklungs-
koeffizienten giinstigere Funktion an. Man gewinnt sie durch unsere jetzigen

Ansiitze, indem man von

ausgeht mit einem ¢ aus o<a<1, das schliesslich —o riicken soll. Wihlt

man nun speziell

0=1- alz,
so erhilt man dies neue Mittag-Lefflersche Beispiel:
ay

()

Die Gestalt von ® wird genau bestimmt, und die nun sehr einfache Berechnung

x =Ky =

der y%® vollstindig durchgefithrt. Wegen

(Ey)) = aty? (I _ (I —a%) y)*tzl:

‘hat man sofort
o ]C ln—}:
k) — (— 1k @ ( — a) k
78 =(—1) (n_,{) 1—a) o,

— Koeffizienten, die, wie die Funktion F,(y) unmittelbar erkennen lisst, simtlich

positiv sind.
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8. Nicht wesentlich davon verschieden ist die Wahl

E\(y)=1—(1—y) (o<e<1, a—o0),

die fiir ein ¢<<1 zu

fithrt. Die Entwicklungen
(E(y)k = ﬂ}ck)?/k"‘ﬁ}ﬁrly“l 4o

werden hier wieder ganz einfach, da man, um aie ﬂsf) zu gewinnen, nur je end-
lich viele Binomialentwicklungen zu addieren hat. Man findet [1; S. 450

k

g = S0 (1) (%):

= v/ \n

Da E,(y) fir o<a<1 lauter positive Entwicklungskoeffizienten hat, so sind auch
hier die 8% simtlich positiv. '

9. Ein anderer Vorschlag des Herrn Mirrac-LerrLEr' besteht noch darin,
von der Abbildung eines Kreisbogenzweiecks mit immer spitzer werdendem Winkel
auszugehen, d. h. fiir ein «>0 von

ooy (1ty)r—(1—gy)
E1(U) ‘a(l +y)a+(l_y)a

auszugehen und ¢—0 abnehmen zu lassen. Die fiir ein ¢ <1 durch

gelieferte erzeugende Figur & umschliesst dann die Strecke o ... 1 um so enger,
je kleiner ¢ > o0 gewiihlt wird. Fiir « —o0 degeneriert sie zu der genannten Strecke.

10. In den bisherigen Beispielen wiesen die Bilder der Peripherie des Ein-
heitskreises vermoge der Funktion E,(y) in + 1 Ecken mit von o verschiedenem
(wenn auch mit 8—1 bzw. ¢—o0 zu o abnehmendem) Winkel auf, oder sie
schnitten die reelle Achse in vertikaler Richtung. Eine besonders gute Approxi-
mation des Hauptsterns durch die Gebiete & wird man erwarten konnen, wenn

! In der 3. Note [7], 8. 228. Hier ist auch auf Herrn V., VOLTERRA Bezug genommen.

42—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 28 décembre 1925.
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dieses Bild von vornherein bei + 1 eine Spitze mit horizontaler Spitzentangente
hat. Dann hat ihr Spiegelbild am Einheitskreise etwa die Gestalt einer grossen
Kardioide, die ihre Spitze in + 1 zu liegen hat und dort den Halbstrahl + 1--- + oo
als Spitzentangente besitzt. Da die Kardioide als Spiegelbild einer Parabel am
Einheitskreise gewonnen werden kann, so wird man auf folgenden Weg gefiihrt,
um eine geeignete Funktion E,(y) herzustellen: Die Funktion

—te{ "V
bildet das Innere der Parabel
IVa)=e>o0

auf den Einheitskreis der y-Ebene ab. Also bildet

el
y=r1e 4erV p—1

das Aussere einer Kardioide in der soeben beschriebenen Lage auf das Innere
des BEinheitskreises ab, und

”2

Z=1——" =
162 arctg® Vy

wird umgekehrt das Innere des FEinheitskreises |y|<1 auf das Aussere der

Kardioide in der a-Ebene abbilden. Hierbei entspricht der Randpunkt y=—1

der Spitze +1 der Kardioide. Ersetzt man y durch —y und fiibrt den Lo-

garithmus ein, so erkennt man, dass

SN S (a_léeg)
glog2 1+Vy o
4 1—@

das Gebiet |y|<1 so auf das Aussere der Kardioide abbildet, dass die beiden
Randpunkte + 1 einander entsprechen. Die reziproke Funktion endlich, also
die Funktion

r=Ely=1— " —
Ty
4" I~W

bildet die Peripherie |y|=1 auf das Spiegelbild der Kardioide am Einheitskreise
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ab, also auf eine Kurve, die (bei kleinem «>o0) die Strecke o ... 1 eng um-
schliesst und in + 1 eine Spitze mit horizontaler Spitzentangente hat. — Fiir
ein dicht unterhalb 1 gelegenes ¢ ist dann wieder

eine zur Verwendung im Hauptsatz geeignete Transformationsfunktion. Auf
die ganz elementar durchfithrbare Untersuchung, -dass © die erforderhchen
gestaltlichen Verhiltnisse aufweist, wollen wir hier verzichten und nur noch
hervorheben, dass die Entwicklung von FE,(y):
Vi) — 1 — ro
Eily) =1 af 1\ , . a I I
Itey+_t1+-}y'+ -+ -1+ 4+ +——)y"+
2 3 n 3 2n—

I
=hy+By*+

wie sich leicht zeigen ldsst, lauter positive Koeffizienten hat.’ Das auf diese
Funktion gegriindete Summierungsverfahren gehért daher, wie alle durch die
bisher besprochenen Beispiele eingefiihrten Verfahren, zu derjenigen Klasse, die
Herr O. Prrron [8] ausschliesslich seinen Betrachtungen zu Grunde legt.

8 5.

Allgemeinere Entwicklungen im Mittag-Lefflerschen Stern.

Wir hatten bisher, um zu Polynomentwicklungen zu gelangen, in der
Entwicklung

v=Ely) =yt+ny+ry’+

! 'Herr TH. KALUZA zeigt in einer demniichst in der Mathematischen Zeitschrift erscheinenden
Arbeit allgemein, dass der Divisionsansatz

: I
Ttoytaggi+ -

1= y—pay*— -

lauter positive Bn liefert, falls die «n positiv sind und

o
%
i

al
o

v

%,
{8
o

1

ist. Dies ist aber in unserm Falle erfiillt.
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vorausgesetzt, dass FE(o)=y,=0 sei, dass also y=0 ein Fixpunkt der Abbildung

sei und demgemiiss im Innern von & liegt. Ist y,40, so wird — die Konver-
genz von lJa,z” fiir gewisse x+0 vorausgesetzt — die Reihe

D an(Ey)r

n—=o0

dann und nur darn fir alle hinreichend kleinen y konvergieren, wenn j, im
Innern des Konvergenzkreises von Iqg,z" liegt. Gehen wir® sogleich zur An-
wendung der Betrachtungen auf Potenzreihen iiber, nehmen wir also an=cn 2},
so sehen wir, dass

SenEgr= S ok Ew)

n=0 n=0

dann und nur dann fir alle hinreichend kleinen y konvergiert, wenn z,y, im
Innern des Konvergenzkreises von Z¢,2" — sein Radius heisse wieder » — liegt,

wenn also

Izo}’ol <r

ist. Dann darf aber auch wieder die Umordnung nach Potenzen von y vor-

genommen werden, was nun eine Entwicklung der Form

Ed

Z Gn (Zo) y"

mit

x
Ga(2) = 2 7 g2t
k=0

ergibt. Wir bezeichnen auch jetzt wieder die nach analytischen Funktionen
fortschreitende Reihe 3 G,(z) als E-Transformation von Sc,z*, und die letztere
nennen wir IK-summierbar zur E-Summe s, falls IGn(z) konvergiert und die
Summe s hat. Dann gilt mit nur unwesentlicher Modifikation der den Haupt-
satz 1 des § 3 als Spezialfall enthaltende

Hauptsatz 2. Ist die Funktion z==E(y) in |y|=1 regular, 7st E(1)=1
und bildet sie den Kreis |y|<<1 auf eine erzeugende Figur & ab, so ist das genaue
Konvergenzgebiet & der E-Transformation
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2 6ale)
n=0

des Funktionselementes flz)= Zene" derjenige Teil R des zu & als erzeugender
Figur gehorigen Sterns R dieses Elementes, fiir dessen Punkte z die Bedingung

Vel <r

erfillt wst: Innerhalb & ist Senz" diberall E-summierbar, und thre E-Summe liefert
dort die analytische Fortsetzung von f(2); ausserhalb R ist die Reihe nicht mehr
E-summierbar.

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie in § 3: Ist 2, mit |z,y,| <7
fest gewiihlt, so ist die Umordnung von

D {EG in D Galey

n=0 n=0

wegen |z, E(0)]|=|¢,7)| <# fiir alle hinreichend kleinen y legitim, und beide
Reihen stellen die Funktion

Sfleo- Ely) = y¢(y)

dar. Die zweite Reihe wird daher in y= 41 absolut konvergieren oder diver-
gieren, jenachdem y(y) in |y| <1 regulir ist oder in |y| < 1 schon eine singulire
Stelle hat. Das erste tritt aber — und aus genau denselben Griinden wie in
§ 3 — sicher ein, wenn 2z, im Innern von R liegt, das zweite, falls es ausser-
halb & liegt. Damit ist der Beweis schon vollendet. '

Fiir Punkte 2z, die innerhalb des Kreises |zy0|<r' auf dem Rande von &
oder auf der Peripherie |zy,|=r liegeh, bleibt das Konvergenzverhalten wieder
unentschieden.

Als Beispiel fithren wir Entwicklungen fiir das Borelsche Summations-
polygon durch. Hier ist die erzeugende Figur & der Kreis

der den Nullpunkt auf dem Rande zu liegen hat. Funktionen E(y), die den
Einheitskreis auf diesen Kreis & abbilden, sind etwa die folgenden:
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oder allgemeiner

mit einem reellen ¢>1. Hier ist ;/0:—; . Daher wird die entstehende Ent-

wicklung in demjenigen Teil des Borelschen Summationspolygons von Iecnz"
konvergieren, in dem |z} <gqr ist, und wird ausserhalb dieses Gebietes diver-
gieren. Falls also das Summationspolygen iiberhaupt beschriinkt ist, kann man
g stets so gross wihlen, dass Z¢,2" in diesem ganzen Polygon E-summierbar ist,
Und in jedem Falle kann man wieder éagen, dass Z¢,2z" in jedem bestimmten
Punkte des Summationspolygons FE-summierbar ist, falls der Parameter ¢ gross
genug genommen wird.
Setzt man, wie bisher,

EW)=potnytyy’+
und fir k=0
(E@)=y® +yPy+yBy2+ .-

so ist jetzt yV=1, y% =0 fiir n= 1, und fiir k=1 und alle n=o0

. Lf(* n+7c—1)(q~2)“ (k) ’n+k-—2)((]-—2)"'1
n qk{(O)( k—1 PRV q i

ISR

x

Gale) = Z?’Sf)ckz’"' (n=o0,1,2,...)

k=0

Setzt man mit diesen Werter

an, so ist ZGa(e) also in demjenigen Teil des Borelschen Summationspolygons
von f(z) = Z¢n2" konvergent, in dem |z| << gr ist, und liefert dort die analytische
Fortsetzung von f(z). Ausserhalb dieses Gebietes ist die Entwicklung divergent.
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