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WEIERSTRASS, an moyen de sa critique mani6e avec une p6n6tration magistrule, 

a donn6 une base solide s l'analyse math6matique. En 61ucidant entre autres les 

notions de minimum, de fonction, de d6riv6e, il a 6cart6 les objections que soule- 

vait encore le calcul infinit6simal, il a nettoy6 celui-ci de routes les id6es confuses 

sur l'infiniment grand et l'infiniment petit, e t a  d6finitivement snrmont6 les diffi- 

cult ,  s qui provenaient des notions m6mes d'infiniment grand, eg d'infiniment petit. 

Si aujourd'hui, gr'~ce aux m6thodes qui reposent sur la notion de hombre irra- 

tionnel, ou plus g6n6mlement sur ceUe de limite, il r~gne en analyse une har- 

monie et une certitude parfaites; et si, dans les questions les plus compliqu6es 

de la th6orie des 6quations diff6rentielles et int~grales, malgr6 les combinaisons 

les plus hardies et les plus diverses de routes les formes de passage '~ la limite, 

tous les r6sultats se trouvent en accord, nous le devons essentiellement '~ l'activit6 

scientifique de Weierstrass. 

Et pourtant, aprbs que Weierstrass eut donn6 sa base au calcul infinit6simal, 

la discussion sur les fondements de l'analyse ne s'est pas trouv6e termin6e. 

La raison en est que la signification de l'infi~i pour les math6matiques n'6tait 

pas encore compl~tement 6claircie. L'infiniment grand et l'infiniment petit, sans doute, 

sont 61imin6s de l'analyse Weierstrassienne, en ce sens que tous le s  6nonc6s off 

ils figurent sont ramen6s '~ des rapports entre grandeurs finies. Mais l'infini 

t , ,Ober das  Unendl ichr  conf6rence prononc6e le 4 ju in  1925 i~ l 'oecasion d ' u n  congres  de 

m a t h 6 m a t i c i e n s  organisd  ~ Miins ter  i. W. par  Ia Soci6t(i M a t h 6 m a t i q u e  de W e s t p h a l i e  en l ' h o n n e u r  
de la m6moire  de Weie r s t r a s s .  

2 L 'or ig ina l  de cet tc  tr ,~duction a pa ru  en a l l emand  darts les Math. Ann., t. 95, P P  x6i---19o. 
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in tervient  toujours  dans les suites infinies de nombres r6els, et aussi duns la 

not ion du systbme de tous les nombres r~els, qui est congu comme si c '5tait  un 

tou t  donn5, c o m p l e t e t  ind6pendant.  

Cette mani~re de voir s 'exprime par certaines formes de d~duction logique 

- -  comme par  exemple si l 'on se rdf~re s tot~s les nombres rdels ayan t  une cer- 

taine propri~t6, ou "s l'existence de nombres ayant  une certaine propridt~ - - ,  et 

les fondements  Weierstrassiens de l 'analyse rdclaInent pr~cisdment l 'emploi rdp6t~ 

et illimit6 de ces formes de d6duction. 

C'est par  1'2 que l 'infini a pu se r6introduire,  sous une forme dissimulde, 

duns la thdorie de Weierstrass,  sans que la cri t ique de Weierstrass  le perg'~t s 

jour,  et c'est donc ce probl~t~te de l'iJ~fi,~i qui nous reste encore ~ 6claircir enti6re- 

ment,  au .sens indiqu6 plus haut.  De m6me que duns les passages ~ la limite 

du calcul infinit6simal, l 'infini au sens de l ' infiniment grand et de l ' infiniment 

pet i t  s 'est t rouv6 rdduit  "s une simple fagon de parler,  de mSme nous uvons la 

t's de reconnal t re  dans l'infini au sens d 'une collection infinie, tel  qu'il  inter- 

vient  encore duns les ddmonstrations,  quelque chose de purement  apparent .  E t  

de m~me que les op6rutions sur l ' infiniment pet i t  et l ' infiniment grand ont  dr6 

remplacdes par des m6thodes finies qui nous rendent  les m6mes services et con- 

duisent  formel lement  aux m~mes 61dgantes relations, de mSme il faut  remplacer  

en g~n6ra.1 les ra isonnements  au moyen de l 'infini par  des mdthodes finies rendant  

les mSmes services, c'est-s pe rmet tan t  de d~montrer  et de t rouver  de la m6me 

mani6re formules et th6or8mes. 

Tel  est le dessein de ma thdorie. Elle a pour  but  de r6tablir  d6finitive- 

ment  la cer t i tude de la m6thode math6matique,  ce que la pdriode criticiste du 

calcul infinit6simal n 'a  pas encore fair; elle dolt  ainsi parachever  ce que Weier- 

strass s 'est efforc6 d 'accomplir  en donnant  sa base '~ l 'anulyse, et en vue de quoi 

il a fair le pas qui 6tait ndcessaire et essentiel. 

Mais en ce qui concerne l '6claircissement de la not ion d'infini, il faut  se 

placer "s un point  de vue plus g6ndral encore. La  l i t t6rature mathdmatique,  si 

l 'on y regarde de prbs, est route envahie par  des absurditds et des phrases vides 

de sens, causdes sur tout  par  r idge d'infini. P a r  exemple, on demande parfois, 

en insistant  l~-dessus comme sur une condit ion restrictive, que duns une math6- 

matique rigoureuse une d6monstrat ion ne puisse compor tcr  qu 'un hombre fi~i 
de d~ductions succcssives: comme s'il 6tait  jamais arriv6 h personne d'en r6aliser 

une infinit6. 

On volt aussi reparai t re  sous un nouveau vgtement d 'anciennes objections 
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avec lesqueiies on croyait  en avoir fini depuis longtemps .  C'est ainsi qu'on 

d~veloppe aujourd 'hui  des id6es de ce genre: m~me si [ ' introduction d 'une notion 

peut se faire sans danger, c'est-'~-dire sans conduire "s des contradictions, et 

que ce fair puisse se d6montrer, elle n 'est  pas encore suffisamment justifi6e. 

N'est-ce pas 1~ exactement Fobjection qu'on faisait  autrefois aux hombres com- 

plexes lorsqu'on disait: ~)Sans doute ils ne conduisent '~ aucune contradiction; 

mais leur introduction n 'en est pas encore justifi6e, car les grandeurs imaginaires 

n 'existent  tout  de m~me pas))? Non, si cela dolt avoir un sens de demander 

plus que la preuve de la non-contradiction pour justifier un pas en avant, ce 

ne peut 5tre qu'en demandan~ si ce pas sera fdcond en r~sultats. La  fdcondit6 

est en effet n6cessaire; c'est aussi, en la matibre, le tr ibunal qui juge en dernier 

ressort, et devant lequel tout  le monde s'incline. 

Un autre auteur  semble apercevoir des contradictions, tels des fantbmes, 1's 

od personne n 'a  seulement pos6 une affirmation, je veux dire duns le monde 

sensible lui-m6me, dont  le ))fonctionnement non-contradictoire>) lui apparait  comme 

uue hypothbse distincte. Mais j 'ai  toujours cru que seules des propositions, ou des 

hypothbses en rant  qu'elles conduisent par le raisonnement "s des propositions, peuvent 

se contredire l 'une l 'autre, et l'id6e que les fairs et les 6v6nements eux-m6mes puissent 

se coutredire entre eux me semble un parfait  exemple de notion vide de sens. 

Par  ces remarques, j 'ai  seulement voulu montrer  que i 'dlucidation d6finitive 

de l'e,~'sence de l'i~fiM ddpasse de beaucoup, par son int6r6t, le domaine des pro- 

fessionnels et des sp6cialistes, et qu'elle est devenue n6cessaire pour l'hom~eu~: de 

l' e.~'prit humai~. 

L'infini, plus q u ' a u c u n e  autre question ]usqu'ici, a profond6ment dmu 

l"s de l 'homme; l'infini, plus peut-6tre qu'aucune autre idle, a exerc6 une ac- 

tion st imulante et f6conde sur son entendement;  mais aussi l'infini, plus qu'au- 

cune autre nott'ol~, a besoin d'etre [lucid~. 

Si nous voulons nous appliquer s cette t's d'61ucider l'essence de l'infini, 

il faut  d 'abord nous repr6senter rapidement le  contenu que cette notion a duns la 

rdalit6; voyons d 'abord ce que la physique nous apprend ls 

La premi6re impression irraisonn6e que nous donnent  les ph6nom6nes na- 

turels et la mati6re est celle de continuit6. Devant  un morceau de m6tal ou un 

volume de liquide, l'idde s'impose h nous qu'ils sont divisibles "~ l'infini, qu'une 

portion si petite qu'elle soit aura ioujours les m6mes propri6t6s. Mais par tout  

0fi l 'on a rendu suffisamment prdcises les m6thodes de recherche dans la physique 

de la mati6re, on a trouv6 des limites 's la divisibilit6, limites qui ne t iennent  
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pas s l'insuffisance de notre ~tude, mais 's la nature des choses: de sorte que l'on 

pourruit hardiment concevoir la tendance de la science moderne comme ~tant de 

s'affranchir de l'infiniment petit, et qu'au lieu du vieux principe ~natura non 

facit saltus)) on pourrait affirmer au contraire que ))la nature f a r  des sauts>>. 

On salt que route mati~re est form~e de petites particules ~l~mentaires, les 

atames, dont la combinaison et le groupement produisent la multiplicitd de substan- 

ces macroscopiquement constatable. 

Mais la physique ne s'en est pas tenue "s l'a~omistique de la mati~re. I1 

s'y est ajout~, vers la fin du si~cle dernier, une th~orie bien plus Strange au 

premier abord, l'atomistique de l'~lectricit~. Tandis que jusqu'alors l'~lectricit~ 

4fair consid~r~e comme un fluide, et passait pour le type d'un agent '~ effet continu, 

on la trouva, elle aussi, form~e d'dlecb'ons positifs et ndgatifs. 

Outre la mati~re et l'~lectricit5, il y a en physique une autre quantit5 possS- 

d~nt une existence propre, et rdgie elle aussi par une loi de conservation, c'est 

l'dnergie. Or l'~nergie elle-m~me, comme il est maintenant bien ~tabli, ne peut 

~tre divis~e 's rinfini sans restrictions: Planck a ddcouvert les quanta d'~ner.qie. 

Et le rdsultat est chaque fois qu'un milieu c o n t i n u e t  homog~ne, ind~fini- 

ment divisible et rdalisant ainsi l'infini de petitesse, ne se rencontre nulle part. 

La divisibilitd 's l'infini d'un milieu continu est une opdration qui n'est possible 

que dans la pens~e, c'est seulement une idle que contredisent les observations 

et les expdriences de la physique et de la chimie. 

La question de rinfini dans la nature se pose s nous une seconde fois dans 

la considdration du monde comme un tout. 

L'idge que le monde est infini a long~emps rdgn~; jusqu"s Kant, et m~me 

plus tard, l'on ne doutait seulement pas de l'infinitude de l'espace. 

Ici encore, c'est la science moderne, et particuli~rement l'astronomie, qui 

soul,re de nouveau la question, et cherche ~ la rdsoudre, non par les moyens 

inaddquats de la sp4culation m~taphysique, mais par des considSrations qui s'ap- 

puyent sur l'expdrience, et reposent sur l'application des lois naturelles. Et de 

graves objections sont apparues contre la .th~se de l'infinitude. L'hypoth~se de 

l'infinitude de l'espace est une consequence ndcessaire de la g~omdtrie eucHdienne. 

Or, la gdom~trie euclidienne est sans doute un ~difice, un syst~me logique, sans 

contradiction interne; mais il ne s'ensuit pas qu'eUe soit applicable dans la r~alit~. 

Seules l'observation et l'exp~rience peuvent nous apprendre s'il en est ainsi. Darts 

les tentatives fares  pour d~montrer par la spdculatiou l'infinitude de l'espace, 

il s'est aussi gliss~ des errears manifestes. Du fair qu'au dels d'une portion 
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d'espace il y e n  a toujours encore, il suit seulement que l'espace est illimitd, mais 

nullement quaff soit infini. Illimit~ et fini sont en effet des qualit~s parfaitement 

compatibles. La recherche math~matique fournit, dans ce qu'on appelle la g~o- 

m&rie elliptique, le module le plus simple d'un monde fini. Et l 'abandon de la 

g~om&rie euclidienne n'est plus aujourd'hui une simple speculation de mathg- 

maticien ou de philosophe, mais nous y sommes conduits par des recherehes tout  

diff~rentes, qui n'avaient primitivement rien s voir avec la question du monde fini. 

Einstein a montrd qu 'il est n~cessaire de s'~carter de la ggom&rie euclidienne. 

Grs 's sa th~orie de la gravitation, il peut s 'attaquer aussi aux probl~mes cosmo- 

logiques, et d~montre la possibilitd d'un monde fini; et tous les r~sultats trouv~s 

par les astronomes sont enti~rement compatibles avec l'hypoth~se d'un univers 

elliptique. 

Que le r~el soit fini, nous l'avons maintenant &abli dans deux directions: 

dans le sens de l'infiniment grand, et dans le sens de l'infiniment petit. Mais il 

se pourrait tr~s bien. que l'infini efit droit s une place duns ~wb'e pensde, et y 

jous le rSle d'une notion indispensable. Voyons donc ce qu'il en est duns le 

domaine des math~matiques, et interrogeons d'abord l 'enfant te plus p u r e t  le 

plus ing~nu de l'esprit humain, l'arithmdtique. Choisissons une formule quelconque 

dans la vaste multiplicitd des formules 51~mentaires, par exemple: 

~+2-0+3"~ +,~/~ .... ~ , ( ~ + i ) ( 2 , + ~ ) .  

Nous pouvons y remplacer n par un entier quelconque, par exemple n = 2 

ou n - - 5 :  cette formule r donc une infiMtd d'dnonc&, et c'est 1'~ dvidem- 

ment son caraet~re essentiel, en vertu duquel elle fournit la solution d'un certain 

probl~me arithm&ique, et exige pour sa d~monstration une idle particu]i~re, 

tandis que les ~galit~s num~riques qui s'en d~duisent: 

i ~ _ [  - 2 ~  ~ I . 2 - 3 .  5 6 

6 . 5 - 6 I I  

se v~rifient simplement en effectuant les calculs, et ne pr~sentent donc pas par 

elles-m~mes un inter& essentiel. 

Nous apprenons ~ interpr&er et s comprendre la notion d'infini d'une mani~re 

tr~s diff~rente et tout '~ f a r  distincte si nous considgrons ia m&hode, si extra- 

ordinairement importante et f~eonde, des dl3ments iddaux. D~js dans la g~om&rie 
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~l~mentaire du plan la m~thode des ~l~ments id5aux trouve son application. L~, 

les points et les droites du plan sont seuls, lirimitivement, des objets r~els, ayant 

une existence propre, lls v~rifient entre autres l'axiome de l'association: par deux 

points passe toujours une droite et une seule; on cn d~duit que deux droites se 

coupent au plus en un point. Mais il n'est pus vrai que deux droites se coupent 

toujours en un point: elles peuvent cn effet ~tre parall~les. C'est, comme 

on salt, en introduisant des ~l~ments id~aux, les points et la droite 's rinfini, que 

l'on arrive 's rendre universellement valable le th~or~me d'apr~s lequel deux droites 

se coupent toujours en un point et unseu l .  

Les ~l~ments idSaux ~>'~ l'infini~ servent ainsi 's rendre le systSme des lois 

de l'association aussi simple et aussi clair qu'il est possible. En raison de la 

sym~trie entre le point et la droite, on en tire, comme on salt, le principe de 

dualitY, si f~cond en g~om~trie. 

Les quantit~s ~'o~i~lexes habituelles en alg~bre sont un autre exemple de 

l'emploi des ~l~ments id~aux: ils servent ici s simplifier le thdorSme sur l'existence 

et le nombre des racines d'une ~quation. 

De m~me qu'en g~om~trie on utilise une infinit~ de droites, celles qui sont 

parall~les entre elles, pour d~finir un point ideal, de m6me en arithm~tique su- 

pgrieure on groupe ensemble une infinit~ de nombres formant un syst~me dou5 

de certaines propri~t~s pour constituer un /dda/ arithmStique; et c'est pr~cis~ment 

1'~ que se trouve l'application la plus g~niale du principe des ~l~ments id6aux. 

En opSrant ainsi ~ l'int5rieur d'un corps alg~brique, nous y trouvous ~t nouveau 

les lois simples de la divisibilit~ qui nous sont famili~res, celles-l~ m~mes qui 

sont valables pour les entiers I, 2, 3, 4 . . . .  Nous entrons d~js ici dans le do- 

maine de l'arithm~tique supdrieure. 

Arrivons maintenant '~ l'analyse, le domainc le plus harmonieux et le plus 

d~licatement subdivis~ de la science mathgmatique. Vous savez quel r61e pr~pon- 

d6rant y .~oue l'infini, et que l'analyse math6matique n'est, dans un certain sens, 

qu'une symphonie de l'infini. 

Les progrgs considdrables rdalisds en calcul infinitdsimal ont 6t6 obtenus 

pour la plus grande part en opdrant sur des syst~mes mathdmatiques d'une infinitd 

d'616ments. Mais l'on 6tait tentd d'identifier >>infini>~ avec ,>trbs grand>>, et il en 

rdsulta bient6t des incoh6rences, ce qu'on appela les paradoxes du calcul infinitd- 

simal, dont une pattie 6tait d6j'~ connue aux sophistes de l'antiquit6. On fit un 

progrbs fondamental lorsqu'on reconnut qu'un grand nombre de principes valables 

pour le fini, par exemple ~>la partie est plus petite que le tout::, rexistence du 
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maximum et du minimum, la possibilit6 de changer l'ordre des ternles d'une 

somme ou des facteurs d'un produit sans modifier le r6sultat, ne peuvent s'6tendre 

's l'infini imm6diatement et sans restriction. Comme je l'ai rappel6 au ddbut de 

cette conf6rence, c'est particuligrement gr'~ce ~ l a  p6n6tration de Weierstrass que 

ces questions ont 61~ compl6tement ~luciddes: et l'analyse est aujourd'hui devenue, 

dans son domaine, un guide infaillible, et en m6me temps un instrument pratique 

pour le maniement de l'infini. 

Mais l'analyse seule ne nous permet pas encore de p6n6trer le plus profon- 

d6ment dans l'essence de l'infini. La possibilit6 ne nous en sera donn6e que par 

une discipline plus rapprochde des m6thodes de la philosophie g6n6rale, et qui 

devait jeter un jour nouveau sur tout l'ensemble des questions se rapportant "~ 

l'iafini. Cette discipline est la th6orie des ensembles, dont Georg Cantor 

fur le fondateur; et nous n'avons ~ nous occuper en ce moment que de ce qui 

constitue la portion vraiment nouvelle et originale, le vdritable noyau de la doc- 

trine cantorienne, je veux dire la th6orie des ,~ombres transfi~ds; celle-ci m'ap- 

paralt en effet comme le produit le plus 6tonnant de la pens~e math6matique, 

comme une des plus belles r6alisations de l'activit6 humaine dans le domaine du 

put intelligible. Quel est donc le fond de cette th6orie? 

Si l'on veut. caract6riser brigvement la nouvelle concepcion de l'infini intro- 

duite par Cantor, l'on peut dire ceci: en analyse, nous n'avons eu affaire qu'g 

l'infiniment petit eL ~ l'infiniment grand en tant  que notions limites, en devenir, 

en formation: nous avons eu affaire, comme on dit, g l'infini potentiel. Mais 

l'infini proprement dit est autre chose. I1 se pr6sente par exemple lorsque 

nous consid6rons la collection m6me des nombres I, 2, 3, 4 , . . . .  comme un tout 

donn6, ou que nous regardons les points d'un segment comme une collection 

d'objets qui nous est donn6e. Cette sorte d'infini est ce que l'on appelle 

l' ir~fini actuel. 
D~j~ deux math~matieiens qui ont de grands m~rites dans l'6tude des 

fondements des math6matiques, Frege et Dedekind, utilis~rent ind6pendamment 

l 'un de l'autre l'infini actuel: leur but ~tait de donner ~ l'arithm6tique une base 

inddpendante de route intuition et de toute expdrience, et reposant sur la 

pure logique, et de n'utiliser que celle-ci dans leurs d6ductions. Dedekind alia 

m~me jusqu'~ ne pas consentir ,~ tirer de r intuit ion la notion de nombre fini, et 

's la d6duire par la logique pure, essentiellement grace s l'emploi de la notion 

d'ensemble infini. Mais Cantor d6veloppa la notion d'infini actuel d'une mani~re 

syst6matique. Fixons nos yeux sur les deux exemples d'infini mentionn~s plus haut: 
13--25389. Act, a mathernatica.  48. Imprim6 le 16 f6vrier 1926. 
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i. ~, 2, 3, 4 , .  . . . . .  ; 

2. los points du segment o - - I ,  ou, ce qui revient  au m~me, la collection des 

nombres r~els compris entre  o e t  I; nous sommes tou t  de suite conduits  '2 les 

&udier  du seul point  de rue  de la quanti t4 d'41gments qu'ils renferment ,  et nous 

nous apercevons alors de fa i r s  surprenants,  qui sont au jourd 'hui  familiers "s 

ehaque math4maticien.  Soit en effet l 'ensemble de t o u s l e s  nombres rutionnels,  

c'est-~-dire de routes les fructions I I 2 I 3 - , - , - - ,  , - . - , - , . . . ;  on t rouve que, du s e u l p o i n t  
2 3 3 4  7 

de vue de la quantit~ d'~l~ments, eet ensemble n 'es t  pas plus grand que l 'ensemble 

des nombres entiers: nous disons que les nombres ra t ionnels  peuvent  &re gnu- 

m~rds de la mani~re habituelle,  ou encore qu'ils sont d~nombrables. E t  il e n e s t  

de mSme de l 'ensemble des nombres qu 'on peut  obtenir  par  des extruct ions de 

racines, bien plus, de l 'ensemble de tous les nombres alg~briques. Notre  deu- 

xi~me exemple donne des r&ul ta ts  analogues:  fa i t  inat tendu,  l 'ensemble des points 

d 'un carr~ ou d 'un  cube n 'es t  pas plus grand, du seul point  de vue de la quan- 

tit~ d'~ldments, que l 'ensemble des points du segment o - - I ;  bien plus, il e n e s t  

de mSme pour  l 'ensemble des fonctions continues. A qui apprend tou t  cela pour 

la premiere fois, il peut  venir  la pens~e que, du seul  point  de rue  de la quantit~ 

d'~l~ments, il n 'y a en tou t  et pour  tou t  qu 'un infini unique. I1 n 'en est pas ainsi: 

les ensembles des exemples I. et 2. n 'ont  pas, comme on dit, ))la m~me puissance)) ; 

l 'ensemble 2. ne pout  &re ~numdr~, il est plus grand que l 'ensemble i. E t  ici 

nous arrivons au tou rnan t  caract&ist ique dans les idles de Cantor. Les points 

du segment ne peuvent  pas ~tre dnum~r& de la mani~re habituelle,  en comptant  

I , z , 3 , . . .  ! Mais si nous admettons  l'infini actuel, nous ne sommes en aucune 

fa~on l imit& au proc~dd habituel  d'~num~ration, ni oblig& de nous arrSter  1s 

Ayant  compt~ I, 2, 3 , . . . ,  nous pouvons considdrer les objets ainsi dnum~r~s comme 

fo rman t  un ensemble infini qui nous est donn~ dans cot ordre bien d&ermin5;  

si, avee Cantor,  nous notons  par w, d'apr~s son type, cet ensemble ordonn~, 

l '~num~ration se continue tou t  na ture l lement  par  w +  I, t o + e , . . . ,  jusqu"s to+to 

ou to .e ,  puis e n c o r e  t o . e + 1 ,  t o . e W e ,  t o . 2 + 3 , . . . . t o . 2 + t o ~ t o . 3 ,  et de mSme 

to .e ,  to '3 ,  t o - 4 , . . . ,  to . to=to~,  t o ~ + I , . . . ,  de sorte que nous obtenons finale- 

ment  le tableau suviant:  

1, 2, 3, �9 �9 �9 �9 

to , to "-J-1, t o + e , .  

0 ) . 2 ,  t o . 2 - J - l ,  to 2 + 2 ,  . . 

O)-3 ,  t o . 3 + I ,  to 3 + 2 ,  . . .  
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(:,j2 W~_~L I ,  . . . 

.~'~+w, o~-"+~o.2, w ~ + w . 3 , . . .  
( 0  2 .  2 ~  . . . 

t O " . 2 q - O ) ,  . . . 

OJ 3, . . . 

( 0 4 ~  . . . 

( x J ( ~  . . . 

Ce sent 1.L les premiers nombres transfinis de Cantor, les hombres de la 

seeonde classe, eomme Cantor les appelle. Nous les obtenons done simplement 

en prolongeant notre ~num6ration au del~ de l'infini d~nombmble ordinaire, c'est- 

m-dire par un prolongement tout naturel, et compl~tement d6termin~, de la num& 

ration ordinaire, restreinte au fini. Jusqu's pr6sent nous ne eomptions que le I +r, 

le 2 t~m+, le 3i~me,... objet d'un ensemble, nous compterons d6sormais aussi le ~o ~+~+, 

le (co + i)l~m~,..-, le oJ ~ i~mr 

Daus ees conditions, une question se pose 6videmment tout de suite, c'est de sa- 

voir si, au moyen de ces hombres transfinis, nous sommes maintenant en 6tat d'6nu- 

m6rer les objets d'ensembles concrets, non d~nombrables au sans ordinaire du mot. 

C'est en poursuivant ces eonsiddrations qua Cantor a 6difid avec le plus 

grand succ~s la thdorie des nombres transfinis e t a  cr~6 pour eux tout un calcul 

nouveau. Ainsi, grtce au gigantesque travail collectif de Frege, Dedekind, Cantor, 

l'infini fut-il finalement 61evd sur le trbne, et connut-il son plus grand triomphe. 

L'infini, d'un vol audaeieux, gtait parvenu s un succbs vertigineux. 

La rdaction ne se. fit pas attendre; elle prig m~.me une forme tr~s dramatique. 

L'~vdnement fur tout s fair analogue ~ ce qui s'dtait passd au eours du d~veloi)pement du 

calcul infinit4simal. En se r6jouissant des r6sultats nouveaux et abondants, l'on avait 

@idemment proc6d6 avec trop peu de critique ~ l'6gard de l'admissibilit6 de certaines 

m~thodes de d6~nonstratign; en effet, des d6finitions et des raisonnements obtenus 

par simple application de m6thodes peu 's peu devenuesusuelles conduisirent '~ des 

contradictions d'abord isoldes mais qui, peu "~ peu, se firent toujours plus s6rieuses 

et plus embarrassantes: e'est ce qu'on appela les paradoxes de la th6orie des en- 

sembles. En particulier, ce fut  une contradiction dgcouverte par Zermelo et 

Russell qui, lorsqu'elle rut connue dans le monde mathdmatique, produisit littdrale- 

ment l'effet d'une catastrophe. En prdsence de ces paradoxes, Dedekind et Frege 

renoncgrent effectivement s leur point de vue, et cddgrent le champ de bataille: 

Dedekind hgsita longtemps avant d'autoriser la r6impression de son m6moire qui 

avait fait 5poque: >>Was sind und was sollen die Zahlen,) [))que song et que re- 
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pr~sentent les hombres),]; et Frege dut reconnaltre comme erronde la tendance 

de son livre >)Grundgesetze der Arithmetik~ [))Principes de l'arithmStique~)], ce 

qu'il avoue dans un endroit de ce livre qu'ii y rajouta plus tard. Et la th~orie 

de Cantor subit de routes parts les plus violentes attaques. La rdaetion dtait si 

forte que les notions les plus courantes et les plus f~condes, les mSthodes les 

plus simples et les plus importantes des mathgmatiques se trouv~rent menacSes, 

que leur application fur sur le point d'Stre interdite. Sans doute, il ne manquait 

pas de ddfenseurs des vieiiles iddes; mais leurs mesures de ddfense ~taient com- 

plbtement impuissantes; de plus, ils ne prSsentaient pas un front unique 1~ ol"l 

c'~tait ndcessaire. Contre les paradoxes, on prdconisait trop de rem~des, on pro- 

posait pour les 6claircir des mdthodes trop barioldes. 

II faut avouer que la situation off nous nous trouvons actuellement, cn 

face de ces paradoxes, n'est pas supportable 's la longue. Qu'on y r5fldchisse: 

dans les mathSmatiques, ce module de certitude et de vdrit~, les mdthodes de 

d~finition et de raisonnement, telles que chacun les apprend, les enseigne et tes 

applique, conduisent s des absurditgs. Et off donc pourra-t-on trouver de la 

certitude et de la v~rit~, si la pens(~e mathdmatique nous les refuse? 

Mais il existe une mani~re parfaitement satisfaisante d'~chapper aux para- 

doxes, sans trahir les intdrSts de notre science. Les points de rue qui doivent 

nous permettre de d~couvrir ce moyen, et les d5sirs qui nous guideront dans cette 

recherche, sont les suivants: 

I. Nous nous proposons, partout off il y a seulement le moindre espoir 

d'en tirer quelque chose, de rechercher soigneusement les m~thodes f~condes de 

d~finition et de raisonnement, de les soigner, de les 6tayer, e t  de les rendre uti- 

lisables. Du paradis que Cantor a e r~  pour nous, personne ne doit pouvoir 

nous chasser. 

2. I1 est n~cessaire de donner partout "k la d4duction ce m6me caract~re 

de certitude qu'elle pr~sente dans l'arithm~tique ordinaire, off personne n'a de doute 

et off les contradictions et les paradoxes ne peuvent appparaltre que grace 's 

notre inattention. 

Nous ne pouvons 5videmment atteindre ce but que si nous arrivons '~ 51u- 

cider compl~tement l'aese~ce de l'infini. 

Or, nous avons vu tout  k l'heure que dans la r~alit~ l'infini ne se trouve 

nulle part, quelles que soient les observations, les experiences, la science aux- 

queUes nous fassions appel. La pensge qui s'exerce sur les objets se compor~erait- 

elle donc d'une maniSre si peu semblable s ee qui se passe pour ces objets; 
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serait-elle donc si diffdrente dans sa d~marche, si 51oign~e de toute r~alit~? N'est 

il pus clair, au contraire, que lorsque nous croyions reconnaltre la rSalit~ de l'in- 

fini duns n'importe quel sens, nous nous laissions simplement tromper par l'~nor- 

mit~ de dimensions, en grandeur ou en petitesse, que nous rencontrons si souvent, 

en effet, duns la r~alit~? Et la logique interne de la d4duction, nous u-t-elle 

jamais tromp~s ou laissds duns l'embarras lorsque nous l'appliquions s des objets 

ou s des ~v~nements rdels? Non: la logique interne de la d~duction nous est 

indispensable. Elle ne nous a tromp~s que lorsque nous avons arbitraire- 

ment construit des notions abstruites, et particuli~rement de ces notions o;~ rentre 

une infinit~ d'41~ments; et nous avons ulors fait de lu logique interne de lu d~- 

duction une application illdgitime, nous n'avons pas tenu compte des conditions 

prdalables (lui gtaient dvidemment n(~cessaires pour une telle application. Et en 

reconnaissant l'existence de pareilles conditions, et la ~cessit5 d'en tenir compte, 

nous nous trouvons en accord avec les philosophes, .en particulier uvec Kant. 

Kant  enseignait d~js - -  et c'est 1's une purtie int~grunte de sa doctrine ~ que 

la mathSmatique porte sur un contenu donn~ ind~pendamment de route logique, 

et ne peut done en aucune mani~re ~tre fond~e sur la logique pure: ce qui fair 

que les efforts de Frege et Dedekind ne pouvaient qu'4chouer. Pour qu'on puisse, 

en effet, appliquer les formes logiques de raisonnement, et effectuer des opera- 

tions logiques, une condition pr~alable est qu'il y uit ddj'~ quelque chose de do'nn~ 

duns la representation, 's savoir de certains objets concrets, extru-logiques, prdsents 

�9 ~ l'intuition et imm~diatemcnt per~us ant~rieurement "s route pens~e. Si le rai- 

sonnement logique dolt donner la certitude, il faut que ces objets se luissent 

embrasser parfaitement et duns routes leurs parties, et que leurs propri~t~s, leurs 

diffdrences mutuelles, leur ordonn~nce '~ lu suite ou ~. cSt~ l'un de l'autre, soient 

immSdiatement donnSs '~ l'intuition, en m~me ~emps que les objets eux-m~mes, 

comme quehlue chose d'irrdductible et qui n'a d'ailleurs pas besoin de rSduction. 

Voil's le postulat philosophique fondamental, la condition ndcessaire, s mon avis, 

pour les mathdmatiques aussi bien que pour route pens~e, route connaissance, 

tout proc~d~ scientifiques. Et dans les muthdmatiques, en particulier, les objets 

de notre ~tude sont les signes conerets eux-m~mes, dont la figure, conformgment 

's notre condition, est immddiatement perceptible et reconnuissuble. 

Qu'on se reprgsente un instant le caract~re et la mdthode de l'arithm~tique 

ordinaire. Elle s'~difie bien eertuinement uu moyen de simples constructions de 

nombres, qu'on obtient par des considerations intuitives, "~ contenu concret. ~a i s  

lu science mathdmatique n'est nuUement ~puis~e par les ~galitSs num~riques, et 
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n 'est  pas non plus ent i~rement r6ductible s de telles 6galit6s. On 1)eut aff irmer 

cependant  que c 'est  un ins t rument  destin6 ~ fourni r  toujours,  lorsqu'on l 'applique "~ 

des entiers, des 6galit6s num6riques exactes. C'est alors une n~cessit~ que d'ana- 

lyser la s t ructure  de cet ins t rument  jusqu'h reconnai t re  qu'il  rempli t  bien son 

r61e. Et  comme moyens auxiliaires, nous n 'avons que cette m~me m6thode 

d 'op6rer  concr~tement en ayant  6gard ~ la condit ion du fini, comme nous le 

faisons en arithm6tique. I1 se trouve, en effet, que cette n6eessit6 scientifique 

peut  ~tre satisfaite: en d 'autres  termes, on peut  arriver,  par  des m6thodes pure- 

ment  intuitives et finies - -  exactement  comme on procSde en ari thmStique - -  's des 

constatat ions qui 6tablissent l ' infai l l ibi l i~ de l ' ins t rument  math~matique.  Exami- 

nons main tenan t  l 'ar i thm~tique avec plus de pr6cision. 

En arithm~tique, nous avons les signes num~riques (Zahlzeichenl): 

I~ I I ,  I I I~  I I I I I ;  

off chaque signe a pour  l ' intui t ion ce caract~re dist inctif  qu'il  est form6 d 'une 

suite de I. Ces signes num~riques, qui sont les objets m~mes de notre  ~tude, 

n 'on t  en eux-m~mes aucun sens. Mais en outre, nous employons d~s l 'arithmd- 

tique dl6mentaire d 'autres  signes qui ont  un sens, et qui servent  's repr6senter  

des objets d~termin6s, par exemple le signe 2, abr6viation du signe num6rique I I, 

ou le signe 3, abr6viation du signe 11 I ; nous utilisons encore les signes + ,  ~--, > ,  

etc., qui nous servent pour  reprdsenter  des 6nonc5s. P a r  exemple 2 + 3 := 3 + 2, 

serf 's repr6senter  ce fai t  que 2 + 3 et 3 + 2, si l 'on se reporte  au sens des 

abr6viations employ6es, ne sont qu 'un m~me signe num6rique, 's savoir I I I I I. 

De m~me, 3 ~ 2 sert 's repr6senter  le fair que le signe 3, c'est-~-dire I I I, va plus 

loin que le signe 2 ou I I, ou encore que celui-ci est une part ie du premier. 

Nous nous servons aussi, dans le m6me but, de lettres ~, I), c comme signes 

numgriques, b > a  repr6sente alors ce fair que le signe numdrique ~ va plus 

loin que le signe a. De m~me, du point de vue actuel, r + b =: b + a reprdsente 

seulement ce fair  que le signe num6rique a + ~ e s t  le m~me que ~ + ~l. E~ la con- 

naissance de ce fai t  peut  ~tre acquise par un ra isonnement  concret ;  nous pouvons 

m~me alier tr~s loin par  cette m6thode concrete et intuitive. 

Je  vais main tenant  vous donner  un premier  exemple of~ cette m6thode in- 

tuitive se t rouve d6pass6e. Le plus grand nombre premier  connu, qui a 39 chiffres, est 

~p ~= I70  I4 I  I83 460469231  731 687 3o3 7I~ 884 IO 5 7 2 7  �9 

Nous donnons entre parenth6scs l'original des principaux tcrmes techniques employ(~s lmr 
M. Hilbert (N. d. T.). 
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P a r  le proc6d6 euclidien bien connu, nous pouvons,  sans sort ir  aucunement  

de notre  condit ion du tini, ddmontrer  qu' i l  y a ce r ta inement  un nouveau  h o m b r e  

premier  entre  ~ + I e t  O! + x. Cet 6none6 lui-m~me satisfai~ pa r f a i t emen t  g notre  

condi t ion du fini. Car  quand nous disons , i l  y a>>, ce n 'es t  qu 'une  abr6viat ion 

pour  l '6nonc6 suivant :  ou bien p +  ~, ou D + 2 ,  ou p + 3 , .  . . . . .  ou p ! +  I e s t  

eer ta inement  un hombre  premier.  Mais allons plus loin: il revient  6v idemment  

au m4me de dire qu' i l  y a un nombre  premier  qui est: 

et  en mdme temps  

2. ~ ! + i ;  

et nous sommes ainsi conduits  's dnoncer un th6or~me qui ne r ep r&en te  qu 'une  

par t ie  du r6sul ta t  d 'Eucl ide:  il y a un nombre  premier  > p .  Bien que, clans son 

contenu,  ce ne soit 1"s qu 'une  aff i rmat ion beaucoup plus res t re inte  que la pre- 

mi t re ,  une simple por t ion  de l '6nonc6 d 'Euclide,  et que le passage  de l 'une  s 

l ' au t re  paraisse  bien inoffensif, c 'est  cependant  en rdalit6 un saut  darts le t ransfini  

si cet 6uonc6 partiel,  d6tach6 du reste, est formul4 eomme une aff i rmat ion in- 

d6pendante.  

Commen t  cela peut-il se fa i re?  Nous  avons un 6nonc6 d 'existence,  avec le 

mo t  , i l  y a , !  Nous en avions bien pour t an t  un semblable  duns le thdor~me 

d'Euclide.  Sans doute, mais  le mo t  ,,il y a,> n '&a i t  alors, comme je le disais, 

qu 'une  mani6re plus courte de dire: ou bien p +  I, ou ~ + 2 ,  ou ~ + 3  . . . . .  ou 

~! + 1 est un hombre  premier  - -  tout  s fair  comme si, au  lieu de dire:,> ce mor- 

ceau-ci de eraie est rouge, ou bien celui-lh est  rouge,  ou . . . . . .  ou le morceau  l'a- 

bas est rouge ,  je disais plus br i~vement:  , i l  y a un de ees morceaux  de craie 

qui est rouge , .  Aff i rmer  ainsi que dans une collection finie , i l  y a>) un objet  

possddant  une certaine propri6tG cela rent re  tout  g fair  bien duns no~re condit ion 

du fini. Au contra i re  une a l te rnat ive  comme celle-ci: *ou bien p + I, ou p + 2, 

ou ~ + 3, ou . . . . . .  (~ l 'infini) est un  nombre  p remie r ,  dquivaut  '~ un produi t  

logique infini, e~ un tel passage  g l ' infini est aussi peu 16gitime sans une dis- 

cussion sp6ciale et, s 'il y a lieu, sans des pr6eautions ddtermin6es, que ne l 'est  

en analyse le passage  d 'un  produi t  fini "s un produi t  infini; il est d 'ail leurs,  pour  

l ' ins tant ,  ddpourvu de sens. 

D 'une  mani6re  g6n6rale, un 6noncd d 'exis tence de la forme suivante:  , i l  y 

a un hombre  possddant  telle ou telle p ropr i&d,  n ' a  an  sens, du point  de vue du 

fini qu'en ran t  qu' dnoncd partiel, c'est-'s en tan~ que p in ,  ion d 'un  dnonc6 
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plus precis, mais dont le contenu exact est sans importance pour la plupart des 

applications. 

Nous nous heur~ons donc ici au transfini en eoupant en deux un 6nonc6 

d'existence non interpretable comme une alternative. Nous obtenons de m~me des 

6nonces de caractgre transfini en formant la contradictoire d'une proposition g~- 

n6rale, c'est-g-dire contenant des signes num~riques ind6termin6s. Par exemple 

l'~nonc~ d'aprgs lequel, si a est un signe numgrique quelconque, on a toujours 

G d -  I ~ I d- ~, 

ne comporte pas de conh'adictoire du point de vue du fini. Cela nous parMtra 

clair si nous rdfl~chissons que cette proposition ne peut ~tre interprdtde comme 

formde d'une infinit6 d'~galitds num~riques relides l'une ~ l'autre par la conjonc- 

tion >>et>>, mais seulement comme un jugement hypoth~tique, qui affirme quelque 

chose pour le cas off un signe numdrique serait donn6. 

I1 rdsulte de 1~, en particulier, qu'au sens de la condition du fini, nous ne 

pouvons poser l'alternative suivant laquelle une 6galit6 comme la pr6c~dente, 

contenant un signe num~rique inddtermin6, ou bien est vdrifi6e par tout signe 

num6rique, ou bien est contredite par un exemple. Car une telle alternative 

repose essentiellement, en rant qu'application du principe du tiers exclu, sur 

rhypoth~se que l'affirmation de la valabilit6 universelle de cette proposition puisse 

~tre nide. 

Nous raisons donc duns tous les cas une m~me constatation: si nous restons, 

comme nous le devons pourtant, duns le domaine des 6nonces finis, nous trouvons 

qu'il y r~gne des relations logiques tr~s difficilement s,~isissables, et cette difficult6 

devient intoldrable lorsque les notions d'universalit~ et d'existence, exprim4es par 

les roots >>tous>> et >)il y a>>, sont combin~es et figurent duns des phrases embol- 

t4es les unes duns les autres. En tout cas, les lois logiques que les hommes, 

depuis qu'ilS pensent, ont toujours employ6es, et qu'Aristote a enseign~es, ne 

sont plus vMables. On pourrait alors chercher ~ dtablir les lois logiques vMables 

duns le domaine des dnoncds finis; mais nous n'en serious pus plus avanc6s, car 

nous ne voulons justement pus renoncer ~ l'emploi des lols simples de la logique 

uristotdlicienne, et le plus grand orateur du monde ne persuadera jamais aux 

hommes de ne pus poser la contradictoire d'une proposition quelconquel former 

des 6nonc6s partiels, appliquer le tiers exclu. Comment allons-nous donc faire? 

Souvenons-nous que nous sommes des math6maticiens, que comme tels, nous nous 

sommes d~j~ souvent trouvds duns une fausse situation de ce genre, et comment 
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la m6thode g6niale des ~16ments id6aux nous en a tir~s. Je  vous ai donn~, au 

d6but de cette conf6rence, quelques exemples lumineux d'application de cette 

m6thode. De m~me que i -~  ] / ~ i  fur introduit pour maintenir dans leur forme la 

plus simple les lois de l'algbbre, par exemple celles qui se rapportent au nombre 

et "2 l'existence des racines d'une 6quation; de mgme qu'on introduisit les facteurs 

id6aux pour conserver dans le clomaine des entiers alg6briques, les lois simples 

de la divisibilit6, comme nous faisons par exemple en introduisant un facteur com- 

mun iddal des nombres 2 et 1 + ~ - - - 5  qui n'en ont pas en rdalitd; de m~me il 

nous faut ici proc6der d'une mani~re tout ~t fair semblable et adjoi~&'e aux d~w~cg.~" 

fit~is des dnonc~s iddaux, pour conserver les lois s forme simple de la logique 

aristotdlicienne ordinaire. Et c'est une singuli~re coincidence que les mdthodes de 

raisonnement si passionn6ment attaqu6es par Kronecker forment ainsi le pendant 

exact de ce que le m~me Kronecker a admird avec rant d'enthousiasme dans 

l'oeuvre arithm6tique de Kummer et c61dbr6 comme le p h s  beau r6sultat obtenu 

en math6matiques. 

Comment arriverons-nous donc s ces d~wncds iddtt~x? II se pr6sente ici une 

circonstance remarquable, et qui nous est trbs avantageuse: nous n'avons besoin, 

pour parvenir s notre but, que de poursuivre tout naturellement la voie off 

la th6orie des fondements des math6matiques s'est d6j'~, engag6e. Rappelons- 

nous, en effet, que d6j~t les mathdmatiques ~16mentaires d6passent le point de rue 

de l'arithm6tique intuitive: la m6thode du calcul alg6brique litt6ral sort du cadre 

de l'arithm~tique "~ contenu intuitif, telle que nous l'avons comprise jusqu'ici. 

Dans celle-ci, les formules ne servaient qu'~ reprdsenter des faits d6terminds: les 

lettres repr6sentaient des signes num6riques, et uue dgalitd exprimait ridentitd 

de deux de ces signes. En alg~bre, au contraire, nous consid6rons les expressions 

littdrales en elles-mgmes, comme des ~tres inddpendants, et les th6or~mes s con- 

tenu concret de l'arithm6tique prennent gr's s elles un caract~re purement 

formel. Les 6nonc6s portant sur des signes num6riques sont remplac6s par des 

formules qui ne sont plus elles-mgmes que les objets concrets d'une ~.tucle intui- 

tive; et la d6monstration arithm6tique '2 contenu concret est remplac6e par la 

d~rivation d'une formule '~ partir d'une autre formule suivant des r~gles d6ter- 

min~es. 

Nous sommes doric, d~s l'alg~bre, en pr6sence de nouveaux objets finis. Il 

n'y avait de tels, jusqu'ici, que les signes num6riques I , I I , . . . ,  ~ I I ~ , . . . .  Ils 

6/~ient les seuls objets sur lesquels portait notre dtude concrete. ~r d~s l'alg~bre 

les besoins de la pratique nous conduisent plus loin. Et quand m~me un ~nonc~ 
14--25389. Acta mathematiea. 48. Imprim6 le 17 f6vrier 1926. 



106 David Hilbert. 

est 16gitime, de notre  point de rue  du fini, avec son interprdta t ion concrete, 

comme par  exemple ce th6orgme, que l 'on a toujours:  

a + f i -  b + a  

si a et b repr6senten t .des  signes num6riques dgterminds, mSme dans ce cas nous 

ne l 'exprimons pas sous cette forme, mais pr~f6rons la formule:  

a + b = b + a ;  

elle ne repr6sente plus du tou t  d i reetement  un f a r  concret,  mais c'est une con- 

s t ruct ion formelle, dont  le rappor t  avec les ~nonc6s finis de tou t  ~ l 'heure 

2 + 3 = - 3 + 2  

5 + 7 = = 7 + 5  

consiste en ce que nous remplagons , d a n s  la formule,  a et b par  les signes nu- 

m~riques 2, 3, 5, 7, et obtenons ainsi ces 6nonces finis part iculiers an moyen 

d 'une d6monstrat ion,  d'ailleurs bien simlfle. Voici donc la conception s laquelle 

nous sommes amen6s: a, b , - - ,  + ,  aussi bien que l 'ensemble de la formule 

a + b - - b + a  

n 'ont  en eux-m6mes aucun sens, pus plus que les signes num~riques;  mais on 

peut  en dgduire des formules attxquelles nous at t r ibuons un sens, en rant  qu'elles 

reprgsentent  des 5nonces finis. En g~n6ralisant cette conception, les math~matiques 

nous apparaissent  comme un assort iment  de formules de deux catggories, les unes 

repr~sentant  des 6nonces finis, s signification concrgte, et les autres n ' ayan t  

aucun sens, et fo rmant  le domaine iddal de noh'e th6orie. 

Or, quel ~tait not re  bu t?  Nous avons trouv6, dans les math~matiques,  d 'nn  

c6t6 des ~nonc6s finis, ne r en fe rman t  que des signes numgriques, comme par  exemple 

3 > 2 , 2 + 3 - - 3 + 2 , 2 = 3 ,  I ~ I ,  

qui, de notre  point  de rue  du fini, sont immgdiatement  intuit ifs  et intelligibles; 

ceux-l~ compor tent  des proposit ions contradictoires,  ils sont vrais ou faux, on 

peut  en agir avec eux ~ sa guise, et leur appliquer sans scrupule les r~gles de la 

logique aristot~licienne; le principe de non-contradict ion est valable pour  eux, 

c'est-s qu 'un  de ces ~noncgs et son contradictoire  ne peuvent  ~tre vrais tous 

deuz;  le prineJpe du t iers exciu est valable, c'est-~-dire que Fun de ces deux est 

vrai. Dire  qu 'un  tel 6nonc~ est faux ~quivaut '2 dire que son contradictoire  est 
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vrai. Mais '2 c6td de ces dnoncds dldmenlaires, ne prSsenlant aucune difficultY, 

nous avons rencontr5 des dnonc~s finis d'un caract~re plus dnigmatique, par exemple 

ceux qu'on ne pouvait diviser en deux ~noncSs partiels. Enfin, nous avons intro- 

duit mainlenant des ~noncds iddaux, qui doivent permettre de r~tablir pour l'en- 

semble les lois de la logique ordinaire. Mais les dnonc~s iddaux, c'est-'s les 

formules, n'ont aucun sens en rant qu'ils n'expriment pas des affirmations finies; 

nous ne pouvons donc leur appliquer, comme aux ~noncSs finis, les opdrations 

logiques avec lear seas plein et leur contenu concret. II est alors n~cessaire de 

donner un caract~re formel aux operations logiques et aux d6monstrations mathd- 

matiques elles-mSmes; pour cela, il faut traduire en formules les rapports logiques: 

nous devons donc adjoindre aux signes math~matiques des signes logiques, 

par exemple 
& , V ~ , - -  
et ou entralne non 

et employer, '~ c5t5 des variables mathdmatiques a, b, c . . . .  , des variables logiques, 

c'est-'s des propositions variables A, B, C , . . . .  

Comment y parvenir? Par bonheur, nous rencontrons ici la mSme harmonie 

pr~tablie  qu'on remarque si souvent dans le ddveloppement de la science, cette 

harmonie qui vint '2 l'aide d'Einstein lorsqu'il trouva, tout pr~t pour sa th~orie 

de la gravitation, le calcul diff~rentiel absolu dSjs compl~tement dlabord: nous 

trouvons ici une thdorie ddj's avancde, qui servira de travail prdparatoire au nbtre, 

la logistique ou alg~bre de la logique. I1 est vrai qu'elle a dt~ c r~e  '~ partir 

d'un point de vue tout diffdrent du nbtre, et que les signes de la logistique 

n'ont dr5 originellement introduits que pour reprdsenter des notions d~termindes; 

mais nous serons consdquents avec nous-m~mes en vidant de tout leur sens les 

signes logiques aussi bien que les signes math~matiques, et en convenant que les 

formules de la logistique n'ont aucun sens en elles-m~mes, mais sont seulement 

des 4nonces id~aux. Dans la logistique nous avons un langage symbolique capable 

de reprdsenter par des formules les th~or~mes mathdmatiques et de traduire la 

d~duction logique en opdrations formelles. De m~me que nous sommes passds 

d'une arithmStique '~ contenu concret s une alg~bre formelle, nous considgrons 

maintenant les signes et les symboles d'op~ration de la logistique en les d6tachant 

du sens qu'fls contenaient. Nous obtenons donc finalement, '~ la place de la 

science maihgmatique ~ contenu concret, s'exprimant par le langage ordinaire, 

un simple corps de formules, off figurent des signes mathdmatiques et logiques, 

et qui s'alignent les unes h la suite des autres suivant des r~gles ddtermin~es. 
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Aux axiomes math6matiques correspondent certaines de ces formules, et '2 la 

d6duction concrete correspondent les r~gles suivant lesquelles les formules se 

suivent les unes les autres: la ddduction concrete est ainsi remplacge par un manie- 

merit formel suivant certaines r~gles; et de la sorte, en ce qui concerne d'une 

part les axiomes eux-m6mes, pos6s ~ l 'origine tout simplement comme des 

v~rit6s fondamentales, mais consid6r6s depuis longtemps par l'axiomatique mo- 

derne comme n'6tan~ que des relations entre des concepts, et en ce qui con- 

cerne aussi la logistique, qui s l'origine ne devait ~tre qu'une autre sorte de 

langage, nous avons compl~tement effectu6 le passage de la mani~re intuitive de 

proc6der ~ 1~ mani~re purement formelle. 

Expliquons donc en quelques mots comment on donnera un caract~re formel 

la d6mo~stration mathdmatique. Comme je le disais, certaines formules, qui ser- 

vent d'~16ments fondamentaux s l'6difice formel des math6matiques, sont appel6es 

axiomes. Une d6monstration math6matique est une figure, qui doit donc ~tre 

elle est formge de d4ductions successives, conformes an pr6sente s l'intuition; 

schdma su.ivant: 
| 

|  

dans lequel chacune des pr6misses, c'est-s des formules ~ et ~ - - * ~ ,  ou 

bien est un axiome ou d6rive d'un axiome par substitution, on bien est identique 

'2 la conclusion d'une d6duction ant6rieure ou d6rive d 'une telle conclusion par 

substitution. Une formule est dite d6montrable lorsque c'est la conclusion d'une 

d6monstration. 

Notre programme nous guide s priori dans le choix des axiomes pour notre 

thgorie de la d6monstration. Malgr6 beaucoup d'arbitraire dans ce choix, on 

trouve, comme en g6om6trie, certains groupes s6par6s qui se distinguent qualita- 

tivement: nous donnons quelques exemples de chacun d'entre eux: 

I. Axiomes d'ordre (der Folge): 
A - ,  (B 

(adjonction d'une hypoth~se); 

(B -~ C) -~ { (A -~ B) -~ (A -~ C')} 

(61imination d'un ~nonc~). 

I1. Axiomes de la n6gation: 

( A ~ ( B & B ) } ~ A  
(principe de non-contradiction); 
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A -~A 

(prineipe de l a  double n6gation). 

Les uxiomes des groupes I e t  I I  ne sont autres que les axiomes du calcul 

des propositions. 

[ I I .  Axiomes transfinis: 

(a) A (a) -~ A (b) 

(d6duction du g6n6ral au particulier, ou axiome d'Aristote); 

(a) A (a) --~ (E a) )i (a) 

(si un pr6dicat n'est pas universellement valabte, il y a un exemple qui le contredit); 

(E a) A (a) --~ (a) .4 (a) 

(s'il n'y a pas d'exemple qui satisfasse s une proposition, elle est fausse quel que soit a) 

L'on rencontre d'uilleurs iei une circonstanee tr~s remarquable ,c 'es t  que 

les axiomes transfinis se d6duisent tous d'un axiome unique; et celui-ci est tel 

qu'il contient aussi i'essentiel de l'axiome le plus attaqu6 d e  la litt6rature math6- 

matique, de l'axiome de fibre choix, comme on l'appelle. C'est le suivant: 

A (a) A (, A) 

off e est la fonction de choix transfinie de la logistique. 

A ces axiomes, il s'en ajoute d'autres p!us sp6cialement math6matiques: 

IV. Axiomes de l'6galit6: 
a : a ;  

- b { A - ,  A (b)); 

et enfin : 

V. Axiomes num6riques (Axiome der Zahl) : 

a +  I =4=0; 

et l'axiome de l'induction complete. 

Nous sommes ainsi en 6tat de poursaivre notre th6orie de la d6monstration, 

et de construire le syst~me des formules ddmontrables, c'est-s la science 

math~matique. 

Mais dans la joie de ce succ~s, et en particulier de la chance que nous 

avons eue en trouvant cet outil indispensable, la logistique, tout pr6par6 pour 

nous, nous ne devons pas oublier la condition pr6alable qu'il est essentie] de 
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remplir uvunt d'aller plus loin. [1 y a en effet une condition, une seule, mais 

ubsolument ndcessuire, de laquelle ddpend l'application de la m6thode des dl~ments 

idgaux: c'est la preuve de la ~on-contradictio~,: l'extension d'un domaine par ad- 

jonction d'iddaux n'est lggitime, en effet, que s'il n'en rdsulte uucune contra- 

diction duns l'ancien domaine restreint, si par consgquent les relations que l'0n 

trouve pour les anciens dlgments par l'glimination des dl5ments id6aux sont des 

relations qui dtaient d~j~ v6rifi~es duns l'ancien domaine. 

Ce problSme de lu non-contradiction peut 8tre trait6 complStemen~ duns les 

conditions off nous sommes. Il suffit pour le rdsoudre, comme on le volt tout 

de suite, de reconnaltre que i 4= I ne peut 8tre une conclusion ddauite des axio- 

rues suivant les rggles dtablies, ou en d'autres termes que i =4 = i n'est pus une 

formule ddmontruble. Et e'est 1s une question qui, en principe, peut aussi bien 

8tre~soumise s une dtude intuitive que peut l'Stre, dans l'arithmdtique concrSte, 

le probl~me de l'irrationnalitd de ] /2 :  duns celui-ei, il s'agit de ddmontrer qu'il 

est impossible de trouver deux signes num6riques a e t  5 satisfaisunt s la relation 

a s~- 2 5 2, ou, eu ddfinitive, qu'on ne peut trouver deux signes numgriques ayant 

une certaine proprigt6. De mSme tout se r~duit pour nous ~ ddmontrer qu'on 

ne peut trouver une d6monstration ayant uue certaine propridtd. Or une d6mon- 

stra~ion, rendue formelle comme nous l'avons expliqud, est uussi bien qu'un signe 

numdrique un objet concret et intuitivement perceptible. On peut la ddcrire du 

commencement jusqu'g la fin. Et cette proprigtd de la formule finale qui nous 

occupe, s savoir qu'elle dolt 8tre ~ 4= I, est un caract8re concret, directement 

vdrifiuble, de la dgmonstration. I1 se trouve, en effet, qu'on peut faire la preuve 

de son impossibilit6, et notre introduction d'gnonc~s id~aux est ainsi justifide. 

En mSme temps, nous avons l'agr~able surprise de rdsoudre par 1~ un pro- 

blbme qui est br~lunt depuis longtemps, le probl~me de laco,npatibilitd des axiomes 

de l'arithmdtique. Car chaque fois qu'on veut appliquer la mdthode axiomatique, 

on se trouve devunt ce problgme de la compatibilitd. Et nous ne voulons pus, dans 

le ehoix, lu comprdhension, et le muniement des axiomes et des rbgles, nous 

consenter d'une foi aveugle. Dans la g~om~trie et duns les th6ories phy- 

siques, la preuve de la compatibili~6 se fair en ramenant lu question ~ la 

compatibilitd des axiomes arithm~tiques. Cette m~thode n'est dvidemment pus 

applicable "s l'arithm~tique elle-m~me. Notre thgorie de la dgmonstration, en 

nous permettant, au moyen de la mgthode des ~ldments id~aux, d'uccomplir ce 

dernier et important progr~s, nous fournit la clef de vofite qui ~tait  n~cessaire 

l'~difice doctrinal de l'axiomatique. Et ce que nous avons vdcu deux fois, quand 
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il s'est ugi d'abord des paradoxes du culcul infinitdsimal, puis des paradoxes de 

lu thdorie des ensembles, celu ne peut arriver une troisi~me fois et ne se pussera 

jumuis plus. 

Muis la th6orie de lu d6monstration que ~e viens de vous esquisser n'est pus 

seulement en 6tat d'assurer les fondements de lu science muthdmatique, je crois 

qu'elle nous ouvre aussi une vole pour truiter des questions de principe d'ordre 

gdn6rul duns le domaine de la pens6e math6mutique, questions qui 6talent inac- 

cessibles jusqu'~ pr6sent. 

La muth6mutique devient en quelque sorte un tribunal suprgme, jugeant ell 

dernier ressort des questions de principe, en se pluqunt toujours sur un terrain 

coneret off il est guranti que tous peuvent @tre concili6s, et off chuque affirma- 

tion est contrSluble. 

Les affirmations de ee qu'on uppelle maintenunt l'intuitionnisme, si modestes 

qu'elles soient, doivent ~ mon avis obtenir d'ubord, elles uussi, un eertificut d'uu- 

torisation de ce tribunal. 

Comme exemple de questions de prineipe que nous pouvons muintenant 

truiter, je ehoisirui la th~se que tout probl~me muth6matique comporte une solu- 

tion. Nous en sommes tous persuad6s. C'est m~me 1's un des prineipuux at- 

traits de lu recherche math6mutique, que nous entendons continuellement en nous 

un uppel: voil~ le probl~me, cherche lu solution; tu peux la trouver par le seul 

effort de lu pens6e, car en math6mutique il n'y a rien qui doive rester 6ternelle- 

ment ignor6. Or, mu th6orie ne peut, il est vrai, donner un moyen g6n6ral pour 

rdsoudre tout probl~me math6mutique: il n'en existe d'uilleurs pus; muis d6mon- 

trer que l'hypoth&se de la r6solubilit6 de tout probl~me muth6mutique ne renferme 

pus de contradiction, c'est une op6ration qui est entibrement du domaine de notre 

th6orie. 

Enfin, je vuis vous montrer mon dernier atout: pour chaque nouvelle th6orie, 

la pierre de touche est en ddfinitive son suec~s duns des questions pos6es depuis 

longtemps, et en rue desquelles on ne l'u pus du tout sp6ciulement cr66e. >>Vous 

les reeonnaltrez ~r leurs fruits>> est une parole qui est vraie aussi pour les th6ories. 

Or, d~s que Cantor eut d6couvert les premiers de ses nombres transfinis, il se 

posa, comme nous l'uvons dit, lu question de suvoir si l'on peut 6num6rer au 

moyen de ces nombres des ensembles, non d6nombrables, effectivement eonnus 

d'uutre part. Et purmi ees ensembles, le premier qui se pr6sent~it, c'6tuit Fen- 

semble des points d'un segment. La question de suvoir si les points d'un segment, 

ou encore les hombres rdels, peuvent s'6num6rer au moyen des nombres du 
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tableau qui venait d'etre formd, c'est l~ justement le c~l~bre probl~me du con~inu, 

posd par Cantor mais non pas rdsolu. Quelques mathdmaticiens ont cru pouvoir ~carter 

ce probl~me en le niant. Les considerations que je vais vous indiquer montrent 

combien cette position est erron~e. Le probldme du continu se distingue par son ca- 

ract~re particulier et sa beautd propre, et l 'emporte m~me sur d'autres problb.mes 

cdl~bres en ce qu'il rgunit des qualitds de deux sortes: d'une part, sa solution exige des 

m~thodes nouvelles, car les anciennes n'ont pas de prise sur lui, et de l'autre, sa solution 

est en eUe-m~me du plus haut intdr~t ~ cause de rimportance du rdsultat s gtablir. 

La solution de ce probl~me s'obtient par la thdorie que j'ai ddvelopp~e, et 

la d~monstration de la r~solubilit~ de tout probl~me mathdmatique en constitue 

m~me justement la premiere partie, et la plus importante. La rdponse est affir- 

mative: les points d'un segment peuvent s'dnumdrer par les nombres de la seconde 

classe, c'est-s en langage vulgaire, par simple prolongation de l'dnumdration 

au dels de l'infini d~nombrable. 

Au lieu de l'ensemble des hombres rdels, nous eonsiddrons, ee qui revient 

dvidemment au m~me, l'ensemble des fonctions arithmdtiques, c'est-s des fonc- 

tions s valeurs enti~res d'un argument entier. Si nous voulons ordonner l'en- 

sembte de ces fonctions au sens du probl~me du continu, il nous faut examiner 

le mode de gdn~ration de chaque fonction particuli~re. Or, une fonction d'un 

argument peut ~tre ddfinie de telle sorte que sa valeur pour certaines ou pour 

routes les valeurs de l 'argument ddpend de la solution de n'importe quels pro- 

blames math~matiques bien d~terminds, par exemple de problbmes diophantiques, 

ou de l'existence de nombres premiers possddant certaines propri~tgs, ou de l'irra- 

tionnalit~ d'un nombre donn~, par exemple 2 ~'~. Pour ~chapper ~ cette difficultY, 

nous utilisons pr~cis~ment le rdsultat cit~ tout s l'heure de la rdsolubilitd de ~out 

probl~me mathdmatique bien ddtermind. Ce rdsultat constitue un lemme gdndral, 

appartenant s la mdtamatMmatique, comme j'appellerai cette thdorie concrete de 

ta dgmonstration formelle. J'dnonee exactement ainsi ce qui nous en int@esse 

pour l'instant: 

Lemme I. Si, grs ~ l 'adjonction de fonctions ddfinies au moyen du sym- 

bole transfini ~ (groupe d'axiomes III), l'on obtient la ddmonstration formelle 

(conforme au schdma donn~ plus haut) d'un rdsultat incompatible avee le th~orbme 

du continu, il est possible d'y remplacer enti~rement ces fonctions par d'autres 

fonctions d4finies sans le symbole ~, et seulement au moyen de lois de rdcurrence 

ordinaire ou transfinie, le transfini n'y intervenant d'ailleurs que par la prgsence 

du signe d'universalit~: ( ) .  
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Pour ma th~orie, quehtues conventions sont encore n~cessaires. 

~ffous employons, pour representer les dno~wds variables (formules inddter- 

min~es) des majuscules latines, et pour les ~onc(~s [~dividuels (formules particuli~res) 

des majuscules grecques, et entre autres: 

Z (a):))a est un entier ordinaire)). 

N (a): ~;a est un nombre de la seconde classe~). 

Nous emi)loyons , pour les wlriables ~at]~matiques, des minuscules latines, 

et pour les ~tres matMmatiques individ~eh" (fonctions particuliSres) des minuscules 

grecques. 

En ce qui concerne l'opdration de la ,~'ubst[tutio,~ (Einsetzung) nous ferons 

les conventions g~ngrales suivantes. 

A une variable repr~sentant un ~nonc~, ind~termin~ ne peuvent 5tre sub- 

stitu~s que d'autres ~nonc~s (ou formules) d~termings ou non. 

A une variable math~matique peut 5tre substitude n'importe quelle figure; 

mais, lorsqu'une telle variable se trouve dans une formule, celle-ci dolt toujours 

~tre pr4c5dde de l'dnonc~ particulier qui caractdrise la nature de cette variable, 

et du signe d'implication. Par  exemple, l'on ~crira: 

z (a) - ,  ( . . .  a . . . ) ,  

N - ,  ( . . . , . . . ) .  

Par suite de cette convention, il n'y a "s s'occuper, parmi les figures pouvant 5tre 

substitutes ,s a par exemple dans Z (a) ou N (ct), que des entiers ordinaires ou 

que des nombres de 1~ seconde classe. 

Les majuscules ou minuscules gothiques ne sont employees que pour repre- 

senter des expressions symboliques. 

Enfin, nous entendons par une ~)figure>) un objet donn~ ~ l'intuition et com- 

pos6 de signes 616mentaires. 

Pour faire comprendre le principe de ma ddmonstration, il faut avant tout 

pr6ciser enti~rement la notion de la variable math6matique la plus g6n6rale. Les 

variables math6matiques sont de deux sortes: 

I. Les variables Jbndamentales (Grundvariablen) 

2. Les types de variables (Variablentypen). 

i. Tandis que dans route l'arithm6tique et l'analyse il suffit d'une settle 

variable fondamentale, le nombre entier ordinaire, nous devons maintenant attacher 

�9 s chaque classe cantorienne de nombres transfinis uue variable fondamentale 

susceptible d'6tre 6gal6e ,~ t ous l e s  ordinaux de cette classe. A chacune de ces 
15--25389. Acta mathematica. 48. Imprim~ 1o 17 f4vri~r 1926. 
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variables correspond alors un 6none~, qui la earaet~rise eomme telle; et eet dnoned 

est d~fini implici tement  par  des axiomes, par  exemple: 

z (o), 

Z (a) --~ Z (a + x ), 

{A (o) & (a) (A (a) -~ A (a+ I)) } ~ (Z(a) -~ A (a)} 

(formule de l ' induct ion ordinaire); 

iv(o), 

N (a) -~ N (a + I) 

(,~) {z  (.,,) --, N .  (,,) } --, N J i m .  (.), 

et en plus la formule de l ' induct ion transfinie pour  les hombres de la seconde classe. 

A chaque sorte de variable fondamenta le  correspond une sorte de r~currence, 

au moyen de laquelle on d(~finit des fonctions ayant  cet~e variable fondamenta le  

pour  argument .  La  r~currence relat ive aux entiers ordinaires est la ~rgcurrence 

ordinaire>>, suivant laquelle on d~finit une fonct ion de l ' a rgument  ent ier  n e n  

donnant  sa valeur pour .n ~ o et la mani~re dont  sa valeur pour  ~ + I se d5duit 

de sa valeur pour  n. La  g6n~ralisation de la r6currence ordinaire est la r~currence 

transfinie dont  le principe gdngral consiste s d4terminer  la valeur de la fonct ion 

pour  une certaine valeur de la variable au moyen de routes les valeurs pr~c6dentes. 

z. Des variables fondamentales  nous d~rivons de nouvelles esp?zces de va- 

riables en fo rmant  des combinaisons logiques entre les 6nonces de d6finition des 

variables fondamentales ,  par  exemple Z eL N. Les variables ainsi d~finies s'ap- 

pellent  des types de variables, les ~noncds qui les d~finissent sont des dnonc~s de 
types (Typenaussagen); pour  chacun d 'entre  eux nous introduisons de nouvcaux 

signes particuliers.  Ainsi, la formule 

(~) ( z  (~) --, z (f(~))) .  

f o u r n i t  l 'exemple le plus simple d 'un  type de variables; elle d6finit en effet la 

variable-fonction 2'i et nous la d6signons, en t au t  qu'6nonc6 de type, par  q)(.f), 

>>fest une fonctiom>. Un autre  exemple est donn6 par  la formule 

(f) ( ~  (f) -~ z g (j') }; 

elle d6finit la fonct ion de fonct ion ~ 9, nous la d~signons par T(.q), off g est la 

nouvelle variable-fonetion de fonetion. 

i~on pas la fonction de fonction comme on l 'entend dans l ' ense ignemcnt  dldmentaire, mais 

la fonction don~ l ' a rgument  est  une  fonction, ou en d 'au t rcs  termcs la fonctionnelle (N. d. T.). 
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Pour caract,driser les types de variables sup6rieurs, il fautt affecter d'un 

indice les 6noncSs de types eux-m~mes; un tel 6nonce, affect6 d'un indice, est. ddfini 

p a r  une rgcurrence, off l'6galit,6 (=)est.  remplacde par l'6quivalence logique (~). 

Dans t,outte l'arit,hm~tique eft l'analyse n'interviennent comme variables 

sup6rieures que les fonct,ions, les fonctions de fonction, etc. obtenues par un 

nombre fini d'it6rations. Un type de variables qui va plus loin que ces exemples 

simples est. fourni par la variable g qui faitt correspondre une valeur enti~re 

g (fi,) s toutte suite compos6e 

d'une fonction f l  d'entier: q)(/'l), 

d'une fonction de fonction f.2: T(/:~), 

d'une fonction f3 de fonction de fonction 

etc. 

L'~noncd de type q)r (g) correspondant, est form6 des 6quivalences suivantes: 

(a) z 

q),., ~ ( f ) ~  (b) {q),, (b)--* Z(f(b)  )}, 

�9 ((.) z (g (f)));  
e'est, un exemple d'dnonc~ de type ddfini par r~currence. 

Les types de variables peuvent, 8tre classifi6s suivant, leur hauteur (HShe). 

Nous attribuons la hauteur o 'k toutes les consttantes num~riques, eft la hauteur 

I '~ t,outes les foncttions dont l'argument, et, la valeur ont. le caract~re d'une va- 

riable fondamentale, et par exemple sattisfont '2 Z ou k N. Une fonction, dontt 

l'argumentt ett la valeur ont. des hauteurs d~t,ermin~es, a elle-m~me une hauteur 

sup~rieure de I s la plus grande de ces deux-l's ou '~ leur valeur commune si 

elles sont 6gales. Une suite de foncttions de hauteurs diff~rentes a la limit,e de 

celles-ci pour hauteur propre. 

AprSs ces pr61iminaires, reprenons notre problSme, et, rappelons-nous qu'il 

s'agitt essenttiellementt, pour d(hnont,rer le thdor~me du cont,inu, de faire correspon- 

dre d'uue maniSre biuniv0que les d6finitions de fonct,ions '~ valeur eft argument. 

entiers qui ne conttiennent, pus le symbole e, aux nombres cant,oriens de la se- 

conde classe, ou mSme simplementt de r6aliser cettt,e correspondance de maniSre 

que t,oute fonction corresponde au moins s un nombre de la seconde classe. 

Les moyens 61~ment,aires pour construire des foncttions sont dvidemment, la sub- 
stitution (Einsetzung) (c'est-~-dire le remplacement d'un argument par une nouvelle va- 

riable ou par la valeur d'une fonction) et la r6currence (Rekursion) (dont, le 

schema est. celui-ci: la valeur de la fonction pour n + I se d6rive de sa valeur pour n 

d'aprSs une certaine loi). 
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On pourra i t  croire qu's ces deux proc6d6s, subst i tut ion et r6currence, il faille 

a jouter  d 'autres  m4thodes 414mentuires de d6finition; par  exemple, on d6finira une 

fonct ion en dormant  ses valeurs jusqu's  une certaine valeur  de l 'a rgument ,  

par t i r  de laquelle elle est constante;  ou bien encore on uti l isera des dgfinitions 

tir6es des op6rations dldmentaires, comme le reste de la division ou le p. g. c. d. 

de deux nombres;  ou encore on d@finira un nombre  comme le plus pet i t  d 'une 

collection finie de nombres d6termin6s. 

Mais on peut  mont re r  que routes les ddfinitions de ce genre peuvent  se 

rdduire s une suite de subst i tut ions et de rdcurrences particulibres. La  mdthode 

pour  rechercher  les rdcurrences ndcessaires est essentiel lement 6quivalente aux pro- 

c6dds par  lesquels se v~rifie le caract~re fini de la ddfinition considdr6e. 

Apr~s ces explications, nous avons ~ je te r  un coup d'ceil sur les r6sultats 

de ces deux op6rations, subst i tut ion et r6currence. Mais quant  aux rdcurrences, 

en raison des possibilitds multiples que pr~sente le passage de n s n + ~, on t rouve 

qu'eUes ne sont pus r4ductibles b~ une forme unique ran t  que l 'on se res t re in t  "~ 

n 'opdrer  que sur les variables enti~res habituelles. L 'exemple  suivant  suffira 

faire reconnoi t re  ces difficult6s. 

Consid6rons la fonct ion:  
a + b ;  

on en ddduit, par  i t6ration ,n-uple et en dgalant les termes:  

a + a + . . . + a ~ - a . n .  

On passe de m6me de 

puis de 

a ' b ~ c~ . a . . . a  ~ a n ,  

c~, ~ "~ a ("a3, ~l (~("")) ,  . . . 

Nous obtenons ainsi successivement les fonct ions 

a + b = ~ (a, b), 

ct - b = ~ (a,  b) ,  

a~ = q~3 (a, b). 

T~ (a, b) est ensuite le b i6"~e terme de la suite: 

ct, a ~t, a (aa) ,  t t  (a(aa)) ,  . . . . 

On passe de m~me ~ ~ (a, b), ~v6 (a, b), etc. 
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On pourra i t  sans doute d~finir 99,, (a, b), pour 9~ variable, par  des substi tut ions 

et des r~currences; mais celles-ci ne seraient  pas des r~currences ordinaires faites 

l 'une apr~s l 'autre  successivement: on serait  condui t  "2 une r~currence complexe, 

proc~dant s imultan~ment suivant  les valeurs croissantes de plusieurs variables; et 

elle ne se r~sout en r~currences ordinaires prises successivement que si l 'on utilise 

la not ion de variable-fonction: la fonct ion ~a (t%, a) est un exemple de fonct ion de 

la variable numSrique a qui ne peut  se d~finir au moyen de subst i tut ions et de 

r6currences ordinaires prises successivement si l 'on se res t re int  aux variables nu- 

mSriques. ~ Les formules suivantes mont ren t  comment  on peut  d~finir la fonct ion 

99,, (a, b) en ut i l isant  les variables fonctionnelles:  

,.(,/,., I )=  a, 

, (j; a,,, + = r ( a ,  i ( .I ;  i,, ..)); 
9~, (it, b) = a + b, 

~,, ,-1 (a, 5) =:, .  (~,,,~,, b). 

d~signe ici une fonction d~termin~e de trois arguments ,  dont  le premier  est 

lui-m~me une fonct ion de deux variables numdriques. 

Un autre exemple de r6currenee complexe est celui-ci: 

q~o (a) - -  a (~) 
,p,,+, (~ ) : -  ~ (~ , . ,  ~,, (~,, (,~ + ~))), 

o,:t a ddsigne une expression connue contenant  un a rgument  a, et f u n e  expression 

connue h. trois arguments.  Le caractbre part icul ier  de cette r&ur rence  consiste 

en ce que la valeur pour  n + I ne se d6duit  pus s implement  de la valeur pour  ';~, 

mais la d6terminat ion de ~,,-~1 ddpend de route la variat ion de ~ .  

On peut  vaincre les difficultds qui se prdsentent  duns ces exemples en se 

servant  des types de variables; le schdma gdn6ral de la r5currence cst alors le 

suivant : 

e(.~, a, o) = a, 

(g, a, ,~ + ,) = g (e (~, a, ,,), ,,); 

a est ici une expression donn~e appar tenant  g u n  type de variables quelconque; 

est ~galement une expression donn~e '2 deux arguments,  dont  le premier  appar- 

t ient  au m~me type de variables que a, et le second est un nombre;  de plus, la 

La ddmonstration de ce fair a 6td obtenue par W. Ackermann. 
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valeur.de g doit appartenir aussi au m~me type de variables que ~. Enfin Q est 

l'expression qu 'on veut d6finir par r5currence; il ddpend de trois arguments, et, 

aprbs qu'on y a fair les substitutions voulues pour .q, ~ et ~2, il rcntre dans le 

m~me type de variables que ~; en outre, a et .q, et par consdquent 0, peuvent 

dSpendre de parambtres quelconques. 

De ce sch6ma g~.n6ral on d6duit par substitution des rScurrences dStermi- 

nSes. On obtient en particulier les r6currences de nos deux exemples en consi- 

d6rant, dans le premier, f e t a  comme des parambtres, et, dans le second, le 

passage de q% (a) '~ q~,~+l(a) comme un passage, au moyen de la fonctionnelle g, 

de la fonction q~,~ s la fonction q~,~+i, de sorte que a n'intervient plus comme 

parambtre. Les r6currences de nos exemples sont d'une espbce plus gdnSrale que 

la rScurrence SlSmentaire en ce que dans un cas nous introduisons un param~tre 

d'ordre sup4rieur, qui n'est pas un entier ordinaire, et dans l 'autre nous choisissons 

pour a une fonction et pour .q une fonctionnelle. 

Les types de variables forment le lien grs auquel on arrive "~ rdaliser 

une correspondance entre les fonctions d'une variable numSrique et les nombres 

de la seconde classe. Nous obtenons en effet une correspondance entre les hombres 

de la seconde classe et certains types de variables en comparant les deux modes 

de gdn6ration des nombres de la seconde classe, h savoir l 'addition d'une units 

et la construction de la limite pour une suite d6nombrable, avec la formation 

des types dans l'ordre des hauteurs croissantes. A l'addition d'une units nous fcrons 

correspondre la fonctionnalisation (I/u.~d~tio~en-NehmeJ~), c'est-'s la formation 

d'une fonction ayant pour argument un type de variables donnS; et au passage 

's la limite, la rdunion d'une suite d~nombrable de types de variables en 

un nouveau type; nous appellerons types (Z) les types que nous faisons ainsi 

correspondre aux nombres de seconde classe: dans la formation des types (Z) il 

suffit doric d'appliquer, outre les proc~.d6s de combinaison logique, des rScurrences 

ordinaires non transfinies, Celles-l's mbmes qui sont chaque fois n~cessaires pour 

~num~rer les suites de types pr~alablement au passage 's la limite. Si nous 

rangeons ces types (Z) dans l'ordre des hauteurs croissantes, nous obtenons une 

correspondance biunivoque dans laquelle chaque nombre de la seconde classe a 

pour correspondants les types variables d'une hauteur dSterminSe, et r~ciproquement. 

Mais nous arrivons aussi, de cette mani~re, 's une correspondance biunivoque 

entre les fonctions dSfinies au moyen des types (Z) et les hombres de la seconde 

classe. Pour le reconnaltre, il suffit des considerations suivantes. Si nous par- 

tons de types de variables n'allant que jusqu"s une certaine hauteur, et que 
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nous construisions ensuite des fonctions uniquement par substitution et rScurrence, 

nous n'obtenons qu'une infinit~ dSnombrable de fonctions. On peut, en route 

rigueur, donner lm caract~re formel 's leur ~num~ration, et cela en posant d'abord 

une fonction de r~currence Q qui comprenne comme cas particuliers routes les 

r~currences employSes, et qui renferme par consequent un param~tre d'ordre plus 

~lev5 que les types de variables auxquels on s'est restreint jusque 1"s La d~fi- 

nition de • est une application du schema g~n~ral de rScurrence dans laquelle ce 

type de variables sup~rieur intervient essentiellement. On ordonne alors suivant 

leur hauteur les spScialisations qu'on a s employer pour les types de variables 

figurant dans Q, et on obtient ainsi les diffSrentes substitutions initiales. On 

effectue l'~num~ration de celles-ci. Apr~s l'avoir effectu~e, on obtient les fonctions 

qu'il s'agit de d~finir en ordonnant suivant le nombre des substitutions n~cessaires. 

Dans la d~monstration que je viens d'esquisser, ]'ai suppos~ connue dans ses 

traits essentiels la th~orie des nombres de la seconde classe. J 'ai introduit 

tout simplement ces nombres comme le r~sultat d'une ~num~ration prolongSe au- 

del~ de rinfini d~nombrable; ensure, j 'ai caract~ris~ au moyen d'axiomes l'~nonc~ 

d~termin~ N, ~ t r e  un nombre de la seconde classe>>. Mais ces axiomes ne peu- 

vent fournir que le cadre g~n~ral d'une th~orie. Pour trouver ~ celle-ci une 

base plus solide, il est n~cessaire d'indiquer comment on peut donner un carac- 

t~re formel s cette ~num~ration prolongSe. On y arrive en appliquant 's une 

suite la m~thode de prolongation de l'~numSration; cette suite ne peut elle-m~mc 

~tre d~finie que par une rgcurrence ordinaire, et pour cette r~currence il est de 

nouveau besoin de types. 

Cette circonstance cr~e une difficult5 apparente, mais l'on constate qu'en 

r~alitg on peut, prdcis~ment grs s ces considdrations, rendre beaucoup plus 

~troite la correspondance entre les nombres d e  la seconde classe et les fonctions 

d'entier. En effet, les types de variables qui sont n~cessaires pour former les 

hombres de la seconde classe s'obtiennent en rempla~ant formellement, une ou 

plusieurs fois, le signe Z par le signe N dans nos formules de d~finition de types. 

Nous appellerons types (N) les types de variables qui rdsultent de cette opdration; 

il es~ clair que des types (Z) et (57) correspondants ont la m~me hauteur. Nous 

n'avons alors plus besoin de faire correspondre 's un nombre donn~ de la seconde 

classe routes les fonctions de m~me hauteur, mais nous pouvons faire correspondre 

les fonctions et les nombres de la seconde classe suivant la hauteur des types 

de variables n~cessaires "s leur d~finition. Plus exactement, cette correspondance 

s'exprime de la mani~re suivante. 
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Si Yon ne prend des types (Z) que jusqu"~ une certaine hauteur, la hauteur 

des types (N) correspondants est 6galement limitSe. Des nombres de la seconde 

classe qu'on peut former avec ces types, l'on ddduit, au moyen de leur suite 

aseendante, un nombre plus dlevd, qui n'est d6finissable qu'5 l'aide d'un type de 

variables plus glev6 aussi. Si Fort a d'autre part des types (N)jusqu"~ une 

certaine hauteur, les fonctions ddfinissables au moyen des types (Z) correspondants 

sont aussi d6nombrables; on peut en effet les gnum6rer suivant le nombre des 

substitutions qu'elles exigent, comme je l'ai expliqud plus haut. De cette 

dnum6ration, qui d6termine une fonction 9~ (a, ~2) ou d~duit, comme on suit, par le 

proe6d6 diagonal de Cantor, par exemple par la formation de ~(a, a)+ i, une 

fonction diffdrente de routes les fonctions dnum~rdes, et qui ne peut donc 5tre 

d6finie au moyea des types de variables auxquels on s'est restreint jusque l?r. 

On a atteint alors la possibilitd de faire correspondre d'une mani~re biuni- 

voque, aux nombres de lu seconde classe ddfinissables au moyen des types de la 

hauteur considgr6e mais non au moyen d'une hauteur moindre, les fonctious en 

infinit6 ddnombrable ddfinies au moyen de cette m(~me hauteur; et de cette fagon 

chaque fonction correspond an moins s un hombre de la seconde classe. 

La d6monstration du th6or~me du eontinu n'est pourtant pus encore achev6e: 

e l l e a  besoin d'un eompl~ment essentiel. Jusqu"k pr6sent, en effet, duns toute 

cette recherche qui nous a conduits 's la correspondance cherchde, nous avons fair 

une double hypoth~se restrictive: d'une part, notre sch6ma g6n6ral de r6currence 

pour q ne donne une expression que de la r6currence ordinaire, procddant suivant 

les valeurs croissantes d'un entier ordinaire, et de l'autre, nous avons restreint 

nos types de variables 'k ceux qui s'obtiennent en prolongeant l'6num6ration au 

del'L de suites ddnombrables. I1 est certain que l'emploi de rdcurrences trans- 

finies, et l'emploi correspondant de types de variables d'ordre supSrieur, sont 

uScessaires darts eertaines recherches mathdmatiques, par exemple pour construire 

des fonctions de variable r6elle ayant certaines propri6t6s. Mais ici, duns notre 

problSme o~a il s'agit de construire des fonctions d'entier, ces r~currences et ces 

types sup6rieurs ne sont pus ndcessaires; on a en effet le lemme suivant: 

Lemme II. Pour construire les fonctions d'une variable enti~re, on peut se 

passer de r~currences transfinies, et la rdcurrence ordinaire, c'est-'s proc6dant 

suivant les valeurs croissantes d'une variable entibre, ne suffit pas seulement 

pour la construction proprement dite des fonctions, mais encore on n'a ~ em- 

ployer, dans les substitutions, que des types de variables ddfinis uniquement au 

moyen de rdcurrences ordinaires. Ou encore, pour nous exprimer plus correcte- 
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ment, et plus en accord avec notre condition du fini: si l 'on a construit,  s l 'aide 

d 'une rdcurrence sup~rieure ou d 'un type de variables correspondant, une fonction dont  

l ' a rgument  est un entier ordinaire, cette fonction est n~cessairement ddfinissable 

au moyen de r~currences ordinaires et en employant  exclusivement des types (Z). 

Le sens et la port5e de ce lemme nous seront rendus clairs par l 'exemple 

caract~ristique qne voici: 

Supposons qu'on air donnd un caract~re formel '~ la correspondance entre les 

fonctions d 'a rgument  entier et les nombres de la seconde classe; nous avons 

ainsi d~termin~ une fonction ~ (a, n) qui fair correspond_re un entier ordinaire s 

un nombre quelconque a de la seconde classe et s l 'entier ordinaire n: pour a 

constant  et n variable, r (a, n) sera prdcisgment la fonction de l 'entier n qui 

correspond ~ a. Prenons main tenant  pour a un nombre de la seconde classe, 

a , ,  d~pendant de n, la suite des a~, pouvaut d'ailleurs ~tre ddfinie p a r  une r~- 

currence ordinaire on transfinie, comme par exemple: 

g n + l  - -  ~0% ; 

(~,, ,n) est alors une fonction de la variable n; et notre lemme I I  affirme ~ son 

sujet qu'elle peut ~tre d~finie par des rScurrences ordinaires et au moyen de 

types (z), alors qu'une telle d~finition n'existe certainement pas pour ~ (a,n): 

car si l 'on supposait qu'il en exist'&t une, on serait visiblement conduit  ,i une 

contradiction. 

Je  voudrais faire expressgment remarquer, une fois de plus, qu'en exposant 

comme je viens de le faire la d~monstration du th4or~me du continu, je n 'ai  

indiqu~ que les iddes essentielles; pour la rendre complete, il faudrai t ,  non seu- 

lement ddmontrer  les deux lemmes, mais encore la refondre de fa~on qu'elle 

satisfasse r igoureusement s notre condition du fini. 

Pour  terminer, reportons s nouveau notre pensge sur notre sujet  propre, et 

tirons, en ce qui concerne l'infini, la conclusion de route cette dtude. Le 

r~sumd est alors celui-ci: r infini  ne se trouve rdalis~ nulle pare; il n 'est  pas 

present dans la nature, et nous ne pouvons non plus le considdrer comme un 

fondement  de notre pensde intelligible - -  remarquable harmonic entre l'~tre e~ la 

pens~e. Contrairement  aux efforts passds de Frege et Dedekind, nous arrivons "s la 

conviction que pour rendre possible une connaissance scientifique, la condition 

prdalable est la presence de representations et de perceptions intuitives, et que 

la logique ne suffit pas. Les opgrations sur l 'infini ne peuvent ~tre garanties 

que par le fini. 
16--25389. Aeta mathematica. 48. I m p r i m ~  lo 18 f~vr ie r  1926. 
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Le rSle qui reste s l'infini est seulement celui d'une idle - -  si l'on entend 

par idle, comme faisaR Kant, un concept de la raison qui d~passe route expe- 

rience, et par lequel le concre~ se trouve complgt~ dans le sens de la totalitY; c'est 

de plus une idle ~ laquelle nous pouvons faire confiance sans h~siter, dans le 

cadre d~termin~ par la th~orie que je viens de vous esquisser. 

Enfin, j'exprime mes remerclments s ]~[. P. Bernays, pour le concours intelligent 

et l'aide pr6cieuse qu'il m'a apport~s, en par~iculier darts la d~monstration du 

thgor~me du continu, aussi bien pour la forme que pour le fond. 


