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~. Bei der Darstellung einer Abelschen Kollinea~ionsgruppe durch homo- 

gene lineare Subs~i~utionen kSnnen wir bekanntlich immer die monomiale Ge- 

stalt voraussetzen. Wir  beh'achten allgemein den Fall yon n homogenen Ver- 
al a.~ . ~nderlichen. Es sei n ~ P l  P2 .. pa~ die AufllSsung yon n in ein Produl~ yon 

Primzahlpotenzen. Die Exponenten a~ zerlegen wir in irgend einer Weise in 

die Summe 

at--~ a~l + ai2 + " "  -~ a~ ~i. 

]~s sei weiter w~k eine primitive Wurzel der Gleichung 

X pa ik  -~- I . 

Jedem Gliede atk entspreehend fiihren wit fiir die Ver~nderlichen ein Index z ik  

ein, der nach dem ]~odul p~ik genommen wird, und fiir die Kollineutionen fiih- 

ren wit je zwei solche Indizes ttk und uik  ein. Eine Variable wird mi~hin fes~- 

gelegt durch die Wer~e der Indizes 

2"11~ 2 ' 1 2 7 - ' .  ~lal~ Z 2 1 ~ ' . . ~  ~ 2 a s ~ . . . ~  

und in gleicher Weise elne Kollinea~ion dureh 

t I l ~  t l ~ , . . ,  t la l~  t ~ l , . . .  ~2a2, . . . ;  UI1, Uls ,  . . .  U l a ~ ,  U~I ,  . . .  U~a2~ . . .  



204 A. Wiman. 

Wir  schreiben kurz die Variabeln x~i~ und die Kollineationen Stik,uik. 

letztere haben wir die Darstellung durch die Substitution 

Fiir 

( I )  XPzik ~ H O)tik zik ik Xzik § uik" 
i, k 

Man ersieht unmittelbar, dass die in solcher Weise definierten n 2 Kollineationen 

Stik,~ik eine Abelsche Gruppe darstellen. Sind fiir eine Substitution ( I )n ich t  

s~mtliche Indizes tik und u ik~o ,  so wird, wie leieht zu ersehen ist, der zugehS- 

rige CharakCer ~ o .  Bier~us folg~ abet nach bekannten S~tzen die frreduzibili- 
tSt der dutch die Substitutionen (I) erzeugten homogenen Gruppe. Da die irredu- 

zibeln Bestandteile einer Abelsehen Gruppe stets in nur einer Ver~inderlichen 

auftreten, so ist es demnach unmSglich die fragliche Abelsche KoUineations- 

gruppe durch eine homomorphe Gruppe von homogenen linearen Substitutionen 

darzustellen. In  der Tat finder man als Kommubator zweier Substi~utionen (I) 

mit den Indizes tik, uik bez. t'ik, u'ik eine GleichfSrmigkeitssubstitution mit dem 

Proportionalit~tsfakCor 

(~) H ~ : ~  u't~ -~'~ ~i~ 
l I  ,ik 
i, k 

Bezeiehnet bei ver~nderliehem Index k bi das Maximum yon den Gliedern aik, 

so erh~ilt man offenbar 1-[p~ ~ als Ordnung der Kommutatorgruppe. 
i 

Wir neunen zwei Kollineationen in Bezug auf einander syzygetisch bez. 

azygetiseh, je nachdem als Kommutator  die Einheitssubstitution auftrRt oder 

nicht. Hierdurch befinden wir uns in ~bereinstimmung mit einer in der Theorie 

der Abelschen Funktionen iiblichen Bezeichnungsweise. 

Als Basiselemente der Abelsehen Gruppe kann man diejenigen Operationen 

betrachten, fiir welche je eine Zahl ti~ oder ui~ ~ I, siimtliehe iibrige aber - - o  

sind. Die Herstellung einer anderen Basis erfolgt bekanntlich durch lineare 

Kongruenzen in den tik und u~k. Dabei miissen immer Syzygien in Syzygien 

iibergefiihrt werden, falls man beim Ubergange zu der neuen Basis einen Auto- 

morphismus der Abelschen Kollineationsgruppe zu erhalten wiinscht. Die um- 

fassendere Kollineationsgruppe, welche letztere Gruppe ausgezeichnet enth~lt, 

lgsst sich in solcher W~ise als eine lineare Kongruenzgruppe definieren. 
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2. Aus den verschiedenen MSgliehkeiten die Exponen ten  a~ in Summaa-  

den zu zerf~llen erh~lt man die versehledenen Typen  yon Abelschen Koliinea- 

t ionsgruppen der Ordnung  n ~ mit  i rreduzibeln homogenen  Dars te l lungen in n 

Ver~nderlichen. W i r  beschr~nken uns doeh wei terhin auf den Fall, wo n e i n e  

P r i m z a h l p o t e n z  = i 0  a ist. Will  man  dann noch voraussetzen, dass die Invarian-  

ten der Abelschen Gruppe s~mtlich un te r  e inander  gleich sind, so erh~lt man  

die Typen  aus den ganzzahligen Teilern der Exponen t  a. 

Als Beispiel w~hlen wir  n--~ 4. W i r  haben dann eine erste MSglichkeit  

mit  drei P a a r en  yon Indizes zl, z~, tl, t2, ul, us, fiir welche o oder I zu setzen 

ist. Die Opera t ionen (I) bekommen je tz t  die Gestal t  

(3) X'zl, ze ~-- ( - -  I)tlz''~teZ~Xz~+u,, Z~+U2. 

Ira anderen  FaUe haben wir nu r  .~e einen Index  z, t, u, welehe aber  naeh dem 

Modul 4 genommen werden. Als Subst i tu t ionen (I) erhal ten  wir  

(4) x'~ = i t ~ x~+,. 

Beschr~nkt  man hier  t und u auf  die Wer t e  o und 2, so bekommt man eine 

charal~erist isehe Unte rgruppe  yore Typus der u  Unte rgruppen  ~hn- 

l icher  Ar t  erh~lt  man  im ersteren Falle, indem man ein azygetisches P a a r  yon 

Operat ionen (3) kombinierk  Die zugehSrigen irreduzibeln Bestandtei le  sind in 

zwei Ver~nderl ichen.  l )berhaupt  muss ja  eine Kol l ineat ionsgruppe mit  irredu- 

zibler Dars te l lung in n Variablen mindestens die Ordnung  n ~ besRzen, was in 

dem yon uns bet rachte ten  Falle  yon keiner  eigentl ichen Unte rgruppe  der Abel- 

schen G~ der Fall  sein kann. Hieraus  l~sst sich auch ersehliessen, dass, falls 

die Abelsche Kol l ineat ionsgruppe eine eigentl iche charakter ische Untergruppe  

enth~lt,  so kann dieselbe nur  in ir~primitiven Gruppen  als ausgezeichnete Unter-  

gruppe auftreten.  

W i r  nehmen aber j e t z t  an, dass s~mtliche Basiselemente tier Abelschen 

Gruppe yon der Ordnung  p sind, wodurch  also die Existenz yon eigentl ichen 

eharal~eris t ischen Unte rg ruppen  ausgeschlossen wird. W i r  schreiben n = p  r und 

ffihren fiir die Variablen r Indizes zl, z2, �9 �9 zr und in gleicher Weise fiir die Sub- 

s t i tu t ionen 2 r Indizes tl, re, . . .  t~, u ,  u s , . . ,  ur ein, welehe s~mfliehe nach dem 

Modul p genommen werden. Doeh sollen auch in leicht verst~ndlicher Abkiir- 

zung die Variablen x~ i u n d  die Subst i tu t ionen Sti.~ geschrieben werden. Bezeich- 

net  co eine primitive p: te  EinheRswurzel,  so hat  man fiir St~,,,l: 
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(5) 
Es ergibg sieh weRer: 

(6) 

t i  z i 
P o )  i 

X z i ~ " X z  i + u i . 

Stt, "t St'~, "'i-=- ~ ~ Sti + t'i, ~i + ,v ~ . 

Als Kommuta~or yon Sti, u i und St,i, u',. erh~l~ man demnach eine GleiehfSrmig- 

ketssubstRugion mig dem ProportionalR~sfakgor 

(t  i u '  i - -  t" i u i) 

(7) 

Zwei Kollineationen heissen mi~hin syzygetisch oder azygetisch, je nachdem der 

zugeh5rige bilineare Ausdruck 

't ' "' ' (rood p) (8) y , t  ,.u iu0---- o 
i 

oder niche. 

Die dureh die Subs~itutionen (5) erzeug~e homogene Gruppe is~ offenbar 

yon der Ordnung p2r+l .  Der iden~isehen Kollineation kann ja aueh nut  eine 

G p  bei der homogenen Dars~ellung entspreehen, d~ die Koeffizienten 10:re Ein- 

heRswurzeln sein miissen. Einer Untergruppe Gp der Kollineationsgruppe ent- 

sprieh$ demnaeh eine Gp, der homogenen Substitu~ionsgruppe. Ist  p ungerade, 

so is~ diese Gp,, die ja Abelseh sein muss, immer nieh~ zykliseh. Fiir p = z  

entsprechen aber einigen Kollinea~ionen Vierergruppen und anderen zyklisehe 

G4, je naehdem 

(9) ~ ,  t, u ,  
i 

eine gerade oder unger~de Zahl darstelR. Eine Ab~nderung der homogenen 

DarsteUung, so dass die Ordnung 2 2r+1 beibehaRen wird, und s~m~liehen G~ der 

Kollinea~ionsgruppe en~weder Vierergruppen oder zyklisehe G4 engspreehen, is~ 

nut  fiir r =  I m6glich. Der Fall yon ausschliesslieh Vierergruppen is~ ja yon 

vornherein ausgeschlossen, weil dann auch die homogene Gruppe eine Abelsehe 

Gruppe sein sollte, was mit ihrer IrreduzibilR~ in Widerspruch w~re. Im an- 

deren Falle yon ausschliesslich zyklischen G~ w~re die homogene Gruppe eine 

Hamiltonsehe Gruppe. Fiir r =  I, und nut  fiir r = I ,  gibt es eine Hamiltonsehe 
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Gruppe yon der verlangten Struktur, und zwar die Quaternionengruppe. Die: 

selbe wird erzeugt durch die Substitutionen 

(io) t, u = o ,  ,) 

und ist als bin~re Gruppe sehr bekannt. Hieraus folgt, dass, falls s~mtliche 

yon der Identitiit verschiedenen Operat~ionen der Kollineationsgruppe G2~(r > I) 

in einer umfassenderen Kollineationsgruppe gleichberechti~ sind, fiir die homo- 

gene DarsteUung der letzi~eren Gruppe, falls g ihre Ordnung bezeichnet, minde- 

stens 4g Substitutionen erforderlich sind. 

3. Als eine GleichfSrmigkeitssubstitution ist jeder Kommutator mit s~mt- 

lichen linearen Substitutionen in den p" Ver~nderlichen vertauschbar. IIieraus 

folg~, dass bei einer umfassenderen Kollineat~ionsgruppe, welche die Abelsche 

G~2~ a l s  ausgezeichnete Untergruppe enthiilt, der Ausdruck (8) seinen Were 

(rood p) nieht {indert; dies ist eine Versch{irfung der schon hervorgehobenen Tat- 

sache, dass Syzygien in Syzygien iibergehen miissen. Umgekehrt finde~; man, 

dass einer Substitution in den t/ und u/, welche dutch lineare Kongruenzen 

(mod p)ausgedr i ick t  wird, ein Automorphismus der Abelschen Kollineations- 

gruppe in sieh entspricht. Dies sieht man leicht ein, wenn man beachtet, dass 

eine Untergruppe der G ~  mit lauter in Bezug auf einander syzygetischen Opera- 

tionen auch homogen durch eine Abelsche Gruppe ausgedriickt wird und dem- 

naeh in irreduzible Bestandteile yon je einer Ver~nderlichen zerlegt werden kann, 

wie dies fiir die Untergruppe Gp~ mit s~mtlichen u~--o der Fall ist. Aus der 

Rolle, welchen der bilineare Ausdruck (8) bei der spezieUen Abelschen linearen 

Gruppe spielt ~, erkennt man jetzt, dass bei der fraglichen Erweiterung die Fak- 

torgruppe in Bezug auf die ausgezeichnete Abelsche G ~  eben mit dieser Abel- 

sehen linearen Gruppe homomorph sein muss. 

In  dieser Weise erschliessen wir die Existenz einer allge~einen Klasse yon 

Kolli~neationsgruppen in p~ Verh'nderlichen yon der Ordnung 

( I I )  p 2 r ( p 2 r _ _  i ) ~ 2 r - - 1 . . .  ( p 2  I ) p ,  

welche eine Abelsche G ~  als ausgezeichnete Untergruppe entbh'lt. Sehr bekannte 

' Man sehe C. JORDAN, T~ait~ des substitutions, p. 171 (x87o); L. E. DICKSON, Linear 
groups with an exposition of the Galois field theory, p. 89 (I9oi). Wie der Titel ~ngibt, handelt 
es sich bei der letzteren Arbeit um eine Verallgemeinerung der yon C. JORDAN behandelten 
Aufgabe. 
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Beispiele hierzu sind im bin~ren Gebiete die Ok~aedergruppe yon der Ordnung 

24 und die tern~re sog. Hessesche Gruppe yon der Ordnung 216. Auch der 

Fall n = 4  ist yon verschiedenen Verfassern eingehend untersucht worden. Die 

zugehSrige Kollineationsgruppe wurde zuerst yon F. KL~I~ vermittelst linien- 

geometrischer Betrachtungen entdeckt. Ihre Ordnung ist IrSzo. In tTberein- 

stimmung mit einer soeben yon uns gemach~en Bemerkung sind aber fiir ihre 

homogene Darstellung 4 . 1  I52o Substitutionen erforderlich. Auch der allge- 

meine Fall n = p  mit der Ordnung ~v~(p~--I)p ist der Gegenstand fiir besondere 

Untersuchungen gewesen. Die Existenz letzterer Gruppen wurde yon F .  KT.~I~ 

aus der elliptischen Transformationstheorie erschlossen. Durch entsprechende 

t~berlegungen im hyperelliptischen Falle (beim Geschlechte 2) h a t  im Falle 

n-~p ~ derselbe Verfasser die fraglichen Kollineationsgruppen yon der Ordnung 

p~ (p~--  I ) p 3 (_p~-- I ) p gefunden. 1 

Man daft  wohl als wahrscheinlich annehmen, dass die Existenz dieser 

Gruppen auch  im allgemeinsten Falle dem zitierten Verfasser nicht entgangen 

ist, obgleich hieriiber mir keinerlei VerSffentlichung bekannt ist. Den fraglichen 

allgemeinen Typus yon Kollineationsgruppen finde ich n u r  in  einer kleinen Note 

yon H. H. MITCHELL behandelt ~, der insbes0ndere die erzeugenden Substitu: 

tionen der Gruppen angegeben haL. Wie die Quelle der Gruppen eigenflieh in 

den ausgezeichneten Abelschen Untergruppen mit irreduziblen homogenen Dar- 

s~ellungen liegt,  haben wir hier hervorheben wollen. 

Die Darstellung der Gruppe als nicht homogene und der Faktorgruppe ~ls 

homogene lineare Kongruenzgruppe lehrt, dass die Gruppe mit der Faktorgruppe 

homomorphe Un~ergruppen enth~lt. Wir  be~rachten den besonderen Fall p~-2. 

Die Faktorgruppe enth~lt als Untergruppen mit der symmetrischen Gruppe yon 

2 r §  Dingen homomorphe Gruppen, was mit dem hyperelliptischen Falle des 

Gesehlechtes r in Zusammenhange steht. Auf diese Darstellung der symme- 

r Gruppe von 2 r §  I und 2 r §  2 Dingen in 2 r Ver~nderlichen haste ich 

zuerst aufmerksam gemucht. ~ Dieselbe ist yon i. ScKuR in seiner grossen Ar- 

bei~ 4, wo er das Problem, die symmetrischen und al~ernierenden Vertauschungs- 

Behufs Litteraturnachweise verweise ieh auf meiu Referat ,,Endliche Gruppen linearer 
Substitutionen,, in der Encyklop~die der mathematischen Wissenschaften. 

MITCHELL, On some systems of collineation groups, Bulletin of the American Mathemati- 
cal Society XX, p. I34--I38 (I913). 

8 Math. Ann. 52, p. 243 (I899). 
4 SCOUR, Uber die Darstellung der symmetrischen und der alternierenden Gruppe durch 

gebrochene lineare Substitutionen, Journal fiir Mathematik I39 , p. I56 (!911). 
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gruppen durch irreduzible lineare Substitutionsgruppen darzus~eUen, Vollst~ndig 

15st, als >>besonders in~eressant>> charak~erisier~. Fiir die symmetrische Gruppe 
[ n - l - i  

yon n Dingen ist in der Tat, wie SCHU~ nachweis~, 2 [ ~ - j  die niedrigste Grad- 

zahl fiir eine Dars~ellungsffruppe durch nich~ homogene lineare Subs~itutionen 

der Art, dass die homogene Gruppe mindestens doppel~ so viele Substitutionen 

erforder~. Dass tro~zdem diese Darstellung der symmetrischen Gruppe als Unter- 

gruppe in einer viel mehr umfassenden Kollineationsgruppe auftrit~, muss doch 

das zugehSrige Interesse wesen~lich erhShen. 

Bemerkungswert is~ welter, dass bei der in Rede stehenden Darstellung der 

symme~rischen Gruppe yon 2 r +  I Dingen die entsprechende der al~ernierenden 

reduzibel wird, so dass man fiir die alternierende Gruppe yon 2 r + I Dingen eine 

Darstellungsgruppe in 2 ~-~ Ver~nderliehen erhiflt. Wichtige und bekannte Bei- 

spiele hierzu sind die biniire Ikosaedergruppe und eine mit der alternierenden 

Gruppe yon 7 Dingen homomorphe quaterniire Kollineationsgruppe. Es ist wohl 

zu vermuten, dass, wie in den erw~hn~en Beispielen, diese Darstellungen der 

alternierenden Gruppe nicht zu umfassenderen endlichen Kollinea~ionsgruppen 

mit Beibehaltung der Anzahl 2 ~-x der Veri~nderlichen erweiter~ werden kSnnen. 

4. Es bezeichne jetzt H die Abelsche Kollinea~ionsgruppe Gv2~, G die Er- 

weiterung und G/H die Faktorgruppe. Ist p ungerade, was wir in dieser Nummer 

annehmen wollen, so besitzt G/H eine invariante Operation yon der Ordnung 2, 

der Substitution 

(r2) t'~=--t~; u'i=--u~ (i=I, 2,...r) 

en~sprechend. G enthis dann mithin eine ausgezeichne~e Untergruppe //1 yon 

der Ordnung 2p 2~, welche H umfasst. Wenn man den Fall r~-i,  P = 3  ausnimmt, 

ist die Fal~orgruppe G/H, eine einfache Gruppe. Bei einer irreduziblen Dars~ellung 

yon G/H durch homogene lineare Substitutionen kann der invarianten Operation 

(12) nur entweder die Identit~t oder eine GleichfSrmigkeitsubstitution mit dem 

FakCor --I  entsprechen. Im ersten Falle is~ die Darstellungsgruppe mi~ G/•, homo- 

morph. Nun kennt man aber solche irreduzible Darstellungen sowohl in pr__ I 
2 

als pr+ I Veri~nderlichen. Dabei ist in beiden F/~llen die KoUinea~ionsgruppe 
2 

mit G/H 1 und ebenso die homogene Subs~itu$ionsgruppe bei der Darstellung mit 

ungerader Gradzahl, dagegen die andere homogene Substitutionsgruppe mit G/H 
9-7--25389. Acta mathematicxt. 48, Imprim~ le 27 f~ivrier 1926. 
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homomorph. Fiir r--~ I, 2 sind diese Kollineationsgruppen durch F. KLEIN l~ngst 

bekannt. Fiir den allgemeinen Fall hat MITCnrLL in der schon zitierten l~.ote 

die Existenz aueh dieser beiden Typen yon Gruppen nachgewiesen. Dies gelingt 

sehr einfach, indem zun~chst, wie wir schon hervorgehoben haben, G Unter- 

gruppen vom Typus G/H enth~lt. Eine solche enth~lt ihrerseits eine ausgezeich- 

nete Operation yon der Ordnung 2, wobei die Variablen sich in zwei Systeme 

yon je p~ § i u n d  P~-- I anordnen lassen, so dass die zugehSrigen Multiplikatoren 
2 2 

sieh als + i bez. u i erweisen. Diesen beiden Systemen yon Variabeln ent- 

sprechend muss sieh die mit G/H homomorphe Untergruppe yon G in zwei 

irreduzible Bestandteile zerlegen. 

In dieser Weise erh~lt man die Mehrzahl der mehr eingehend behandelten 

Kollineationsgruppen, welche nicht schon den in der vorigen Nummer besproche- 

nen Typen angehSren. Wenn man r >  I annimmt, ist bier besonders der Fall 

r=2 ,  p =  3 zu bemerken, wobei es sich um Darstellungen im quatern~ren und 

quin~ren Gebiete yon einer einfachen Gruppe yon der  Ordnung 2592o handelt3 

5- Die Untergruppen der Abelsehen Gruppe H yon gegebener Ordnung p~ 

zerlegen sieh nun in verschiedene Typen je nach den Eigenschaften von Syzygie 

oder Azygie, welche ihre Operationen in Bezug auf einander besitzen. Diesen 

Typen entsprechen, wie sofort zu ersehen ist, verschiedene Systeme yon unter 

sich gleichberechtigten Untergruppen der Fak~orgruppe G/H oder G/H,. Eine 

Syzygie wird ja durch die Bedingung 

(I3)  Z (tiU'i - t ' iu i )  ~ 0 
i 

charakterisiert. Wenn hier ti, ui eine" Gp, durchl/~uft, so muss offenbart'i, u'i 

einer Gv:r_~ angehSren. Die Untergruppen Gv, und Gp2r-, sind also paarweise 

einander zugeordnet, so dass die Operationen der einen Gruppe in syzygetischem 

Verh~ltniss zu denjenigen der anderen stehen. Hierbei kann es aber verschiedene 

~[Sglichkeiten beziiglich der gemeinsamen Untergruppe geben. Ist ~ < r, so er- 

man hierdurch [ - ~ ]  Typen yon Gv~ und Gp2 . . . .  h~lt Zun~chst kSnnen n ~ m  o 

lich s~mtliche Paare yon Operationen der Gp~ m gegenseitigem syzygetisehen 

1 Man sehe die grosse Abhandlung yon H. BURKHARDT, Untersuchungen aus dem Gebiete 

der hyperelliptischen Modulfunktionen, Math. Ann. 36, 38, 4I. 
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Verh~l~niss s t ehen .  Ist dies nicht der Fall, so hat man in der Gp, eine Unter- 

gruppe yon der Ordnung p~ mit in Bezug auf einander azygetischen zyklisehen 

Un~ergrnppen. In der Gp, is~ dieser G~ eine Gp,-~ zugeordnet, welche, yon der 

Identit~t abgesehen, ganz ausserhalb der Gp, liegt. Sind nun nich~ s~mtliehe 

Opera~ionen der Gp,-2 mit s~mfliehen Operationen der Gp, syzygetiseh, so kann 

man je~zt in der ersteren Gruppe eine Gp, bestimmen, welche in Bezug anf einan- 

der azygetisehe zyklische Untergruppen enthiilt u. s. w. Die MSglichkeiten sind 

mithin, dass die Operationen der Gp,, welche sich in dieser Gruppe durchaus 

syzygetisch verhalten, en~weder die Gp, selbst oder eine Gp,-~, ( r = I , . . . [ ~ ] )  

erf'fillen. 

Die Anzahl der Un~ergruppen l~sst sieh in den verschiedenen F~llen ohne 

Schwierigkeit berechnen. Fiir Gruppen Gp,, deren Operationen sieh durehgehends 

in Bezug auf einander syzyge~iseh verhal~en, bekommt man die hn~ahl 

(I4) 

also fiir ~-~r 

(I6) 

p2r__  I 0 2 r - 2 -  I ~0 2 r - 2 ~ + 2 ~  I 

~0-- I p 2  1 p ~ - -  I 

0 (pr-l+ i) .(p+ 

Fiir ~r--=~2 erh~lt man 

p - - I  

oder die gleiche Anzahl wie diejenige der Untergruppen Gp. Setzt man hier 

noeh P~3 ,  so bekomm~ man zwei verschiedene Systeme yon Untergruppen der 

in der vorigen Nummer besproehenen einfachen G25920 vom Index 40. 

Fiir r ~ 2  treten die Gp, yore azygetisehen Typus paarweise auf, indem die 

Operationen der einen Gruppe sieh in Bezug auf diejenigen der anderen syzyge- 

tisch verhalten. Man erh~lt p~(p~+.I) Untergruppen Gp~ yon diesem Typus, also 

einander zugeordne~ e 1)aare. Fiir P- :3  is~ letz~ere Zahl ~45 .  Dies ergib~ einen 

dritben Typus yon Untergruppen der einfachen G2592o, und zwar yore Index 
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45. ~ Diese drei Systeme yon Untergruppen der G~92o waren schon C. JORDAN 

bekannt~ 

Fiir p = 2 ,  r =  3 werden die 63 yon der Identit~t verschiedenen Operationen 

der Abelsehen Gruppe H durch die 63 Steinerschen Komplexe yon Beriihrtmgs- 

kegelschni~en einer aJJgemeinen ebenen Kurve vierter Ordnung veranschaulich~. 

In Idbereinsfimmung mi~ (I4) hat man auch 315 syzygetische Tripel und I35 

syzygetisehe Septupel solcher Komplexe. Als allgemeine Formel fiir die Anzahl 

azygetischer Gp, erhiiR man 

2r 
(18) ~2 r  . ~ p ~ ' ~  _I. 

die knzahl azyge~ischer Tripel von Steinerschen Komplexen ist auch, dem ent- 

sprechend, 336. 

6. ~iit dem Falle p = r = z ,  also der quatern~ren Gl15~o, wollen wir uns 

etwas mehr eingehend besch~f~igen und dabei auch die zugeh5rige geome~rische 

Konfiguration in Betracht nehmen, welche in der Ta~, ebenso wie die Oktaeder- 

konfigura~ion oder diejenige der neun Wendepunk~e einer Kurve dri~er Ordnung, 

besondere Beachtung zu verdienen scheint. Die yon der Identitgt verschiedenen 

I 50pera~ionen der Abelschen Gruppe H lassen die Punkte je zweier windsehiefen 

Geraden invariant, und es handel~ sich demnach im wesentlichen um die Kon- 

figuration dieser z 5 Geradenpaare. Zwei in Bezug auf einander syzygetische Li- 

nienpaare schneiden einander, so dass ein geschlossenes Vierseit gebildet wird, 

und zwei azyge~ische verlaufen windschief. Den 15 syzygetischen G~ entsprechen 

15 syzygetisehe Tripel yon Geradenpaaren, und ein solches Tripel wird yon den 

Kanten des Koordinatentetraeders gebilde~. Das einzelne Linienpaar wird yon 

6 anderen getroffen, so dass dasse!be in drei Koordinatentetraedern Teil nimmt, 

und ist in Bezug auf die 8 iibrigen windschief. Ebenso entsprechen den 2o 

azygetischen G4 eben so viele windschiefe Tripel yon Linienpaaren. Letztere 

sind einander paarweise zugeordnet, so dass die 6 Geraden des einen Tripels yon 

denjenigen des anderen getroffen werden. Dies bedeutet, dass die beiden Tripel 

yon Linienparen den Erzeugendensystemen einer Fl~che zweiter Ordnung ange- 

h5ren miisseu. Den IO Paaren yon azyge~isehen G~ sind mithin Io Fl~chen 

Bei der Fliiche dr i t ter  Ordnung wird dies System yon Untergruppen durch die 45 Ebenen 
durch drei gerade Linien i[lustriert.  Mit dem obigen Ausgangspunkte  sind die beiden Systeme yon 
Untergruppen,  welche den 27 geraden Linien bez. 36 Doppelseehsen der Fls entsprechen, n icht  
so unmi t te lbar  zu definieren. Man vergleiche hieriiber die zitierte Arbeit  von BURKHARDT. 
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zweiter Ordnung zugeordnet. Eine bekannte Eigenschaft dieses Systems yon 

Fl~chen zwei~er Ordnung ist, dass je zwei yon denselben einander immer in  4 

gerade Linien schneiden. Dies hat seinen Grund in der leicht erkennbaren Tat- 

sache, dass bei zwei verschiedenen Paaren azygetischer G4, immer je eine G4 des 

einen Paares mi~ ]e einer G~ des anderen Paares eine G~ gemein hat. In  der 

Tat hat man aueh, den 9 anderen Paaren yon Tripeln entsprechend, 9 MSglich- 

kei~en ein Paar des einen Tripels mit e inem Paare des anderen Tripels bei einem 

bestimmten Paare azygetischer Tripel zu kombinieren. 

Bekanntlieh is~ die Fak~orgruppe der Gus~0 in Bezug auf die Abelsche G16 

mit der symmetrischen Gruppe yon 6 Dingen homomorph, und dies, auf Grund 

einer besonderen Eigenschaft dieser Gruppe, in zwei Weisen. :Nach den verschie- 

.denen Zerf$11ungen yon 6 Dingen in 2 + 4  bekommt man zweierlei MSgliehkeiten 

yon Untergruppen dieser Gruppe yore Index 15. Diese lassen ihre Spur bei der 

ausgezeiehneten GI6 in den 15 v o n d e r  IdentitSt versehiedenen Operationen, 

bez. den 15 syzygetischen Tripel. Es ist in der Tat auch mSglich die fragliehen 

15 Oper~tionen in der folgenden Weise je durch zwei Indizes a und fl zu bezeiehnen: 

I. a und fl sind yon einazader verschiedene Zahlen der Reihe I, 2, . . .  6 ,  

und es ist s ~ = s ~ , .  

2. Zwei Operationen Sa~ and s ~ ,  sind syzygetisch, wenn beide Indizes a, fl 

yon beiden Indizes a~, fl~ versehieden sind, im anderen Falle azygetisch. 

3. Das Produkg yon zwei syzygetischen Operationen s ~  und s ~ ,  ist s ~ ,  

wo a s u n d  ~ die noch iibrigen Indizes bedeuten, und das Produk~ yon zwei azy- 

getischen Opera~ionen s ~  und s ~  ist s~ , .  

Nach diesen Vorschriften finden wir fiir ein beliebiges Produkt  s~s~,~ . . .  

s~e~ r die Identit~t, falls s~mfliche Indizes I, 2 , . . .  6 entweder eine gerade oder 

ungerade Anzahl yon Malen vorkommen, sonst aber sT~ , wenn 7 und ~ eine ge- 

rade bez. ungerade Anzahl yon ]Ylalen auftreten, und die iibrigen 4 Indizes sich 

in der eatgegengesetzten Weise verhulten. Als Beispiel yon einem syzygetischen 

Tripel hat man dann: 

sly, s34, s56 

und yon einem Paare azygetiseher Tripel: 

sl~, sly, 82s; 845, s46,856. 

In dieser Bezeichungsweise ist unmittelbar ersiehtlich, dass man in 6 Weisen 

azygetische Quintupel, wie 
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812~ 818~ 814~ 815~ 816 

erhi~lt. Geometrisch wird also "das eine System yon d gleichberechtlgten Untergrup- 
19en der Faktorgruppe dutch diese d Systeme yon je 5 in Bezug auf einander wind. 
schiefen Geradenpaaren veranschaulicht.l 

Der anderen ]KSglichkeit, yon 6 gleichberechtigten Unt,ergruppen ent,sprechend, 

hat. man zwei verschiedene Arten yon Beziehungen zwischen zwei syzyget.ischen 

Tripeln, welche als syzyget,isch und azygetisch bezeichnet, werden kSnnen. Dabei 

wird jedesmal dutch zwei gegebene ein drit,t,er Tripel eindeutig bestimmt, so dass 

es sich auch hier um syzygetische und azyget,ische Tripel h~ndelt. In syzyge- 

fischer Beziehung st,ehen zwei Tripe1 zu einander, wenn sie ein Geradenpaar 

gemein haben, Wie 

sly, s~4, s56; sl.~, sa5, s46. 

Dieses Geradenpaar geh6rt dann n o c h  zu einem dritt,en Tripe1, wie im gegebenen 

Beispiele 
sly, sa6, s~5. 

Ein syzygetisches Tripel yon Tet,raedern hat also ein Geradenpaar gemein und 

ist, mit,hin einer einzelnen Operat,ion der G16 zugeordnet,. 

Bei zwei azyget,ischen Tetraedern wird jedes Linienpaar des einen Tet,rae- 

ders durch ein Linienpaar des anderen getroffen, und in dieser Weise erh~lt, man 

drei geschlossene Vierseit,e. Als dritt,es Tet,raeder im azyge~ischen Tripel t,rit,t, 

nun dasjenige auf, welches diese drei Vierseite zu Tetraedern vervollst,~ndigt,, 

welche ein beigeordnetes azyget,isches Tripel bilden, wie es ja auch zu erwarten 

war. Als Beispiel gehen wir aus yon 

812~ 834~ 856; 818~.825~846 �9 

Die Vervollst,~ndigung geschieht, durch 

816~ 824~ 885. 

Als beigeordnetes azygetisches Tripel erh~lt, man 

812~ 846~ 835] 884~ 825, 816; 856~ 813, 824. 2 

1 Diese Systeme gehSren je zu den 5 nach F. KLEIN im Zusammenhange mit der G1~5:o 
stehenden linearen Komplexe. 

Man bemerke, dass die bier nicht eingehenden Oparationen s~4, s~, sas; s28, s~6, s86 ein 
azygetisches Tripelpaar bilden, dass also eine Zuordnung zwischen den beiden Arten von azyge- 
tischen Tripelpaaren besteht. 
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Offenbar h~tten wir hier aueh wie im vorigen Fall den einzelnen Tripeln 

zwei Indizes a, fl beilegen und daraus die Existenz yon 6 azygetischen Quin~upeln 

ersehliessen kSnnen. Als ein solches System geben wir: 

812~ 834~ S56; 818~ 825~ 846; 314~ 8~6~ S35; 815~ S24~ 836; 816~ 828~ 845~ 

und die 5 iibrigen erh~lt man, wenn man etwa I der Reihe nach mit den 5 

anderen Indizes transponiert. Mit  den d Mb'glichkeiten die I 5 Geradenpaare in 5 

Tetraeder zu zertegen hSngt also die andere Klasse yon Untergrup2en voni Index d 

zusammen. 

Wit  mSehten noch auf die Eigentiimlichkeit auf-merksam machen, dass, falls 

man ein azygetisches Quintupel nebs~ der Identit~t mit einer ausserhalb derselben 

befindlichen Operation kombiniert, so resultiert ein azygetisches Tripelpaar. Da 

man mit IO Operationen kombinieren kann, so erh~ilt man in dieser Weise aus 

einem Quintupel s~mtliche Io Tripelpaare. " Geht man z. B. vom Quintupel 

81fi~ 813~ 814~ 815~ 816 

aus und kombiniert mit s~, so ergibt sieh das Paar 

8~3~ 813, 815~ 856~ 846~ 845. 

Dies steh~ mit Verh~ltnissen bei beliebigem r u n d  p = z  in Zusammenhang, auf 

welche wir doch hier nicht eingehen wollen. 


