
SUR LA RESOLUTION DE L'EOUATION FONCTIONNELLE 
h, § 

A COEFFICIENTS CONSTANTS. 
PAR 

S. PINCHERLE 

'~ B O I ~ O G N E .  1 

Le present 

fonc~ionnelle 

(~) 

travail a, comme objet principal, la r~solution de l'6quation 

h~qv(x + ~, )=f(x)  

par rapport ~ la fonction inconnue ~o(x). A cette question s'en rattachent 

d'autres, comme la r6solution d'~quations fonctionnelles analogues ~ (I), l'6tude 

de certaines classes de fonctions qui se pr~sentent darts cede r~solution, l 'examen 

de certains problbmes fonctionnels qui out un lien ~r avec l'~quation (~). 

Duns ee m~moire on examinera le cas off les coefficients h, de l'dquation (I) sont 

des quantit6s constantes, tandis que je me propose de traiter, duns un autre 

travail, la m~me 6quation duns l'hypoth~se off les h ,  sont  des fonctions ration- 

nelles de x. ~ 

1 C'est en lui offrant cette traduction d'un ancien M~moire, publi~ en I888 (Memorie della 
R. Aeeademia delle Scienze dell 'Isti tuto di Bologna, S. IV, T. IX, p. 45--7I) que je me permets 
de rendre hommage ~ l ' i llustre fondateur des Acta. Ce m~moire, qui a passd ~ peu pros inapergu, 
renferme les germes d'une thdorie qui, retrouv~e et d~velopp~e quelques anuses plus tard, a pris 
duns l 'Analyse une place remarquable. J 'a i  tenu ~ donner la traduetion de la fa~on la plus litt~- 
rule, pour conserver k ce travail son caractere d'authenticit~, m6me l~ off il pr~sente quelque im- 
perfection de forme e~ oil l 'usage d'un langage plus moderne aurait pu rendre la r~daction p lus  
agile. (t) 

u Cette question se trouve trait6e duns le m~me volume des Mdmoires de l'Acad~mie de Bo- 
logne, p. I 8 I - - zo  4. (t) 

~.  B. Les notes marquees d 'un (t) ne se trouvent pus duns le M~moire original. 
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w I. Un prob l~me d'inversion d'int6grale d6finie e t  ses d iverses  

interpr6tations. 

I. Soit une s6rie de 

lyt ique de z, r6guli~re hors 

l'infini, 

Qu'on prenne 

condit ion 

(z) 

satisfaRe soit si l 'on pose 

puissances de z -1, qui repr6sente une fonct ion ana- 

d 'un  cercle de centre 0 et de rayon  R et nulle s 

an 
A (Z)= Z zn+l 

7~0 

z=y--x;  la fonct ion A (y--x) sera cer ta inement  r6gulibre sous la 

l y - x l > R ,  

(3) l y l > l x l + ~ ,  

soit aussi 

(4) I x l > l y l + R .  

Dans la premiere hypoth~se, en p renan t  x int6rieur au cercle de centre 0 e t  de 

rayon  a, et y ext6rieur au cercle de centre 0 et de rayon R + a, on obtient  pour  

A (y--x) soit le d6veloppement 

(~) 
an 

A ( y - - x ) = ~ o  (?/__X)n+ 1 , 

soit l ' aut re  

~ ,  , r An (~) 
(6) ~ ~v-  xJ=2~ ~ ,  

0 

off les A,~ (x) const i tuent  le syst~me des polyn6mes d 'Appell  form6s avec les coef- 

ficients a,~. 1 

Dans la seconde hypoth~se, en p renan t  y int6rieur  au cercle a e t  x ext6ri- 

cur au cercle R+a, on aura  pour  A(y--x) soit le d6veloppement (5), soit l ' aut re  

V. mon Mdmoire: Sur certaines opdrations fonctionnelles etc. w 33- Acta mathematica, 
T. X, p. I79, I887. 
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(7) A (y--x)= F ~ A(~)(--x), 
0 

off A(")(z) est la n ~ d6riv6e de A (z). 

2. On eonsid~re maintenant  rexpress ion 

(8) A f A  (y-x) (y) d y, 
(t) 

off l ' intggration est prise le long d 'une ligne (1) du plan y, et ~ ( y )  est uue fonc- 

t ion analyt ique sans singularit6s le long de la ligne (1), et r o n  dist ingue deux cas: 

a) La  ligne (l) soit finie ou infinie (pourvu que dans ce dernier eas l'int6- 

grale ait  un sens) mais le module minimum de ses points soit sup6rieur s R :  

soit R + a. Pour  ]x  I < a ,  la (3) est satisfaite sur les points de la ligne (1) et l 'on 

peut  admet t re  pour  A (y--x) le d6veloppement (5) ou (6). E n  posant  

(9) y - x  - ~ (x) 
(~) 

et en subst i tuant  pour  "A (y--x) soit (5), soit (6), on a de (8) en tous cas si la 

ligne (1) est finie et sous les conditions d'int6grabilit6 par s6rie si elle est infinie: 

(io) 

et 

off 

(i2) 

6/n A (~)=  ~,  ~ ~(,,)(x) 
. 0  

or 

0 

en=f  ~ (y) d y. yn+ l 
(0 

b) La  ligne (1) soit route s distance finie. Si a est le module maximum 

de ses points, qu 'on prenne I x l > R + a :  la (4) est v6rifi6e pour  les points de (l) 

et l 'on a pour  A (y--x) les d6veloppements (5) et (7). En les subst i tuant  dans (8), 

o n  a u r a :  

3 6 - - 2 5 3 8 9 .  Acta mathematica. 48. I m p r i m 6  le 2 m a r s  1926. 
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an 

0 

eL 
A (') (--x) 

(13) A ( ~ ) = ~  c;~ n! 

off les ci~ sonL donn6es par 

C ~ ~ n f y dy. 

3. Soil maintenant  f (x )  une fonetion donn6e, eL proposons-nous de r6soudre 

l '6quation fonctionnelle 

(I 4 )  A (~) = f  (x). 

Ce problgme est Fun de ceux qu'on peut appeler d'inversion d'une int6grale ddfinie 

eL la foncLion A (y--x) en esL la foneLion caracL6risLiquel: or, les formules qu'on 

vienL de trouver prouvent qu'il coincide avec d'auLres probl~mes foncLionnels. 

EL en effe~, suivanL que l 'on prend pour A (~0) l 'une ou l'auLre de ses expressions 

(lO), (I1) ou (I3), l 'on a s r6soudre l 'un des probl~mes suivants: 

a) Rdsoudre l'6quation d~ff~rentielle lin6aire ~t coefficients constants et ~ un 

hombre infini de termes: 

(i5) 

ou bien: 

b) Trouver le 

~ an 
n.l q~(") ( x ) = f  (x), 

0 

d6veloppement de la fonction donnde f (x )  en s&'ie ordonn6e 

suivant un syst~me donnd de polynSmes d'Appell, 

ou enfin: 

c) D6velopper la fonction donn6e f ( x )  en s6rie ordonn~e suivant les d6riv6es 

successives d'une fonction donn6e A (--x). 

w 2. R~solution formelle du probl~me. Multiplicit~ de solutions. 

4. Le probl~me d'inversion d'int6grale d6finie exprim6 par l'6quaLion (14) 

conduit donc, dans les deux cas consid6r6s, s la r6soluLion du probl~me a) ex- 

prim6 par l'6qua~ion (15). Or, ce probl~me es~ plus g6n6ral que celui donn6 par 

1 I1 n ' e s t  pas  n6cessMre de rappe le r  que  les  t r a v a u x  c lass iques  et  1~ n o m e n c l a t u r e  su r  les  

6qua t ions  in t6gra les  son t  b ien  pos t~r ieurs  ,~ ce M6moire.  (t) 
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l'~quation (14), parce que non seulement route ~quation (I4) donne lieu s une 

gquation de la forme (I5), mais encore parce que la s~rie 

aR 
F. - 

peut converger m~me si A(z) est une s~rie tou.~ours divergente, et par suite 

privde de sens. I1 eonvient 'done de ehercher d'abord la solution de l'dquation 

(I5); or, celle-ci se rdsout forn~ellemeut sans difficult~ par la mdthode suivante: 

Qu'on pose d'abord 

an t n 
(i6) 

0 

d~termine une fonction Z (t) et une ligne (s d'int~gration telles que et qu'on 

l'on air 

(17) f z (t) e~td t = f ( x ) .  1 

La solution formelle de l'6quation (15) sera donnde par 

r z(t) eXtdt 
(i 8) ~o ( x ) = f l  : a~t) ' 

(a) 

puisqu'en d4rivant on obtient 

(x)_~l Z (t)e *t t'~dt q~(n) 
3 a (t) 

qui, substitute dans l'~.quation (I5), la v~rifie formellement~. 

5- R~solue ainsi formellement l'~quation (I5), ce qui renferme l'inversion 

d'int~grale d~finie qne nous 6tudions, il faut chereher en quels cas eette solution 

formelle donne lieu ~ une solution effective. Nous ferons eette recherche darts 

le cas off A (z) a une forme sp~ciale, pour laquelle l'~quat~ion (14) se transforme 

dans l'~quation (1) dont la solution forme l'objet principal de ee t~ravail. 

Mais auparavant, il faut remarquer que l'~quation (I5)peut  avoir une multi- 

plicit~ de solutions. En effete, la (I8) d~finit une fonction qui satisfait formeUe- 

ment au problSme queUe que soit la ligne d'int~gration qui rend valable la (17). 

i Pour cette d~termination, v. le M~moire: Della trasformazione di Laplace e di alcune sue 
applicazioni, Mere. della R. Acead. delle Scienze di Bologna, S. IV, T. VIII, 1887. 
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Si l 'on a donc deux de ces lignes, entre lesquelles est compris quelque z&o de 

a (t), on pr6voit qu'on aura deux fonctions 9 (x) diff6rentes, et par suite le hombre 

des solutions e~ leurs relations d6pendront des z6ros de a (t). Ceei est confirm6 

par le fair que la diff6rence entre deux solut ions de (15) satisfait  g l '6quat ion 

(19) Z ~ ~(~) (~)=o 

dont  il est bien connu que l ' int6grale a la forme 

(2o) ~,  c, e ~'~ , 

off les /~ sont les racines, prises en hombre arbitraire, de la fonction a (t), et 

les c, sont des constantes arbitraires. 

w F o r m e  sp6ciale de la fonction caract~ristique qui conduit 
l '~quat ion (1). 

6. Posons 

h I h~ h~ 
(2i) A (.1 = z . ~  + ~-~k+ + _ _ _ ,  ~ - ~  

off les hi, h 2 , . . ,  h~ et al, a ~ , . . ,  aM sont des constantes, et les a sont ordonn6es 

en sor~e que leurs par~ies r6elles soient croissantes. Le nombre R n 'est  autre 

que le module maximum des a. 

Dans l ' int6grale (8), la fonction caraet6ristique est actuellement 

A ( y - x ) = Z  h, , 
�9 =1 y - x -  a~ 

et les polynbmes d'AppeU correspondants sont 

m 

A~ ( . 1 = ~  h. (. + ~1'~. 

En ee eas, l '6quation (I4) se t ransforme en 

(o 

(y) d y __ f (x), 
y - - x - - a ~  
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et par suite, par  la (9), en 

(~) h~ q~ (x + a~ ) = f  (x) . 

La fonetion a (t) d6finie par (I6) devient 

et l '~quation 

et qui s'derit 

(~s)' 

9~85 

a(t)-=--~h,e ~ t  

(I) vient formellement rdsolue par la formule (I8) trouv~e au w 2 

q~ ' ' j .~ h,, e,q,t" 

Nous allons montrer  que cette solution formelle est aussi la solution effective du 

probl~me dans deux cas remarquables, dont  le premier a dgj~ ~tg consider6 par 

Halphen,  quoique ~ un point de vue different du n6tre. 

w 4. Cas d'une fonetion enti~re; le probl~me d'Halphen. 

7. Supposons que la fonetion donn~e f ( x )  soit enti~re (en g~n~ral transeen- 

dante) et, en posant 

(22) :~X)=~.~ -hi 

supposons k~-~O ~, off Q est un nombre posi t i f ' ;  cela revient s dire que l a  s6rie 

z (t)= F, ~" tn+ l 

converge hors du eercle de centre 0 et de rayon Q. En indiquant  par (~) une 

ligne ferm6e route ext6rieure au cercle Q, on v6rifie immgdiatement  que 

(23) f (x )  = ~-g~i z (t) e t  d t. 

[1 en r6sulte que pour route semblable fonction f ( x )  l 'expression (18) repr~sente 

une fonetion entigre f (x) qui donne une solution non plus simplement formelle, 

i C'est une des fonctions que M. P61ya a appel6es ~de type exponentiel,,. Math. Ann., T. 89, 
p. I8o (I923). (t) 
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mais effective de I'~quation (I5). I1 est ndcessaire de remarquer que la ligne (2) 

ne doit passer par aucune racine de a (t). 

Si la ligne d'int6gration (2) varie, la solution go (x) variera chaque lois que 

cette ligne d6passe une racine de a(t), en sorte que la diff6rence de deux solu- 

tions sera, comme on le voit facilement, une fonction de la forme (20). 

En r6sum6, l'expression (I8) nous donne, dans le cas actuel, pour route 

ligne ($) ext&ieure au cercle Q et qui ne passe par aucune racine de a (t), une 

fonc~ion enti6re (en g6n&al transcendante), qui r4pond aux questions suivantes: 

a) R6solution de l'6quation (I5), off f (x)  est de la forme (22). 

b) Inversion de l'int6grale 

(8) f ( x ) = f A  (V--x) go (V) d V 
(~) 

par rappor~ g la fonction go, (1) ~fant une ligne ferm4e extgrieure au cerde B.  

e) D&eloppement de la fonction f (x)  en s~rie de polyn6mes d'Appell .  L a  

formule (I2) montre que le coefficient de An(x) dans cette s&ie coincide avec 

celui de x n darts le ddveloppement de go (x) en sdrie de puissances. 

8. Le cas off les racines de a (t), g l'exception de la racine z&o, sont en 

module plus grandes que Q, re&ire une mention sp~ciale. En ce cas, on peut 

d6crire une ligne f em6e  (2'), route ext6rieure an cercle (Q) et qui ne contient 

int~rieurement aucune racine de a (t) diff6rente de z~ro. J'indiquerai par q)(x) 

la fonction go (x) qu'on obtient de (I8) en prenant (2') comme ligne d'int~gration. 

Cette fonction @ (x) pr6sente de remarquables relations de r6ciprocit6 a v e c l a  
e~t 

fonction donn6e f(x). En effet, ~(t) ne eontenant darts son ddveloppement sui- 

rant les puissances de t qu'un nombre fini ou nul de puissances n~gatives de t, 

on aura 

e ~t ~ than (x) 
(24) a ( t ) -  ~" n~--"  

off les An(x) constituent le systSme de polynbmes d'Appell inverse de As(x). 
Rappelant que les coefficients de f (x)  sont donn&, d'aprbs (23), par 

(~') 
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on trouve, en substituant le d6veloppement (24) duns l'expression (I8) de �9 (x) 

kn q) ( x ) = ~  ~ A,  (~c). 
0 

De mSme, en substituunt duns (I8)le ddveloppement 

on trouve 

I _ _  ov  

a(t) ~_jant", 

q~ (x)-~ ~_~ anj ~') (x) . 
0 

D'upr6s ces remarques, on peut composer le tableau suivant, qui met en 6vidence 
les propri6t6s r~ciproques de f (x)  et de O(x): 

or ?~ oo 

f (x)= ~', k~  v.x �9 (x)-= ~ kn An~ (x) 
�9 Z t  

0 0 

(A) 

o o  ~o 

f ( x ) : ~ c n A n ( x ) ,  O ( x ) : ~ c ~ x  n, 
0 0 

a ( t ) - - ~  a .  t" I 
- - ~  ni a(t) --~-J a,, t", 

ov 

q) ( x ) : ~  an f  (n) (x). 
0 

9. Duns ce qui prdcSde, A (z) est quelconque comme au w I. Si l'on donne 
s A (z) la forme sp~ciale (21), les fonctions ~0 (x) qu'on vient de trouver rdsolvent 
l'6quation (I) pour ~oute fonction f (x)  du type (22). Si le hombre Q est plus petit 
que le module minimum des mcines de a (t), except6 t : o ,  on obtient une solu- 
tion ~ (x) li6e ~ f (x)  par les propri6t6s du tableau (A). Ces fonctions sont celles 
qu'a considdr~es Halphenl; en remarquant qu'on u, d'apr~s (8) 

f (x)= ~ h , .  ~ (y) d y, 
(I) ~ = l Y ' x -  a~ 

t Comptes rendus de l'Acad~mie des Sciences, T. 93, P. 78I, Paris 188L 
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d'ofi 

elles sont telles que 

ov 

@ ( x ) = ~  (h, q)(") (al) + h, (pr (as) + "  + h~ OI') (aM)) A,~ (x) 
" n ~ O  

qui est la propridtd que Ha lphen  prend comme point  de d6part. 

w 5- Cas d'une fonction r~guli~re ~ l'ext~rieur d'un cercle. 

xo. Volci deux proposit ions auxiliaires dont  on devra se servir dans ce w 

Th4orbme I. Si une fonct ion analyt ique g It) sat isfai t  

(a) lim Z (t) e-Xt=o 

pour  t rdel et positif  et  pour  route  valeur  de x dont  l a  par t ie  r~elle est plus 

grande qu 'un  n o m b r e  r~el ~, l 'expression 

(b) 
ov 

f z (t) e -~t d t 

0 

reprgsente,  pour  ces valeurs de x,  une fonct ion analyt ique rdguli~re. 

Th~or~me II .  Si 

0 

est une s~rie de puissances convergente  hors d 'un  cercle de centre 0 et de rayon 

Q, e~ si l 'on pose 

z(t)._h_E kntn 
- j ( -  , 

0 

1 Pour la d6monstration du premier th6oreme, v. SCItEEFFER, Ueber einige bestimmte Inte- 
gralen, etc., p. 5 (Habilitationsschrift, Berlin, x883). La d6monstration de Scheeffer peut ~tre tr6s 
simplifi6e par l'emploi d'un th6oreme de Morer~ (Rend. del R. Istituto L0mbardo, S. II, T. t9). 
Pour lu d6monstration du deuxieme, v. mort M6moire d6jtt eit6: Della trasformazione di Laplace, w S. 
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la loner[on g(t) satisfait ~ ta condition (a) et l'expression (r) coincide, pour les 

wleurs  de x dont la partie r~elle est plus grande que O, avec la fonction 

f (x) m~me. 

I I. Reprenons maintenant l'6quation (I) et supposons que la fonction 

donn4e f(x) au second membre soit ddveloppable en une sdrie 

(26) f ( x ) = ~  k,, 
xn+ l 

eonvergente s l'ext4rieur du eercle de centre 0 et de rayon 0. Par  le thdor~me 

b t,~ 
II, e$ en posant Z (t) dgal s la fonction enti~re ~ --~-.'~'~ , on a 

(27) 

r 

f z (t) e-" a t 
o 

et la solution de l'4quation (1) est donne4 par 

(28) 
ov 

~o ( x ) = f  - -  
0 

~h~ e -a*t  

i2. II s'agit maintenant d'examiner plus attentivement l'expression ainsi 

trouvde, et de voir d'abord si ['expression (28) reprdsente, et pour quelles valeurs 

de x, une fonction analytique; puis, voir si la fonction ainsi represent~e peut &re 

continu4e au dels du champ de valeurs off elle est ddfinie par l'expression (28). 

Afin de r@ondre s ces questions, il nous faut d'abord entrer darts quelques d&ails. 

J 'indiquerai par R (a) la partie r6elle d'un hombre complexe a, par u+iv 
la variable complexe x, par L ~  la droif~ reprdsentde, dans le plan de cette vari- 

able et par rapport aux axes u et v, par l'6quation en forme normale 

u cos a + v sin a - - ~ = o .  

Enfin je supposerai pour le moment que a (t) ne soit pas nulle pour t = o .  

Cela pos4, je vais d4montrer les propositions suivantes: 

a) si z ( t ) = ~  ~nt~ - ~ - . ,  avee k n e e  '~, on peut d&erminer x en sorte que 

(29) z (t) e - ~  
37--25389. Acta mathematica. 48. Imprim6 le 2 mar~ 1926. 
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tende "s zdro quand t crolt inddfiniment dans une direction d 'a rgument  donnd 

tt. En effet, en faisant  t = ~ ( c o s g + i s i n t t  ) et puisque l 'on a k,~<MQ',, off r 

est supdrieur ~ Q aussi peu que l 'on veut, il vient 

(3 ~ ) I z (t) e - ~ ' t l < M  e~(e, -'' co~.+,,~=,~) 

et pour que cette expression air pour limite zdro, i] suffit de prendre x de telle 

sorte que 
u cos Ft-- v sin g > Q~ > 0. 

Cette indgalitd exprime que x doit se trouver dans celui des demi-plans ddter- 

min~s par la droite L_~, e off ne se trouve pus l 'origine; on indiquera ce demi- 

plan par P-~,e- 

b) En conservant les mgmes notations,  s i x  est pris duns la rdgion com- 

mune aux demi-plans P~,e, P-g",e et t tend "s l'infini suivant nn argument  quel- 

conque g compris entre g '  e~ g",  l 'expression (29) tend uniform6ment ~ zdro. 

Soient en e f f e t e  et a deux nombres positifs arbi trairement petits: s i x  est 

dans la r~gion commune s P- t , ' ,e+,  et Pt,",o,+~, on aura, par (3 o) 

Iz(t) e - = ' l < M e  - ,~  

et l 'on peut prcndre ici % assez grand pour que l'on air ~ [ e - " < a  pour z>~o. 

e) Une fonction enti~re de la forme 

a ( t)=hl  e~'tTh~c~"t+ "" +hr~e %~t 

a d m e t  une infinR6 de racines ayant  l 'infini comme limite. Mais sur route demi- 

droite (exceptd quelques-unes en hombre fini) issue de l 'origine, on peut prendre 

% assez grand pour que sur eette demi-droite on ne trouve aucune racine de 

module plus grand que %. 

Indiquons par g l ' a rgument  d 'une direction quelconque et posons a,  =7~ + 17".,. : 

On aura 

R (a,t)='~(7, cosg--7' ,  s ing)  (v=1,  2 , . . .  m). 

I1 n 'y aura  qu'un nombre fini de directions off deux des R (a,t) peuvent ~tre 

6gales: en effet, si l 'on a 

Zr cos g--~,'r sin g = 7 ,  cos g--Z's sin g, 

il vient pour tt la valeur particuli~re 
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(3t) t t =  arc tg 7~--7.~, 

En exceptant ces directions, en nombre fini, il y aura une R (a, t )maxima; soit as: 

on peut alors 6crire 

a (t)=(h~ + h~ e(a,-% )t -4- h~ e (~'r ~)t + . . .  ) e~t:; 

mais les parties r6elles de a~--a~, a~--a~ , . . .  6rant n~gatives, on peut prendre Vo 

assez grand pour que Fon alt 

I hi e (~'- ~$t + h, e(",- ~,)t + . . .  I < [ h~[ 
2 

pour ~>*0, d'ofi 

I a(t)[  < '2 Ih'e~t I, 

off le second membre n'est nul pour aucune valeur finie de v. Les directions 

(3I), suivant lesquelles on peut trouver des racines de a(t) pour [ t [  aussi grand 

que l'on veut, seront dites directions limites. On Volt par (3 I) qu'elles sont nor- 

males aux sym6triques, par r a p p o ~  t~ raxe r6el, des cbt~s du polygone ayant 

pour sommets les points a,. 

d) Si it' et tt" sont deux arguments assez rapproch~s pour que nulle direc- 

tion limite ne soit comprise enh'e eux, l'expression 

(32) z (t) e - ~  

t end  uniformdn~ent ~ z6ro s i t  tend s l'infini suivant un argument quelconque 

compris entre re' et tx", pour route valeur de x int~rieure s la r~gion commune 

aux deux demi-plans P-~*',e et P-# ' ,o .  L'on a, en effet 

z (t) e -~ t  z (t) e-(~+~ t 
a (t) hs + h, e(~,-~)t + ... 

Off les R (al--a~), R (a~--as), . . .  ne s'annulent pas pour tt compris entre / z ' e t  #"  

et demeurent toujours n6gatives. On peut donc trouver une valeur % telle 

que pour ~:>Vo et pour routes les valeurs de tt entre it' et it", on air 

[hl e(~,_~)t +h~e(~..,_~)t + .,. ]<  ]hJ 
2 
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d'ofi i l  suit que le d6nominateur de (32) est, en module plus grand que [hJ., 
2 

quant au num6rateur, nous av0ns vu qu'il tend uniform6ment s z6ro pour les 

valeurs de tt comprises entre I x' et Ix" et pour x dans le domaine commune aux 

demi-plans P-~,,e_~(~D,P_~,,,e_~(~s); c. q. f: d. 

I3. D'aprbs ce qui pr6c~de, on reconnalt facilement que l'expression (28) 

repr6sente une fonction analytique de x. Supposons d'abord que l'axe r6el, dans 

sa partie positive, ne soit pas une direction limite et qu'il n'y air, sur ce demi- 

axe, aucune racine de a (--t). Si a~ est celle des a, qui a la plus petite partie 

r6elle, la fonction sous le signe, darts (28), peut s'6crire 

z (t) e - (=-~,)~ 

2~ h, e-(%-aO t, 

par suite~ pour x tel que l'on air R (X--al)>Q, c'est s dire pour x dans le demi- 

plan P0,e.~,, eUe tend s z6ro e~ (th6or. I) l'int6grale (28) repr6sente, pour ces 

valeurs de x, une fonction analytique r6guli~re, qui est nne solution effective de 

l'6quation (I). 

Si la pal4ie positive de l'axe r6el contient quelque racine de a(- - t ) ,  on est 

une direction limite, on substituera ~ (28) l'expression 

J ~ h, e-a~ ~e~ 
0 

off la demi-droite d'argument ~t est choisie de fa~on s ne pas contenir des racines 

de a(t) ni s &re une direction limite, et 1'on trouve, comme auparavant, que 

(28') repr6sente clans le demi-plan P-~,e+R(~s) une fonction analytique qui v6rifie 

la (I); as ~ est ici celle des a, v qui a la parole r6elle minima. 

On conclut que la solution formelle (28) de (I) donne toujours une solution 

effective. 

I4. I1 s'agit maintenant de r6pondre ~ la deuxi~me question 6nonc6e au 

d6but du No. 12: comment peu&on prolonger la fonction qu'on vient de trouver, 

en dehors du demi-plan off elle est repr6sent6e par la formule (28).9 Consid6rons, 

cet effet, un secteur circulaire born6 par un arc de cercle de centre 0 et de 

rayon r tr~s grand et par deux rayons d'arguments t*' et g":  ces derniers &ant 

pris de fa~on ~ n'&re pas directions limites et ~ ne pas comprendre entre eux 

ni des directions limites, ni des racines de a (--t). 
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L'int~grale de Z (t) e -~t  a (--t) prise ie long du contour de ce secteur sera nulle. 

Mais (No. ~2, d) on pent rendre aussi petite que ron  veut la par~ie de cette 

int6grale prise le long de l'arc de cercle; il en rdsulte 

�9 , �9 , . ? �9 , ,  i ~ "  z ( ~ e ~ ) e  -~'~e~ e~'d~ z(~e T M  ) e - ~ d ~ " e  d~.  

= J  " ' ) 
0 0 

or, la premiere de ces expressions donne une fonction analytique r6guli~re dans 

le demi-plan P_~,e+R(,s) , la seconde dans le demi-plan P--g",o+R{,~,I; dans la partie 

commune aux deux demi-plans elles repr~sentent donc la m~me fonction ana- 

lytique et l'expression du second membre nous donne done le prolongement 

analytique de la fonction reprdsent4e par le premier membre. 

15. Si maintenant on intbgre le long de deux rayons qui ne soient n i n e  

comprennent des directions limRes, mais qui comprennent des racines de  a (--t), 

en nombre ngcessairement fini, et qne nous ddsignerons par --/~h (h=I ,  2 , . . .k) ,  

l'int6grale prise le long du contour du secteur sera dgale ~ la somme des int~- 

grales 

f z ( t ) e - .Z td t  
a (--t) 

(-~h) 

prises le long de circonfdrences trbs petites entourant les racines --fib. Ces i n t g -  

grales, dans le cas de racines simples, sont de In forme Ce~.h~; on omet la modi- 

fication bien facile dans le cas des racines multiples: On aura done 

(33) 
. t �9 t . 

Z (~ e~ ) e-xveZ~ e~g' 
�9 t �9 t �9 t t  dt  z ( v e  TM )e - ~ e €  e ~ d v  k 

-'~ Z eh e~h x . i~"  a ( - - ~ e  ) 
h - - - 1  

0 

mais, puisque les int6grales aux deux membres sont des solutions effectives de 

l'~quation (I), le dernier terme r6sout l'~quation 

qui appartient ~ la forme (I9). Ce r~sultat confirme ce qui a did dit ~ la fin 

d u w  2. 
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I6. II faut remarquer le cas off z(t) est divisible par a(--t), c'est-~-dire 

off le quotient des deux fonctions est une fonction entibre. En ce cas, la fonc- 

tion analytique donn6e par (28) pent se prolonger dans tout le domaSne ext&'ieur 

un cercle de centre 0 et de rayon Q+ l a~l, off l a~[ est le module maximum 

des a,; cette fonction admet par cons4quent un d4veloppement en sgrie 

et satisfait s l'~quation 

f A (y--x)qp(y)dy=f(x), 
(o 

off (1) est une ligne ferrule, p. ex. une circonfdrence de centre 0 et de rayon 

l > q + l a ~ l .  Pour x>R+l ,  on aura le d6veloppement de f(x) en une s6rie 

(cfr. w I) ordonnde selon les d~riv~es de A (--x): 

, f  (x) = y ,  ' ;[i c,, A (') (-- x) . 

17 . On a supposd jusqu'ici que a(t) ne s'annule pas pour t~-o (No. I2). 

Si cela &air, t = o  serait une racine d'un ordre fini p ,  et tandis que l'expression 

(28) n'aurait plus de sens, l'expression 

~,, (x)=- f Z (t)ae-~t(--t)tv d_t 

0 

aurait un seas d&ermind dans les cas consid6rds ci-dessus, et donnerait une solu- 

tion de l'dquation 
z h, (x + ) 

On peut done prendre comme expression de r (x)l ' int~grale inddfinie p~me de 

~p (x), en d&erminant d'une fagon convenable les constantes arbitraires. 

w 6. Transcendantes auxquelles amine la solution qu'on vient d'obtenir. 

I8. L'~quation (I), off f(x) est r~guli~re ~ l'ext~rieur d'un cercle de centre 

0 et de rayon q, admet done comme solution l'expression (28), off l'int~gration 

est prise le long d'une demi-droite d'argument /t qui ne passe par aucune racine 
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de a (--t) et ne soit pus une direction limite pour a ( - t ) .  Si t = 0  est racine de 

a (--t),  on se rapportera ~ la remarque du No. I7. La  solution trouv~e peut ~tre 

prolongde analyt iquement  comme on l 'a  di t  au No. t4. 

Si l 'on suppose que I: a (--t) soit ddveloppable en une s~rie d'exponentielles 

I : a ( - t ) = y . e , ~  e - r  t , 

on aura en subst i tuant  dans (28) et en admettamt l ' int~gration terme s terme; 

(3 5) (x) = z c.  f (x + 

Quand le d~veloppement formel ainsi trouv~ pour 9~ (x) a un sens, on obtient la 

solution de l '~quation (I) sous une forme remarquable, aussi s cause de la r~ci- 

procit~ qui se manifeste  entre (I) et (35). 

I9. P r e nons  la fonction a (t) sous la forme 

(36) a ( t ) : (1  --hL e ~'t) (I --h~ e~,O -.. (i --hm e~mt). 

En ce cas, les Solutions des ~quations (I) correspondantes admet ten t  des d~ve- 

loppements de la forme (35). Ces d4veloppements von$ nous amener s une elasse 

remarquable de foncti0ns, oh sont compiises certaines transcendantes rencontrdes 

p a r  M. Appell d 'une fagon diff~rente ~ et qui donnent  une intdressante g6ndralisa- 

t ion des fonctions Euleriennes. 

On supposera positives routes les R (a~); on supposera en outre qu 'aucune 

des racines de a (t) ne  soit sur l 'a~e rdel. I1 serait facile de renoncer en tout  

ou en partie ~ ces restrictions, que nous gardons pour simplifier et parceque le 

cas auquel elles se rappor~ent suffit s donner ce qu'il y a d'essentiel darts la 

th~orie que nous voulons esquisser. 

L'expression (28)prend la forme, duns le cas actuel: 

(t) e-~tdt  i; 
(37) (x) = rt iz - h , ,  ' 

0 

Z (t) est une fonction enti~re, comme an No. I I, et par le No. i2, on peut  indi- 

quer un nombre M t e l  que pour gout x dont  la partie r~elle est -----e~>Q, on aR 

ao oo 

0 0 

1 Math. Annalen, T. XIX. 
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20. Ceci pos6, disginguons plusieurs cas. 

I ~ cas. Les ]h, [ soient tous plus petits que l'unit6. 

I 

est satisfaite pour t rdel et tel que l'on air 

La condition 

I 

et par suite, puisque l'on a ] h , [ <  ~, d'une valeur n6gative de t jusqu's + ~ .  

en r6sulte que l'on peug d6velopper 

II 

I - -  h v  e -a- t 

en s6rie ~ h n e-"~- t convergente absolument et uniform6ment pour route valeur 

de t de z6ro ~ + ~ ,  y compris t = o .  I1 en est de m6me pour le p rodu i tdeces  

s6ries relatives aux diverses valeurs de v, et en indiquant par ~ C ~  e-fin t la s~rie 

produit et en substituant dans (37), on pourra int4grer terme s terme. En effet, 

6rant positif et arbitrairement petit, 'on peut d~erminer un indice m tel que 

pour n>_m le reste de la s6rie pr4cddente soit plus pe~it que ~ pour route valeur 

de t, de z~ro (indus) ~ + ~ ;  m 6rant fix~, on a 

cm 

f f qD(x)--  z ( t )  e -~t  C , ~ e - ~ n t d t +  z ( t ) e  - z t  C n e - ~ n t d t ,  

0 m + l  
0 0 

d'ofi, d'apr~s (38) et en ex6cutant l'int6gration dans la premibre int6grale 

(x)-  cnf(x + 
0 

Cette in6galit~ d6montre que la s6rie ~ C , f ( x  + fl,,) est convergente et adme~ q~(x) 
0 

pour somme; la s~rie (35) a donc, dans le cas pr6sent, un sens effectif. 

2t. Quant s la formation de la s6rie qu'on vient de trouver, on a 

),m 
"~ Cn e-~'tt = / /  ( I - -h, ,  e-a,  "t ) = ~ h~' h~ . . . .  h m e -(~'~, +l~'~+'''~'m am)t 
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off la somme s'6tend s t ous l e s  syst~mes de valeurs enti~res, positives ou nulles, 

d e  i~, La, .. �9 Zm, et il s'ensuit 

~ ~ (39) ~ (x )=Zh~ ,h~ . . . h , ,  f ( x +  i a~ +it~ a~+. . .  +~tmam) 

Comme fonc~ion des m +  I variables x et h~,h 2, . . . hm,  celle-ci est r~guli~re pour 

toutes les valeurs des h, inf4rieures en module ~ l'unit6, eL pour x tel que 

En particulier, si l'on fair g ( t )=I ,  on a la formule 

e -~t d t h~, , h~d -. .h,~ 
(40) 1T[(I--h~e -%t  ) = x+) , l  a l+~a~'4-" '"  § 

2~..Ara =0 

Les deux membres repr6sentent la m~me fonction analytique, mais le second es~ 

valab!e dans un champ plus 6tendu: le premier pour / t  (x)>o, tandis que le se- 

cond l'est pour routes les valeurs de x, sauf celles comprises dans la formule 

pour les valeurs enti~res positives ou nulles des ~. Cette fonction v6rifie l'6qua- 

tion fonctionnelle 

~v(x)--~h, qD (x+a , )+  i ~ h , h ~ ( x + a , + a ~ )  . . . .  +_hth~'" "hm ~ ( x T a l q  "'" q-am) = ~ "  
X 

Dans le cas particulier d'un seul binSme, l'dquation se r6duit 

(41 ) ~0 (x)- -  h r (x + a) = _I 
X 

dont la solution, donn6e pour [h [ < I  p a r  

e_~td t  h ~ 
(42) i - - h e - s t - - Z  X+ n a  

qui n au re quo la s rio hyper  om  rique x ) , I , -  + I ' h  . 
X ~ ' 

22. I I  ~me cas. Si l'on consid~re le cas oh certaines des h, ont leur module 

sup6rieur s l 'uni~,  sans toutefois que les racines des binSmes I - -h ,  e-", t soient 

sur la ligne d'int6gration, les sdries 6tudides au No. 2o ne sont plus convergentes 
38--25389. Acta math~matlca. 48. Imprlm6 le 1 mars 1926. 
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et, par suite, on ne peut 6tablir la formule (39). Tandis que 90 (x) admet encore 

l'expression sous forme d'int6grale d6finie, on perd le d6veloppement en s6rie; la 

fonction conserve d'ailleurs ses autres propri6t~s; ainsi, darts le cas le plus simple, 

celui de l'dquagion (41), la s6rie au second membre est divergente, mais l'in~6grale 

au premier membre de (42) donne une fonction analytique qui v6rifie l'6quation 

(41) et l'6quation diff6rentielle des fonctions hyperg6om6triques. 

23. I I I  ~I~~ cas. En laissant de c6t6 l e  cas off cer~aines des h, sont plus 

petites et les autres 6gales en module ~ l'unitd, nous traiterons celui o6 routes 

les h, se r6duisent ,s l'unit6; ce cas nous am6nera '~ la g6n6ralisation des fonc- 

tions Euleriennes dont on a parl6 plus haut. t 

Soit done 
m 

(-t}= II 

o~ tous les a, ont leur par~ie r6elle positive. 

de sens 

pression 

(43) 

En ee eas, l'expression (37) n'a pas 

puisque la fonction sous le signe est infinie d'ordre m pour t = o ;  l'ex- 

( - -  I )  m 9 (m) ( x ) = f  Z//(I(t) e -zt_e_a,t)t m d t 

0 

a cependant un sens, et la condition qu'il n'y air pas d'autres racines de a (t) 

sur l'axe r6el est v6rifi6e d'elle m~me. 

24. D6montrons qu'il est possible de remplacer l'expression inf~grale (43) 

par une s6rie analogue s celle du premier eas. Dans ce but, commen?ons par 

d6montrer le lemme suivant. 

�9 La valeur de (43) ~end ~ z6ro si la par~ie r~elle de x tend ~ +oo .~>~ 

25. Cela pos6, en indiquant par/t~ des hombres entiers positifs quelconques, 

le produit II(1--e-t ' ,~, t) est divisible par II(I--e-"~t) ,  et l'on a l'identit6: 

I 

l - l ( i - - e - a j ) - -  Z e-/~,~,+~,~,+"'+~ml + 
/t~ =0 

e-g~a~t + e - ~ a ~ t  + . . .  + e - ~ a , + " ' + ~ m a m ) t  

/ / ( I  - - e - - %  t ) 

i Cfr. m~ note  d~ns los Comptes  Rendus  de l 'Acad6mie  des Sciences de Par i s  (T. CXI,  2 3 
j anv ie r  1888). 

2 On a suppr im6,  darts cet te  t r aduc t ion ,  la  d6mons t r a t ion  du L e m m e  qui  n 'o i t re  pas  de 
difficult~s. (t) 
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off, sous le signe ~, l'indice ~tn peuS prendre, ind6penda.mmenS des autres, SouSes 

les valeurs enSiSres positives de o ~ g , ~ i .  Si l'on mulSiplie les deux membres 

par g (t) e -x t  t '~ d t eS 1;on intSgre entre o eS ~ : 

I:o) le premier membre donne (--I)  m 9~m(x); 

2:o) le premier Serme du second membre donne 

( - - I )  '~ ~ f ( ~ ) ( x + Z l a ~ + i t , % +  ... +Z ,a~ ) ;  
Sv ~0 

3:0) le second Serme du second membre donne un nombre fini de Sermes 

(2~--I) ,  de la forme 

/ Z (t) e -(~+v) t t m d t 
l i  ( i ) ' 

0 

off p e s t  une quantit6 de la forme #~ a~ +/~s a~ + ...,  dons la partie r6elle esS posi- 

Sire: si celle-ci esS assez grande, on sait par le lemme du No. 24 que la valeur 

absolue esS aussi petiSe que l'on voudra: si donc a esS un nombre posiSif arbitraire- 

menS petit, on pourra prendre les enSiers /~, assez grands pour que chacune des 

- - ,  d'ofi inS~grales prdc~denSes soiS plus petite que 2~ - i 

on a ainsi d4montr6 que, pour R (x)>r on a 

oo 

{44) z(t)e-  t dt= 
a , , a , , . . . = o  - 

0 

L e  raisonnemenS pr~c6denS d~montre aussi la convergence absolue de la s~rie, 

puisqu'on peuS remplacer g (t) par la mSme s6rie oh les coefficients sons rempla- 

c~s par leurs modules. 

26. Si l'on faiS g ( t )=I ,  la formule pr6c~dente donne 

a o  

I l 
{45) f l l - [ ( I - - e - - % t )  al ,~, . . .=0 a i' 

0 

du second membre esS d4montr4e, pour R ( x ) > o ,  d'apr8s le  off la convergence 

No. prdc~denS. 
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w 7. D6monstration directe de la convergence de la s6rie pr6c6dente. Aper~u 
sur les propri6t6s de la fonction qu'elle repr6sente. 

27. La  s6rie au second membre de (45) a une importance par~iculibre, en 

sorte qu'i l  convient  d 'en d6montrer  d i rec tement  la convergence,  non seulement 

pour  /~ (X)>O, mais encore  pour  routes les valeurs de x qui n ' appar t i ennen t  pas 

g l 'ensemble 

(46) w =  --(Xa a, + ;~., % + - . .  + J~r~ aM), 

les m~ ayant  la par~ie r6elle positive, et les nombres ;q, 2~ , . . . 2~  & a n t  des entiers 

posififs ou nuls. 

En  g4n4ral, la s6rie 
I 

(47) ~ @ § w) k 

converge en m6me temps que la s6rie 

comme l e  mont re  le rappor~ des termes correspondants;  or l 'on a 6videmment 

I w l > R ( z , a , + z ~ a ~ +  - . + Z ~ a ~ )  

ou, si l 'on pose R (a,)=~,,., 

Soit  7~ la plus pet i te  des 7~, et un  au moins des ~ soit 6gal g l, et  l 'on aura  

(49) I w I > l 7,. 

Cela pos4, groupons les termes de la s6rie (48) de la fagon suivante:  on 

prend d 'abord  les w off t o u s l e s  ~ ont  la valeur I, puis le groupe des w off l 'un 

des i n d i c e s  ~ au moins est 6gal s 2, pendan~ que les autres  sont  6gaux g i, et 

ce groupe cont ient  2 ~ -  t termes;  puis le groupe o5 l 'un des indices au moins 

est 6gal g 3, tandis que les autres sont 6gaux g I ou 2: ce groupe cont ient  

1 Le signe ~ '  indique que l'on exclut le syst~me des X tous nuls. La ddmonstration qui 
suit est, avec quelques changements, la g~ndralisation de celle qui sert, pour m=2, g ddmontrer la 
convergence des sdries qui servent au ddveloppement des fonctlons elliptiques suivant la m~.hode 
de Weierstrass. (V. p. ex. HALPHEN, Traitd des fonctions elliptiques, T. I, p. 358). 
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3~- -2  m t e r m e s , . . .  ; en g~n~ral, le groupe off l 'un au moins des indices est dgal 

n, tandis que les autres sont ~gaux s I, 2 , 3 , . . .  ou n - - I ,  groupe qui contient  

n ~ - - ( n - - I )  ~ termes. Mais on a, d'apr~s (49), pour un terme de ce groupe: 

i I 

Iw~l < n ~ k '  

en sorte 

dants '  de (48) sera plus petite que 

que pour tout  le groupe la somme des modules des termes correspon- 

ou en d~veloppant, 

, . ~ - ( ~ - , ) ~  

7~ n k ' 

t 7~ nk-~+~ + " "  + " 

Or i l e s t  clair que les groupes fo rm,  s comme on vient de le-dire 6puisent tous 

les w, exceptd ceux off l 'un des indices est nul;  en indiquant  par  :~" la somlne 

f a i t e  avec cette restriction, on aura: 

~ , ,  I ~ { , ~  I ' Z~/~__~+ ~ .l_..._{_(__i)m I " , 

1 1 

Au second membre on a un hombre fini de s~ries absolument convergentes si 

l 'exposant au dgnominateur  est > I ; la condition de convergence de la s6rie pr~c& 

dente est done 

(5 o) k > m ,  

et si k dolt ~tre entier, 

(5o') k:>m+ I. 

Dans la s~rie ~ '  manquent  les termes oh l 'un des indices est nul:  mais il est 

clair que ces termes donnent  un nombre fini de sdries analogues ~ :~", mais avec 

moins de m indices, et qui convergent done ~ for~iori pour k > m ;  les (5o), (5 o') 

sont done les conditions de convergence absolue des s6ries 

I I 
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28. S i l ' on  pose 

I 
(5 I) ( "  I)r/~ m! ~ (x_~_Zl ffl.+.j~.~,~ + ... 31_Z ~ {%ra)~+l =lD(m)(x)=~J(m)(x; ffl, g~i . . ,  gin) 

la fonetion sinsi d6finie est uniforme, r~guliSre dsns tout le plan, ssuf l'ensemble 

des points w, et v6rifie l'6qustion (I) dont la forme est actuellemen~ 

(5~) ~o(-) (x)-~o(') (x + ~,)-~(m) (x +.~) . . . . .  ~o(~) (x + . . )  + 

_~ ~) (m)(X_~. f t i_~  g$)_~ . . . _~ (__  i ) ra  ~)(m) (X_[_ (%1_]_ ~2 ~_ . . . "~- ~ m ) :  ( - -  I)mOgZ ! " xm4-1 

en outre on d6duR, de (45), ls relation 

(53) ~o(m) (x; . ~ , . . .  ~.)=~o(~)(z; ~1, .~ , . . ,  .m)-~o(") (x+ ~;  .~, . ~ , . . . . . )  

entre ~0 (m) (x; al, a~, . . . )  et ~0 (m) (x; a~, . . . ) .  

29. D'une fsQon analogue, si l'on pose pour k entier et p lus  grand que m 

I 
(54) ~p(k) (x)= (__ i)k ~! ~1 (x -~- w) k+l' 

les fonetions ~p{k) jouissent des propri6t6s exprim6es par les 6quations (52)et (53); 

elles :peuvent 8tre regard6es eomme les d6riv6es sueeessives d'une mSme fonetion: 

ees d6riv4es admettent an d6veloppement en s6ries eonvergentes de la forme (47) 

pour les seuls indiees non inf6rieurs g m. Ces fonetions g6n~rslisent 6videmment 

Is fonetion T(x) de Gauss, d6riv6e logsrithmique de la fonet~ion eul6rienne F(x): I 

dans ee eas, les s6ries (47) existent g psr~ir de la d6riv6e premiere de T(x), pour 

laquelle on salt que 

I (x) = ~ (~ + .)~ 

Pour m----2 l a  premiSre s6rie eonvergente de la forme (47) est 

~/' (x; ~ ,  ~)--  F, (~+z~ ~,+z~ ~)~, 
2~, 2~ 

J GAUSS, W e r k e ,  Bd.  I I I ,  p.  2o i .  
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c'es~ la deriv~e seconde logari thmique de la fonetion 0 de Heine ~, dont  les ter- 

rues f o m e n t  partie de la s6rie qui donne l a  fonction ~'(x) clans la th6orie des 

fonctions eltiptiques selon Weiers~rass. ~ 

3 o. ~i l 'on int6gre terme ~ terme la s6rie (5I), on obtient lane s6rie diver- 

! 
genre; mais si on soustrait  s chaque terme la constante ~ correspondante, il 

est facile de voir qu'on r6tablit  la convergence; on ne fair ainsi qu'appliquer le 

proc&d6 bien connu du th6or~me de ~r Mittag-Leffler. En int6grant  successivement, 

et en appliquang s chaque int6gration le proe6d6 du th6or6me de M. Mittag-Leffler, 

on arrive enfin ~ une s6rie eonvergente, de la forme 

off r~o (x) est une fonetion enti~re rationnelle de x, du degr~ m - - I .  L 'on  obtient 

ainsi une fonction qui jouit  des propri6t6s exprim6es par  les 6quations 

(52)' 

et 

(53)' 

( ~ ) - ~ ( x + ~ , ) - ~ ( x + ~ )  . . . .  + ~ ( x + ~ , + . ~ ) +  + 

I 
+ ( - ~ ) ~  ~ 0 ( x + . , + . ~ +  + ~ ) = -  

x 

(x-~- ~ ;  ~I ~ . . . .  ~ ) = ~  (x; ~ ,  .~, . . .  ~ ) - ~  (x; ~ , ,  .. ~ ) ,  

qui, s part  une ldg6re diffdrence de forme, n 'est  autre que la d&rivde logari thmique 

de la fonction O (x) de M. Appell. 8 Dans le travail  de cet auteur, c'est la rela- 

t ion (53) '~ q u i a  le caraet6re fondamental .  

Remarquons enfin que si, dans la formule (54) on regarde comme variables 

non senlement x,  al, a ~ , . . ,  am, mais encore k, on obtient, par rapport  s cette 

variable, une classe de fonctions dont  le premier exemple est la fonction bien 

connue que Riemann a indiqu6e par ~ (x) et qu'il a appliqu6e ~, la th6orie des 

nombres premiers. 

1 Handbuch der Kngelfunc~ionen, Bd. I, p. IO 9. 
V. p. eX. HALPHEN, Traitd des fonctions eltiptiques, T. I, p. 309- 

s Mathem. Annalen, T. XIX, p. 84. 
4 l,a formule eorrespondante porte, dana le travail eit6, le blo. (4), ~ 13 page 85. 
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On peut remarquer qu'en m~me temps que l'~quation (I), se trouVent r~solues 

par la m~me mSthode des ~quations analogues. Telle es~, par exemple, !'~quation, 

apparemen~ plus ggn6rale 

+h,, ,, ~(") (~+~,) =f(~), 
~, = 1  ~. 

pour laquelle la fonction caract~ristique A (~) a la forme 

( ~ ) = ~  ~ _ ~ ,  + ... + (~_~,,),,+,! 

Toutes les formules de r6solu~ion donn~es pour (I) s'appliquen~ ~ l'~qua~ion 

(55) avee les mSmes considerations, e~ la fonction indiqu~e par a(t) est ici 

~ ( h , , o + h , , x t + . . . + h " ' ~ t - ' ~ ,  
�9 =1 r~! I e~'t" 


