SUR LA RESOLUTION DE L’EQUATION FONCTIONNELLE
Th,plrtea)=fz)
A COEFFICIENTS CONSTANTS.

PAR

S. PINCHERLE

4 BOLOGNE.!

Le présent travail a, comme objet principal, la résolution de I'équation

fonetionnelle

(1) Zhvw(x-l-a,,):f(x)

v=1

par rapport 3 la fonction inconnue g@(x). A cette question s'en rattachent
d’autres, comme la résolution d’équations fonctionnelles analogues a (1), 1'étude
de certaines classes de fonctions qui se présentent dans cette résolution, I'examen
de certaing problémes fonctionnels qui ont un lien étroit avec 1'équation (1).
-Dans ce mémoire on examinera le cas ol les coefficients h, de I'équation (1) sont
des quantités constantes, tandis que jev me propose de traiter, dans un autre
travail, la méme équation dans 'hypothése ou les h, sont des fonctions ration-
nelles de z.2

! C'est en lui offrant cette traduction d’'un ancien Mémoire, publi¢ en 1888 (Memorie della
R. Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna, S. IV, T. IX, p. 45—71) que je me permets
de rendre hommage 4 l'illustre fondateur des Acta. Ce mémoire, qui a passé &4 peu prés inapergu,
renferme les germes d'une théorie qui, retrouvée et développée quelques années plus tard, a pris
dans 1’Analyse une place remarquable. J'ai tenu & donner la traduction de la fagon la -plus litté-
rale, pour conserver & ce travail son caractére d’authenticité, méme 1a ol il présente quelque im-
perfection de forme et ol 1'usage d’'un langage plus moderne aurait pu rendre la rédaction plus
agile. (?)

¥ Cette question se trouve traitée dans le méme volume des Mémoires de 1'Académie de Bo-
logne, p. 181—204. (?)

N. B. Les notes marquées d'un (f) ne se trouvent pas dans le Mémoire original.
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§ 1. TUn probléme d’inversion d’intégrale définie et ses diverses
interprétations.

1. Soit une série de puissances de 27, qui représente une fonction ana-
Iytique de 2, réguliére hors dun cercle de centre O et de rayon R et nulle a
Iinfini,

@

4 (Z)ZZ ;L )

n=0

Qu'on prenne z=y—ux; la fonction A (y—x) sera certainement réguliére sous la

condition

(2) |y—z|>R,

satisfaite soit si 1'on pose

(3) ly|>z]+R,
soit aussi
(4) lz|>]y|+R.

Dans la premiére hypothése, en prenant x intérieur au cercle de centre O et de
rayon o, et y extérieur au cercle de centre O et de rayon R+o¢, on obtient pour
A (y—=x) soit le développement

(5) A (?/—93)—20 (y—ayprt’
soit 1'autre

(6) Aly—a)=3

A, (x)
yi 1 ’

ol les 4, (x) constituent le systéme des polynémes d’Appell formés avec les coef-
ficients a,.!

Dans la seconde hypothése, en prenant y intérieur au cercle ¢ et x extéri-
eur au cercle R+o¢, on aura pour A (y—=x) soit le développement (5), soit l'autre

' V. mon Mémoire: Sur cerlaines opérations fonctionnelles etc. § 33. Acta mathematica,
T. X, p. 179, 1887.
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|Q

" 10 ),

3

7) Aly—2)=3

ou A™ (2) est la ntme dérivée de A (2).

2. On considére maintenant 'expression

®) AWPJJ@—@w@d%
{t)

ou lintégration est prise le long d'une ligne (/) du plan y, et w(z/) est une fone-
tion analytique sans singularités le long de la ligne (I}, et I'on distingue deux cas:

a) La ligne (I) soit finie ou infinie (pourvu que dans ce dernier cas l'inté-
grale ait un sens) mais le module minimum de ses points soit supérieur & R:
soit R+¢. Pour |z|<o, la (3) est satisfaite sur les points de la ligne (I) et 'on
peut admettre pour A({y—x) le développement (5) ou (6). En posant

0 P g
(U]

et en substituant pour 4 (y—2x) soit (5), soit (6), on a de (8) en tous cas si la
ligne (/) est finie et sous les conditions d'intégrabilité par série si elle est infinie:

(10) 4 (w)zg ot (@)
et |

(11) AM=?%&M,
ou

(1) o [ P08

b) La ligne {l) soit toute & distance finie. Si ¢ est le module maximum
de ses points, quon prenne |z |>R+0: la (4) est vérifiée pour les points de ()
et Yon a pour A (y—x) les développements (5) et (7). En les substituant dans (8),
on aura:

36--25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 2 mars 1926.
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(10) AW=3%g" @
0
et
(13) AW)=26 r
ol les ¢, sont données par
0;=fy"w(y) dy.

{0

3. Soit maintenant f(x) une fonction donnée, et proposons-nous de résoudre
I'équation fonctionnelle

(14) A (W)=f ().

Ce probléme est 1'un de ceux qu'on peut appeler d'znversion d'une intégrale définie
et la fonction A (y—=x) en est la fonction caractéristique’: or, les formules qu'on
vient de trouver prouvent qu’il coincide avec d’autres problémes fonctionnels.
Et en effet, suivant que l'on prend pour A (i) I'une ou l'autre de ses expressions
(10), (11) ou (13), l'on a A résoudre I'un des problémes suivants:

a) Résoudre Uéquation différentielle linéaire & coefficients constants et @ un
nombre infine de termes:

(15) ZO

ou bien:

R

|

19" @)=/ (),

3

b) Trouver le développement de la fonction donnée f(x) en série ordonnée
suivant un systéme donné de polynomes d’ Appell,
ou enfin:

¢) Développer la fonction donnée f(x) en série ordonnée suivant les dérivées
successives d'une fonction donnée A (--x).

§ 2. Résolution formelle du probléme. Multiplicité de solutions.

4. Le probléme d’inversion d'intégrale définie exprimé par I'équation (14)
conduit  done, dans les deux cas considérés, & la résolution du probléme a) ex-
primé par l'équation (15). Or, ce probléme est plus général que celui donné par

! 11 n'est pas nécessaire de rappeler que les travaux classiques et la nomenclature sur les
équations intégrales sont bien postérieurs & ce Mémoire. () '
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I'équation (14), parce que non seulement toute équation (14) donne lieu i une
équation de la forme (15), mais encore parce que la série

ap -
25

peut converger méme si A(z) est une série toujours divergente, et par suite

privée de sens. Il convient®donc de chercher d’'abord la solution de 1'équation

(15); or, celleci se résout formellement sans difficulté par la méthode suivante:
Qu'on pose d’abord

o

(16) al=3 %7

0

et quon détermine une fonction z(f) et une ligne (1) d'intégration telles que
Von ait
(17) f% (?) etdt=f(z).!

(@)

La solution formelle de l'équation (15) sera donnée par

, (H)ertdt
(18) f‘ alt) '

(&)

puisqu’en dérivant on obtient

q)(n f% emttndt

0]

qui, substituée dans I'équation (15), la vérifie formellement.

5. Résolue ainsi formellement V'équation (15), ce qui renferme l'inversion
d'intégrale définie que nous étudions, il faut chercher en quels cas cette solution
formelle donne lien & une solution effective. Nous ferons cette recherche dans
le cas o A(z) a une forme spéciale, pour laquelle I'équation (14) se transforme
dans I'équation (1) dont la solution forme I'objet principal de ce travail.

Mais auparavant, il faut remarquer que l'équation (15) peut avoir une multi-
plicité de solutions. En effet, la (18) définit une fonction qui satisfait formelle-

ment au probléme quelle que soit la ligne d'intégration qui rend valable la (17).

! Pour cette détermination, v. le Mémoire: Della trasformazione di Laplace ¢ di alcune sue
applicazioni, Mem. della R. Acead. delle Scienze di Bologna, S. IV, T. VIII, 1887.
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Si l'on a donc deux de ces lignes, entre lesquelles est compris quelque zéro de
a(t), on prévoit qu'on aura deux fonctions ¢ (x) différentes, et par suite le nombre
des solutions et leurs relations dépendront des zéros de « (f). Ceci est confirmé
par le fait que la différence entre deux solutions. de (15) satisfait & 1'équation

Qn
(19) - x)=o
dont il est bien connu que l'intégrale a la forme

(20) e e

ou les B, sont les racines, prises en nombre arbitraire, de la fonction a (f), et

les ¢, sont des constantes arbitraires.

§ 3. Forme spéciale de la fonction caractéristique qui conduit
i Péquation (1).

6. Posons
h h h
Alg) =2 4 "2 ... 4L "
(21) (2) Py + z-—a2+ +z—am
ou les hy, hy,...hn et o, ey, ...an sont des constantes, et les « sont ordonnées

en sorte que leurs parties réelles soient croissantes. Le nombre R n’est autre
que le module maximum des «a.
Dans Vintégrale (8), la fonction caractéristique est actuellement
m
hy
A (y—=z)= ,

—X—a
v*ly v

et les polyndémes d'Appell correspondants sont

A, (x)-—:% hy (2 + ).

=1

En ce cas, I'équation (14) se transforme en

S [0y,
U] '

=1
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et par suite, par la (9), en

m

(1) D b (@t e )=f ().

v=1

La fonction « (f) définie par (16) devient
a(t)=3h, ™"

et l'équation (1) vient formellement résolue par la formule (18) trouvée au § 2
et qui s'éerit

Detdt
(18 p = [

()

Nous allons montrer que cette solution formelle est aussi la solution effective du
probléme dans deux cas remarquables, dont le premier a déja été considéré par
Halphen, quoique & un point de vue différent du nbtre.

§ 4. Cas dune fonction entiére; le probléme d’Halphen.

7. Supposons que la fonction donnée f(x) soit entiére (en général transcen-
dante) et, en posant
(22) S@)=2,

knx®
n!

supposons k,™~g" ol ¢ est un nombre positif'; cela revient & dire que la série

kn
x (t):Z fntl

converge hors du cercle de centre O et de rayon ¢. En indiquant par (4) une
ligne fermée toute extérieure au cercle ¢, on vérifie immédiatement que

f@)=— [z @ etdt.

271
(2)

(23)

Il en résulte que pour toute semblable fonction f(x) l'expression (18) représente
une fonction entiére ¢ (x) qui donne une solution non plus simplement formelle,

! C’est une des fonctions que M. Pédlya a appelées »de type exponentiel». Math, Ann., T. 89,
p. 180 (1923). (®
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mais effective de l’é(iuation (15). 1Tl est nécessaire de remarquer que la ligne (4)
ne doit passer par aucune racine de a ().

Si la ligne d’intégration (1) varie, la solution ¢ (x) variera chaque fois que
cette ligne dépasse une racine de «(f), en sorte que la différence de deux solu-
tions sera, comme on le voit facilement, une fonction de la forme (20).

En résumé, l'expression (18) nous donne, dans le cas actuel, pour toute
ligne () extérieure au cercle ¢ et qui ne passe par aucune racine de «(f), une
fonction entidre (en général transcendante), qui répond aux questions suivantes:

a) Résolution de 1'équation (15), ot f(x) est de la forme (22).
b) Inversion de l'intégrale

Sfla)=Aly—x) gy dy
/

(8)

pdr' rapport & la fonction ¢, (l) étant une ligne fermée extérieure au cercle R.

¢) Développement de la fonction f(x) en série de polyndmes d’Appell. La
formule (12) montre que le coefficient de A,(x) dans cette série coincide avec
celui de 2" dans le développement de @ (x) en série de puissances.

8. Le cas ou les racines de a(f), & 'exception de la racine zéro, sont en
module plus grandes que ¢, mérite une mention spéciale. En ce cas, on peut
décrire une ligne fermée (1), toute extérieure au cercle (g) et qui ne contient
intérieurement aucune racine de a(f) différente de zéro. J'indiquerai par @ (z)
la fonction ¢ (x) qu'on obtient de (18) en prenant (1) comme ligne d’intégration.
- Cette fonction @ (x) présente de remarquables relations de réciprocité avec la

t
fonction donnée f(z). En effet, :x—) ne contenant dans son développement sui-

(¢
vant les puissances de ¢ qu'un nombre fini ou nul de puissances négatives de ¢,

on aura

. et 2 t"A,(x)
(24) B

o les A,(x) constituent le systtme de polyndmes d'Appell inverse de Ay (x).
Rappelant que les coefficients de f(x) sont donnés, d’aprés (23), par

k1l:fx (t) tﬂ d t,

(&)
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on trouve, en substituant le développement (24) dans l'expression (18) de @ (x):

N
)

O ()=~ Au(2).
0
De méme, en substituant dans (18) le développement
L m
m = Z a,t,

on frouve

@ ()= a0 f (2).

D’aprés ces remarques, on peut composer le tableau suivant, qui met en évidence
les propriétés réciproques de f(x) et de @ (z):

=3 0 (=32l
f@=Deda@), @@= o,
(A.) 0 0
an tn .
a(t):Z »nl jﬂzz a, tna
=320 p@=Fa.m.

9. Dans ce qui précéde, A4 (z) est quelconque comme au § 1. Sil’on donne
& A (2) la forme spéciale (21), les fonctions ¢ (z) qu'on vient de trouver résolvent
I'équation (1) pour toute fonction f(z) du type (22). Sile nombre ¢ est plus petit
que le module minimum des racines de a (f), excepté {=0, on obtient une solu-
tion @ (x) lie & f(x) par les propriétés du tableau (A). Ces fonctions sont celles

qu'a considérées Halphen'; en remarquant qu'on a, d’aprés (8)

Dy dy,

27t —Z- oy

! Comptes rendus de 1'Académie des Sciences, T. 93, p. 781, Paris 1881I.
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d’ol
m
bn= 2y O (@),
p=1
elles sont telles que

& A, (x)

O @)= (b O () + by O (@) + -+ hn O (@) 222

n!

(25)

n=0

qui est la propriété que Halphen prend comme point de départ.

§ 5. Cas @’une fonction réguliére a Pextérieur d’un cercle.

10. Voici deux propositions auxiliaires dont on devra se servir dans ce §.!
Théoréme I. Si une fonction analytique %(f) satisfait &

(a) lim g (f) e—*t=0
f=o

pour ¢ réel et positif et pour toute valeur de x dont la partie réelle est plus

grande qu'un nombre réel ¢, l'expression

o) j e dt

0

représente, pour ces valeurs de z, une fonction analytique réguliére.

Théoréeme II. Si

Sle)=3

[

est une série de puissances convergente hors d'un cercle de eentre O et de rayon

¢, et si I'on pose
bon

tn
n!

1 (=3

! Pour la démonstration du premier théoréeme, v. SCHEEFFER, Ueber einige bestimmte Inte-
gralen, ete., p. 5 (Habilitationsschrift, Berlin, 1883). La démonstration de Scheeffer peut é&tre trés
simplifiée par I'emploi d'un théoréme de Morera (Rend. del R. Istituto Lombarde, 8. II, T. 19).
Pour la démonstration du deuxi¢me, v. mon Mémoire déja cité: Della trasformazione di Laplace, § 5.
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la fonction y({f) satisfait & la condition (a) et l'expression (1) coincide, pour les
valeurs de x dont la partie réelle est plus grande que ¢, avec la fonction
f (x) méme.

11. Reprenons maintenant l'égquation (1) et supposons que la fonction
donnée f(x) au second membre soit développable en une série

(26) f(x)=2 "1

convergente & l'extérieur du cercle de centre O et de rayon ¢. Par le théoréme
3
II, et en posant x () égal & la fonction entiére Z]f—’;—t' y on &

x©

(27) Fla)= f LB e=tdt

0

et la solution de l'égquation (1) est donneé par

—xt
o [0
0

12. Il s’agit maintenant d’examiner plus attentivement l'expression ainsi
trouvée, et de voir d’abord si l'expression (28) représente, et pour quelles valeurs
de x, une fonction analytique; puis, voir si la fonction ainsi representée peut étre
continuée au deld du champ de valeurs ou elle est définie par l’expression (28).
Afin de répondre a ces questions, il nous faut d’abord entrer dans quelques détails.

J'indiquerai par R (a) la partie réelle d'un nombre complexe a, par u-+iv
la variable complexe x, par L,s la droite représentée, dans le plan de cette vari-
able et par rapport aux axes u et v, par 'équation en forme normale

% ¢o8 ¢ + v sin e—d=0.

Enfin je supposerai pour le moment que a () ne soit pas nulle pour {=o.
Cela posé, je vais démontrer les propositions suivantes:

. ka 1" . .
a) Siz (= :zl , avec k,™g¢" on peut déterminer x en sorte que

(29) x () et

37—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 2 mars 1926,
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tende 4 zéro quand ¢ croit indéfiniment dans une direction d’argument donné
u. En effet, en faisant t==(cos u+7sinu) et puisque l'on a k,<M g%, ou g,

est supérieur a ¢ aussi peu que l'on veut, il vient
(30) I 4 (t) e—xt | < M etlo—n cos g+ v 8in u)

et pour que cette expression ait pour limite zéro, il suffit de prendre x de telle

sorte que
“cos u—rvsinu>p,>p.

Cette inégalité exprime que x doit se trouver dans celui des demi-plans déter-
minés par la droite L, , ou ne se trouve pas l'origine; on indiquera ce demi-
plan par P, ,.

b) En conservant les mémes mnotations, si x est pris dans la région com-
mune aux demi-plans P,,,, P—,", et t tend a l'infini suivant un argument quel-
conque u compris entre u’ et u”, l'expression (29) tend wniformément a zéro.

Soient en effet ¢ et ¢ deux nombres positifs arbitrairement petits: si x est

dans la région commune & P_, o1, et Py, y4e, on aura, par (30)
|z e *}< Me "

et l'on peut prendre ici 7, assez grand pour que Von ait Me~**<¢ pour 7>>1,.

¢) Une fonction entiére de la forme
a(ty=h ex!+hye=t+ - +hpeat

admet une infinité de racines ayant l'infini comme limite. Mais sur toute demi-
droite (excepté quelques-unes en nombre fini) issue de lorigine, on peut prendre
7, assez grand pour que sur cette demi-droite on ne trouve ancune racine de
module plus grand que z,. '

Indiquons par i l'argument d'une direction quelconque et posons a, =y, +77',.
On aura

R (a, )=z (y, cos u—y’, sin p) (v=1,2,...m).

Il n'y aura quun nombre fini de directions ou deux des R (e ) peuvent étre
égales: en effet, si lon a

r €08 p—9'y Sin =1y cos u—y's sin y,

il vient pour g la valeur particuliéfe
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(31) @ = arc tg —.7',':%-

yr—7s

En exceptant ces directions, en nombre fini, il y aura une R (a,f) maxima; soit a,:

on peut alors écrire
a (t)=(hs + hy el + py et L .. ) ot

mais les parties réelles de a,—ay, @y,—a;, ... étant négatives, on peut prendre 7,
assez grand pour que l'on ait

I hl ela—ag)t +h2 e(ar-as)t + .- I < ”LTSI

pour z>1,, d’'ou

a(t) <! hs et |,
> ,

ou le second membre n'est nul pour aucune valeur finie de z. Les directions
(31), suivant lesquelles on peut trouver des racines de a(f) pour |¢| aussi grand
que U'on veut, seront dites directions limites. On voit par (31) qu’elles sont nor-
males aux symétriques, par rapport a l'axe réel, des cOtés du polygone ayant
pour sommets les points a,. ‘

d) Siu et u” sont deux arguments assez rapprochés pour que nulle direc-

tion limite ne soit comprise entre eux, l'expression

x(t) et
(32) —&(T

tend wuniformément 4 zéro si t tend & linfini suivant un argument quelconque
compris entre u' et u’’, pour toute valeur de z intérieure & la région commune
aux deux demi-plans P, , et P, ,. L'on a, en effet

AU 2 (f) e res)t
= )
a(®)  hethydami g

ot les R(¢;—a), R(e,;—ay),... ne s'annulent pas pour u compris entre u’ et p”’
et demeurent toujours négatives. On peut donc trouver une valeur 7, telle
que pour 7>7, et pour toutes les valeurs de u entre u’ et x”, on ait

| £s|

Ihl e(al—as)t +h2 e(“:"as” 4o l < 171 ,
2
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| 2

d'ou il suit que le dénominateur de (32) est, en module plus grand que P

quant au numérateur, nous avons vu qu’il tend uniformément & zéro pour les
valeurs de u comprises entre u’ et u” et pour z dans le domaine commune aux
demi-plans P, o—r(a), P—u",0—R(e,); ¢ q. £ d.

13. D’aprés ce qui précéde, on reconnait facilement que l'expression (28)
représente une fonction analytique de x. Supposons d’abord que 1'axe réel, dans
sa partie positive, ne soit pas une direction limite et qu’il n’y ait, sur ce demi-
axe, aucune racine de a (—¢). Si e, est celle des @, qui a la plus petite partie
réelle, la fonction sous le signe, dans (28), peut s'écrire

g (§) et

Shyeley—at’

par suite, pour z tel que l'on ait R(r—e,)>¢, ¢'est 4 dire pour z dans le demi-
plan Po,é+al, elle tend & zéro et (théor. I) Vintégrale (28) représente, pour ces
valeurs de x, une fonction analytique réguliére, qui est une solution effective de
I'équation (1).

Si la partie positive de 1'axe réel contient quelque racine de a(—t), ou est

une direction limite, on substituera & (28) 1'expression

(28) f p(wem) e v dg

3 by e~
0
ot la demi-droite d’argument u est choisie de facon 4 ne pas contenir des racines
de a(f) ni a étre une direction limite, et I'on trouve, comme auparavant, que
(28') représente dans le demi-plan P_, o1r(,) une fonction analytique qui vérifie
la (1); sz est ici celle des e, 7 qui a la partie réelle minima.

On conclut que la solution formelle (28) de (1) donne toujours une solution
effective.

14. Il s’agit maintenant de répondre 4 la deuxiéme question énoncée au
début du No. 12: comment peut-on prolonger la fonction qu'on vient de trouver,
en dehors du demi-plan ou elle est représentée par la formule (28)? Considérons,
a cet effet, un secteur circulaire borné par un arc de cercle de centre O et de
rayon r trés grand et par deux rayons d'arguments u’ et u”’: ces derniers étant
pris de facon a n’étre pas directions limites et & ne pas comprendre entre eux
ni des directions limites, ni des racines de a(—¢).
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x(t)e—=t

L'intégrale de a(—=h prise le long du contour de ce secteur sera nulle.

Mais (No. 12,d) on peut rendre aussi petite que l'on veut la partie de cette
intégrale prise le long de l'arc de cercle; il en résulte

[1lwdr)e=aed¥ gwde  Fy(ren") gsed™ v g
f a(__,[ezy,) f a(—’tei”’”) i
0

or, la premiére de ces expressions donne une fonction analytique réguliére dans
le demi-plan P_, /o1 r(,), la seconde dans le demi-plan P, ,+r(q,); dans la partie
commune aux deux deml plans elles représentent donc la méme fonction ana-
lytique et l'expression du second membre nous donne donc le prolongement
analytique de la fonction représentée par le premier membre.

15. Si maintenant on integre le long de deux rayons qui ne soient ni ne
comprennent des directions limites, mais qui comprennent des racines de a(—t),
en nombre nécessairement fini, et que nous désignerons par —p; (h=1, 2,...k),
I'intégrale prise le long du contour du secteur sera égale a la somme des inté-

fx(t)e*“dt
a(—t)

(—8p)

grales

prises le long de circonférences trés petites entourant les racines —8,. Ces inté-
grales, dans le cas de racines simples, sont de la forme Cefr¥; on omet la modi-
fication bien facile dans le cas des racines multiples. On aura donc

Vi iy —azelt a0 - i —xzet o
(33) fx(fze e "o dt:fx(we )e " e dT—I—Zcheﬂh*
0 0

a(—zew) a(—rzet’)

mais, puisque les intégrales aux deux membres sont des solutions effectives de
'équation (1), le dernier terme résout I'équation

Shop(x+a)=

qui appartient & la forme (19). Ce résultat confirme ce qui a été dit a la fin
du § 2.
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16. Il faut remarquer le cas ol x(f) est divisible par a(—¢), c'est-d-dire
ot le quotient des deux fonctions est une fonction entiére. En ce cas, la fonc-
tion analytique donnée par (28) peut se prolonger dans tout le domaine extérieur
3 un cercle de centre O et de rayon ¢+ | .|, ou |e,| est le module maximum

des a,; cette fonction admet par conséquent un développement en série

Ca
Z xn+1

et satisfait a 1'équation
[4v—apwar=re),
0

o (/) est une ligne fermée, p. ex. une circonférence de centre O et de rayon
[>9+|ar|. Pour £>R+!l, on aura le développement de f(x) en une série
(cfr. § 1) ordonnée selon les dérivées de A (--z):

S@) =3 5 en A (—a).

n:

i7. On a supposé jusqu'ici que () ne s’annule pas pour t=o0 (No. 12).
Si cela était, =0 serait une racine d'un ordre fini p, et tandis que l'expression

(28) n'aurait plus de sens, l'expression

_ mx(t)e_“tl’dj
P (x)'“f a(»_ )

0

aurait un sens déterminé dans les cas considérés ci-dessus, et donnerait une solu-

tion de l'équation
2 he gy (2 + @)=/ ().

On peut donc prendre comme expression de g (x) l'intégrale indéfinie p*™° de
@p (), en déterminant d'une fagon convenable les constantes arbitraires.

§ 6. Transcendantes auxquelles améne la solution qu’on vient d’obtenir.

18. L’équation (1), ol f(x) est réguliére a l'extérieur d'un cercle de centre
O et de rayon ¢, admet donec comme solution l'expression (28), ou l'intégration
est prise le long d'une demi-droite d’argument u qui ne passe par aucune racine
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de a(—1) et ne soit pas une direction limite pour a(—¢#). Si =0 est racine de
a(—1), on se rapportera & la remarque du No. 17. La solution trouvée peut étre
prolongée analytiquement comme on Y'a dit au No. 1

Si I'on suppose que 1: a(—?) soit développable en une série d'exponentielles
a (—t)=Ecn e_ﬁnt’
on aura en substituant dans (28) et en admettant l'intégration terme & terme;

(35) @ (@)= on flx+Bn).

Quand le développement formel ainsi trouvé pour ¢ (x) a un sens, on obtient la
solution de l'équation (1) sous une forme remarquable, aussi a cause de la réci-
procité qui se manifeste entre (1) et (33).

19. Prenons la fonction a (£} sous la forme

(36) a (t)=(1—hy €4Y) (1 —~hy €%1)- - - (1 — Ry €%m?).

En ce eas, les solutions des équations (1) correspondantes admettent des déve-
loppements de la forme (35). Ces développements vont nous amener 3 une classe
remarquable de fonctions, ol sont comprises certaines transcendantes rencontrées
par M. Appell d'une facon différente’ et qui donnent une intéressante généralisa-
tion des fonctions Euleriennes.

On supposera pbsitives toutes les R (e,); on supposera en outre qu'aucune
des racines de a(f) ne soit sur l'axe réel. Il serait facile de renoncer en tout
ou en partie a ces restrictions, que nous gardons pour simplifier et parceque le
cas auquel elles se rapportent suffit 4 donner ce qu'il y a d'essentiel dans la
théorie que nous voulons esquisser.

L’expression (28) prend la forme, dans le cas actuel:

Ve vt dt

(37) n I_h T (1—h, )’

# () est une fonction entiére, comme au No. 11, et par le No. 12, on peut indi-
quer un nombre M tel que pour tout x dont la partie réelle est =¢,>¢, on ait

(38) f|x(t)e‘“|dt<M, et mémef”(t) e~xt|imdt<M.

! Math. Annalen, T. XIX.
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20. Ceci posé, distinguons plusieurs cas.
I** cas. Les |h.| soient tous plus petits que l'unité. La condition

| hy e ot|<1

est satisfaite pour ¢ réel et tel que l'on ait

1
> =" vl
¢ R(av)log|h |
et par suite, puisque l'on a |k,|<1, d'une valeur négative de ¢ jusqu'a +oo. Il
en résulte que l'on peut développer

I
1—h, e !

en série Ih"e"%! convergente absolument et uniformément pour toute valeur
de ¢ de zéro & -+, y compris {=o0. 1l en est de méme pour le produit de ces
séries relatives aux diverses valeurs de », et en indiguant par 3 C, e fr? la série
produit et en substituant dans (37), on pourra intégrer terme & terme. En effet,
¢ étant positif et arbitrairement petit, on peut déterminer un indice m tel que
pour n=m le reste de la série précédente soit plus petit que ¢ pour toute valeur
de ¢, de zéro (inclus) & +oo; m étant fixé, on a

1 (x)=fx (&) e—“ZCne—ﬂnthfx (t) e==t D) Co e Fat dt,
0 0 0

m+1

d’'ou, d’aprés (38) et en exécutant l'intégration dans la premiére intégrale

<e M.

9 @) — Cuflw+5)

Cette inégalité démontre que la série > Cp f(x+8,) est convergente et admet ¢(x)
g @

0
pour somme; la série (35) a done, dans le cas présent, un sens effectif.

21. uant 4 la formation de la série qu'on vient de trouver, on a
q

I

Pt — ——— —
EOne H(I—h,,,e_'a'rt)

=Shhhk hfnm — et oot Ly oy )
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ol la somme s'étend & tous les systémes de valeurs entiéres, positives ou nulles,
de-4;,4y,...4n, et il s'ensuit

(39) @ (@)=Zhhabls--him flo+di @+ Ay eyt +Anam).

Comme fonction des m+ 1 variables x et hy, by, ... n, celle-ci est réguliére pour
toutes les valeurs des h, inférieures en module a l'unité, et pour = tel que
R (x)>o.

En particulier, si l'on fait x (f)=1, on a la formule

@ 2
et - K Rl hm
(40) fﬂ(l-—h e—“):Z Thathat Tha
PO = YT O T e B m G
0 .

Les deux membres représentent la méme fonction analytique, mais le second est
valable dans un champ plus étendu: le premier pour R (x)>o0, tandis que le se-
cond l'est pour toutes les valeurs de z, sauf celles comprises dans la formule

_‘(]'1 a1+l2 ‘22+ +lmam)

pour les valeurs entiéres positives ou nulles des A. Cette fonction vérifie I'équa-
tion fonctionnelle '

pl@)—2h, @ l@t+a)+Shlpletata)— - Thhy hnpx+a+ - +an)=

8 [~

Dans le cas particulier d'un seul bindme, 1'équation se réduit a
I
(41) ¢ (@) —hglzt+e)=-

dont la solution, donnée pour |k |<1 par

et hr
(42) fl—he_“‘—zx+na’

qui n'est autre que la série hypergéométrique 516 F (g, I, 2; +1; h).

22. II*™° cgs. Si l'on considére le cas ol certaines des h, ont leur module
supérieur a l'unité, sans toutefois que les racines des binémes 1—h, %' soient

sur la ligne d’intégration, les séries étudiées au No. 20 ne sont plus convergentes
38—25389. Acte mathematica. 48. Imprimé le 1 mars 1926.
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et, par suite, on ne peut établir la formule (39). Tandis que @ (x) admet encore
I'expression sous forme d'intégrale définie, on perd le développement en série; la
fonction conserve d'ailleurs ses autres propriétés; ainsi, dans le cas le plus simple,
celui de l'équation (41), la série au second membre est divergente, mais 1'intégrale
au premier membre de (42) donne une fonction analytique qui vérifie I'équation
(41) et l'équation différentielle des fonctions hypergéométriques.

23. III*™° cas. En laissant de coté le. cas ou certaines des hy sont plus
petites et les autres égales en module & l'unité, nous traiterons celui ou toutes
les h, se réduisent 4 l'unité; ce cas nous aménera a la généralisation des fone-
tions Euleriennes dont on a parlé plus haut.’

Soit done

m

a(—tf)= I (1—e=t),

r=1

ou tous les @, ont leur partie réelle positive. En ce cas, I'expression (37) n'a pas
de sens puisque la fonction sous le signe est infinie d’'ordre m pour t=o0; l'ex-

pression

(43) (—1)" g™ ()= f X g)((i——te t_’”% t

0

a cependant un sens, et la condition qu'il n'y ait pas d’autres racines de a(f)
sur l'axe réel est vérifiée d'elle méme.

24. Démontrons qu’'il est possible de remplacer 1'expression intégrale (43)
par une série analogue a celle du premier cas. Dans ce but, commengons par
démontrer le lemme suivant.

»La valeur de (43) tend & zéro si la partie réelle de x tend & +o0.»?2

25. Cela posé, en indiquant par u, des nombres entiers positifs quelconques,
le produit IT(1—e *»*+%) est divisible par I (1—e=%t), et 'on a l'identité:

#y—1
~—g oyt —usagf | ... — (et gy ap )t
__,_I_z Z e~ hat byt oty ap) 4 e—tat | g 8t 4 + e~ m%m
II(1—et) Rt II(1—e=?)
y=

! Cfr. ma note dans les Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris (T. CXI, 23
janvier 1888).

? On 2 supprimé, dans cette traduction, la démonstration du Lemme qui n'offre pas de
difficultés. (2
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otl, sous le signe =, l'indice An peut prendre, indépendamment des autres, toutes
les valeurs entiéres positives de o & u,—1. 8i l'on multiplie les deux membres
par x(f)e~*'tmdt et 'on intégre entre o et o :
1:0) le premier membre donne (—1)™ gn (z);
2:0) le premier terme du second membre donne
fy =1

(=0 D ) @+ hy e+ gyt oo + A om);

2,=0

3:0) le second terme du second membre donne un nombre fini de termes
(2m—1), de la forme

[ () e ermigm g

f O(1—et) '

0
oll p est une quantité de la forme u, o, +u;a,+ -+, dont la partie réelle est posi-
tive: si celle-ci est assez grande, on sait par le lemme du No. 24 que la valeur
absolue est aussi petite que l'on voudra: si donc ¢ est un nombre positif arbitraire-
ment petit, on pourra prendre les entiers u, assez grands pour que chacune des

intégrales précédentes soit plus petite que e 0_ . d’ou
ty—1
| g (@) — D) [zt de gyt i am) [<0;
2y=0

on a ainsi démontré que, pour R (x)>¢, on a

“tmdt
(44) f 11 ( ¢ Z f"‘)(x+ll o+t hnam).

—
(T—emt) g o

Le  raisonnement précédent démontre aussi la convergence absolue de la série,
puisqu'on peut remplacer x (#) par la méme série ou les coefficients sont rempla-
cés par leurs modules.

26. Si l'on fait y (=1, la formule précédente donne

(45) Couad . L B Z : G
4 IT(1—e ") P o (@HA o+ 4 A ag )t

ol la convergence du second membre est démontrée, pour R (z)>o0, d'aprés le
No. précédent.
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§ 7. Démonstration directe de la convergence de la série précédente. Apercu
sur les propriétés de la fonction qu’elle représente.

27. La série au second membre de (45) a une importance particuliére, en
sorte qu'il convient d'en démontrer directement la convergence, non seulement
pour B (x)>o0, mais encore pour toutes les valeurs de x qui n'appartiennent pas
4 l'ensemble

(46) w=—& ;A g+ -+ Am ),

les @n ayant la partie réelle positive, et les nombres i, 4, ... Ay étant des entiers
positifs ou nuls.
En général, la série

1
(47) > wtw)?
converge en méme temps que la série
1
(48) 2

comme le montre le rapport des termes correspondants; or l'on a évidemment
|w|=R @A ay+dsat -+ dman)
ou, si 'on pose R (a,)=7,,
lw|=2, 7, + Ay + + Anym.
Soit y, la plus petite des y,, et un au moins des 4, soit égal a [, et l'on aura
(49) |w|>1y,.

Cela posé, groupons les termes de la série (48) de la fagon suivante: on
prehd d’abord les w ot tous les A ont la valeur I, pui>s le groupe des w ot l'un
des indices 4 au moins est égal a 2, pendant que les autres sont égaux & 1, et
ce groupe contient 2™ —1 termes; puis le groupe ou I'un des indices au moins
est égal 4 3, tandis que les autres sont égaux 4 1 ou 2: ce groupe contient

! Le signe I’ indique que l'on exclut le systéme des A tous nuls. La démonstration qui
suit est, avec quelques changements, 1a généralisation de celle qui sert, pour m=2, & démontrer la
convergence des séries qui servent au développement des fonctions elliptiques suivant la méthode
de Weierstrass. (V. p. ex. HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, T. I, p. 358).
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3™—2" termes, ...; en général, le groupe ot l'un au moins des indices est égal
a n, tandis que les autres sont égaux a 1,2,3,... ou »—1, groupe qui contient
#™—(n—1)™ termes. Mais on a, d'aprés (49), pour un terme de ce groupe:

o
fok] ~ mk

en sorte que pour tout le groupe la somme des modules des termes correspon-
dants de (48) sera plus petite que

I #m—(n—1)"

ou en développant,

( ) ]
1 m \ 2 (—1)m—t
7’: {nk—v m+1 pk—m+2 o nk } )

Or il est clair que les groupes formés comme on vient de le-dire épuisent tous
les w, excepté ceux ou l'un des indices est nul; en indiquant par 3 la somme
‘faite avec cette restriction, on aura:

1 i w I my <& 1 o I
. —_ — _——— — _k —1 ™ -\,
> [wF] < v {m; —mt1 (2 ;%k—m-w ; +(—1) 21' e
Au second membre on a un nombre fini de séries absolument convergentes si

Iexposant au dénominateur est >1; la condition de convergence de la série précé-
dente est donc

(50) k>m,
et si k doit &tre entier,
(50) E=m+1.

Dans la série 3” manquent les termes ot I'un des indices est nul: mais il est
clair que ces termes donnent un nombre fini de séries analogues 4 3”, mais avec
moins de m indices, et qui convergent donc & fortiori pour £>m; les (50), (50)
sont donec les conditions de convergence absolue des séries

r I r I
2 wh o 2 (e +w)e
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28. Silon pose

I

(51) (_I)mmlz(x+lla N T T =y (z)=y™) (2; 1, @y, . .. @n)
1 . m Gm

la fonction ainsi définie est uniforme, réguliére dans tout le plan, sauf I'ensemble
des points w, et vérifie I’équation (1) dont la forme est actuellement

(32) " (@)= (@+e) =9 (@ +ap)— - — Y™ (2 + an) +

: —1)"m!
Y (@ ta o)+ H(—1)m P (@t eyt +0‘M):(71)—4T;

en outre on déduit, de (45), la relation
(53) Y (x; o, . .. am) =Y (z; 0, &, . . . on)— Y™ (z+a; @, a5, . .. an)
entre Y™ (x; @, @y, ...) et Y™ {z;ay,...).

29. D'une facon analogue, si l'on pose pour % entier et plus grand que m

(54) WO )= (=1 B3 e

les fonctions Y™ jouissent des propriétés exprimées par les équations (52) et (53);
elles peuvent é&tre regardées comme les dérivées successives d'une méme fonction:
ces dérivées admettent un développement en séries convergentes de la forme (47)
pour les seuls indices non inférieurs & m. Ces fonctions généralisent évidemment
la fonction ¥ (x) de Gauss, dérivée logarithmique de la fonction eulérienne I”(x):!
dans ce cas, les séries (47) existent & partir de la dérivée premiére de ¥ (z), pour

laquelle on sait que

¥ (o) =3 ;

z+n)?
Pour m=2 la premiére série convergente de la forme (47) est

2] . \— ! ;
Y’ (25 @, a)=D) (@ + 4y @+ Ay @)’

1y ~2

! GAvuss, Werke, Bd. III, p. 201.
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c'est la derivée seconde logarithmique de la fonction O de Heine’, dont les ter-
mes forment partie de la série qui donne la fonction ' (x) dans la théorie des
fonetions elliptiques selon Weierstrass.?

30. 8i Von intégre terme a terme la série (51), on obtient une série diver-

.. L N 1 1 s
gente; mais si on soustrait & chaque terme la constante — correspondante, il
w .

est facile de voir qu'on rétablit la convergence; on ne fait ainsi qu'appliquer le
procédé bien connu du théoréme de M. Mittag-Leffler. En intégrant successivement,
et en appliquant & chaque intégration le procédé du théoréme de M. Mittag-Leffler,
on arrive enfin & une série convergente, de la forme

I
Yiz; a0, ... am)-—z (a:-i—w_ rw(x)) )
ol 7y (%) est une fonction entidre rationnelle de z, du degré m—1. L'on obtient
ainsi une fonction qui jouit des propriétés exprimées par les équations

(52)’ P (x)—w (x+al)—w (x+‘12)_"' +1,D(x+al+a2)+ o+

I
H=1)"yYlrtae ta+ +am)=§

(33) Ylrtoeea,,... qm):—w (Z; e, 05, ...0n)—W{(Z; 05, . .. an),

qui, & part une légére différence de formé, n’est autre que la dérivée logarithmique
de la fonction O (x) de M. Appell.® Dans le travail de cet auteur, c’est la rela-
tion (53)'* qui.a le caractére fondamental.

Remarquons enfin que si, dans la formule (54) on regarde comme variables
non seulement x,e;, @, ...an, Mais encore k, on obtient, par rapport a cette
variable, une classe de fonctions dont le premier exemple est la fonction bien
connue que Riemann a indiquée par (x) et qu'il a appliquée & la théorie des
nombres premiers.

! Handbuch der Kugelfunctionen, Bd. I, p. 109.

* V. p. ex. HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, T. I, p. 309.

3 Mathem. Annalen, T. XIX, p. 84.

¢ La formule correspondante porte, dans le travail cité, le No. (4), & la page 85.
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On peut remarquer qu’en méme temps que 1'équation (1), se trouvent résolues
par la méme méthode des équations analogues. Telle est, par exemple, I'équation,
apparement plus générale

m

(55) Z{hw,ow(x+a,,)+hv'l ¢,(x+av)++

v=1

Vs

T!r'v ¢("'y) (x + O—’y)} =f(%)$

pour laquelle la fonction caractéristique A () a la forme
m
_ hv, 0 h”’ Ty
A (Z‘)—Z (Z—-—m + -+ (Z—lh)r"ﬂ)
Toutes les formules de résolution données pour (1) s’appliquent & I'équation
(55) avec les mémes considérations, et la fonction indiquée par a(f) est ici
m

hv, r,rtr”
2 (h7’0+hly’lt+ st —"1'—) e%t,

v=1 v



