
BEMERKUNG UBER DIE INTEGRALDARSTELLUNG DER 

RIEMANNSCHEN ~'FUNKTION. 
VON 

G. P()LYA 

in  ZURICH. 

Die Riemannsche ~-Funktion, definiert dureh die Formel 

(: ) I I I 
} 

wurde yon Riemann selbst dureh ein unendliehes trigonometrisehes Integral dar- 
gestellt. Es ist ~ 

(2) ~(~) = 2 f ~  (u) coszu au 
0 

{3) 

Es ist o~enbar 

(4) 

5U 

q) {u)= 2 z e T ~  (2 ze~Un~--3) n~ e -'~ne~u. 

9 u  

~ ( u ) ~ 4 z ~ e  2 fiir u- -*+  ~ .  

Ferner ist (vgl. unter 4) �9 (u) eine gerade gunktion. Folglieh gilt 

(gu ) 9 u  

(5) ~(u)  4 ~ e T + e  ~ e -~(e2~+~-2~) f-fir u ~ + ~ .  

1 B. RIEMAI~I% W e r k e  (1876) ,  S.  138 .  , 

3 9 - - 2 5 3 5 9 .  Acta ma~he/matic~. 48. Impr im6 le  1 m a r s  1926. 
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/r Hinsicht auf die Riemannsche Vermutung kSnnte man die folgende 

Frage aufwerfenX: Ba t  die Funktion, die aus der rechten Seite yon (2) dadurch 

hervorgeht, dass q)(u) durch die rechte Seite yon (4) ersetzt wird, nut  reelle Null- 

s te l len? 

Die Antwort ist verneinend (vgl. unter 4): die entstehende Funkti0n hat 

unendlich viele imagin~ren Nullstellen. Wird aber anstatt der rechten Seite yon 

(4) die yon (5) verwendek so en~steht die FunkCion 

9, 
(6) ~* (z) -~.8 zr~/~e ~ + e 

0 

die man etwa die >>verf~lsehte ~-Funktion>> nennen 

tats~chlich nut reelle Nullstellen. Es ist iibrigens 

(z) ~ ~* (~), 

wenn z in irgend einem abgeschlossenen Winkelraum 

kSnnte, und ~* (z) besitzt 

yon Scheitel o, der die 

reelle Achse nicht enth~ilt, gegen ~ strebt. Wird die Anzahl der Nullstellen 

yon ~(z) in der Kreisfl~che I z l ~  r mi~ N(r) und die entsprechende Anzahl fiir 

~* (z) mit N* (r) bezeichnet, so is~ 

und sogar 

2v (r) ~ N ,  (r) 

N (~) - N *  (,-) = o 0 o g ' r ) .  

Ich erbringe im folgenden den Nachweis ffir die Realiti~t si~mtlicher Null- 

steUen yon ~* (z). Die Untersuchung konzentriert sich auf eine andere ganze 

Fnnktion, ni~mlich auf die ~mk t ion  
+ar  

/ b  

(7) (~ (z) = (~ (z; a) -~-Ie-a(eU+e" u)+ zu du, 

die einige schSne, einfache Eigenschaf~en aufweist. Dem Parameter a wird ste~s 

ein positiver Wer t  zugeschrieben. ~* (z) liisst sich durch (~ (z)ausdriicken. Es ist 

(s) ~,(~)=~ ~ [ f f _ 9 .  ~ " 9. 
( 

1 Sie wurde yon Prof. LANDAU in 1913 in einem Gespr~ich gelegentlich erw~ihnt. 
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wie man leicht aus  (6), (7) herlei~et. Ich werde zeigen, dass (~ (iz) nur reelle Null- 
stellen hat. Bieraus folg~ dann leicht dieselbe Eigenschaf~ fiir ~* (z). 

I. Die wichtigste Eigenschaf~ der ganzen Funktion @ (z) ist, dass sie einer 

einfachen Differenzengleichung geniig4; es ist 

(9) ~ (z)~- a (~ (z + I) --.(~ (z --  I)) 

wie man durch par~ielle Integration leich~ feststellK 
gerade ist, 

(~ o) ~ ( -  z) = ~ (z). 

Es sei vermerkt, dass @ (z) 

Ferner gil~, wenn z keine ganze Zahl ist, 

(ii) 
~ a 2 n ) 

( ~ ( z ) = a - z r ( z )  I - } - Z n  [ ( I _ g ) ( 2 _ z ) . . . ( n _ g )  
~ 1  

(i2) 

~ a 2 n ) 
+ aZl~(--Z) I - ~ Z  n! (I -t-g) (2 + , i f ) . . . (n+2 ' )  " 

' ~ 1  

Den Beweis fiir (I I) kann man etwa so fiihren: es ist 

g o0 

I'(z)= f e-~vZ'ldv+/e-~'v~-~.dv=P(z)+ Q(z), 
0 a 

( - I ) .  ~=+,, 
(I3) P(z)-~P(z; a ) = Z  ~. (z+ n) ' 

n ~ 0  

04) 

Nun ist 

q (~)= q (~; ~)= a'~fe -a~"+"'~du. 
0 

oo 

0 

--jn~ol ~ e-aeU' n! J (e(-,,+z)u + e (-n-")") du. 
0 

ttieraus folg~i gem~ss 04), nach Ver~auschung 'yon Summation und Integration, 

die durch absolute Konvergenz Ieicht zu rech~fer~igen ist, dass 
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(-I),,~- 

Anderseits ist offenbar 

G. P61ya. 

(---i)n a 2u 
Q ( - n + z ) + a " ~ ,  ~! 

? ~ 0  

- -  Q ( - ~ - z ) .  

O =  

k=ol=o k! l! - - k + z + l  + k - - z - - i  

_ a _ Z ~ ( - - i ) k a 2 k ~ ( - - i ) ' a  -k+z+t 
- ~ . ~  ~ . ~ ~ )  

+ aZ~, (-- I) ~ a~ 1 (-- i) k a-t-z+k 
" z! ~ k! (--1--~+k)' / = 0  k=O 

also, gemgss (13) , 

(~6) o = a _ Z Z  -(-- I )k a~k lg(--lc + z) + ~ (-- I ) ' l ~  a'l t) (--1--z)" 
k=O l~O 

Es folg~ aus (I2), (I5) , (I6) 

(~ (Z) = a -z ~ (-- I )'~ a ~n 
n! 

n=O 

F ( - - n + z ) + a Z  Z ( - - I )na~nF(--n_-z)  
nI 

was mit (II) gleichbedeutend ist. 

Ich erw~hne noch, ohne sie zu beweisen und auch ohne sie nachher anzu- 

wenden, die beiden folgenden Darstellungen: 

a + i ~  

$(~,:i f (~) ( : )  2~-~ F s-- F s+ a-2"ds,  
a--iao 

i z z  i z z  

q~(z)- �9 e T d - ~ ( 2 i a )  - . ~ e 2 J~(2ia). 
s 111 ~ z s i n / v  z 

In  der ersten ist 2 a > l ~ z  I zu nehmen, in der zweiten sind beide Glieder rechts 

LSsungen derselben Differenzengleichuug, der auch (~ (z), gem~ss (9), geniigt. 

2. Die asympto~ische DarsteUung und die Absch~tzungen yon (~ (z), die uns 

jet.zt besch~ftigen werden, lassen sich auf Grund der Entwicklung (II)gewinnen.  
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Es miissen verschiedene Gebier der z-Ebene naeheinander untersuch~ werden. 

Es sei z=x+iy~re i~  geseCz~, wo x, y, r, ~0 reeU, r-->_o; falls y > o  ifit, wird o < ~ 0 < z  

angenommen ; x - - i y - ~ .  

I. Fi ir ly l~I ,  a ~ A  ist 

wobei der Betrag der Funktion Z (z)=z (z; a) unter einer nur yon A abhdngigen 
Schranke liegt. 

Es ist, gem~ss (I I), 

a fi n-2 ) 
Z(Z): za~ ( I  + ~ n[(2__Z)(3__Z) (~--Z)  ' 

I - - g  \ n=2 " " " 

woraus die Behauptung ohne wei~eres hervorgehK 

II. ~s seien e und A feste positive Zahlen. Es sei 

(I8) 

gesetzt. Dann gilt in der Halbebene x>=~ 

(I9) lim ~0 (z)=o, 
Iz l~| 

und zwar gleichmdssig in z und a, falls a ~ A  ist. 
Es folg~ aus der Stirlingschen Formel die Existenz einer Kons~an~en C, so- 

dass fiir y ~ I ,  x~e,  r ~ a e  

I (20) [a2Z F(--Z)F(z) J < a2x Cr-2Z e-(~-~r C ( ~ )  2~. 

In  demjenigen Teil der Halbebene x ~ e ,  wo y_--_I ist, folgt die Behaup~ung I I  

unmittelbar aus (I7), (IS) und (2o); sie folg4 durch Symmetrie in dem Teil, wo 

y G - -  I. Es bleibt der Halbs~reifen 

X ~  G - - I _ ~ y ~ I  

iibrig. An dessen Rand strebt, nach dem schon bewiesenen Teil der Behauptung 

II,  die Funktion (I8) gegen Null fiir z--*~. Da die Funktion 08)ganz  und yon 

(i7) 
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endlicher Ordnung is~, muss sie naeh wohlbekannten aUgemeinen S~fszen 1, gleieh. 

mi~ssig in vollem Halbs~reifen fiir z--.oo gegen Null streben; dies vervollst~indigr 

den Beweis der Behauptung 1I. Natiirlieh kSnnte man ansta~t allgemeine Si~r 

heranzuziehen die Funk*ion (I8) aueh direk* mi~tels (I I) an passenden, den Halb- 

s~reifen durehse~zenden Kurven, z.B. an den Geraden x = k +  I-, k = o ,  I, 2, 3 , - . .  
2 

abschii~zen. Wi t  gehen daran, im FaUe k = o  ffir einen anderen Zweek eine solehe 

Absehi~$zung durchzufiihren, vgl. ( 2 2 ) .  

I I I .  .[st a < i = - ,  so liegen keine Nullstel len yon ~ (z; a) ausserhalb des Strei fens  
4 

I I 
- < X < - "  
2 2 

D~ (~(z) gerade is~, geniig~ es die Halbebene x~- I  zu be~raeh~en. An der Ge- 
2 

I 
raden x = - is~ 

2 

z + ~ = I ,  ~ = I - - Z  

und folglich 

Aehse, 

ist, wegen der Symmetric des Wertverlaufs inbezug auf die reelle 

Ir(,-~)l---Ir(,)l, 
woraus 

I r(~) I - I - z r ( ~ ) l  = 14= 2 

folg~. 

(:~) 

Wird (2 I) benu*zt, 

= n[ ( l - - Z ) . . .  (n - - z )  + 

�9 i 
so ergibt sich aus (I I), dass auf der Geraden x = - 

2 

n : l  

+ a - 2  
a2n 

- -  I 3 2 n - - I  
n = l  e .  - -  �9 

2 2 2 

o2n )1 
~! (~ +~__.  (~+z) 

) I + Z  a2n 

~ = i n ! _ 3  . _ 5 . . .  2 n + I  
2 2 2 

oo 

e2a--  i. 
2n! + ~ (2~+1)! 

n = l  n ~ 0  

, Vgl. e twa  G. POLYA u. G. SZEGS, A'ufgaben und  Lehrsi i tze a u s  der  Ana lys i s  (Berl in  1925), 
Bd. 1, Aufgaben  I I I  333, I I I  339. 
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gs  folgt a u s  (22), d a s s  

fiir x ~ ,  a = - .  
4 

�9 Es folgt aus Is die Existenz einer Zahl /~, so dass 

(24) I~(~)1=1~(~; a ) l < I  f i ir  x >I - ,  r>_R, a = - .  
2 4 

Es gilt ferner auch im Kreissegment x ~  -I, r ~ R ,  da doch die fragliche 
2 

Ungleichung, gem~ss (23), (24), am Rande des Kreissegementes erfiillt ist. Also 

gilt ]~0(z)]<I in der vollen Halbebene x=>:; somit kann (~(z), vgl. (I8), in dieser 

Halbebene nicht verschwinden. 

r 

Es ist gut fiir das folgende eine bestimmte Einteilung der Ebene vor Augen 

zu haben (vgl. die Figur): der Streifen - - I  _--< x ~ sei mit  S bezelchnet. Der Teil 

der Ebene, wo zugleich r ~ R  und Ix[ > I gilt, sei mit  T bezeichnet. Der iibrig- 

bleibende ins Unendliche reichende Teil mit  U. Wir  w~hlen die Zah l /~= /~  (A) 

nach Vorgabe einer bestimm~en positiven Zahl A so, dass in und am Rande yon 

U die Ungleichung [~0(z)[<I fiir a ~ A  gilt; dies ist, gemiiss II ,  mSglieh. Aus 

(I8) folgt, dass ~ (2) weder innerhalb U noch am Rande yon U verschwindet. 

3. Wir  werden jetzt aus der Differenzengleichung (9) Folgerungen ziehen 

und sie mit  jenen verbinden, die wir eben aus der Darstellung (I l) gew0nnen haben. 

IV. Es liegen keine Nullstellen von (~ (z) a u f  den Geraden X = I und x - ~ -  I, 

d. h. a u f  dem lCande yon S. 
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Wir  haben zweierlei zu beriicksichtigen: Erstens die Differenzengleichung 

und d ie  Symmetrie yon ~ (z), zweRens die Differenzengleichung und die asympto- 

tischen Eigenschaften yon @ (z). 

Erstens: Die Funk~ion ~ (z) ist gemde und nimmt reelle Werte fiir reelles 

z an. lqieraus folgt: ist y reell, so ist der Wert  ~ (iy) reell und die beiden 

Werte ~ (i + i y) und ~ (-- I + i y) sind konjugiert komplex. Somit ergibt (9) fiir z= i  y 

(25) Y ( ~ ( / V ) = 2 a ~ { ~ ( I  + i v ) .  

Zweitens: Es ist nieht mSglich, dass @ (z) in zwei Punkten, deren Verbin- 

dungsstr.eeke der reellen Aehse parallel liegt und v o n d e r  Li~nge I i s t ,  zugleieh 

versehwindet. Denn wi~re @ (e)-----o und aueh 6J (e - - I )=O,  so wiirde aus (9) 

(~ (c + I) = o folgen, also aueh (~ (e + 2) = o, @ (e + 3) = o , . . . ,  und so wiirde @ (z) 

Nullstellen im Gebiete U haben (vgl. Figur); das ist jedoch nicht der Fall. 

(~ (z) ist fiir relles z posRiv, vgl. (7). Aus (~ (i + i y) = o wiirde einerseits y # o, 

andererseits ~ @ (I + i y )=  o, somit, gemi~ss (25), g~ ( iy )~  o folgen. Das gleiehzeitige 

Versehwinden yon @(I +iy) und @(iy) ist iedoeh ausgesehlossen, und foglieh ist 

@(I + i y ) # o .  

V. Es liegen keine Nullstellen yon g3 (z) ausserhalb des Streifens S. 

Fiir a < I i s t  dies sehon bewiesen, vgl. I I I .  Es sei 
4 

(26) I =< a _--< A. 
4 

Im Gebiete U (vgl. Figur) und an dessen Rand liegen, wie wir festgestelR haben, 

keine Nullstellen yon (~ (z). Nehmen wir IV hinzu, so sehen wir, dass aueh am 

Rande yon T keine Nullstellen yon @ (z) liegen. Variiert z am Rande yon T, 

und a i m  abgesehlossenen In~ervall (26), so ist | (z; a) eine stetige, yon Null 

verschiedene Funktion yon z und a. Also ist das Integral 

I ( (~' (Z; a)dz 
(27) 2 ~ i  @(z; a) ' , ]  

die um den Rand yon T in posRivem Sinne erstreckt is~, eine stetige Funktion 

yon a. Das Integral (27) stellt eine ganze Zahl, niimlich die Anzahl der Null- 

stellen yon (~ (z; a) innerha!b T dar. Eine stetige Funktion, die nur ganzzahlige 

Wel4e annimmt, ist eine Konstante. Also ist das Integral (27) s t e t s=o ,  da es 

I 
= o  fiir a = -  ist, vgl. I I I .  

4 
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VI. Alle innerhalb des Sb'eifens S liegende Nullstellen von ~ (z) sind einfach 

und rein imaginSr. 

Es folgt aus (I 7) und der Stirl ingsehen Formel, dass im Streifen -- l <: x _--< I 

fiir y--~ + oo gleichm:issig in x 

(28) �9 ) } --_ I --:y+7-~x~ty~Z i~.~_ (y  --x . O(e__:yy]z[~e9 ) (~ (x + i y) --  ) / ~ - y  e (\a] a e-' ~ + 

gilt; zur Abkiirzung ist 

(29) q)----- y log : - - y  4 

gesetzt. Eine abgeschwiiehte Form der Behauptung VI, worin anstelle aller Null- 

stellen ,>alle Nulls~ellen mit  Ausnahme endlich vieler>> auftreten,  kSnnte man bloss 

aus (28), (29) beweisen. Der Beweis des vol|en Resu l~ tes  muss etwas mehr benutzen. 

Man betra~htet denjenigen Zweig yon log (~ (z), der fiir z - - :  reell ausfifllt; 

er ist, gemiiss IV, entlang der Geraden x ~  I, unbeschr:inkt fortsetzbar. Man 

verfolge ~ log (~ (I +iy),  wenn y yon o zu + oo zunimmt und bezeiehne den 

kleinsten positiven Wer t  yon y, fiir welehen 

log @ (, +i  
2 

ausf~llt, mit  yn (n----o, I, 2, 3 , . - . ) .  In  der geschweiften Klammer  an der rech~en 

Seit~ yon (28) iiberwiegt fiir x:=i das Glied a-~y~d~; man schliess~ aus (29) ,dass  

~ log ~ (r +iy)--~ + oo ffir y--~ o~. 

Daher  existier~ y~, n ~ o ,  I, 2, 3 . . . . .  

Man bezeiehne mit  R,~ das Rechteck, dessen 4 Eeken 

l +iy,~, - - I  + i y . ,  - - I - - i y n ,  I - - i y~  

sind. An den vertikalen Seiten yon Rn liegen, gem~ss IV, keine Nullstellen yon 

(~ (z); dass aueh an den horizontalen Sei~en fiir gentigend grosses n keine liegen, 

wird bald gezeigt. Es bezeichne 

H,, die Anderung yon ~log(~(z) ,  wenn z gerudlinig yon l + i y ,  nach 

-- I + i yn wandert;  

N,~ die Anzahl  der rein imagin~ren Nullstellen yon (~ (z) innerhalb R~, ohne 

Multiplizit~t gereehne~; 
4 0 - - 2 5 3 8 9 .  Acta mathe.matica. 48. I m p r i m 6  |o  2 m a r s  1926. 
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N~+Nn* die Anzahl sgmtlicher Nullstellen yon (~ (z) innerhMb Rn mit  

Multipliziti~t gerechnet. 

In 2V.* ist die Anzahl der etwaigen nicht rein imagini~ren Nullstellen yon 

(~ (z) innerhalb R~ inbegriffen. Ferner liefert jede in Rn befindliche rein imagingre 

Nullstelle yon der Multipliziti~t m den Beitrag m- - I  zu N.*. 2Vn und N~* kSnnen 

mit wachsendem n nicht abnehmen. 

Die Gesamtitnderung yon ~ log (~(z), wenn z den l~and des Reehteeks 

R.  in positivem Sinne einmal besehreibt, ist 

(30) 2 7g (Nn+2~'n*)=2Hn+ (2 n+  I )  2 ~: 

nach der Definition yon Yn, H.  und aus Symmetriegriinden. 

Nach Definition nimmt 

fiir y : y .  den Wer~ 

so dass 

tt ieraus folgt 

und, gemiiss (25) , 

(i) 
log ffi (i + i y) fiir y = y . _ l  den Wert v-- 2 g '  

(v + I )  z an; es gibt also mindestens einenWel4.2, y~- l<  ~2 <y . ,  

log @(I + i v ) ~ v ~ .  

~ (~ (I +i*]) ~---- O 

(i ~) = o.  

Mit i T ist such --i*] Nullstelle von (~ (z), und so haben wir, ~-~-I, 2, 3 , . . .  

n gesetzt, die Existenz yon mindestens 2 n verschiedenen reinimagin~ren Null- 

stellen im Rechteck R~ erschlossen; d. h. es ist 

(31 ) -Am=> 2 n. 

(3 o) und (31) ergeben 

(32) 2 ~ N ~ *  _-< 2 H . +  2 ~ .  

Man bezeichne mit q). den Wert, den (29) fiir y----y, annimmt. Da, wie gesagt, 

fiir x =  I das erste Glied der geschweif~en Klammer yon (28) dominiert, ist 

WO 

7g ~g 

.q l o g  ~ (i  + i y~) = (2 ~ + ~) 2 ~ a,,, + - + ~ ( ~ o 4 .  2 ~ ) ,  
�9 2 

lim ~. = O. 
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D a q),,--~ n ~ - - e n ,  ist fiir y=y~, bei grossem n der  W e l t  yon e i ~  nahezu ( - - i )  '~, 

und die geschweifte Klammer  in (28) nahezu reell. Hier~us folgt  zweierlei. 

I) Es i iberwiegt reehts in (28) ffir y---y,~ das Haup~glied das 0-Glied auf  der 

ganzen Strecke -~ I ~  x ~ I, so dass (S~ (z) an den horizontMen Seiten des Recht- 

ecks Rn nich~ verschwindet,  wie schon friiher behaupte~ wurde, z) Fiir die ~n-  

derung yon arc (~ (z) enflang dieser Seite wird in Formel  (28) der Faktor  e ~ "~/~ 

massgebend, oder genauer,  es ist ffir beliebiges positives e 

(33) 

wenn n geniigend gross ist. (32) und (33) ergeben 

2 7r N n *  ~ 2 ~ .  

Somit is~ N,,*, als nichtnegative ganze Zahl, = o fiir geniigend grosses n, folglich 

s ~ e t s = o ,  da N,~*mi~ wachsendem n nie abnimmt;  und u  is~ bewiesen. 

IV, V, VI  ergeben eine liickenlose Eint~ilung der Ebene und zeigen, dass 

(~(z) nut rein imaginh're einfache Nullstellen besitzt. Die Bet rachtung ergibt  

nebenbei,  dass die Anzahl der Nullstellen, deren Ordinaten zwischen o und y liegen 

ist. 

Ylog y - y  + 0(I) 
71; a 7~ 

4. Um auf  alle in der Einlei~ung erw~hnten Behauptungen  zuriickkommen 

zu k6nnen, benStige ich zwei einfa~he t t i l f s s~ze  yon allgemeinem Charal~er. 

Hilfsaat~ I. Es sei die ~unkhon F(u) a~alytiseh und reellwertig f i ir  s~imt- 

liche nichtnegative reeUe Werte yon u. Ferner soll 

(34) lim u ~ F ('*) (u) = o 
~ o c  

9~r n~ -o ,  I, 2 , . . .  gelten (F (~ (u )=F(u) ) .  Wenn F(u) keine gerade Funktion ist, 

ist die Funktion 
ao fb 

(35) e (x)= F(u) eos du 
0 

f i ir  hinreicheud grosse reeUe Werte x yon Null verschieden. 

Is t  F(u) keine gerade Funktion,  so gilt fiir eine passende ganze Zahl q 

F '  (o )  = . I " " '  (o )  . . . . . .  i , ,{ .2q- 8)(o) - -  O, F (2q-1) (o) ~ o .  
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Man erh~lt mit  Riicksicht auf  (34) dureh wiederholte partielle In tegra t ion  

oe  

[ G(x)=(--~)q ~ + xiq~ jF(2'~+')(u)sinxudu. 
0 

Bieraus folgt,  wieder mit  .Riicksicht auf (34), 

lim x 2q G (x) -~ (-- 1)q F mq-') (o) ~ o, 

also die Behauptung.  

Versteht  man unter  F(u) die rechte Seite von (4) oder setzt man allgemei- 

ner irgendwelche endHche Anzahl Glieder der Reihe (3) fiir F(u) in (33) ein, so 

erh~lt man eine ganze Funkt ion  G(x), yon der auf  Grund der Hadamardschen 

Theorie leicht nachzuweisen ist, dass sie unendlich viele lqullstellen hat.  Von 

diesen Nullstellen sind aber, gem~iss Hilfssatz I,  nur  endlich viele reell, da die 

gew~hlte Funl~ion F(u) offenbar nicht  gerade ist. - -  Die in der Integraldar- 

stellung (2) der ~-Funktion auftretende Funkt ion q)(u) muss, gem~ss Hilfssatz I, 

gerade sein, was man  natiirl ich auch direkt  bes t~ igen  kann. 

Hilfssatz II .  Es sei a eine positive Konstante und G (z) eine ganze FunIction 

vom Geschlecht o oder I, die fiir reelles z reelle Werte annimmt, keine imagin&~en 

1Vullstellen und mindestens eine reelle Nullstelle hat. Dann hat auch die Funktion 

(35) e (z-- i  a) + G (z + i a) 

nur reelle Nullstellen ~. 

Die Voraussetzung betreffend G (z) besagt, dass 

1 a"l 

ist, wo e, a, a 1, a .2, . . ,  reelle Konstanten sind, a , ~ o  fiir n - ~ I ,  2 , . . . ,  a1-2 2[- 

+ a--2 + . . .  konvergent  und q eine nichtnegative ganze Zahl ist. (Wenn G(z) 

keine Nullstel ten hat,  d. h. sich auf  e e ~ reduziert, kann (35) identisch verschwin- 

den.) Is t  z - ~ x  + i y  eine Nullstelle der Funkt ion (36), so ist 

i G ( z - - i a ) I : 1  G( z+ia ) I ,  

Das Entsprechende fiir Polynome ist Specialfall eines yon CB. BIEHLER herriihrenden 
Satzes. (Vgl. z. B. G. POLYA U. G. SZEG() a. a. 0. ,  Aufgabe III 25. ) 
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I G ( g + / a )  I X-~ + ( y + ~  ( y + a )  '~ 

Is~ y > o, so sind alle Fak~oren rechts < I, is~ y < o, so sind alle Fak~oren rech~s 

> I. Somi~ muss, da doeh mindestens ein Fak to r  vorhanden sein soil, y = o sein. 

Dass q~(Ieiz ) nur  reelle Iqulls~ellen hat,  ist vorher  bewiesen worden. Dass 

geniigt, is~ leieh~ aus der Hadamardsehen  Theor ie  zu folgern. W e n d e t  man  Hilfs- 

satz I I  auf  G(z)-~(~ I_ iz;z~unda =9- an, so ergibt  sich, gemEss (8), die Reali- 
! 2 

t ~  s~mtlicher l~ulls~ellen yon ~* (z). 

Man finde~ iibrigens auf  Grund  yon (8), (I7), ('9), dass in der t Ia lbebene 

y ~ t (e fes~, ~ > O) fiir z--* oo 

__z 1 
2 4 

g ~  r + . 
2 

Diese Formel  is~ mit  (I) ZU vergleichen. 1 

1 Anmerkung bei der Korrektur (5. 2. 26). Mittels einer passenden Erweiterung des Hilfs- 
satzes I I  kann man noch zeigen, dass die Funktion 

f [  t -.  ( - - 2 U  
_~**(z)=4z~ 2~ e i +e ~]--3 e~ +e ~ e -z~(e2u+e )eoszudu ,  

0 

die sich der wahren ~-Funktion noch etwas ,besser anschliesst,,, ebenfalls nur  reelle Nullstellen 
besitzt. 


