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Im zweiten Bande der ~>Trunsactions of the American mathematical society~ 

hat ttILBERT seinen Beweis fiir den bereits yon KL~I~ 1 vermuteten Satz verSffent- 

licht, wonach die hyperbolische nichteuklidische ebene Geometrie sich nicht als 

Ganzes auf einer Fli~che des dreidimensionalen Euklidischen Raumes verwirklichen 

liiast. An den Hilber~sehen Beweis schliessen sich verschiedene Versuche yon 

Verbesserungen und Vereinfachungen an, auf die ich nachher noch zu sprechen 

komme. Der unmit~lbare Anlass meiner Darlegungen ist eine Arbeit  yon LIEB- 

~ANI~ im Band 22 der Mathematischen Zeitschrift, auf die ich gleichfalls spi~ter 

nigher eingehen werde. 

In  pr~ziser Fassung lautet der yon Hilbert etwaz unbestimmt ausgesprochene 

Satz: Es gibt keine I,'ldche des dreidimensionalen Euklidischen Raums, die in end- 

licher auf  der t~5"che gemessener Entfernung frei  von Singulmitdten ist und auf  

der durch den umgebenden Euklidischen Raum die hyperbolische Massbestimmung 

induziert wird. Es sollen sich also mit anderen Worten alle Linien tier Fliiehe 

zu beliebig grossen Li~ngen auf der Flii~he verfolgen lassen. Frei yon Singulari- 

t~ten aber nenne ich eine Flgehe, wenn sie in der Umgebung eines jeden ihrer 

I)unkte regulitr ist, d. h. wenn der Vektor ~ (u, v) der Fli~chenpunkte saint den 

Ableitnngen der drei ersten Ordnungen bei passender Wahl  der Parameter in 

der Umgebung der betreffenden Sfelle eindeutig und stetig erkli~rt ist, und wenn 

daselbst iiberdies ~ , •  =V o ist. ~ Bekanntlich besitzt die hyperbolische Mass- 

t i 8 7 i  Vergl Ges. Abh. I. S. 249. 
2 So bezeichnen wir das vektorielle Produkt von ~.u und ~v. 
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bestimmung kous~antes negatives Gauss'sches Kriimmungsmass K. Auf derartige 

Fl~chen beschr~nk4 sich also die weRere Betrachtung. Es handeR' sich danu 

darum, zu beweisen, dass es im dreidimensionalen Euklidischen Raum keine 

Fl~che konstanter negativer Kriimmlmg gibt, die in endlicher auf der Fl~che 

gemessener Entfernung frei yon SingularR~ten ist. 

Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Ich nehme also an, es g~be eine Fl~iche 

F der angegebenen Beschaffenheit. Ich betrachte neben der Fl~iche ihre univer- 

selle t~berlagerungsfl~che F ' .  Diese kann man folgendermassen erhalten: Ich 

gehe yon irgend einer geod~tischen Linie der Fl~che aus, w~hle auf ihr die yon 

irgend einem ihrer Punk~e aus gez~hlte Bogenl~inge als Parameter s, den ich in 

beiden Richtungen, also yon - - ~  bis + ~ ,  verfolge. MSgen auch zu verschie- 

denen s-Werten die gleichen P u n l ~  yon 1" gehSren, so solien doch auf der 

0berlagerungsfl~che F'  zu verschiedenen s auch verschiedene Punkte gehSren. 

In jedem Punkte s bringe ich ausserdem die zu der eben benutzten orthogonale 

geod~tische Linie an, l~ngs welchen ich die Bogenl~nge t als Parameter wiihle. 

t==o mSge die zuerst verwendete geod~tische Linie sein. Zwei dieser geod~- 

tischen Linien kSnnen sich auf der Fl~che nicht treffen und zugleich mit dem 

zwischen ihren Fusspunkten gelegenen Bogen yon t--~ o ein einfachzusammen- 

h~ingendes Fliichenstiick begrenzen. Denn sonst gi~be es ein geod~tisches Dreiecl~, 

dessen Winkelsumme ~ oder grSsser als z w~re. Unter einem Punkt  der Uber- 

lagerungsfl~che verstehe ich nun ein Wert~pa~r (s, t). Verschiedene Wertepaare 

liefern verschiedene Punkte. In der Umgebung einer .~eden ihrer Stellen ist 

dann die t~berlagerungsfl~che umkehrbar eindeutig und stetig auf die Umgebung 

einer Stelle der Fl~che F bezogen, lch will iiberdies noch bemerken, dass so 

auch die ganze .F auf  die Uberlagerun.qsflSche bezogen erscheint, denn bekannt- 

lich e rh~t  bei dieser Wahl der Koordinaten das Linienelement der Fl~iche 

die Gestalt s '2§ G(s)t '~. W~re nun ein Punkt  P der Fl~che F bei unserer 

Konstruktion unbedeckt geblieben, so verbinde man der Ursprung O: (s----o, t ~o )  

mit dem Punkte P durch irgendeine s~etige rektifizierbare Kurve 7 und w~hle auf 

ihr den Punkt  Q so, dass das Linienstiick vom Ursprung bis zu Q hin bei der 

Konstruktion bedecld~ wird, w~hrend jenseits Q beliebig nahe dabei unbedeckte 

Punkte liegen. Nun ist abet  die Lii~ge der Kurve 0 Q~, wie aus der Form des 

Linienelementes sofor~ folg~, grSsser oder gleich SQ,, wenn wir mit Q~ irgend- 

einen vor Q auf der Linie 0 Q gelegenen Punkt  und mR se, die s-Koordinat~ 

bezeichnen, die er auf F '  besitzt. Es sei nun sq ein Wert, derar~, dass beliebig 

nahe bei demselben s-Koordinaten yon Punkten Q~ aus beliebiger N~he yon Q 
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liegen. SQ ist die nach Voraussetzung endliche obere Grenze der SQ,.  Dann 

grenze man um SQ auf t :  o irgendeine Umgebung ab und lege durch ihre 

Punkte die zu t-~o orthogonalen geodiitischen Linien. Diese bedecken eine Um- 

gebung yon Q vollst~indig, sodass die durch Q gezogene Linie Z noch ein Stiick 

fiber Q hinaus yon den Kurven unserer Konstruktion iiberdeckt erscheint. Die 

~berlagerungsfl~che ist also eine in endlicher auf der Fl~che gemessener Ent- 

fernung singularit~tenfreie Fl~che, die vermittelst der Koordinaten s, t umkehr- 

bar eindeutig und stetig auf die s, t-Ebene abgebildet erscheint. Auf diese Ebene 

ist auch die Fl~tche ~' in der Umgebung einer jeden ihrer Stellen umkehrbar 

eindeutig und stetig abgebildet, abet im Grossen braucht diese Abbildung nicht 

umkehrbar eindeutig zu sein. 

Wir  betrachten nun die A s y m p t o t e n l i n i e n  der Fl~che. 

L s "  + 2 M s '  t' + N t  '~ = o 

ist ihre Differentialgleiehung, wenn die linke Seite die zweite Fundamentalform 

bedeutet. Da K < o  ist, so werden dadurch jedem Punkt  yon F und damit auch 

yon F '  zwei yon einander verschiedene Linienelemente 1, die Asymptotenrich- 

tungen, zugeordnet. Damit sind auch jedem Punkte der s, t-Ebene zwei Rich- 

tungen zugeordnet. Man kann sie durch AuflSsung der Differentialgleichung je 

nach dem Vorzeichen der dabei vorkommenden Wurzel auf zwei getrennte Rich- 

tungsfelder verteilen, denn die s, t-Ebene ist ein einfach zusammenh~ngender Be- 

reich. Da nach unseren fiber die Fl~che gemachten Voraussetzungen fiir beide 

Differentialgleiehungen die Lipschitzsche Bedingung erffilR ist, so haben wir in 

der s, t-Ebene zwei Scharen yon Asymptotenlinien. Durch jeden Punkt  gcht 

eine Kurve einer jeden Schar. Jede Asymptotenlinie kann man nach beiden 

Richtungen fiir beliebig grosse Werte  der Bogenl~nge verfolgen und es gilt, 

wenn ~ diese Bogenl~nge bedeutet, 

lim (s" + t ~) = oc und lira (s ~ + t ~) = oo. 
, g ~  - O 0  , g ~ - ] - O 0  

Dies folgt aus den Sittzen yon BENDIXSON u, d a i m  Endlichen der s, t-Ebene keine 

singuli~ren Stellen der Fliiche und damit auch der Differentialgleichung der 

hsympto~enlinien liegen. 

Ieh gebrauehe in dieser Arbeit das Wort ,Linienelement* stets im Lieschen Sinn, w~thrend 
ieh start Linienelement der FHiche stet~s ~erste Fundamentalform,, sagen werde. 

2 Vergl. Acts math. Bd. 24 oder BIEBERBACH: Theorie der Differentialgleichungen. 2. Aufl. 
Berlin I926. 

41--25389. Acla mathematica. 48. Imprim6 le 2 mars 1926. 
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Aber noch mehr. Je zwei zu verschiedenen Scharen gehSrige Asymptoten- 

linien schneiden sich in genau einem Punkt. Ich zeige zuerst, dass sie sich in 

hb'chstens einem Punkte schneiden. W~re dem nicht so, so g~be es einen Be- 

reich der s, t-Ebene, begrenzt yon je einem Bogen zweier zu verschiedenen Scha- 

ren gehSrigen Asymptotenlinien. Ich betrachte zuerst den Fall, wo man bei 

Fortsetzung der Asymptotentinienbogen fiber die Ecken A und B des Zweiecks 

hinaus nicht in dessen Inheres eintritt. Man lege durch die Punkte des einen 

Bogens die Asymptotenlinien der anderen Schar. (Fig. I.) Da diese den anderen 

Bogen nicht treffen kSnnen und auch nach dem eben Gesagten nicht st~ndig 

in dem Zweieck verlaufen kSnnen, so mfissen sie ein zweites Mal den ersten 

Fig. i .  Fig. 2. 

Bogen durchsetzen. Litsst man also einen Punl~ P yon dem einen Endpunkt A 

zum anderen Endpunkt B eines Bogens wandern, so wander~ gleichzeitig der 

zun~chst folgende Treffpunkt Q yon B nach A. Die beiden Punkte P und Q 

laufen aufeinander zu und miissen irgendwo zusammentreffen. Im Trei~punkt 

miisste dann aber eine Berfihrung zweier zu verschiedenen Scharen geh5rigen 

Asymptotenlinieu erfolgen, was wegen K < o  unmSglich ist. 

Ich betrachte zweitens den Fall, wo bei For~setzung der Asymptotenlinien 

fiber wenigstens eine Ecke B des Zweiecks ein Eintrit t  in sein Inneres erfolgt. 

Dann muss man bei Fortsetzung des ins Innere eintretenden Bogens den anderen 

Bogen ein zweites mal yon innen nach aussen durchsetzen, in einem Punkte C. 

(Fig. 2.) Der dabei durchlaufene Boge B C zusammen mit dem Bogen B C der 

anderen Asymptotenlinie liefert nun ein Zweieck der zuerst besprochenen Art, 

sodass wir wie vorhin welter schliessen kSnnen. Also k5nnen sich zwei zu 
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verschiedenen Scharen gehSrige Asymptotenlinien in hSehstens einem Punkte 

schneiden. Man kann natiirlich in noch mannigfaeher anderer Weise unsere Be- 

hauptung erhSrten. 

Ich zeige welter, dass sie sich in mindestens einem Punkte schneiden. Dies 

beruht auf der Form, welche das Linienelement in geniigend kleiner Umgebung 

einer beliebigen Stelle annimmt, wenn man die Asymptotenlinien als Parameter- 

linien w~hlt. Bekanntlich sieht dann das Linienelement so aus: 

~'s _~. 2 F~'~: '  + v '~ 

und die Parameter a und z sind die Bogenl~ngen der Asymptotenlinien. Machen 

wir nun folgende Konstruktion: Ich gehe yon den beiden Asymptotenlinien 

durch einen Punkt O der s, t-Ebene aus und lege durch jeden ihrer Punkte die 

Asymptotenlinie der anderen Sehar. Damit bekommt man durch jeden Punkt  der 

s, bEbene aus jeder Schar yon Asymptotenlinien eine. Denn g~be es einen 

Punkt  P der Ebene, fiir den das nicht zutrifft, so verbinde man ihn mit 0 durch 

eine stetige Kurve und betrachte einen Punkt  Q yon 0 P derart, dass fiir je- 

den Punkt  yon O Q die Behauptung stimmt, w/ihrend sie jenseits yon Q in be- 

liebiger N~he yon Q und vielleicht auch fiir Q selbst nieht mehr richtig ist. 

Dann betraehte man eine Umgebung yon Q derart, dass sie yon den Asymptoten- 

linien liickenlos bedeekt wird und dass sieh darin je zwei in gerade einem 

Punkte schneiden. Dies ist naeh dem im Kleinen bekannten Verhalten der 

Asymptotenlinien richtig. Nun betl~chte man einen Punkt  Qo dieser Umgebung, 

der auf 0 Q vor Q liegt. Die dureh ihn hindurehgehenden Asymptotenlinien 

treffen naeh der Wahl  yon Q die (lurch 0 gehenden Asymptotenlinien in zwei 

Punk~en Q~) und Q!I 2) . Man betrachte ferner die Asymptotenlinien, die zwisehen 

Qo und Q in Punkten Qi die Linie 0 P  treffen. Diese treffen sowohl die 
~-(2)~ 0(2) Asymptotenlinien durch Qo (in ~1) und Q~ j wie die durch 0 in Q~I)und ~i 

und Sehneiden auf beiden jeweils gleichlange und ~gleichgeriehtete>> 1 Stiicke ab: 

qo~,)__ Q(oi)Q~I)und QoQ~ 2 ) :  Q~)Q~2)(vergl. Figur 3). 

Dies ist jedenfalls fiir gewisse Umgebungen der durch Qo gehenden Asympto- 

tenlinien richtig, well zu jedem ihrer Punkte eine Umgebung gehSrt, in der man 

das Linienelement auf die angegebene Gestalt bringen kann. Eine QoQ (~) 

zwischen Qo und Q(1) geniigend nahe bei (2o treffende Asymptotenlinie schneider 

also auf allen Qo Q~ treffenden Asymptotenlinien gleichlange Stficke ab. W~re 

1 D. h. Stiicke mit gleicher a- bezw. v-Differenz. 
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dies nicht fiir alle QoQ (1) treffenden Asymptotenlinien richtig, so w~hle man auf 

der Qo mit ~(1) verbundenen Asymptotenlinie einen Punk~ P derart, dass zwisehen 

Qo und P die Behauptung stimmt, dass aber fiir P selbst oder in beliebiger 

N~he yon P auf der anderen SeRe As.ymptotenlinien sich befinden, fiir die die 

Behauptung nicht stimmt. Die durch P gehende Asymptotenlinie triff~ die durch 

0 gehende in einem Punkt  p(1) derart, dass die L~ngen Qo P und Q~lp(sl gleich 

sind und schneider auf allen zwischen Qo und Q~) diese Linie treffenden Asymp- 

totenlinien gleichlange Stiicke ab. Tr ig t  man nimlich auf allen diesen Asymp- 

to~enlinien die L~nge QoP ab, in Richtung wachsender a, so machen die End- 

_ /o 
/ 

// 

I 

Fig. 3. 

punkte eine Asymp~otenlinie aus. Man erkennt dies, indem man wieder die 

Umgebungen der Punkte der entstandenen Linie pp(ll betrachtet und in diesen 

Umgebungen sich das Netz der Asympto~enlinien ansieh~. Gleichzei~ig lehr~ 

diese Be~rachtung, dass auch fiir alle in einer Umgebung yon P die Linie 

Q0Q (1) treffenden Asymptotenlinien die Behauptung richtig is~. Insbesondere 

gil~ sie somi~ auch noch fiir die durch ~(1) und fiir die durch die Punkte  einer 

gewissen Umgebung yon ~(1) gehenden Asymp~otenlinien entgegen unserer An- 

nahme. Also werden die durch 0 gehenden Asym~otenlinien yon den durch 

einen beliebigen Punkt  der Ebene gehenden Asymptotenlinien getroffen, und da 

man den Punk~ 0 beliebig w~hlen kann, so ~retten sich je zwei Asymptoten- 

linien verschiedener Scharen in genau einem Punkt. Man kann daher die Para- 
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meter a und z in der ganzen Ebene als Koordinaten verwenden und somi~ fiir 

die ganze Ebene das Linienelement auf die Form 

O '2 -P 2 F O ' ~ '  + x '2 

bringen. 

Der Hilbertsche Beweisgedanke fiir den Satz l~uft nun dar~uf hinaus, unter 

Verwendung der beiden jetzt gewonnenen Formen des Linienelementes die 

Curvatura Integra zu berechnen. Setzt man n~mlich F - - 2  cos co, wo co(o<w<z)  

den Winkel der Asymptotenlinien bedeutet, so wird nach den Fundamental- 

gleichungen der Fliichentheorie 

= s i n  c o .  K .  
OaO~ 

gu3 

�9 Fig. 4. 

Nun ist aber fiir ein yon den Asymptotenlinien a :  .+ a und v : :  +__ a begrenztes 

Viereck (Fig. 4) 

ff : ,f-ff  sin w da dv  - :  w ~ - -  w~. + w s - - w  ~ 

: a l + a . ~ + a s - i - v c a - - 2 7 r .  

Daher ist der absolute Betrag der Curvaturu integra eines beliebig grossen im 

Endlichen gelegenen Stiickes der Fl~che nicht grSsser als 2 ~r. 

Unter Verwendung der ersten Gestalt unseres Linienelementes 

~"~ + G(s) t '~ 

kann man aber zeigen, dass die Curvafura integra eines hinreichend grossen 

Fl~chenstiickes einen absoluten Be~rag grSsser als 2 7r besitzen muss, denn man 

finder 
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e+VZ2:'*+ e - v ~ ' *  i ' 0 G, 

2 2 V G O S ] / ~ G  

Also 

Viereck 

wird fiir ein yon den Parame~rlinien s :  +_a und t--_+_ a begrenztes 

= - j j . - b - 7 8 ~  d t  

= - -  V - - K .  2 a (e + r - ~ ; : ' a - e  -v- - -~ '~  

und dies wird fiir hinreichend grosse a absolutgenommen beliebig gross. 

Der hier gegebene Beweis ist eigenOich nur eine jeden Schritt genau auseinan- 

dersetzende Wiedergabe des Hilber~schen Beweises, den ich im Gegensatz zu Lieb- 

mann fiir vollkommen einwandfrei halte. Die Darstellung ist gegenfiber der 

Hilbertschen durch Verwendung der ~berlagerungsfl~che vereinfacht. Diese hat 

zuerst GOURSAT herangezogen, freilich ohne die Vereinfachungen auseinander- 

zusetzen, die durch ihre Verwendung der Hilbertsche Beweis erfahren kann. 

Auch LI~.B~ANN benutzt die ~berlagerungsfl~che. Sein Beweis ist aber deshalb 

misslungen, weft er gerade an der Stelle, wo er Hilbert  angrift, einen Fehler 

begeht. Liebmann ist n~mlich der Ansicht, dass jede isogonale Trajektorie einer 

Kurvenschar S jede Kurve dieser Schar treffe, falls durch jeden Punk~ der 

Ebene genau eine Kurve der Schar S geht. 

HO~,MGR~N hat, wenn man Blaschke ~ glauben soll, einen topologiefreien 

Beweis gegeben, aber ich sehe nicht, wie man seinen Beweis verstehen will, 

wenn man nieht weiss, dass je zwei Asympt~tenlinien sich schneiden. Und das 

ist gerade die Stelle, wo Hilber~s etwas knappe Darlegungen unverstanden 

geblieben sind. Goursats Beweis beruht auf demselben Grundgedanken wie der 

Hilbertsche, nur wird die Untersuchung des topologischen Charakters des l~etzes 

der Asympto~enlinien auf andere wie ich glaube kompliziertere Weise geffihr~. 

LIEBMA~N stellt auch Behauptungen fiber die Realisierung anders als kon- 

st~nt gekriimm~er Fl~chenstficke im dreidimensionalen Euklidischen Raum auf. 

Sein Beweis ist durch den eben erw~hn~en Fehler schon hinf~llig, ist aber zum 

~berfluss noch mit einem zweiten Fehler behaftet, der darin liegt, dass Lieb- 

mann eine notwendig zu erbringende Absch~tzung dadurch als geleistet ansieht, 

class er die abzusch~tzenden Integrale durch einen Buchstaben bezeichnet. 

Man vergl, dessen DifferentiMgeometrie. 
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Zum Schluss mSch~e ich fiber diese Realisierungsfragen noch ein paar 

WorSe anfiigen. Zun~chs~ ist man versueht, den ttilber~schen Beweis, der we- 

sentlich auf der Tschebyschefschen Form des Linienelementes beruh$, dadureh 

zu verallgemeinern, dass man versucht, das Linienelement einer im endliehen 

singularit~tenfreien Fl~iche stets auf diese Form zu bringen. Dann wfirde n~m- 

lich genau dieselbe Relation wie friiher zwisehen Kriimmungsmass und Netz- 

winkel bestehen u n d e s  wiirde sich wieder ergeben, dass der absolute Betrag der 

Totalkriimmung ___< 2 r sein muss, dass also das sph~risehe Abbild nich~ mehr als 

eine halbe Kugel bedecken kann. Aber es zeigt sieh, class nieht alle im endlichen 

s ingular i~enfre ien Fl~iehen negativer Kriimmnng mi~ Tschebyschefschen Netzen 

bedeekt werden kSnnen. Das einfaehste Beispiel daffir is~ das einsehalige Hyper-  

boloid, denn falls dasselbe als Ganzes mit einen Tschebysehefnetz versehen 

werden kSnnte, so w~re dies aueh fiir die l~berlagerungsfl~ehe desselben mSg- 

Mch. Die Totalkriimmung derselben ist aber unendlich gross and da.her kann 

sie nicht m i t  einem Tschebysehefnetz bedeekt werden. Dies ist also aueh bei 

dem Hyperboloid selbst unmSglich, aueh wenn es so welt geSffnet ist, dass 

seine Totalkriimmung absolut genommen < 2rr ausf~llt. Die Theorie der Mini- 

malfl~chen liefer~ welter Beispiele dafiir, dass auch einfach zusammenh~ngende 

singularit~tenfreie Fl~chen jeden beliebigen endlichen negativen Wer~ der To ta l  

kriimmung besi~zen kSnnen. Fiir die Bedeekbarkeit einer im Endlichen singulari- 

t~tenfreien Fl~che ist somit notwendig, dass sie einfachzusammenh~ngend ist 

und eine Curvatura integra besitzt, deren Betrag 2 ~ nicht iiber~riff~. 


