
BEISPIELE LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT 
PARTIKULhREN INTEGRALEN, DIE SICH AN EINER 
UNBESTIMMTHEITSSTELLE BESTIMMT VERHALTEN. 

Vox 

OSKAR PERRON 

in  ~'~ONCHEN. 

Wiederhol~ babe ich reich damR befasst, diejenigen Partikul~rintegrale einer 

linearen Differentialgleichung aufzusuchen, die an einer Unbestimmtheitsstelle 

sich bestimm$ verhalten oder gar analytisch sind, und z. B. den Satz gefunden 

(Math. Annal. 70, S. 2I): 

Wenn die Koeffizienten P~ (x) der linearen Differentialgleichung 

s dny  _[. p l  (x) d n - l y  x ~ ~ +... +P.(x)u=o 

am Nullpunkt analytisch sind, so si~d mindestens n--s linear unabhdngige Integrale 
am Nullpunkt analytisch. 

Bei diesen Untersuehungen handelt es sich in der Hauptsache immer u m  

folgendes: ]~Iach~ man versuchsweise den Ansatz 

(i) 

oder allgemelner 

(I a) 

y =  ~ Dr x ~ 
v~0  

y=  ~ Dr x r+~, 
~ 0  

so erhi~lt man (nachdem eventuell r durch eine algebraische Gleichung bestimmt 

ist) eine lineare Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten D~, wobei 
44--25389. Acta mathematica. 48. Imprim~ le 4 mars  1926. 
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aber einige Dr ganz willkiirlich bleiben. Wghrend nun im Fall der Bestimmt- 

heir die Reihe (i) bezw. (i a) bei beliebiger Wahl der willkiirlichen D, stets in 

einem gewissen Kreis konvergiert und also ein integral  der Differentialgleiehung 

darstellt, hat  sie im Fall der Unbestimmtheit im allgemeinen den Konvergenz- 

radius o, und es ist zu untersuchen, ob vielleicht bei spezieller Wahl der will- 

kiirlichen D, der Konvergenzradius grSsser a l s o  sein kann. 

Es  diirfte yon Interesse sein, hierzu ein paar einfache Beispiele zu haben, 

bei denen nicht nur die konvergenzerzeugende Wahl  der willldirlichen Koeffizien- 

ten sich als mSglich nachweisen liisst, sondern diese Koeffizienten auch explizit 

mittels einfacher Ausdriieke dargestellt werden kSnnen. Daher mSgen bier zwei 

solche Beispiele mitgeteilt werden. Mein Buch >>Die Lehre yon den Kettenbriichen, 

Leipzig und Berlin I913)> , aus dem dabei einige Sgtze gebraucht werden, wird 

unter >>Lehrbuch>> zitiert. 

Erstes Beispiel. 

(2) 4 x~ y ' " - - ( i  ~ i 4 x - - x  ~) y " +  (4 §  x) y'+ 2 y-~o. 

Fiir diese Differentialgleichung ist der Nullpunkr eine Unbestimmtheitsstelle; 

nach dem oben erwghnten Satz muss aber wenigstens ein Integral am Nullpunkt 

analy{isch sein. Maeht man daher den Ansatz (I), so ergib~ sich fiir die K0effi- 

zienten D, die Rekursionsformel 

(~ + I)(~-}-2) D~+2=(v q- I)(~t + 2)D~. + (v-[- I)(v-[- 2)(4 v + 2) D~+I ( ~ 0 ~  I~ 2~...)~ 

oder naeh  Wegheben des Fal~ors (~ + I) (~ + 2): 

(3) D,.+~-D~ + (4 ?+  2)Dv+l (~:O,  I, 2 , . . . ) .  

Hier bleiben D O und D~ ganz willkiiriich, und es kommt darauf an, ihr Verhi~ltnis 

Do:D 1 so zu wiihlen, dass die Reihe (I) einen yon o verschiedenen Konvergenz- 

radius hat. Dass das nicht bei jeder Wahl zutrifft, ist klar; denn wenn man 

beispielsweise D O und D1 beide positiv wi~hlt, sind offenbar alle /)~ positiv, und 

aus  (3) folgt: 

Dr+2 > (4 ~ q- 2) D,+I ,  

so dass die Reihe (I) den Konvergenzradius o hat. 

Sehreibt man die Gleichung (3) in der Gestalt: 
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I 
(4) --D~, : D,,+1=4 v+  2 + 

- -D,+l  : D~+2 

so erkenn$ man  sogleich die Beziehung 

(5) ! [ +  + I I+ i I 
- - D ~  + ] I O  14v+2 [ --D~+-I: D,,+~" 

Wghlt  man also Do und D1 so dass - -Do:D,  gleich dem unendlichen regelmgs- 

sigen Ke~enbruch 

II . I I  i I +  
(6) --Do: "D1=2 + [6-  + I IO + I 14 

ist, so folgt aus (5): 

(7) 

und also 

- - / ) , + 1  : D , + 2 = 4 v + 6 +  I [ -L I [ 
[ 4 v +  IO ] 4 v + 1 4  

] D~,+I [ > 4 v + 6 .  
D.+21 

Demnach ist der Konvergenzradius diesmal unendlich gross. 

(6) ist gleich (Lehrbuch, S. 353, F1. (26)): 

+ ... ,  

D e r  Ke~tenbruch 

e + i  

und somit wird der Konvergenzradius gewiss yon o verschieden, wenn man 

(8) D O _ e-~- i 

D~ e-- I 

wghlk Dass das auch nut bei dieser Wahl  ein~rRt, oder also, dass nur ein am 

Nullpunkr analy~isehes Integral  existiert, erkennt man so: Wiirde es noch eines 

geben, so miisste die Reihe (i) bei beliebiger Wahl  yon D o und D 1 einen yon o 

verschiedenen Konvergenzradius haben, was aber, wie wir sahen, nich~ der Fall ist. 

Ubrigens lassen sich die D, auch explizR angeben. Der Ke~enbruch (7) 

ist ngmlich gleich (Lehrbuch, S. 478, Satz 3): 

(3O CO 
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Mi~ Riicksicht auf (7) kann man daher, wenn man yon einem willkiirlichen fiir 

aUe v gleichen Proportionali t~sfaktor absieht, setzen: 

co F 
(i) 

also spezieU 
1 1 1 1 

e 2 + e  2 e 2 - e  2 
Do--  - -  , D1-- - - ,  

2 2 

in tlbereins~immung mit (8). 

Zweites Beispiel. 

2x~y"--(2k--Sx-4-2x~')y' +(I--4x)y~-o (k#o). 

Hier ist der ~ul lpunkt  wieder eine Stelle der Unbestimmtheit, und im allgemeinen 

wird kein am Nullpunkt analytisches Integral vorhanden sein. Man kann aber 

fragen, fiir welche speziellen Wer~e der Konstan~en k (Eigenwer~e) doch ein sol- 

ches existiert. Macht man wieder den Ansatz (I), so erh~l~ man diesmal die 

Rekursionsformel 

--2 ]C (V-4- I )  D~+I + (2 v~+ 3 v+ I) D , - - 2  (v+ I) D,.-1 ~-0 ( V ~ O ,  I v 2 ,  . . .)~ 

wobei D- l~ -o  zu se~zen ist; oder nach Wegheben des Fak~ors 2 (v+ I): 

(I0) D~_I=(v+I2) D,--kD,+I (v=-o, I, 2, . . .) .  

Be~rach~et man diese Rekursi0nsformel zun~chst ganz ohne Riicksich~ auf 

das Vorausgehende, so finde~ man leich~ eine L5sung Dr = J , ,  fiir welehe yon 

einem gewissen v an 

ist. Dazu braucht man nur eine natiirliche Zahl n, die grSsser als 21)C]-~-I ist, 

zu w~hlen und J+~-l= ]k ], J , = n  zu setzen, worauf die andern J+ durch (Io) 

eindeutig bestimmt sind. Dann ist n~mlich die Ungleichung (I I) jedenfalls fiir 

v-~n erfiillt. Wenn sie aber fiir einen gewissen Wef t  v gilt, der _-->n, also auch 
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> 2 [k[-[ -  I i s t ,  so gilt sie auch fiir den niichstfolgenden, weil aus (~o) fiir Dr = d r  

folg~: 

I I I I ~g ~)-]- -- I z~v__l 

I I v + -  v §  
2 I 2 I Y 

> I~1 Y--I  Ikl 2[kl I~l 

Aus (I I) folg~ nun, dass die Reihe 

r 
Z z/~ x ~ 
v:0 

den Konvergenzradius o hat, und dass, wenn die Reihe (I) einen yon o verschiede- 

nen Konvergenzradius haben soll, jedenfalls 

sein muss. Alsdann ergibt sich aber aus (Io) sogleich (nach Lehrbuch, S. 2OI f., 

Satz 46 C): 

(12) I ]C[ k[  ]~[ 
" D - I : D ~  3 - - ~ - - [ 7 2  2 . . . .  

Umgekehrt hat, Wenn D-1 und D o gem~ss der Gleichung (I2) gew~hlt wer- 

den, die Reihe (i) wirklich einen yon o verschiedenen, ja sogar einen unendlich 

grossen Konvergenzradius. Denn die Rekursionsformel (IO) kann in der Gestalt 

geschrieben werden: 

D ~ - I  : D~ ~-v-[- 
I k 
2 Dr : D~+I 

( ~ : o ~  I~ 2 , . . . )~  

und hieraus folgt: 

(1 3) D - 1  : D O = 12  I2 [ D ,  : D ,+I  
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V ergleich~ man das mit (~2), so ergib~ sieh: 

(I4) D, : D,,+I= ~, ,+3 ~ I k I . . . .  
12.~+5 1 2 ~ + 7  

2 2 

und also fiir geniigend grosse ~,:t 

so dass die Reihe (I) wirklich einen unendlieh grossen Konvergenzradius hat. 

Die Beziehung (I2) ist hiernach fiir Konvergenz der Reihe (i) no~wendig 

und hinreiehend. Da aber, wie oben bemerk~, D - l = o  sein muss, so ist (IZ) 

gleichbedeu~end mit: 

o d e r  nach lCIul~iplika~ion mit 2: 

O ~ I - -  - -  4kl 4kl 4kl 
13 [5 17 

Dieser Ket~enbruch ist aber nach Lehrbuch, S. 353, F1. (25) gleich 

V 4 k  cotg y ~ ,  

und sonach ergeben sich die Eigenwer~e k aus der Forderung 

2 
(Y:O,  +___I, ! 2 , .  .). 

Es gib t  also die unendlich vielen Eigenwerte 

(~5) k =(2~'+ t ) ~  
I6 

(~=o, +_I, +_2,..). 

t Die Griissenabsch~tzung des Kettenbruches (I4) ergibt sich aus Lehrbuch, S. 254 , Satz 24. 
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Die D, lassen sich auch wieder explizR angeben. Der Ke~tenbruch (I4)is~ 
ngmlich nach Lehrbuch, S. 478, Satz 3 gleich 

CO CO (-~),. 

;.=ot!F ~+ + 
2 

und folglieh ist, wenn man yon einem wiUkiirlichen fiir alle ~ gleichen Propor- 
tionalit~tsfal~or absieht: 

(:t (-k)~ r 

~=oi, F (  ,+-3+z)2 


