
EXTENSION D'UN THI~0R]~ME DE LIOUVILLE. 

PAR 

TORSTEN CARLEMAN 

~t STOCKHOLM, 

C'est l'6tude d e  eertaines fonctions enti~res intim6ment li6es aux reeherches 

de M. MITTAG-LEFFLER sur le prolongement analytique qui m'a conduit ~ l'exten- 

sion suivante d'un th~or~me bien eonnu de LIOUVILLE. 

Soit 0(9  ) une fonetion positive (finie ou infinie) telle que l'int6grale 

(i) 

existe. 

2 ~  

f o(9) d9 
0 

Toute fonction enti~re f (z )  qui satisfait ~ l'indgalit~ 

(2) If(z) l < e e~ (~), (z ~- re'~) 

se r6duit n6cessairement ~ une constante. 
Supposons par impossible l'existence d'une fonction entiSre f (z )  non eon- 

stante satisfaisant ~. la condition (2) et consid6rons la fonction 

log If(re'~)] -~ U(r, 9). 

Soit M( r )=e  ~(r) le module maximum de f (z )  sur la circonf6renee Cr de rayon r 

autour de l'origine, et d6signons par ~, un point od cette valeure maximum est 

atteinte. On peut toujours choisir les points ~ de mami~re qu'on air 

lira C~-~ = C~, (~ > o). 
8=0 
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v(,r) il en Parmi les domaines connexes (~ l'int6rieur de C~) off l'on a U(q, 9) > 
2 

existe un (D) qui contient le point ~r sur sa fronti~re. Le contour total 7 + L  
de D est compos6 I) par un ensemble (7) de segments de C~, 2)par  un ensemble 

L de lignes ~ l'int6rieur de Cr. I1 est visible qu'on a 

u(e, 9) > ~(') __ s u r  7 ,  
2 

U (~, 9) v (r) - -  s u r  L .  
2 

D6signons par W(Q, 9) la fonction harmonique 

i /  
W(e, 9 ) =  ~ r~ -2 re  

7 

r 2 - - ( ~  2 

cos (9--~)  + Q2 d~O, 

qui est 6gale s un sur les segments 7 et 6gale ~ zdr0 sur le reste de C~. Si 

l'on suppose r assez grand pour que v(r) soit positif il es t  clair que la fonction 

u(r 9) v(,-) v(,-) w(r 9) 
2 2 

est n6gative ou nuUe sur route la fronti~re de D. II s'ensuit (si c? est suffisam- 

ment petit) 

v(r--~) v(r) v(r) W(r- -  (~, 9~) -< o 
2 2 

~r-~ : (r -- 8) ei~. 

Or il est facile de voir q u e  

rO 

I f r~--Q ~ 
W(e, 9) -< ~ r ~ _ 2 r 0  cos ~r 

- - r0  

0fi 2 r0 est la longeur totale des segments 7. On a donc 

v ( r '~ )  v(r) v(r) h(r_6) <-- o, 
2 2 

d'ofi l'on conc!ut 
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v(r)--v(r--c}) > v(r) 1- -h(r - -6)  
2 
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Par  un passage ~ la limite il viendra done en tout  point off v'(r) existe 

En posant  

v'(r) >-- v(r) h'(r) : v(,') cot ~ 
2 27r;1" 2 

,(.,.) 
log r~--s, log ~ -  ~-- g(s) 

on en d~duit 

(3) dg(~) > 
ds ). ' 

off k est une constante positive et ~ la mesure de l 'ensemble des points (~) off 

l 'on a w ( ~ ) >  g(s). I1 s 'ensuit  

g 

f Xdg > ~(S--8o), 
go 

ce qui entraine la divergence de l ' int~grale 

Or l 'hypothbse que 

J ~dg .  
0 

2 ~  

f ~(~) d~ 
o 

converge donne un r6sultat contraire. On a, en effet, 

o O 0 

Notre th~or~me est done d~montr& 

Bans  l'6nonc6 que nous venons de prouver on ne peut pas remplacer l'int~- 

grale (I) par 



3 6 6  T o r s t e n  C a r l e m a n .  

2 ~ t  

0 

C'est ce qu'on constate en consid~rant la fonetion enti~re 1 

fonction qui admet une major~mte de la forme 

k 

I f ( re#) l  < e e l~(~'-r  

k ~tant une constante. 

Ajoutons finalement la 

f(z), regulibre dans un angle 

la forme 

proposition suivante: Chaque fonction analytique 

--a  < 99 < a et y satisfaisant ~ une condition de 

If(,'e'*){ < e ~(~), 

od oJ(~p) d~signe 

dans le domaine --a--<~ < a  si ~(a) et r son~ des quantitd~s finies. 

a 

une fonction positive telle que existe, est bornge 

' Cf. E. LIIqDELfF: Le caleul  des  r~sidus,  p. I21. 
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