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Introduction. 

La mdthode des fonetions arbitraires, inventde par Poincard, a dtd appliqude 

par lui h l'6tude de certains probl~mes de probabilitds continues ou gdomdtriques. 1 

Rappelons d'abord le probl~me de la roulette (voir l'ouvrage citd de Poincard 

p. x48). Soit une roue divisde en un grand nombre de parties ~gales, alternative- 

ment rouges et noires; imprimons lui une rotation rapide. Lorsqu'elle s'arr~tera, 

une de ses divisions se trouvera en regard d'un point de rep~re fixe: quelle est 

la probabilitd pour que cette division soit rouge ou noire? 

Voici le r~sultat essentiel obtenu par Poincar& Si la roue tourne d'un 

angle total 0, soit 
01 

f f(o) dO 
Oo 

l a  probabiHt6 pour que 0 soit compris entre 0 o et 01. Supposons que chaque 

division corresponde ~ un angle ,; divisons raxe des abscisses en parties dgales 

, et, par les points de division, menons des ordonndes jusqu's la rencontre de 

la courbe 

Y = f(0). 

Comme les divisions changent de couleur, couvrons de hachures les aires qui 

i H. POINCAR~: Calcul des probabilitgs, 2i~me ddition, Paris I912 , no 91--93- 
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corresponden~ aux divisions rouges, par  exemple. La  probabilit6 cherch6e sera 

le rappor t  de l 'aire couverte de h a c h u r e s  s l 'aire totale. Quelle que soit la forme 

de la courbe, quand le nombre des divisions augmente  ind6finiment, ce rappol4 

I 
tendre  vers - .  

2 

D6signons par  A l 'angle maximum dont  la roue peut  tourner  de telle sorte 

que O < A .  Supposons la fonct ion f(O) cont inue et admet t an t  une d6riv6e; ad- 

met tons  de plus que cette d6rivde ne d6passe pas un cer ta in  maximum M.  

Divisons A en n parties 6gales. Soit , une d'elles; on a 

A 
n 

I1 y a aires convertes  de hachures  et - aires blanches. 
.2 2 

que la diff6renee des deux Mres totales est plus peti te que 

M A  ~ 
M A ,  = - -  

Poincar6 mont re  

Cette diff6rence tend  done vers z6ro avee e; et la probabilit6 cherch6e sera bien 1. 
2 

Remarquons  que M. Borel  1 a montr6 que, pour  arr iver  ~ ce r6sultat,  il 

suffit de supposer que la fonct ion soit continue et que, suivant M. Fr6chet  ~, il 

suffi~ de supposer que la fonct ion soit int6grable. Mais nous supposerons tou- 

jours dans la suite que les fonctions que nous allons int roduire  sont d6rivables. 

I1 y a assez peu de probl~mes qui ont  6t6 trait~s par  la m6thode des fonc- 

t ions arbi traires  (voir les ouvrages cit6s de Poincard et de M. Borel). M. Borel  

a sugg6r6 l 'applicat ion de cet te  m6thode s la th6orie cindtique des gaz dans ses 

recherehes impor tantes  sur ce sujet, s 

Dans un travail  publi6 en I9174 qui a paxu plus tard  en frangais ~ j ' a i  

t E. BOREL: Eldments de la thdorie des probabilitds, 3 e 6dition, Par is  I924, p. II 4 e t  suiu. 
2 M. FRI~cHET: Remarque sur les probabilitds continues (Bulletin des sciences math~mat iques ,  

20 s6rie, t. 45, P- 87- -88 ;  I921). 
8 E. BOREL: Introduction gdom6trique ?~ quelques thdories physiq~es, Par is  I914, p. 89. 

L ' l g m e n t $  . . . p .  I 2 2 .  

4 B. HOSTINSK{~: IVovd ~e$eni Buffonovy ulohy o jehle (Rozpravy C~sk6 Akademie,  X X V I ,  
2. tr lda,  5. 13. Praha,  I917). 

5 B. HOSTINSKY: Sur une nouvelle solution du problkme d'aiguille (Bulletin des sciences 
math6mat iques ,  20 s6rie, t. 44, I92O, P. 126--136). 
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montrg que cette mdthode s'applique aussi su probl~ne d'aiguille proposd par 

Buffon. On lance une aiguille cylindrique sur un plan horizontal, off sont tra- 

c~es des psrallSles dquidistantes; la distance 2a de deux parallSles voisines esr 

supposde plus grande que 1s longueur 2b de l'aiguille. Quelle est la probabilit~ 

p pour que l'siguille rencontre l'une des parallSles? 

La solution classique est donn~e par la formule 

2b 
r  

due k Buffon.  On suppose, bien entendu, I~ que la probabilitd pour que le centre 

de l'aiguille soi t  s l'int6rieur d'une par~ie a du plan, limitde par un contour 

convexe fem~,  est propor~ionnelle "s l'aire de a, et 2 ~ que la probsbilitd pour 

que l'angle ~o que f a r  l'axe de l'aiguille avec une droite fixe du plan soR compris 

entre o~ et w,, est propor~ionnelle ~ la diffdrence w,--w~. 

Changeons maintenant la premiSre hypoth6se et supposons que 1s proba- 

bilit6 pour qu'un rectangle infinitesimal de dimensions dx, dy dans 1s position 

(x, y) contienne s son int~rieur le centre de l'siguille, est ggale 

q~(x, y) dxdy, 

~tant une fonction positive. Supposons de plus qu'il y air n parall8les, trae~es 

s l'int4rieur d'un carr4 horizontal; et que les points situ~s en dehors de ce carr4 

ne peuvent 8tre atteints par le centre de l'aiguille de sorte que 

f /qD(x, y) dxdy ~- I, 

l'int~gration dtant ~tendue "~ l'intdrieur du carrd. Si le nombre n augmente 

ind6finiment, la probabilit6 cherchde tend vers la valeur donn~e par la formule 

classique (voir plus haut). Le nombre de psrsU~les joue ici le mgme rble que 

le hombre n d'aires couvertes de hachures duns le probl~me de la roulette. La 

fonction 9~ repr~sente ce que nous nommons densit~ de probabilitY. Les hypo- 

thbses de Buffon qui conduisent ~ Is formule classique correspondent au cas, 

off 9~ est ~ga l~  une constante (densit~ uniforme de probabilit6). - -  

ge vais exposer, dans ce travail, l 'application de 1s m~thode ~ deux pro- 

bl6mes particuliers (n ~ I e t  2); enfin je me permettrai de faire que!ques remar- 

ques sur elle. 
13--2661. Aeta mathematica. 49. Imprim6 le 6 avril 1926. 
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~. Premier probl~me. 

Une boule sph~rique repose sur un plan horizontal. La surface de la sphere 

est divis~e par un grand cercle J en deux parties dont nous appelerons une 

rouge, l 'autre blanche. Supposons que la sphere air, au ddbut de chaque ex- 

perience, la m~me position initiale de sorte que le point de contact A 1 de la 

sphere avec le plan soit au centre de la partie rouge; le cercle J e s t  alors hori- 

zontal. Imprimons s la sphere une vitesse de rotation autour d'un axe horizontal 

passanr par son centre et supposons qu'elle roulera sans glisser sur le plan et 

qu'elle s'arr~t~ra s cause du frottement dans une position finale; cette position 

d6pend de la direction de la vitesse angulaire initiale et de sa grandeur. 

Quelle est la probabilit6 pour que le point de contact dans la posRion finale 

appartienne ~ la partie rouge de la sphere? 

Soit d u n e  droite horizont~le passant par le point A1 et soit ABCD la 

circonf~rence d'un grand cercle vertical de la sphere qui roule sur la droite d 

pendant le mouvement en question. Nofls d~signerons par A, B,  C , . . .  les 

points d~termin~s de la sphere qui se meuven~ avec elle; et par At, BI, C1, . . .  

A2, B ~ , . . .  des points du pla n horizontal. Soit A l e  centre de la partie rouge 

de la surface sph~rique et C celui de la partie blanche; B et D sont les ex- 

tr~mitgs d'un diam~tre de la sphere (ce diambtre est horizontal dans la position 

initiale). Les arcs AB, BC, CD et DA sont dgaux entre eux; chacun est ~gal 

�9 s un quart de la circonf~rence enti~re. Dans la position initiale, le point de 

contact A~ se confond avec A; quand la sphere aura tournd de 90 ~ ce sera au 

point B~ que le contact aura lieu (le point B~ coincidera alors avec B,  le seg- 

ment AIB~ dtant ~gal s l'arc AB); quand la sphere aura tourn~ de ~8o ~ le 

contact aura lieu au point C~ qui coincidera avec C et ainsi de suite. On a 

(voir la figure i ~) 

A1BI=BIC~= CIDI=D1A~=A~.B~= ":  = a r c  A B .  

Consid~rons routes les droites horizontales d qui passent par le point fixe 

A1. Nous obtenons ainsi une infinit~ de mouvements qui, ~ partir de la m~me 

position initiale, am~nent la sphere dans des positions diff~rentes. Chaque point 

M t du plan horizontal correspond ~ une position parfaitement d~termin~e de la 

i Dans  les f igures  I e t  2 le r ayon  de la  sphe re  es t  suppos~  6gal  ~ l 'uni t~ .  Les  l o n g u e u r s  

des rayons des cireonf~rences concentriques ~r, 2 7 r , . , .  s o n t  raises  en pa ren theses .  
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sphere; pour ramener  dans cette position, il faut la faire rouler s p~rtir de la 

position initiale donn~e de telle sorte que son point de contact avec le plan 

d~crive le segment rectiligne AIMs. 

w 

/ 
j ,  

s 

/ 

I 

K. 

Fig. L 

Soit M~ un point quelconque du plan horizontal et consid~rons la position 

de la sphere oh elle touche le plan au point M~; et soit M le point de la sphere 
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qui coincide avec M 1 dans cette position particuli~re. Nous dirons qu'il y a 

contact de premiere esp~ce, si M appartient s la partie rouge et qu'il y a con- 

tact de seconde esp~ce, si M appartient "~ la pattie blanche. 

Couvrons de hachures les parties du plan qui contiennent des points M~ 

correspondant au contact de premiere esp~ce. Le domaine couvert de hachures 

i 
se compose d'un cercle de rayon A I . B ~  ~ra e t  d'une infinit6 de couronnes 

2 

Les rayons des circonfdrences qui limiten~ la n i~~ circulaires concentriques. 

couronne sont 

~ra z~a 
2n:rr, a - -  - e t  2 n z r a  + - -- (n = I ,  2, 3, �9 �9 .). 

2 2 

Une moiti~ de la premiere couronne est reprdsent~e dans la figure I. 

Choisissons dans le plan horizontal un syst~me de coordonn~es cart~siennes 

rectangulaires dont l'origine se trouve au point A 1. L'~nergie cingtique de la 

sphere s l 'instant initial ~tant suppos5e inf~rieure s une limite fixe, le point de 

contact dans la position finMe sera toujours 's l'intdrieur d'un cercle H qui a l e  

point A~ pour centre; soit 1 le rayon de ce cercle. La probabilitd pour que, 

dans une experience, la sphere s'arr~te de sorte que le point de contact relatif 

s la position finale se trouve '~ l'intdrieur d'un rectangle dont (x, y) est un som- 

met et dont les c6t~s son~ d x ,  d y ,  est ~gale h, 

qD ( x ,  y)  d x d y .  

La probabilitd p pour que le point de contact relatif "s la position finale se 

trouve s l'int~rieur d'un domaine P est donnde par la formule 

p= f j'~(x,y)dxdy. 
1" 

La fonetion r y) mesure la d e n s i t ~  de p r o b a b i l i t d .  Elle d~pend du frotte- 

ment dans diverses directions que peut avoir la droite d ainsi que de la mani~re 

que ron  emploie pour mettre la sphere en mouvement; elle est positive ou nulle 

s l'int~rieur de H ,  nulle en dehors de H et eUe v4rifie la condition 

f f (x y) dxdy x . 
11 
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Nous in~roduirons duns les calculs suivants une fonction f(x, y)propor- 
tionnelle ~ T; on a f - - k 9 ~ ,  off la constante k est d6terminde par la condition 

prdc~dente. La probabilit6 p sera done exprimde par la formule 

f f f(x, y)dxdy 
1) p = (~) 

11 

Cela posd, notre problSme s'6nonee comme il suit: un point Ml(x, y) 5tant 

pris ~ l'int6rieur de H,  quelle est la probabilitd pour qu'il soit situ4 duns le 

domaine couvert de hachures (fig. I)? 

Supposons I ~ que la fonction f ne d6pend que de la distance 

o = V x ~ : +  - Y~ 

du point (x, y) ~ l'origine, et 2 ~ qu'il y a un tr~s grand nombre n de couronnes 

couvertes de hachures s l'int~rieur du cercle H de rayon 1 (qui contient '~ son 

int~rieur le point de contact de la sphere avec le plan). 

Dans ce cas, le probl~me est tout ~ fail analogue au probl~me de la rou- 

lette (voir l 'Introduction). Si l'on emploie les coordonn~es polaires, la proba- 

bilit~ cherch~e p e s t  

f f ododO 
P 

11 

ou bien, en effectuant l'int~gration par rappor~ ~ l'angle polaire O, 

fF(e) Q dQ 
P 

fF(0) 0 do 
0 

/) dtant l'ensemble de valeurs du rayon vecteur Q qui correspondent s l'intdrieur 

des couronnes couvertes de hachures. Divisons l'intervalle (o, l )en un.tr~s grand 
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hombre d'intervalles 6gaux qui correspondront alternativement aux eouronnes cou- 

ver~es de hachures eL aux couronnes blanches. Or quelle que soit la fonction 

/v(Q) pourvu que F(#). Q satisfasse aux conditions d'ordre trbs g6n6ral (voir l'In- 

troduction), l'int6grale au num6mteur esg 6gale s une moiti6 de celle au d6no- 

I 
minateur. Donc la probabilit6 tend vers -,  lorsque n augmente ind6finiment. 

2 

Remarquons qu'on arrive au m6me r6sultat en supposang que la fonction F 

soit inversement proportionnelle '~ la distance e. Dans ce cas la probabilit6 

sera 6gale 's l'expression 

f de 
P 

l 

2 :W kfde 
0 

f de 
P 

I 
qui tend vers - lorsque n augmente indgfiniment. 

2 

2. Second probl~me. 

Nous aurons h, considgrer les m6mes mouvements de roulement d'une sphere 

sur un plan horizontal comme dans le n ~ pr6c6dent. Mais nous supposerons 

maintenant que la surface de la sphere soit divis6e en six parties 6gales. u 

l'6nonc6 du probl~me: 

La surface d'une sphere est divis6e en six quaArilat~res r6guliers 6gaux 

dont les c6t6s sont de arcs de grands eercles et don~ les sommets appal4ien- 

nen~ ~ un cube inscrit. Supposons que la sphere repose sur un plan horizontal 

de sorte que le contact avec le plan ait lieu s un point d6termin6 de sa surface. 

On imprime s la sphere une vi~esse de rotation de sorte qu'elle roule sans glisser 

sur le plan et qu'elle s'arr~te apr~s avoir fair n tours au plus. Quelles sont les 

probabilit6s p~, pH . . . .  pvi pour que le point de contact, darts la position finale, 

soit ~ l'int6rieur du premier, s econd , . . ,  sixiSme quadrila~re? 

Nous donnerons la solution du problSme pour deux positions initiales par~i- 

culiSres. 

P r e m i e r  cas. - -  Soient A, B, C, D, E, F,  G, H l e s  sommets du cube in- 

scrit dans.la sphere, de sorte que, dans la position initiale, les faces A]3CD et 



Sur la m6thode des fonctions arbitraires dans le Calcul des probabilit6s. 103 

E F G H  soient horizontales, les ar4tes AE, BF, CG et D H  6tan~ verticales. 

Les arcs des grands cercles sous-tendus par les ar4tes du cube forment les c6~is 

'de six quadrilaC~res sph4riques; les angles intdrieurs de ces  quadrilat~res son~ 

2 
6gaux s - z .  Ddsignons par I, II ,  I I I ,  IV, V e~ VI respectivemen~ les quadri- 

3 
la~res ABCD,  A B F E ,  BCGF,  CDHG, D A E H  et E F G H .  

Supposons que, dans la position initiale, la sphere touche le plan horizontal 

au poin~ 01 qui coincide avec le centre du quadrilat~re I. 

Lorsque la sphere roule, le point de contact avec le plan d6crit une droite 

d passan~ par 01; et le lieu des points de la sphere qui deviennent successive- 

merit points de contac~ est un grand cercle k dont le plan fair un angle 9 avec 

le plan diagonal A CGE du cube dans sa position initiale. Le cercle k passe 

par le poin~ O' oppos6 de 0 sur la sphere et il coupe les arcs A~'B, E~' ,  G~// 

e~ D C en des points que nous d6signerons respectivement par M,  N, P et Q. 

On a, dans le triangle sph6rique 01MA, 

angle 01AM . . . .  angle A O I M = 9 ,  s i n ( 0 A ) ~  2 cos ( 0 A) ---- i . 
3 '  

Donc, pour ddterminer le c6t6 

nous avons les 6quations 

f ~  

01M~- r, 

d'ofi 

OU 

e~ --  c ~ 1 7 6  + sin 9 sin 3 ' V 3  

sin r : sin (01 A) = sin z : sin (01MA), 
3 

s in  r 

1 /  2 
s i n  r ~ | /  F 3 + sin2~0 

Lorsque la sphere roule sur d, les points M, h r, P, Q deviennent succes- 

sivement points de contact avee le plan dans les positions M 1, N1,/)1, Q;, M s , . . .  
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et ainsi de suite sur la droite d; l 'angle compris entre d et entre la droite 

O~A1 est 6gal ~ ~0. On a en g6n6ral, a 6rant le rayon de la sphere, 

01M~ : (2 [n- - I ] : , r+r )a ,  Ot-N'n = ([2n--I]~r--r)a  

01-Pa = ( [2n- - I ] z+r )a ,  01Qn = ( 2 n z - r ) a  

(n = i ,  2, . . . ) ,  

r 6rant l 'angle aigu dont  le sinus est d6termin6 par la formule donn6e plus haut.  

Lorsque la droite d tourne autour  de 0t ,  les lignes lieux de points 

.311, N 1 , . . .  M 2 , . . .  divisent le plan en quadrilat~res curvilignes en nombre in- 

fini que nous d6signerons par I,  I I , . . .  Ainsi les quadrilat~res plans marqu6s 

par la ehiffre I cont iennent  de points L 1 tels que, si la sphere touche le plan 

au point L1 c'est un point L du quadrilat~re s p h 6 r i q u e  I qui coincide avec L 1. 

Deux quadrilat~res I sour repr6sent~s dans la figure 2; l 'un convexe A1,B 1 C1D1, 

l 'autre s connexion double A~B~C~D~. 1 

Les probabilit6s px, p1i �9 �9 �9 pvx pour que, dans la position finale de la sphere, 

le point de contact soit situ6 dans le quadrilat~re sph6rique I, I I , . . .  se cal- 

culent d'apr~s la formule (i). La  sphere ne pouvant  tourner  plus de n lois, le 

point de contact  ne sortira jamais du cerele /1 d6crit autour  de 01 avec le rayon 

2 n z a ;  nous repr6senterons par / / r a i r e  du cerele, donc 

II----4zSn*a B. 

Dans la formule (I), la lettre P d6signera main tenant  l 'ensemble de quadrilat~res 

I ou I I ,  . . . ,  s'il s 'agit  de calculer la probabilit6 px ou p1~, . . .  La  fonction f 

qui est nulle en dehors de / /  est suppos6e ne d6pendre que du rayon vecteur e; 

donc en introduisant  les coordonn6es polaires on a 

P 0 ') 

11 

Nous allons caleuler les probabilit6s p~, pi~, . . .  pvl en supposant d 'abord que 

la fonction _F soit 6gale s l 'unit~ pour passer ensuite au cas g6ndral. 

i Ces quatre points sont situ6s sur le bord int6rieur; le bord ext~rieur contient les points 
que nous pouvons d6signer par As, Bj, C se t  D 8 (non repr6sent~s sur la figure). 
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Soit F = I. Cela veut dire que la densit~ de probabilit6 est uniforme; la 

probabilit6 pour que, dans la position finale de la sphere, le point de contact 

/ /  

" N .r- , 
i E, 
I I 
I I 

\ / 

L 

Fig. 2. 

soit situ4 "~ l'int6rieur d'un dl6ment infinitesimal dw du plan est proportionnelle 

s l'aire de do  et ne d~pend pas de sa position. 

Couvrons de hachures tOllS les quadrilat~res plans I; la probabilit6 i~ sera 

~gale au rapport de l'aire totale P couverte de hachures s l'aire du cercle H. 
14- -2661 .  Act, a mathemat ica .  49. Imprim~ le 7 avri l  1926. 
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Pour  6valuer ce rapport, divisons / / a u  moyen des circonf6rences concen~riques 

de rayons 

2 ~ a ,  4 g a ,  6zca,  . . .  2 ( n - - I ) ~ a  

en n parties que nous repr6senterons par 

r l ,  r~, r s ,  . . .  r , , .  

F 1 es~ un cercle de rayon 2z~a; F~ (m>  I) es~ une couronne circulaire don~ les 

rayons son~ 2 ( m - - i ) z a  e/5 2m~ra.  La couronne F~ eomprend des parties blanches 

e~ des parties couvertes de hachures. L'ensemble C~ de ces dernibres est consti- 

tu6 par deux couronnes non eirculaires; les 6qua~ions, en coordonn6es polaires 

(pble en 0t,  axe polaire dirig6 suivan~ OrAl),  des bords de la premiere couronne 

son~ 

q = 2 ( m - - I ) ~ a ;  ( )~- -2(m-- l ) r~a+ra  

et celles des bords de la seconde 

@ = 2 m n ; a - - r a ,  @ ---- 2m~va.  

L'aire ~otale de Cm sera done 

0ll 

It  

o= = f r l ' - - [2 (m--  I)Tr] ! + [2 mrc]'-- [ 2 m g a - - r ] ' ) d 9  

0 

C,~ = 8 ( 2 m - -  I )~r la  ~, (2) 

o~ I d6signe l'int~grule d6finie 

o n  

/ t  

0 

I=frd 9 

arc sin + sin 2 99 dgo. (3) 
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La  valeur approeh6e de cet~e int~grale est 1 " 3 1 9 . . .  

D 'au t re  pal4 on a 

F,n = ,~:a' [(2 r a n : ) ' - - ( 2 m - - I ~ )  2] = 4 z ' ( m - - l ) a ' .  

La  valeur du rappor t  

r~- ~'  (4) 

qui ne dgpend pas de m est 6gale s peu pros, A 0 " 2 5 7 . . .  

pour  la probabili t6 cherch6e 

P c~+ C~+.. .  + c~ 
~ = H - - - -  1 " 1 + / ' ~ +  . - - +  F~ : -  ~ = o'267 . . .  

P o u r  

les eourbes 

On t rouve 

done 

Nous avons done 

obgenir 10II, d6signons par  C',~ l 'aire de la couronne comprise ent re  

e : ( 2 m - - l ) z a - - r a  e t  r  

C',~ = 8 ( 2 m - - I ) ~ I a  z = C,n 

La somme 

2 1  
pvx = p i  = ~-~ ---- 0"267 . .  �9 

p t + p ~ +  ""  + p w  

Passons au cas gdndral et supposons que la densitd de probabilit~ est pro- 

portionnelle ~ une fonction du rayon vecteur Q et que la d&iv6e de eet te  fonct ion 

est plus pet i te  en valeur  absolue qu 'une  eonstante  K .  La  probabili~6 p~ sera 

exprim6e par  la formule (I'), off P d6signe l 'aire to ta le  des part ies couver~es de 

= o ' I I 6  . . .  2~II = p r o  : plv = pv  
I I 

4 ~ 

et, puisque ces quatre  probabflit6s sont 6gales en ~e  elles, 

6rant 6gale g l ' u n i ~  nous avons 

pr~ + p m  + i~v + Pv = I - -  2 ~ :  o '456- . .  
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hachures comprises ~ l ' i n~r ieur  du cercle 11. 

S' 
p 1 =  S ,  

off 

s'= f f F(e)eded , s= 
I" 

Posons encore 

Om 

Nous derirons 

f f E(0)qd0d~0. 
/ I  

S~ = f f E(q)edodq~ 
rm 

(6) 

S'ra > $# F., .  

Retranchons membre s membre ces deux indgalit~s, il vient 

zS,,,--S',,, < Z(M--#) F~. 

Faisons la somme pour m :  I, 2 , . . .  n e t  remarquons que l 'on a 

M--# < 27~aK; 

la somme des aires F~ dtant  ~gale ~ H, on obtient le rdsultat  

).S--S' < 2z~]~aKII, 
off 

1I = 4~Sn~a 2. 

I I e n  rdsulte que la formule 

S' 
Hmpl = Hm ff = Z 

sera va2able dans deux cas: 

et, puisque C~ est dgale "2 Aim, 

(5) 

et ddsignons par M e t  /z la plus grande et la plus petite valeur de la fonction 

t7' dans F~. Nous aurons 

).S,,, < ),MF~ 
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I ~ si, n augmen tan t  ind6finiment, le second membre de l 'in6galit~ (5) tend 

vers z6ro; ou 

2 ~ si le second membre de (5) est cons~amment plus pet i t  qu 'une quanti tg 

constange, mais si en m6me temps S e t  S' augmenten t  ind6finiment. 

Les valeurs limites des probabilR6s pit ,  imu . . . .  se calculent  de la m6me 

mani6re. 

En  r6sum6, nous avons le r6sultat  suivant :  

Supposons que, dams la position initiale, la sph~'e touche le plan horizontal au 

point O~ qui coincide avec le centre 0 du quadrilat~re spMrique I, que la den~itd 

de probabilit~ ne ddpend que de la distance ~ entre O~ et entre le point de contact 

final, et que la ddriv~e de cette fonction soit born~e; si le second membre de l'ind- 

galit~ (5) tend vers zdro, ou s'il demeure plus peti t  qu'une co~stante tandisque S e t  

S' augmentent ind5finiment, les valeurs limitas" des probabilitds relatives aux quadri- 

latOres opposes I et V I  sont 

21 
]Him pi -~ lim pw = --- (7 a) 

et les autres 

i I 
lim prr = lira p m =  l imp lv  -= lim pv = - zr s , 
,~- -| ~=~ .=| ,,-| 4 

(7 b) 

I dtant l'int~grale (3). 

Le second membre de (5) cont ient  trois quantit~s a, K et  H;  si l 'on en 

veut  d6duire la relat ion (6), il f au t  qu'il  y air quelques relat ions entre ces quan- 

tit~s. Examinons  deux cas particuliers suivants. 

Supposons d 'abord que la fonct ion F(~) soit donnde et que l 'on donne en 

m6me temps le rayon  du cercle H, d'ofi le point  de contact  de la sph6re avec 

le plan ne pent  jamais  sortir. On a 

et par  consequent  

a ~ -  ~ . -  
2 n 

$ S - -  S' < $ " ~ " K" ~- 

Le ~econd membre tend  vers z~ro, s i n  augmente  ind~finiment c'est-s si a 

diminue de telle mani6re que an demeure  constant .  On arrive ainsi s la for- 

mule (6). 
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Si c'est au contraire le rayon a de la sphere qui est. donn6 d'avance, 6cri- 

vons la relation (5) sous la forme 

] ~ S - -  S" < 8z~SaS~.Kn s. 

Lorsque n augment~ ind~finiment, S et S' deviennent aussi infiniment grandes. 

II suffit done, pour obtenir la relation (6) et les formules (7) qui en sont des 

eons6quences, de supposer que la fonction F(Q) change avec n d'une telle maniSre 

que la quantit~ K n  ~ soit toujours plus petite qu'une constante. En d'autres 

mots, si le rayon 2 z n a  du cercle H augmente ind6finiment, il faut prendre des 

fonctions F(Q) ayant des d6riv6es de plus en plus petites pour obtenir une valeur 

S' 
de ~- qui diff~re peu de ~t. 

S e c o n d  cas. - -  Supposons maintenant que, dans la position initiale, le 

point de contact coincide avec le sommet A du cube inscrit. Le caleul des 

probabilit6s pi, pu . . . .  s'effectue comme dans le premier cas. Je me borne h. 

~noncer les r6sultats essentiels. 

Si la fonction F est constante 

de /10, posons 

/ '  ~ f arc sin - - -  

et 

densit6 uniforme de probabilit6 ~ l'int6rieur 

2 d =fr'd  
5--s in  ~ + 2~ o 

(8) 

sin r' ~ 2 

5- -s in  ~ + 2~ 

dans la formule (8), il faut d6terminer la fonction arcs in  . . .  de telle fa~on qu'elle 

soit continue par rapport s la variable ~, qu'elle augmente constamment duns 

~ quand f e s t  6gal ~ 6 l'intervaUe o, et qu'elle se r6dmse ~ 2 ,  - .  

La valeur approch6e de I '  est 1"645. . .  

Pour trouver /~, divisons le cercle / /  en parties /'m eomme dans le cas 

pr6c6dent et, ~ l'int6rieur de F=, couvrons de hachures les parties relatives au 

quadrilat~re I; on fera la figure d'aprbs les m~mes principes qui ont servi pour 

construire la figure 2. La  probabilit6 p~ sera ~gale au rapport de la partie 



Sur la m~thode des fonctions arbitraires dans le Calcul des probabilit~s. 111 

conver~e de hachures  's Fro. 

la formule 

Ce rappor~ Z', ind~pendant  de m, est donn6 par  

I '  
~ ,  (9) 

I 
sa valeur approehde o ' I 6 6 6 . . ,  est ~ s  voisine de : .  On t rouve 

0 

f 
- -  o ' i 6 0 5 . . .  

I (t  - 3px)  - -  phi ~- p I v =  pw ---~ 
I Z '  

- - o ' i 0 5 6  .... 

On in t rodui ra  la fonc~ion arbi t ra i re  F(Q) comme dans le cas pr6c6dent. 

Voici le r~sultat:  

Si la sphere, clans la posit~on initiale, repose sur le sommet A du cube inserit 

qui est en m~.me temps sommet commun des quadrilat~res spMriques I, I I  et V, les 

m~mes hypoth~se~ d'ailleurs 6tant admises eomme dans le premier cas, on aura, n 

augmentant ind~finiment 

1' 
l impr  ~ l i r a  p l i  ~--- lira 1Or -~ z-- ~ (IO a) 

I I'  
l i r a /~ I  = lira ply = lira ~ = - - -  ---~ ; (I o b) 

3 

l'intdgrale 1' est d6finie par la formule (8). 

I 
Toutes  les six valeurs limpx, l i m p i i , . . ,  sont tr~s voisines de ~). 

3. Sur l'emploi de la m~thode des fonctions arbitraires. Probabil it~s 

discontinues et probabilit~s continues. 

Dans tous les problbmes que nous avons rappel6s dans l'I_n~roduction ou 

dont  nous nous sommes occup6s dans ee travail,  un param~tre n joue un cer ta in  

r61e. On divise le champ d' int6gr~tion d 'une intAgrale donn6e en n parties don~ 

les unes sont couvertes de hachures,  les autres  blanches. L ' int6grale  est divis6e 

ainsi en n part ies;  elle sera 6gal e h. la somme des intAgrales 6tendues aux do- 

maines couver~s de hachures  a u g m e n ~ e  de la somme de celles qui son~ 6tendues 
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aux domaines blancs. Le rapport de ces deux sommcs d6pend en g6nrral de la 

fonction int6grre; mais, si n augmente indrfiniment, il tend vers une limite qui 

ne d~pend pas de cette fonction pourvu qu'elle vrrifie certaines conditions rela- 

tives $ la continuit6 ou s la drrivabili~. 

Dans les applications aux problrmes r6els le nombre n e s t  toujours fini. 

Nous avons vu, au n ~ 2, dans deux cas particuliers, comment il fang choisir n 

et les quantit~s K et a pour obtenir un rrsultat ~. peu prrs ind6pendant de la 

fonction arbitraire. 

Le problrme d'aiguille ainsi que les problrmes trait6s dans ce travail ne 

song que des cas particuliers du problrme g6n6ral suivant: on lance un corps 

solide sur un plan horizontal; calculer la probabilit6 pour que la position finale 

du corps satisfasse '~ des conditions donnres C. 

Un gel corps 6rant donn6 il faut, pour r~.soudre ce problrme, supposer 

quelque chose sur la nature du mouvement. Par exemple, on pourmit chercher 

la solution en adoptant les hypothrses suivantes: I ~ que l'6tag initial du corps 

(position et vitesses ~ l ' instant t-~o) est d6termin6 par les valeurs x, y, z , . . .  

de certains paramrtres; 2 ~ qu'il y a une seule position finale d'~quilibre bien 

drgerminde qui correspond aux conditions initiales donnres; 3 ~ que l ' r tat  initial 

d6fini par l e s  valeurs x, y, z , . . .  (qui peuvent 'varier d'une exprrience ~ t'autre) 

ne s'rcarte jamais beaucoup d'un 6tat initial fixe (x0, Yo, z0 , . . . )  ce qui s'exprime 

par un syst~me d'in~galit~s entre les quantit~s x~ y , . . .  Xo, Yo, - . .  Cela pos~ soit 

f(Xo, Yo, Zo . . . .  ) dxodyodzo  . . .  (ii) 

la probabilit6 pour que la quantit6 x soit comprise entre x o e t  (x o + dxo), e t  que 

en mrme temps y soit entre les limites Yo et ( y o + d y o ) e t  ainsi de suite. La 

probabilit6 cherchre iv s'obtient en int6grant l'expression (I t) par rapport aux 

quantitrs Xo, Yo, Zo, . . .  le domaine d'intrgration d 6tant constitu6 par l'ensemble 

d'6tats ~favorables~) (Xo, Y0, z0 . . . .  ) c'est-k-dire 6tats initiaux qui entralnent des 

positions finales compatibles avec les conditions C. Le domaine d se compose 

d'un certain nombre de domaines partiels D qui sont srpardes les unes des autres; 

le nombre n (qui correspond prrcisrment au nombre de seeteurs dans le problrme 

de roulette) augmente, si les limites entre lesquelles peuvent varier les quantitrs 

x, y, z , . . .  deviennent plus larges. 

La probabili~A p peut tendre vers une limite, lorsque n augmente ind6fini- 

ment; et cette limite peut drpendre ou non de la fonction f .  Pour se rendre 
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compte de ces relations, il fant en premier lieu 6tudier la distribution de do- 

maines D dans l'espace rempli par tous les points (xo, Yo, Z o , . . . ) .  - -  

En r6sum6, chaque probl~me de probabilit~s, 05 il s 'agit des mouvements 

continus de diff6rents corps, peut ~tre trait~ comme un probl~me de probabilit~s 

continues. Tels sont les probl~mes relatifs aux jeux, o5 l'on jette un d6, ou une 

piece de monnaie, ou l'aiguille de Buffon etc.; ou les probl~mes, o5 il s'agit de 

mouvements des boules (tirages successifs des boules d'une urne, agitation des 

boules contenues dans une urne) eL ainsi de suite. 

L e s  solutions classiques de ces probl~mes reposent sur une ~numeration 

simple des cas possibles et des cas favorables; elles sont insuffisantes. Prenons 

par exemple le jeu avec un d& La th6orie ~16mentaire se contente de dire qu'il 

y a six cas possibles dont un seul es~ favorable, quand on cherehe ~ amener un 

I 
point donn6 dans un seul coup; donc la probabilit~ est 6gale "~ ~. Mais il faut 

tenir compte de ce que, en r6alit6,'l 'ensemble de cas possibles (routes les positions 

possibles du d6 sur la table) est un ensemble continu; il en est de m6me de 

l'ensemble de cas favorables L'emploi des mdthodes fonddes sur la notion de 

probabil i~ continue est indispensable, si l'on veut dans un tel cas assigner une 

valeur num6rique s la probabilit6. II faut pat4ir des hypoth6ses sur la nature 

du mouvement en question, introduire une densit6 de probabilit~ qui en g6n6ral 

n'est pas uniforme et soumegtre le mouvement au ealcul. La mdthode des fonc- 

tions arbitraires est tr6s gdn6rale; elle pourra 6tre appliqu6e dans beaucoup de 

questions de ce genre. 

15--2661. Acta mathematics.  49. Imprim6 le 7 avril 1926. 


