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Introduction. 

Un certain hombre de probl~mes d'Analyse conduisent ~t considdrer simul- 

tandment un hombre fini de fonctions holomorphes ou mdromorphes dans un 

m~me domaine. Par  exemple, l'~tude de l'uniformisation d'une relation algdbrique 

introdnit des couples de fonctions mdromorphes; l'dtude des fonctions alg~broides 

u branches introduit l'ensemble des u fonctions, coefficients de l'dquation qui 

ddfinit l'algdbroide. Le but du prdsent travail est la recherche de quelques pro- 

pridt~s gdndrales appartenant aux familles composdes de syst~mes de �9 fonctions 

holomorphes ou mdromorphes dans up domaine et l'appHcation de ces proprid~s 

diffdrentes questions d'Analyse. 

Dans le premier Chapitre, nous examinons le rSle joud par les combinaisons 

lindaires '~ coefficients constants qui sont exceptionnelles dans le domaine (D) 

considdrd. Soit 
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z0 + 4 f ~  + ' + Z , f ,  

une combinaison lin6aire des fonctions holomorphes f l , f ~ , - . . f ,  qui ne s'annule 

pas dans (D); c'est ce que nous appelons une combinaison exceptionnelle. Ces com- 

binaisons joueut, vis-a-vis des syst~mes de fonctions, uu r&le analogue ~ celui des 

valeurs exceptionnelles pour une fonction unique f(z): une telle valeur exception- 

helle correspond d'ailleurs s une combinaison exceptionnelle de la forme ~0+)~jf. 

Nous verrons que, lorsque les fonctions f l , f ~ , . . .  , f ,  sont des fbnctions enti~res, 

le nombre des combinaisons exceptionneUes ne peut d~passer 2u- - I ,  et nous 

introduirons certaines families de syst~mes qui sont normales dans un domaine 

(D) o~ el|es admettent z~ combinaisons exceptionnelles. 

Duns le Chapitre I I  sont ~tudi6s les syst~mes de trois fonctions holomorphes 

ou de quatre fonctions m6romorphes telles que deux d'en~re elles ne soient jamais 

6gales en un point du domaine. Les propri6t~s de ces syst~mes se traduisent par 

des th6or~mes tout s fair analogues s ceux qui appar~iennent au cycle du th~o- 

r~me de M. Picard sur l'inddtermination d'une fonetion uniforme autour d'un 

point essentiel isol6. Ces th~or~mes out des formes simples et sym6triques et se 

rgduisent aux propositions classiques dont nous venons de paxler lorsque certaines 

des fonctions consid6r6es se r~duisent s des constantes. 

Le Chapitre I I I  est relatif aux couples de fonctions m~romorphes dans un 

cercle et uniformisant une relation alg~brique. Lorsque le genre de la relation 

est sup~rieur s l'unit6, on dolt ~ ~I. Picard un th~or~me fournissant une limite 

sup~rieure du rayon du eercle aussitSt que les deux premiers coefficients de l'une 

des fonctions uniformisantes sont fixes. Lorsque le genre est dgal 's un ou 

z~ro, il est n~cessaire d'introduire un point exceptionnel de la surface de Riemann 

duns le premier cas, trois points exceptionnels dans le second. On obtient alors 

des propositions fixant une limite supdrieure du rayon du cercle, ainsi que diff6- 

rentes extensions. 

Les fonctions alg~broides sont 6tudi6es au Chapitre IV duns lequel on fair 

l'application des r~sultats du premier Chapitre aux sys~mes form,s pax les coeffi- 

cients des 6quations d4finissant les alggbroides. Nous sommes ainsi conduits 

la no t ion  d'involution exeeptionnelle. Bornons-nous, pour en donner une idle, 

am: alg6broides ~ deux branches. Pour une telle fonction, il existera en g~ngral 

une infinit6 de valeurs de la variable z pour lesquelles les deux d6terminations de 

la fonetion seront conjugu~es par rapport "s deux nombres fixes a et b. S'il existe 

des couples a et b pour lesquels les valeurs correspondantes de z sont en nombre 

fini, nous dirons que (a, b) est un couple exceptionnel, ou encore que l'alg6broide 
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admet une involution exceptionnelle. Lorsque les hombres a et b sont dgaux, 

la valeur a n'est autre qu'une valeur exceptionnelle au sens habituel du mot. 

Nous verrons que les involutions exceptionnelles jouent, pour les alg6broides, un 

r61e analogue 'k celui des valeurs exceptionnelles pour les fonctions uniformes. 

Les propositions relatives aux famiUes de fonctions uniformes admettant des 

valeurs exceptionnelles correspondent ainsi ~ des propositions concernant les fa- 

milies de fonctions multiformes admettant des involutions exceptionnelles. 

Les principaux rdsultats de ce travail ont dtd rdsumds dans diffdrentes Notes 

publides dans les Comptes-Rendus de l'Aca~ldmie des Sciences de Paris et dont 

voici ls liste: 

Sur les relations de genre ma ou zdro (Comptes-Rendus, t. I76, p. I687, 

I923). - -  Sur les familles complexes (Comptes-Rendus, t. 179, p. 660, I924 ). - -  

Sur les involutions exceptionnelles des fonctions algdbroides (Comptes-Rendus, 

t. I79 , p. 8o3, 1924). - -  Sur quelques familles complexes partieuli~res (Comptes- 

Rendus, t. I79 ' p. I385, I924 ) . 

CHAPITRE I. 

Syst~mes de fonctions admettant des combinaisons exceptionnelles. 

l .  On dit que la fonction f(z), holomorphe dans nn domaine (D), aAmet 

une valeur exceptionnelle a dans ce domaine lorsqu'elle ne prend la valeur a 

pour aucune valeur de z eorrespondant ~ un point intdrieur au domaine (D). Cela 

revient ~ dire que l'expression f(z)--a, ou encore que la combinaison linCaire 

coefficients constants 2o+;~f(z ) d a n s  laquelle ;~0-~--ait ne s'annule pas dans (D). 

Nous dirons aussi que la fonction f(z) admet la combinaison exeeptionneUe 

; 4o. 

Considdrons maintenant un syst~me (f) de ~ fonctions 

f l  (z), f., ( z ) , . . . ,  f ,  (z), 

holomorphes dans un domaine (D), et formons une combinaison du premier degrd 

coefficients constants 

F--=Xo+Zff~ + L , f ,  + . . .  + 2 , f ,  ; 
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nous dirons que le systSme des �9 fonctions adme~ la combinaison exceptionnelle F, 
si cette fonction F ne s'annule pas clans (D). 

Le syst~me f adme~r~ ~ combinaisons exceptionnelles distinctes 

lorsque le dgterminant 

z~ + z ~ A + z _ ' f ~ +  . . - + z ,  f , ,  

Z~o + z',f,  + z~f~+ ... + z , f , ,  

z ~ + z ~ A + z ~ f , + . . - + z : f ,  

~ =  z~ z',.., z; 

est diff~ren~ de z~ro. 

Dans le cas d'une fonction unique f (z) ,  deux combinaisons excep~ionnelles: 

Zo+Zf(~), ~ o + ~ f ( * )  

sont distinctes lorsque le d&erminant ~o #--Z Po n'est pas nul. Nous dirons que 

V + I eombinaisons exceptionnel~s 

z'o + z~, f~ + z ' ,f ,  + ... + z~f~/ 

Z'o +Z~fl+Z~_f,+ ... + Z~ f , ,  
. . . . .  . . . . . .  ~ 

Z~ +1 + Z]+lf~ + Z~+lf, + ... ~_ ~,+~ i w  j *g 

sont distinctes pour tm syst~me de v fonctions, lorsque le d&erminant 

Z,.. .  Z, 

~ =  z'o z'~.., z; 

~,,+1 ,D,+I... :~+1 

es~ diff6rent de zfiro. 

En r~sum~, pour que �9 combinaisons exceptionnelles soient distinctes, il 

ne faut pas que l'une d'elles soit une combinaison lin~aire des au~res, ~ coeffi- 

cients constants. Pour que v+ I combinaisons exceptionnelles soient distinctes, 

il faut  qu'auctme d'elles ne soit une combinaison lin~aire et homogSne des autres. 

Les let~res f ~ , f ~ , . . . , f ,  jouent ici le r61e de variables ind~pendantes. 
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2. Supposons que le domaine (D) comprenne le plan tout entier: les fonc- 

tions f l , f 2 , . . .  , f -  sont des fonctions enti6res, et il en est de m6me de route 

combinaSson lin6aire de ces fonctions. 

Une combinaison exeeptionnelle n'admettra pas de z6ro; si eUe en a un 

nombre fini, elle sera exceptionnelle s l'ext~rieur d'un cercle contenant tous ses 

z6ros: eUe se r6duim ~. un polynome P (z) ou au produit d'un polynome t ) (z)par 

une fonction enti6re ddpourvue de zdros e ~(zl, Q(z)6rant une fonction enti6re. 

Nous dirons que la combinaison exceptionnelle esg du premier type lorsque c'est 

un polynome, el qu'elle est du second type lorsqu'elle est transcendante. 

Si routes les fonctions f~,fs  . . . .  , f ,  ne sont pas des polynomes, il existe au 

plus ~--I  combinaisons exceptionneUes dn premier type. Car, s'il existait ~ com- 

binaisons distinctes du premier type, on aurait 

~ + ~ Z +  +~;f ,=P,(~) ,  

~ + x',f~ + + x ; f , = P ,  (~), 

~o + z ~ A  + .  + ~ : f ,  = P ,  (z), 

/)1 (z), t)z (z) , . . . ,  P ,  (z) dtant des polynomes et le d~terminant (i des coefficients 

de f l , f~  . . . .  , f ,  n'~tant pas nul. En r4solva~t le syst~me des 6quations pr~c~- 

denies par rapport k f l , f ~ , . . .  , f , ,  on en d~duirait que routes ces fonctions son~ 

des polynomes ce qui est eontraire ~ l'hypoth~se. 

Je dis maintenant que le nombre des combinaisons exceptionnelles du second 

type ne peut dd.passer ~. Supposons en effet qu'il exist~ ~+ i combinaisons ex- 

eeptionnelles distinctes du second type 

F1-;t~ + x', f ,  + + x ' f ,  =P1 (z) eQ, (z~, 

F~-X'o +X',Z + + a g f , = P ,  (z) eq,(z), 
�9 . .  , �9 , , �9 �9 . . . . . . . .  

F,+I----Z~ +1 + ~+ 1A -~ " '  + a:+lf ,  = P , + I  (z) e Q" +1 (z), 

PI (z), P~ (z) , . . . ,  P,+I (z) ~tant des polynomes; Q1 (z) , . . . ,  q,+l(Z) 4tant des fonc- 

lions enti~res dont aucune n'est une constamte. Les combinaisons dtant suppos6es 

distinctes, le ddterminant , /  est diff6rent de zdro; en 61iminant f ~ , f z , . . .  , f ,  entre 

les ~gallt~s pr6cddentes, on obtieng 
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P~ (Z) e Q~ (z) 

�9 . ~ , 

19, (z) e q" (~) 

�9 +1 eQ~,+~(z) Z t q ' - i  " " ' Z,  I, / ) r - t - 1  ( Z )  

= J  

Oll 

At P~ eQ'+A9 to2 eq*+ '-. +A,+~ P~,+I eq~+I~,J; 

At, As, . . . ,  A,+a dt~nt des constantes. Comme J n'est pas nul, une telle identit~ 

es~ impossible d'apr~s un thdor~me 6tabli par M. E~IT.~. BOREL. 1 NOUS pouvons 

donc ~noncer la proposition suivante: 

Th6or~me. Soient ~ Jbnctious enti~rez dont l'une au moins n'est pas un poly- 

home: le hombre total des combinaisons exceptionnelles ne peut d@asser 2 ~- - I .  11 

ne peut exister plus de ~-- I eombinaisons du premier type, ni plus de �9 combinaisons 

du second type. 

Supposons que les v + I combinaisons du second type ne soient pas distinctes, 

c'est4-dire que , /  soit nul. Si les v premibres son~ distinctes, c'est&-dire si ~ est 

different de z6ro, l'dlimination de f l , f ~  . . . .  ,f~ conduit s l'identitd A1191eq~+ 

A~-P~eQ'+ "" +A,+I-P,+I eq'+l~-~o et le hombre A,+I, ~gal s _+6, est diffdrent de 

zdro. Cede identit~ esr impossible ~ moins que l'une des diff6rences Q~--Q,+I ne 

soit constante, c'est-s que le quotient de deux combinaisons exceptionnelles 

ne soi~ une fraction rationnelle. 

Le th~orbme precedent comporte des extensions que l'on peut 6tablir en 

suivant la' mSme vole, lorsqu'on fixe l'ordre maximum des fonctions entibres 

suppos6es d'ordre fini. Supposons que les fonctions f ~ , f e , . . .  ,f~ soient d'ordre 

q au plus et que l'une d'elles soi$ effectivement d'ordre q. Nous pouvons re- 

prendre les raisonnements qui precedent, en d~signant par 19j, P s , . . . , P , + ~  des 

fonctions enti~res dont l'ordre apparent est infdrieur '~ ~: 

3. Substituons aux fonctions A (z) , f~(z) , . . .  , f i  (z) les fonctions gt(z),g~(z),..., 

g, (z) ddfinies par une substitution ~ coefficients constants 

t E. BOREL, Sur les zdros des fonctions entieres (Acta mathematica, t. XX, 1896--97 , pp. 
357--396). 
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gl=a'o Ta~ fl.-}- . . .  .-{-,r f , ,  

. . . . . . . . . .  ~ 

g , -  c,'o + a', f~ + . . .  + c,;f , ,  

121 

dans laquelle le d4terminant 

D =  

, �9 . . .  �9 

est suppos~ diffdrent de zdro. Nous dirons que les deux syst~mes ]~ , f~ , . . .  , f ,  et 

gl, g ~ , . . . ,  g, appartiennent ~ la m~me classe. Une classe de syst~mes de �9 fonc- 

tions holomorphes dans un domaine (D) est form~ par l'ensemble des syst~mes 

d~duits de l'un d'entre eux par une substitution lin~aire quelconque ~. coefficients 

constants dont le ddterminant n'est pas nul. 

Si dans une combinaison exceptionneUe 

ito+it~f~+ :.. +it, f ,  

relative au syst~me ( f ) ,  on remplace f l , f ~ , . . .  ,Jr, par leurs valeurs en fonetiou 

de g~ ,g~ , . . . , g ,  tir4es des ~quations pr~c~dentes, on obtient une combinaison 

tto + th g~ + " " + tt, g ,  

relative au syst~me (g) et qui est aussi exceptionneUe. Donc: 

L e  nombre des combiuaisons exceptionnelles demeure le mOme pour  tousles  syst~- 

rues appartenant  ~ une m ~ e  classe. 

Supposons en particulier que Fun des syst~mes admette ~ combinaisons ex 

ceptionnelles distinctes FI,  F2, �9 �9 �9 F, .  Les fonctions F1, F ~ , . . . ,  ~ ;  appartien- 

nent s la m~me classe et n 'ont pas de z~ros dans le domaine consid~rd. 

4. Un cas particuli~rement important pour les applications que nous avons 

en vue est celui off le syst~me admet 2 ~ combinaisons exceptionnelles clans le 

domaine (D), ces combinaisons pouvant ~tre dispos~es suivant deux tableaux 

triangulaires. Soient: 
16--2661. A c t a  m a t A e m ~ i c a .  4 9 .  I m p r i m 6  l e  1 2  a v r i l  1 9 2 6 .  
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F,-=X'o + x[ Z ,  

~=-X~o + ~? f l  + X~L, 
. . . . . .  ~ . , 
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(;~---~'o + ~', Z,  

�9 ~ . . . . . .  , �9 

ces 2 u combinaisons. Nous supposons que les �9 combinaisons de chaque tableau 

triangulaire soient distinctes: il en rdsulte qu'aucun des nombres ~'L, X2, . . . ,  ~:; 

~L, ~ , . . . ,  ~, n'est nul: on peut les supposer tous ~gaux s l'unit~. Nous suppo- 

sons aussi que deux combinaisons situges sur la'm@me ligne horizontale ne sont 

pas identiques, ~ un facteur consen t  pr~s. Darts ces conditions, nous conviendrons 

de dire que le sys~me (f)  a~lmet 2 ~ combinaisons exceptionnelles formant deux 

tableaux triangulaires distincts. 

Nous gcrirons ddsormais les combinaisons de ces tableaux en affectant du 

coefficient un la derni~re fonction qui figure .clans chaque combinaison. Dans ces 

conditions, pour cha~lue valeur de z, nous appellerons 6cart des deux t~bleaux le 

plus petit des modules des nombres 

~ - - G 1 ,  F 2 - - G ~ , . . . , F , - - G , .  

Si nous effectuons sur les fonctions f l , f ~ , . . .  , f ,  une substitution lin@aire 

r~versible s coefficients constants et de forme triangulaire 

g~=-'o + - ' ,A+L ,  
�9 ~ ~ . . . �9 ~ 

. q , , :  a~ + r f..  + a~ f2 - [ -  - �9 �9 -t- a : _ l f ~ - i  + j~ ,  

le syst~me (g) ainsi obtenu admet~ru 2 �9 combinaisons exceptionnelles formant 

aussi deux tableaux triangulaires distincts. 

En pax~iculier; la substitution qui fair passer de f l , f s , . . . , f ,  s Fl ,  Fz, . . . ,  F ,  

conduit s un syst~me (F) dont les fonctions n'ont pas des z~ros dans (D) et 

aAmettent r combinaisons exceptionneUes formant un tableau triangul~ire. Dans 

ce cas, t o u s l e s  coefficients ~ dont les indices sont diff~rents sont ~gaux ~ z~ro. 

'5. Consid@rons une famille comprenaat une infini~ de sys~mes ( f )  de 

fonctions j ~ , f ~ , . . .  , f , ,  holomorphes dans un domaine (D). On dim que cette 
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famille de syst~mes ( f )  est norrnale duns le domaine (D) lorsque la famille des 

fonctions f~ qui correspondent ~ un indice fixe ~u----i, 2 , . . . ,  v) est normale duns 

ce domaine. Nous dirons aussi que cette famille normale de sys~mes eat une 

famille complexe normale dans le domaine. 

Soit (g) le syst~me d~duit de ( f )  par une substitution lin~aire rdversible 

coefficients constants: s la famille des sysf~mes ( f )  correspond ainsi une famille 

de syst~mes (g). Comme lea systbmes ( f )  et (g) appartiennent ~ la m~me classe, 

on dira que les familles de syst~mes ( f )  et (g) sont des familles de syst~mes 

appartenant ~ la mgme classe: ces familles sont ~videmment normales en m~me 

temps lorsque les fonctions de l'une de ces famiUes sont born~es. Mais il n'en 

est plus de mgme lorsque certaines des fonctions f~ augmentent ind~finiment. 

Prenons par exemple le syst~me des deux fonctions 

f l i g h t  2 u , f ~ - - 2  n ; 

lorsque n prend routes les valeurs enti~res et positives, nous avons une famille 

de syst~mes qui est normale pour I z ~<2 puisque chacune des suites des fonctions 

f l  ou f2 augmente indgfiniment. 

Si nous formons la combinaison 

g : f l  +.~=z" ,  

la famille des fonctions g n'est pas normule pour [ z [ < 2  car z '~ tend vers zdro 

pour ]z ] < I  et augmente ind~finiment pour [z [>  x. 

Lorsque v = I ,  la notion de famille complexe normale se confond avec la 

notion habituelle de famille normale. Dans ce cas particulier, route famille de 

fonctions f qui admettent, dans le domaine (D), deux combinaisons exceptionnelles 

distinctes, c'es~-s deux valeurs exceptionnelles, eat une famille normale. 

Lorsque ~ e s t  sup~rieur s I, l'existence d'un hombre quelconque ou m~me d'une 

infinit~ de combinaisons exceptionnelles ne permet pus toujours de conclure que 

la famine des syst~mes est une famille normale. II suffit de le montrer sur un 

exemple. 

Prenons ~-=2, et la famille complexe d~finie par f l : z " , f ~ 2 " ,  dans le 

domaine I z l <  -3 pour routes les valeurs de l'entier positif n. Cette famille n'est 

pas normale duns le domaine consider& Cependant, il existe une infinir de 

combinaisons exceptionnelles de la forme 
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~o + Zt zn + 2= �9 

(3herchons en effeg les r~cines de l'6quation 

en supposant 

~o + Zt zn + 2 " = 0  

IZol< ~-, o<lZ, l<i; 2 

on a 

~ =  2~+z~ I z " l =  >12-+Zol=2 " I " 

Z, ' I ~, I 2" ' 

or~ 

,+  Z_o > , _ _ _ >  , et l~"l> I~I>~ 
2n 2r~+l 4 ~ 2 

Mais nous pouvons 6noncer un th6or~me permettan~ d'a~irmer qua la famille 

complexe es~ normale lorsqu'il existe 2 v combinaisons exceptionnelles d'un type 

particulier. 

6. Th~or~me. Une famil le  de syst~nes ( f )  de v fonctions holomorphes dans 

un domaine (D) eat normale dans ce domaine lorsqu'elle admet 2 v combinaisons ex- 

ee2ationnellea formant  deux tableaux triangulaires distincts si 

I ~ lea fonetions sont born~es en un point de (D); 

2 ~ l'~eart des tableaux en un point  de (1)) taste ~zp&ieur 5 un hombre positif. 

Supposons v=3  pour simplifier l'4criture et soient 

)~o + f l ,  

Zo + z', A +f~, 
t t  i t  t t  

Zo + z , A + ~ , A + A ,  

go+f~,  

t t  t t  ~ _ ~ _  t l  ~ 1 

les combinaisons exeeptionnelles. Posons 

Zo=91, Z'o + Z', fl=q~2, 
i 

~o=~Pl, ~o 4 ~, fx=lp~, 

z': + z;' f .  + z ' i f~=~,  

,'i +d[A +,~A=-,~.  

Les combinaisons peuven~ s'6crire: 

~, + f l ,  

98 + f s ,  

~V, +f~,  
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L'6car~ est le plus petit des modules des diff6renees: 9~--~p~, 9~--~z, 9s--~V;~ 

dont aueune n'est identiquement nulle puisque, au point fixe z0 cet 6cart est 

sup6rieur g un nombre positif a. 

Les fonctions f t  f o m e n t  une famille normale puisqu'elles admettent les 

valeurs exceptionneUes 9i et ~V~ qui sont distinetes puisque ]9~--~01 [>u .  Don- 

nons-nous une suite infinie de syst~mes ( f ) ;  de la suite eorrespondante desf~, on 

peut extraire une suite partielle 

f :" ,  f r ' ,  . . . .  f ' ~* , . . .  

eonvergeant uniformgment, duns l'int~rieur de (D), vers une fonction limite finie 

fl*. Cede fonction est born6e puisque routes les fonetions son~ born6es en un 

point fixe de (D). Posons 

~,*=zo + z, A*, ,~* =~'o + / ,  f,*; 

nk *~k la fonetion ~*--~p~* est ]~ limite de la suite des fonetions ~ - - ~  correspon- 

dant aux fonetions f['~; eUe n'est pus identiquement nulle puisque sa valeur en 

z 0 a un module sup6rieur ~. a. Elle a done un nombre fini de z6ros dans k)ut 

domaine (D') intdrieur s (D). Les fonctions 

sont holomorphes dans (D') et ne prennent pas la valeur z6ro. Enes ne prennent 

qu'un nombre limit6 de fois la valeur un: en effet, les z6ros de 90z--~V., ont pour 
*~k nk limite les z6ros de 92*--~V~* et, lorsque k est assez grand, la fonction 9~ --~V~ a 

exactement autant de z6ros que 92"--~V2" dans l'int6rieur de (D'). II r6sulte de 

ce. qui pr6c~de que les g forment une famille normale dans (D'), et par cons6- 

quent, dans (D); les fonetions f2 forment done aussi une famille normale duns 

(D) et eerie famille est born6e ~ l'in~6rieur de (D) puisque les valeurs de f ,  ont 

des modules born6s en un point fixe de (D). De la suite 

f~,, f,,, , . . .  , f -k , . . . ,  

on peut extraire une suite partielle 

f : " ,  f t " , . . .  , f : k ' , . . .  
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eonvergeant uniform~ment ~ l'int~rieur de  (D) vers une fonction finie f~*. Posons 

on verrait comme pr6c~demment que la fonction Cs,_--~Oa* n'a qu'un nombre fini 
~t' k .n' k de z~ros dans (D () e t  qu'il  eu est de m~me pour les fonctions ~ - - ~  . Les 

fonctions 

h=.fs+~.~ 
Y; + 

forment alors une famille normate dans (D); il en est de m6me des fonctions fs 

qui forment une famille normale e~ bornfie, puisqu'elles ont des valeurs dont le 

module est bornd en un point fixe de (D). De la suite f~'k, on peut extraire une 

suite partielle f~,"k eonvergeant uniformdment dans (D) vers une fonetion limite 

fs*. Comme les suites f~"~ et f~"~ convergent n6eessairement vers les fonctions 

f l* et f~*, on voit que la suite donn6e des syst~mes ( f )  a donn6 naissance ~ une 
n" k n t tk  f~t t  fk suite partielle de syst~mes (f""k) de trois fonctions f~ , f_~ convergeant 

uniformdment vers le syst~me (f*) des trois fonctions fl*, f~*, fs*. La proposi- 

tion es t  donc 6tablie. 

7. Soit une famille (q) d6duite de la famille complexe ( f )  au moyen d'une 

substitution lin~aire r~versible ~ coefficients constants. La famille ( f ) ~ t a n t  nor- 

male et born~e, il en est de m~me de la famille (g). Ainsi, t~)utes les familles 

complexes de la m6me classe que la famille ( f )  sont des families normales et 

born~es: elles admettent d'ailleurs 2 v combinaisons exceptionnelles variables avec 

la famille et se r6partissant en deux tableaux dont l'6cart reste sup~rieur ~ un 

nombre positif fixe. 

Etant donn~e une famille complexe de sys~mes (q) qui admet 2 v combinai- 

sons exceptionnelles comment pourra-t-on reconnaltre qu'il existe dans la m6me 

classe une famille particuli~re (f)  pour laquelle les 2 v combinaisons exception- 

nelles correspondantes se r~partiront en deux tableaux triangulaires? 

Nous allons voir qu'il est ais~ de r6pondre ~ cette question. Si alors les 

fonctions de la famille des syst~mes (q) ont leurs modules born~s en un point fixe 

du domaine et si l'dcar~ de leurs deux tableaux de combinaisons exceptionnelles 

reste, en un point fixe, supdrieur ~ un nombre positif, il en sera de m6me pour 

la famille des syst~mes ( f )  et la famille complexe (q) sera normale. 

Pour simplifer l'6criture, supposons encore ~----3 et soient 
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ho+ ~t~ g~ +)~ g~+ ~ gs, ~o +/~ g~ +/~z g~ +/~  gs, 

h'o + h', gt + hl g~ + hl gs, tt'o + g', g, + ttl g, + ttl g~, 

x'~ + h,' .q, + h: ~, + x.' g,, ~0 + ~7 g, + ,~' g, + ~ :  ~ ,  
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les deux tableaux de �9 combinaisons exceptionneUes relatives .au syst~me g~, g~, g~ 

des fonctions de la famille (g). I1 s'agit de voir s'il existe une transformation 

de la forme 

g~= a o + a~ f l  + a~,~ + a~f~, 

pour laqueUe 

gs--~'o ~-~', f l  ~- ~'~f,.+~'~f~, 

[ ~1 a2 ~.~ 

~, ~ ~ :~o ,  

Z1 Z~ 7s 

telle que les combinaisons exceptionnelles relatives au syst~me f l , f s , f s  forment 

deux tableaux triangulaires. 

Consid~rons g~, g~, ga comme les coordonn~es d'un point de l'espace; f l , f 2 , f s  
comme les coordonndes du point qui lui correspond par la transformation prdcd- 

dente. Cette substitution est une transformation homographique conservant le 

plan de l'infini. Or, nous devons obtenir deux combinaisons de la forme 

~o+h~f~, ~0+t~lfl,  

en appliquant la substitution ~ deux des combinaisons donn~es. Ces derni~res 

combinaisons dgal~es ~ zdro reprdsentent deux plans parall~les; donc, dans les 

premiers tableaux, il dolt y avoir les premiers membres des dquations de. deux 

Supposons que ce soient les combinaisons de la premi6re ligne. plans parall61es. 

Le tableau 

!lh~ h:, h s!l 
i 

est alors d'ordre un. Supposons par exemple ho#t--h , #0:#o, nous prendrons 

f l  ==~to + hi gl + h~ g~ + )-s g~. 
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La substitution doit ensuite nous donner deux combinaisons 

X'o + x', f l + Z ,  f , ,  -~'o+f,'~A+f,',f, 

eorrespondant ~ deux plans dont l'intersection est parall~le s fl----o. Done, dans 

les premiers tableaux doivent figurer les premiers membres des dquations de deux 

plans dont l'interseetion est parall~le aux plans de la premiere ligne. Par  

exemple, les plans 

Xo+~j gj + 4 .q2 + ~8 gs ----o, 

Zo ~ ~'~ g, + Z, g~ + Z. g~=o,  

seront parall~les ~ une m~me droite, ce qui entralne la condition 

~l 4 4 

z, ~'~ z, = o .  

Si alors le d~teminant  

n'est pas nul, c'est-~dire si les combinaisons du premier tableau sont distinctes 

on pourra poser 

f~--  Zo + z, .q, + ~ .q2 + z. g~, 

Ainsi, en faisant la transformation homographique ddfinie au moyen de trois 

combinaisons convenablement choisies, on obtiendra pour les fonetions transfor- 

redes deux tableaux triangulaires de combinaisons exceptionnelles. 

8. Dans ee qui prde~de, nous avons suppos6 que les fonctions f dtaient 

holomorphes. On peut reprendre les m~mes questions dans le cas de fonctions 

m6romorphes dans le domaine (D). La notion de eombinaison exceptionnelle pour 

un syst~me ( f )  de �9 fonctions mdromorphes f l , f ~ , - . .  ,Jr, n'est pas modifide. Une 

classe de syst~mes sera formde par l'ensemble des syst~mes que l'on ddduit de 

l 'un d'entre eux par une transformation homographique gdndrale rdversible 
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coefficients constants. La notion de la fg:mille eomplexe normale s'&end aussi 

immddiatement. 

Dans le cas de v =  I, on sait qu'une famille de f0nctions mdromorphes ad- 

inerrant trois combinaisons exceptionnelles distinctes, c'est-~-dire trois valeurs ex- 
�9 �9 , 

ceptionnelles, est nne famille normale. Lorsque v e s t  supermur s un, on peut 

ddmontrer qu'une famille de syst~mes de v fonetions mdromorphes est normale 

lorsqu'elle admet 3 P combinaisons exceptionnelles formant trois tableaux triangu- 

laires distinets. I1 faut en outre supposer que les modules des valeurs des fonc- 

tions en un point fixe du domaine demeurent bornds et que les dcarts des ta- 

bleaux, prix deux s deux, demeurent en un point fixe du domaine, supdrieurs 

un nombre positif donnd. La marehe de la ddmonstration ne diff~re pas de eelle 

qui a &d suivie au paragraphe 6 pour la ddmonstration d u  thdor~me correspon- 

dant relatif aux fonctions holomorphes. 

CHAPITRE II.  

Sur quelques famil ies  complexes particuli~res.  

9. Considdrons deux fonetions f~ (z), fs  (z), holomorphes dans un domaine. 

Si ces fonctions admettent deux combinaisons exceptionnelles distinctes 

nous pouvons subst i tuer  aux fonetions f~ et fs ,  les fonetions F 1 et Es qui sont 

de ta mgme classe. Si les fonetions f~ et f~ admettent une troisibme eombinaison 

exeeptionnelle, nous en ddduirons pour F~ et F~ une eombinaison exeeptionnelle 

Vo+Vl l"l+v~ F2; et, eomme on peut remplacer F1 par ~1Fl=gl  et F~ par ~ Fs=g~,  

nous aurons fmalement un syst~me de fonctions g~, g,_ achnettant les combinaisons 

exceptionnelles 
g,, g~, gl+g2+~o; 

elles seraient distinc~s si v0#-o. Darts ee eas, les fonctions gl et g~ ne peuvent 

&re des fonetions enti~res. Pour chaque eouple de fonetions g,, g~, il existe un 

eerele de  centre origine tel que, ~ l ' in~rieur de ee eerele, ou bien l'une des fone- 

tions g~ et g2 eesse d'&re holomorphe ou une des fonetions gl, g~, g~ +g2 +% admet 

un zdro. 

17--2661. Ac~ mathemat/ca. 49. Imprim6 1o 12 avrll 1926. 
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Si ~o est nul, les trois combinaisons ne sont pas distinctes, mais nous avons 

vu que les fonctions gl et g~ ne peuvent 6ire enti6res {~ m o i n s  que le rapport  

g_z ne soit une eonstante. I1 est dvident en effet qu'en prenant  g , = e  ~, g ~ - 2  e ~, 
gl 

on obtient un  syst~me admet,~ant les trois combinaisons exceptionnelles g,, g~, g~ + g~. 

Lorsque le rappor~ g-~ n 'est  pas une conshmte, c'est-s en posan t  
gl 

gt~ao-t-al  z +  . . . ,  g,~-ro + fl~ z + "" ", 

lorsque a o r l - - a ~ r o 4 O  , i l  existe an  nombre R tel que, s l ' intdrieur d 'un  cercle 

de rayon supdrieur ~ B, ou bien l 'une des fonctions cesse d'etre holomorphe, ou 

bien l 'une des combinaisons cesse d 'etre exceptionnelle. Nous allons voir que /~ 

ne ddpend que des quatre coefficients ao, a~, rio, r~. 

Pour  plus de symdtrie, ddterminons trois fonetions holomorphes autour  de 

Z~O, 

f----ao W a, z + . . . ,  g=bo + b~ z + . . . ,  h~%-[ -  Cl Z § 

par les conditions g l : g - - h ,  g s - ~ h - - f ;  on voit que l 'une des trois fonctions peut 

6tre choisie arbitrairement.  Les combinaisons gl, g2, gl +g~ s'dcrivent alors g - - h ,  

h - - f ,  g - - f ;  dire que ces combinaisons sont exeeptionnelles, c'est dire que deux des 

trois fonctions f ,  g, h ne deviennent jamais  dgales, ou que le dd~erminant 

f g 

f ~  gZ h ~ 

ne s 'annule pas dans le domaine considdrd. Posons 

j ~  11:1 L Ill 
a0 b0 co , Jn~--- ao b0 Co 

2 2 ao bo c an b, c, 

(~-I,2,...); 

le ddterminant  J n 'est  pas nul  par hypothS.se. Quant  aux d6terminants J , ,  ou 

bien Fun d 'eux n 'est  pas nul, ou bien tous ces d6terminants sont nuls. Dans ce 

dernier cas, on a l ' identitd 
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c'est-s 

l i  .I I b o C o ~---0, 
g h 

g_~ = h - - f  Co-ao. 
g~ g - -  h bo-- Co 

Le rapport g~ est alors constant, c'est-s que le rapport anharmonique 
gl 

(f, g, h, co) est constant. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et consid~rons le premier d~terminan~ 

J, ,  qui e s t  different de z6ro. Examinons d'abord le cas off n----I. 

La fonction 

I 
I I I] 

H I ~  ao bo Co =Vo. 

al bl el 

qD (z) _ f - ~  = ( ~ o - e o )  + ( a , - ~ , )  z + ' " = 
- -  (b o - -  Co) + (b x -  e,)  z + . . .  

-(~o+~, z+ . .  ) 
a o + a  x z +  . . .  

est holomorphe et ne prend ni la valeur z~ro ni la valeur un rant que les diff& 

rences f - - g ,  g - - h ,  h - - f  ne s'annulent pas. Ecrivons 

on a 

q~ (z)=7o + 7L z + . . . .  
~0 "Jr- ~1 Z"]- ' ' "  

a o T a i z + . . .  , 

ao 7o + flo=o, 

ao71+ aj 7o +~1-~o, 

ao 7~ § al 7t + a2 7o + ~ o ,  

g0 7"  "~ f~l 7n-: 1 "~ ' ' '  ~- glt 70 "~ ~ n , : O ,  

On d~duit de ces ~quations, puisque ao=VO , 

ii o ol Iio o i 
70 : - f l ~  71 . . . . . . .  - i  ao--Co bo--Co Co 

ao' a~~ ~l al ao l al--cl  bl--cl  cl 
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o n  

z/1 
71=--  - i "  

a o 

On sait que, ~tant donnde la fonction 

q~ (z)=ro + r, z +  ---, (~,~:~o) 

si l'on calcule R par la formule 

R:2~Qle~--e~llY-~ 

dans laquelle el, e~, e s ddsignent trois nombres dont la somme est nulle et tels que 

e 2 -  e q 
. . . . . . .  : ~ / o ~  
e I - -  e s 

Q ddsignant la surface du paralldlogramme des p4riodes d'une fonction elliptique 

ptt ddfinie an moyen d'un polynome du troisi~me degr~ dont les racines sont 

e~, e~, e s, le nombre R ainsi obtenu est tel que, s l'intdrieur d'un cercle de centre 

origine et de rayon supdrieu~ s R, la fonetion ~(z) ou bien cesse d'etre holo- 

morphe, ou bien prend l'une des valeurs zdro ou un.'  Comme nous avons ici 

~o ~ 
0 ~ - -  

une m~me 

prendrons 

a o - -  6o et que nous pouvons supposer ao+ bo + to-dO, car on peut ajouter 
bo--C o 
constante aux trois fonetions f , g ,  h sans changer J ni Jn ,  nous 

e t  nous  aurons  

ou encore 

el~bo, e2:ao, es:eo,  

- bo--C01 ] ~ , 1  ' 

Lorsque A~ est nul, il en est de m~me de 71. D~signons par A,, le premier d~- 

terminant different de zdro. Les ~quations qui ddterminent 70, 7~, 7 2 , . . . ,  Y~ 

montrent que 71, 7.~,. . . ,  7n-1 sont nuls et que 7~ est donn$ par les ~quations 

ao 7o + ~o=O,  

ao 7- + a ,  7o + ~,,=o, 
on en ddduit 

1 C e t t e  e x p r e s s i o n  e s t  d u e  it M. HARTOGS; voir ED. LANDAU, U e b e r  d e n  P i c a r d s c h e n  Satz 
(Vierteljahrsschrif~ der Naturforschenden Gesellschaft in Zis [ 9 o 6 ,  p .  273).  
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~~ o o I 

_ _  = _ a o -  e o bo-- c o Co 
7 n =  a*o a,, I an--on bn--c, en 

Dans  ee cas, le r ayon  /~ est  fourni  par  l '6galit6 

o n  
n 

R= /2QI I 
Nous avons donc 6tabli la proposi t ion suivant~: 

Soient f = a  o + a 1 z + . . . ,  

g=bo+b ~z+ ., 

h=eo + el z + 

trois fonetions holomorphes 

sup~'ieur 

~ n  
O U ) %  -~-  - -  - ~ �9 

c~ o 

autour de l'origine; 5 l'intdrieur d'un cerele de rayon 
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ou l'une des fonctions cesse d'etre holomorphe, ou deux des fonctions prennent la m~rne 

valeur en un point. 

S i z r  1 est nul et si J n  est le premier ddterminant non nul, il f a u t  remplaeer 

l'expression prdcddente par 

Darts le premier ca~, le rayon ne d@end que des differences ao--bo, ao--c o, 

al--bl ,  al--e~, dans le second, il ne d@end que des differences ao--bo, ao--Co, an--bn, 

a n - -  C n .  

Ce thdor~me n ' e s t  qu 'une  extension du th6or~me de M. L a n d a u  sous la 

fo rme  que lui  a donn6e ]~. [[axtogs. I I  se r6duit  h c e  thdor~me si l 'on  suppose 

que les fonc~ion g e t  h se r6duisent  aux const~ntes o et  I. 

10. I I  compor te  une s6rie de g6ndral isat ions comme le th6or~me de ]t[. 

L a n d a u  lui-mSme. On voit  que le r ayon  /~ est d6termin6 lorsqu 'on a fix6 les 
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valeurs ao, bo, Co, a~, b~, c~ ou plutSt leurs diffdrenees, de mani~re que z/~ soit diffd- 

rent de zdro. Au lieu de se donner ees six hombres, on peut se donner les va- 

leurs de f,g, hen deux points ddterminds du plan, par exemple 

f (o)-- ao, g (o)---- bo, h (o) = e o , 

(Zo0=O) f(Zo)=ao', g (Zo)=bo', h (Zo)=Co'; 

alors, il existe un  nombre R ne ddpendant  que des valeurs ao, bo, Co, ao', bo', eo' et 

possddant la propridtd prdeddente ~ moins que l '0n n 'a i t  

(ao, bo, co, ~:x:))= (ao', bo', Co', cx)). 

En effet, la fonction 99 (z) considdrde plus haut prend pour z=o et Z=Zo des va- 

leurs 
r ! 

ao-- Co ao -- Co 
99 ( o ) -  b o -  Co ' 99 (z~ = --'bo --- co" 

et ces valeurs sont diffdrentes, par hypoth~se; on sait que, dans ces conditions, 

il existe une valeur pour R qui ne ddpend que des nombres Zo, 99 (o), 99 (Zo). 1 

Donc: 
Etant donn~es trois fonctions holomorphes dans .un domaine eontsnant deux 

points P et Q et prenant en ees points des valeurs ddtermindes, il existe un hombre 

R qui ne d~pend que de la diffbrence des affixes des points et des diffdrenees des 

valeurs donndes en ehaque point tel que, ~ l'intdrieur d'un eerele de centre origine 

et de rayon sup~rleur ~ R, ou l'une des fonetions n'est pa~ holomorphe ou deux des 

fonetions deviennent dgales, ~ moins que les trois valeurs des fonetions au point Q 

ne se dAduisent par une trine transformation lindaire des trois valeurs prises au 

point P. 

Remarquons encore que la condition que doivent vdrifier les valeurs donndes 

aux points P et Q peut aussi s'~erire 

, , Iol D - -  a o bo c =t=o; 
I ? 

ao bo Col 

e'est une condition que nous retrouverons bientSt. Gdomdtriquement,  cette indga- 

litd peut s ' interprdter de la mani~re suivante: les deux triangles dont  les som- 

Voir P. Ll~vY, Remarques sur le thdor~me de M. Picard (Bulletin de la S. M. de France, 
t. XL, I9X2, pp. 25--39). 



Sur les familles complexes et leurs applications. 135 

mets ont pour affixes les valeurs des trois foncfions en P e t  en Q ne doivent 

pas 6ire semblables. 

11. Pla~ons-nous maintenant dans l'hypoth~se off les hombres des z6ros des 

fonctions g--h ,  h----.f, f - - g  demeurent inf6rieurs "s des hombres fxes. Nous suppo- 

sons par exemple que g- -h  n'a pas plus de p z6ros; que h - - f  n'a pas plus de q 

z6ros; que f - - g  n'a pas plus de r z6ros, avec la condition p<--q~r que Fon peut 

toujours r6aliser en changeant all besoin les noms des fonctions f ,  g, h. Dans 

ces conditions, la fonction 

(z) =f- h h 

est une fonction m6romorphe dont les nombres des p61es, des z6ros, et des points 

off cet~e fonction est 6gale ~ un ne d6passent pas, respecfivement, les entiers 

p , q , r .  On salt que, si l'on assujettit r 1 6 3  p + q + 2  conditions telles qu'il 

n'existe pas de fonction rationnelle ayant p pbles et q z~ros au plus et remplis- 

sant ces conditions, il existe un hombre R tel que, s l'inf~rieur d'un cercle de 

r~yon sup6rieur s R, ou la fonction r (z) cesse d'etre m6romorphe, ou elle a plus 

de p pbles, ou plus de q z6ros, ou plus de r points-unit6s.' Par  exemple, si l'on 

fixe les p + q +  2 premiers coefficients 7o, 71, �9 . . ,  7p+q+~ du d6veloppement de 9 (z) 

en s~rie de Taylor, il existera un hombre R, fonction de p,  q, r et des 7i, 's moins 

que ce d6veloppement ne puisse convenir h une fonction rationnelle du type 

indiqu6. S'il en 6fair ainsi, les 7~ devraient v6rifier une relation lindaire de r6- 

currence s p + I termes et le d6terminant 

7q-p+l 7q-r+2 

d ~  ~q--p+2 7q--p+3 

)Pq+l 7q+2 

�9 ' " ~ q + l  

"'" ~'q+2 

" ' "  ~ q + p + l  

d'ordre p +  I, serait nul. Donc, si d # o ,  le nombre R existe. Comme les 7i peu- 

vent 6tre calcul6s au moyen des coefficients aj, bj, cj, ~ l'aide des 6quations 

6crites au w 9, on peut remplacer la condition d # o  par son expression au moyen 

des p + q +  2 premiers coefficients des d6veloppement~ de Taylor relatifs s f ,  g, h. 

On peut obtenir plus simplement le rdsulCat en opdrun~ de la mani~re suivan~e: 

lorsque 9 (z) es~ une fonetion ra~ionnelle du type indiqu~, on a 

f - - h  (2 
g - -h  P '  

t PAUL MONTEL, Sur les families quasi-normales de fonctions analytiques (BuUelin de la 
Soci~td mathdmatique de France, t. LII, 1924, p. 85--I I4). 
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P d6signant un polynome de deg~r6 p et Q un polynome de degr6 q. (3ette iden- 

ti~6 s'6crit 
P f +  Q g + B  h ~ o ,  

avee 

P + Q + R - - o .  

Ainsi, dans le cas d'exeeption, on peut d6terminer trois poiynomes P ,  Q, R de 

degrds infdrieurs ou 6gaux ~ p, q, r et vdrifiant les deux identit~s prdc6dentes. 

En 6crivant ces polynomes avec des coefficients indd~erminds, les p + q +  2 pre- 

mieres 6quations d'identification relatives ~ "la premiere identit6 et les q+  i pre- 

mieres 6quations d'identification relatives s la seconde permettront de calculer 

ces coefficients ind6termin6s iorsque le d6terminant des inconnues, qui es% ici 

d'ordre p + 2 q + 3 ,  sera 6gal ~ z6ro. Ce d6terminant, facile s former, contient les 

coefficient~ as, bj, c~ dont les indices varient de 0 s p + q  + I. 

Prenons par exemple le eas de p = q = r = I .  On a ici 

P=) .+~ ' z ,  Q : # + t ~ ' z ,  R = v + v ' z  
et les identit6s 

P + Q + R ~ o ,  P f + Q g + R h - - o .  
On en ddduit 

), + p +v  = o ,  

i '  + l a' + v' =o ,  

2 ao + g bo + v e o = o ,  

1 at+t ,  b~+v el+g'ao+ ~' bo+v' eo=O , 

g a~+g b~+v e~+~' at +l*' bx +v' c t=o,  

g as+/* bs+v es+g' a~+g' bs+v' e~=o. 

Le d6terminant des inconnues est 

Lorsque D4=o, la fonetion 

indiqu6. Done: 

I 

0 

a o  
D =  

a t  

a~ 

a s  

I 

0 

bo 
bl 

b, 

bs 

ne 

I 0 0 0 

0 I I I 

c o o  o o 

c I a o b o o o 

e2 al  bt el 

cs a2 b~ c~ 

peut ~tre une frn.ction rutionnetle du kype 
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Soient les fonct ions 

f = a  o + a 1 z + .  �9 �9 + ap+q+l z p+q+l -~ �9 

.q=bo + bl z + . . . + bp+q+l zp+q+l + . . . ,  

h = c o +  cx z +  . + C p T q + l g  p + q + l  "~- "" ", 

holomo~Thes autour de l'origine et telles que les dquations 

g - - h = o ,  h - - f = o ,  f - - g = o  

n 'aient  pcu., respeetivement, p lus  de p ,  q, r raeines. I1 existe, en g~n~ral, un nombre 

p o s i t i f  

1~ (ao, bo, Co, . . . , ap+q+l , bp+q+l , ep+q+l , p ,  q, r) 

tel que, ~ l ' in t&ieur  d 'un eerele de rayon sup&ieur  ~ R ,  ou bien l'une des fonetions 

f ,  g,  h n'est pas  holomorphe, ou bien l'une des dquations prdegdentes a p lus  de p ,  de 

q, ou de r raeines. Pour  que le hombre R existe, i l  suffit  qu'un ddterminant  D ,  

formd avec les p + q + z tn'emiers coefficients de ehaque dgveloppement soit d(ffgrent 

de zdro. 

Bien entendu, si l'on fixe d'autres coefficients que les p +  q+ 2 premiers, il 

ser~ facile de former le ddterminant correspondant 's ces nouveanx coefficients en 

suivam~ la marche indiqu~e dams ce parag'ruphe. 

12. Admet~ns  maintenamt que 1'on donne les valeurs de f ,  g, h e n  p + q+ ~. 

points du plan; les valeurs de ~0 seront ddtermindes en ces points, et il existera 

une limi~e R, saul dans le cas exceptionnel off une fraction ra~ionnelle du type 

indiqu4 pourra prendre les valeurs attributes ~ ~0 aux points considgr~s. 1 En 

suivant la mSme marche que pr~cddemment, on obtiendra aisement la condition 

d'existence sons la forme D=t=o, D ~tan~ un d~terminant facile ~ former. 

Examinons encore le cas particulier off p = q = r = I ;  et supposons donndes 

les va~eurs f l ,  f~,  f s ,  f~; gl,  g~, gs, g4; hi, h~, ha, h~ des fonctions consid~rdes aux 

points zl, z~, zs, z4. Soient ~0~, ~0~, ~0a, ~0~ les v~leurs eorrespondamtes pour ~0. Le 

hombre R exis~e s moin8 qu'une frn.ction r~tionnelle du premier degr6, c'est-s 

une fonction homographique de z ne prenne les valeurs ~Pi aux points zj. Or, 

pour qffil en soit ainsi, il faint que les deux rapports anharmoniques (z~, z~,za, z~) 

et (~ ,  r ~0a, ~0~) soient ~gamx. Pour que R existe, il suffit que 

(~o,, r ~o~, ~o,)4=(z,, z~, z~, z,). 

t Loe .  e i t .  p a g e  I35  , en  n o t e .  

1 8 - - 2 6 6 1 .  Act~ mathemaO:ca. 49. I m p r i m 6  lo I5  avril  1926. 



138 Paul Montel. 

nique des valeurs de 

Posons 

on a alors 

Un calcul facile, que nous omettons, permet d'exprimer le rappor~ anharmo- 

au moyen des valeurs attribu6es aux fonetions jr, g, h. 

e~ la con4i~ion devient 

d~= g~ ; 

gJ 

(~01' ~2' ~8' qOi)---~ d] d~ ~i:-~, 
d, 

dt d t 
8 . 4 Z 4 ) ~  �9 ~ + (zl, z~, z~, 

~ $  ~ 4 "  

13. l~ous aUons main~enant nous occuper des familles complexes de fonc- 

tions, obtenues en fixan~ certains coefficients aj, bj, cj. Consid6rons d'abord la 

famiUe complexe des fonctions f ,  g ,  h holomorphes dans le eercle [z [ < R ,  prenant 

au centre les valeurs fixes ao, bo, co, et ~elles que Yon air, dans le cercle 

(f-g) (g--h)(h--f)+o. 

Cet~e famiUe complexe n'est pas toujours normale: prenons, par exemple, 

f u  ~ -O,  - -  nz  h a = 2  e nz, g n - - e  , 

n 6~ant un entier positif arbi~raire; la famine des gn (z) et la famille des h~ (z) ne 

son~ pas normales dans un cercle quelconque ]z [< 1~. 

Nous sommes conduits ~. supposer normales les families form6es par deux 

des trois fonc~ions: supposons par exemple, que la famille des g e t  ceUe des h 

soien~ l'une et l'au~re normales. La famille des f es~ alors une famille normale. 

En effet, consid6rons une suite infinie de fonctions f ,  

f ~ , A , . .  , f ~ ,  . .  

auxquelles correspondent les fonctions 

g l , g ~ , . . . , g n , ' ' '  , 

hi, h ~ , . . . . h n , . . .  �9 

Posons 
. f ~ -  h , .  

9,, g,,--h~' 
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les fonetions ~ , ,  holomorphes pour I z [<R,  ne prennent  clans ce cercle (C), ni 

la valeur z6ro, ni la valeur un. An centre, leur valeur est 

ao-- Co. 
9~,, (0)-- bo__Co, 

ces fonctions f o m e n t  une famille normale et born6e: de la suite ~,,, on peut 

extraire une suite partielle convergeant uniform6ment  vers une limite holomorphe 

9*;  soit 
~n,, 90,~, �9 �9 �9 , 9nk, �9 �9 �9 , 

cette suite. Les families g e t  h 6rant normales, on peut extraire de la suite 

gnk une suite partielle g-'k convergeant uniform6ment  vers une limite g*; et de la 

suite h,,,~ on peut  extraire une suite partielle h,  k convergeant vel~ une limite h*; 

alors les suites 
~,,, ~,'1 . . . .  , ~ , k ,  �9 �9 � 9  

g",, g',, "" �9 , g ' v "  "" , 

h,,, h , , , . . . ,  h , ~ , . . .  

convergent respectivement vers les limites r g*, h* et la suite 

fik=h'k + 9"k (g'l~--h'k) 

converge uuiform6ment vers la ]]mite f*=h*+9* (g*--h*). 
Les fonctions f forment  une famille normale. Cette fa.mille est bornde, 

puisque routes ces fonctions prennent  s ror igine  la valeur fixe ao: dans tout  

cercle (C') de rayon 0R ( o < 0 <  I) concentrique au cercle (C), le module de f ne 

d6passe pas une ]]mite fixe. 

On peut  obtenir les mgmes rdsultats par une autre vole qui nous permettra  

d'avoir quelques prdcisions s~r eerie ]]mite. Les fonctions g et h forment  des 

famlilles normales et born6es dans l ' int~rieur de (C). On a donc, pour ]z ]--<OR, 

I g I-< ~,  (bo, o, n),  I h I-< ~ (Co, O, R), 

les nombres ~1 et ~ d6pendant des arguments  indiqu6s et des caracf~res qui 

rendent  normales les deux families. De mgme, les fonctions r f o m e n t  une fa- 

mille normale et born6e et l 'on a, pour ] z lgO/~ ,  

[ ao-- Co ) 
1 9 ['<FZs ~bo--eo' 0 ; 

donc Ill-<-% + ~ (~1 +-%)=~ (ao, bo, Co, O, R). 
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Ainsi, les fonct ions f ont  leurs modules borngs dans l ' intgrieur de (C) par  

un nombre qui ne d6pend que de a0, b 0, Co, 0, R et des caract~res rendan t  nor- 

males les families g e t  h. L e s  r~sultats pr6c6dents demeurent  exacts si l 'on 

supprime l 'hypoth~se que 9--h n'a  pas de racine dans (C) pourvu que bo--eo ne 

soit pas nul. En  d 'autres  termes: si, s chaque fonct ion f ,  on peut  associer des 

fonct ions g e t  h telles que f - - g  et f - - h  n 'a ient  pas de z~ro dans (C) et si g (o)--h (o) 

n 'es t  pas nul, la famille f est normale  lorsque les famiUes g et h le sont. 

En effet, la famille des fonctions g--h  est normale dans (C); aucune des 

fonctions l imi tes  n 'est  la constante  z~ro, puisque g (o)--h (o) ---- b0 --  e o n 'est  pas nul. 

Done, dans le cercle (C") d6fini par  [ z [ < I + 8 R ,  . . . .  ces fonetions ont  un hombre fini 
2 

de z6ros. 1 Dans  ces conditions, la famille des fonetions ~0= I g--h est 
qD f - - h  

compos6e de fonctions holomorphes dans (C"), ne p renan t  jamais  la valeur un, 
et ne prenant  qu 'un hombre  fini de fois la valeur  zdro: Cette famille est nor- 

male. ~ D'ailleurs,  aucune fonct ion limite n 'est  dgale s la constante  z~ro. Consi- 

d~rons alors une suite infinie f,, de fonctions f :  nous pouvons choisir une suite 

d' indices ~k tels que les valeurs g,k, h'k et ~0, k convergent  dans (C ' )un i fo rm6ment  

vers g*, h* et ~0". La  diff6rence g*--h* n'a  qu 'u  n hombre fini de zdros dans 

(C'); traqons un cercle (C1') concen~rique et int~rieur s (C') et dont  la circonf~rence 

ne cont ienne aucun de ces z~ros. Sur  cette circonfdrence, la suite 

fi.k_ h,.k + I ~0,~ (g'k-- h,~) 

converge uni formdment  vers la limite 
I 

f*=h* 

done, la m~me suite converge uni form6ment  ~ l ' int6rieur de (C1') vers la fonct ion 

f* .  La famille des fonctions f est, dans ce eas encore, normale et born~e. 

Examinons  quelques hypotheses  particuli~res. Supposons d 'abord que les fonc- 

t ions g e t  h a ient  leurs modules bornds dans (C): [g l<M,  I hl<--M. 
Ces fonctions forment  des families normales:  done les fonctions f fo rment  

une famille normale et born6e. Darts le cercle (C'), le module de f e s t  born6 par  

un nombre qui peut  ddpendre de ao, bo, Co, 0, M ,  R. Mais R ne peut  f g u r e r  dans 

t PAUL MONTEL, Sur les families normales de fonctions analytiques (Annales Sc. de l'Ecole 
•rormale Supdrieure, 3 e s. t. 33, 1916, P. 2.32). 

2 PAUL MONTEL, Sur les families de fonetions analytiques qui admettent des valeurs ex- 
eeptionnelles dans un domaine (Annales Sc. de l'Ecole JVormale Sup~rieure, 3 o s. t. 29, I912 , 
p. 506). 
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ce nombre, car en rempla~ant z par ~ on obtient des fonctions possedant les 

m~mes valeurs et les m~mes propridt~s dans le cercle I z I <  I. D'autre  part,  en 

remplaqant f ,  g, h pas f--co, g--co, h--co on voit que le module de f - - c  o est 

born~ par un nombre d~pendant de a0--eo, b0--Co, 8, M, et, comme I col<--M on a 

Ifl  -< s~(~o-eo, bo--eo, a, M). 
Donc: 

Soient 

f~ -ao+alz+. . . ,  g=bo+blz+. . . ,  

trois fonetions holomorphes dans le cercle I z l <  R. 

et que les dquations 

Igl--<M, Ihl--<M, 

h=co+C~Z+ ..., 

Supposons 

bo--eo ~=o 

f--g-=o, f - - h = o  

n'aient pas de racine darts le cercle I ~ I < R .  Alors, darts le eerele I~I<eR, 
( o < e < 0 ,  on a 

I.fl < s~ (ao--Co, bo--eo, a, M). 

Si on suppose que la fonction h est la constante z~ro, on retrouve un thdor~me 

dfi ~ M. VALI~ON. 1 

On obtient un th6or~me analogue en supposant que les fonctions g e t  h ne 

prennent  pas plus de p lois la valeur z6ro, ni plus de q fois la valeur un dans 

le cercle (C) et que l 'on air fix6, si p_<q, les valeurs des coefficients 

b0, bl . . . .  ,bp; c0, c l , . . . , c p ,  

avec bo--Co4=O. Plus g6ndralement, supposons que les fonctions g e t  h forment  

des familles normales et que les 6quations 

f - - g = o ,  f - - h = o  

aient  respectivement, p ou q rucines au plus, dans le cercle (C). Dans le cercle 

(C r les fonctions g--h out  r zdros au plus, en supposant toujours bo--Co*O. 
Les fonctions 

Compl~ments aux th~oremes de Picard-Borel. (Comptes-Rendus des sdances de l'Acaddmie 
des Sciences de Paris, t. I79, p. 74 o, 1924.) 
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sont mdromorphes dans ce cercle: elles ne prennent  pas plus de p fois la valeur 

un,  ni plus de q fois la valeur z~ro, ni plus de r fois la valeur infinie. Elles 

forment  donc une famiUe quasi-normale dont l 'ordre est ~gal au nombre moyen 

de la suite p .  q, r .  1 Si p ~ q ,  cet ordre est toujours infdrieur ou dgal s q. Par  

consequent, en fixant les q +  I premiers coefficient~ ~'o, 71, ~'~, . . . ,  7q du ddveloppe- 

ment  de ~,  les fonctions limites seront routes des fonctions m~romorphes, distinc- 

tes de la constante infinie. ~ Ces coeffcients  seront fixgs, si l 'on fixe les diffgrences 

ao--bo, al--bl, . . . ,  aq--bq; ao~Co,  a l - - e l ,  . . . ,  aq--Vq.  En reprenant  le r~isonne- 

ment  precedent et en l 'appliquant s une suite d'entiers ~k telle que les suites 

g,k, h,k, ~-k convergent vers les fonctions g*, h*, ~*, les deux premieres holo- 

morphes et la troisi~me m4romorphe darts le cercle (C'), on d4montrera que la 

suite f 'k  converge uniform~ment dans (Cv'). I1 suffit, en effet, de choisir un cercle 

(C[) dont  la circ0nf6rence ne contienne aucun zdro de g * - - h *  ni aucun point 

irr~gulier de la suite quasi-normale C-k" La  suite f ~  converge uniform~ment sur 

la circonf~rence de (C'x), donc aussi ~ l ' int~rieur;  comme (6~) est aussi voisin qu'on 

le veut de (C') et que (C') est aussi voisin qu'on le veut de (C), la famille des 

fonctions f est normale et bornde dans (C). Pa r  exemple, si ] g ] --< M,  ] h ] ~ M, 

on aura 

Ifl~ O(ao-eo, a l - - e  x . . . .  , aq--eq;  bo--eo,  b x - e l ,  . . . ,  bq--Cq, M, O, R) 

lorsque I z ] _< O R .  

14. Voici main tenant  une extension aux fonctions mdromorphes des r~sul- 

ta ts  obtenus au paragraphe 9. Soient 

f -~ ao + aa z + .  �9 �9 + an z" + �9 �9 

g = b o  + b ~ z +  ""  + b , , z " +  "" ,  

h-~co + c l z  + " '  + c , z " +  " " ,  

k = d o  + dl z + . . .  + d,, z"  + " " , 

quatre fonctions m~romorphes darts le cercle (C) [] z] < 1~] et relies que les ~quations 

i p. MONTEL, Sur les familles quasi-normales de fonctions analytiques (Bulletin de la Socidtd 

Mathdmatique de France, t. LII, 1924, p. m7). 
Loc. cir. ~ la note pr~c~dente, p. IO 9. 
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f - - g = o ,  f - - h = o ,  f - - k = o ,  g - - h = o ,  g - - k = o ,  h - - I t - o ,  

n'aient aucune racine dans (C); en d'autres termes, le d6terminant de Van der Monde 

L/(f ,  g, h, k)----- f '  g '  h' k ~ 

f 8  gS h s k8 

ne s'annule pas dans (C). Nous allons montrer que R a une limite sup6rieure 

ne d6pendant que des deux premiers coefficients des fonctions, sauf dans un cas 

exceptionnel. Dans ce cas, la limite /~ pourra ddpendre d'autres coefficients des 

dgveloppements jusqu'~, un rang ddterming. Le seul cas off les quatre fonctions 

m6romorphes peuvent exister dans tout le plan sans que deux d'entre elles 

deviennent ggales est ceIui off le rapport anharmonique de ces quatre fonctions 

est constant. Consid~rons en effet la fonction 

9(z)  = ( f ,  g, h, k ) =  f - - h  f - - k .  
g - - h : g - - k '  

cette fonction est holomorphe dans le cercle (C) off elle ne prend ni la valeur 

z~ro, ni la valeur un. I1 faut remarquer que deux des fonctions ne peuvent 

admeWrre le m~me pSle, sinon elles seraient ~gales en ce point. On a donc, dans 

le cercle (C), 

qD(z):ro + ~, l z + . . . �9 

On sait que le rayon R ne peut d4passer la limite 

dans laqueUe les letfres ont la m~me signification qu'au paragraphe 9. Or, 

a ~ _ ~  bo-- Co 
Y0= ~ (o) =(a0, bo, Co, d0)= : . . . .  , 

bo--d  o 

Un calcul facile donne 

D 
qp' ( z ) -  (g--h)" ( f - k )  ~ 

avec 

7,=~'(o). 
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donc 

en posant 

I I I I I 
f g h k  

D =  f f  g~ h ~ k ~ , 

f ' g ' h ' k '  

d'au~re par~, on peu~ prendre 

alors 

9"(o) : (bo__Co)~(ao_do)2 , 

~ , = D ( o )  = 

I I I I 

ao bo Co do 
9 

ao bo Co do 

al b~ e~ da 

e.~-- ea = (a o - -  bo) (Co-, do), 

ea - -  ei -~- (bo-- Co) (ao-- do), 

e i -  e~= (Co-- ao) (bo-- do), 

R :-- 2 Q ](ao--bo)(a o -  Co)(a o -  d o) (bo--Co)(bo--do)(Co--do)] 

ou, en 6crivun~ 

z ]A~] 

I I I I 

ao bo So do 
d =  

2 2 2 2 
ao bo Co do 

8 8 $ 3 
ao bo co do 

d'ofi le ~h6orgme: 

E t a n t  d o nees  quatre fonetions: 

f =  a o + a l z + ' " ,  

g =  b o + b~z + . . . ,  

h = c o  + e~z+ ...  , 

k ~  do + d , z +  :. . .  

Ht=}=O , 
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il existe un nombre 1~ ne d$pendant que des diff&'ences des hombres ao, bo, co, do et 

des diffdrenees des hombres ai, bl, e~, d l ,  tel que, ~ l'intdrieur d'un cerele de centre 

origine et derayonsup~rieur~ 2 Q [ ~  I 
m m 

- - -  , ou bien l'une des fonctiona eesse d'etre 
I z / I  

mdromorphe, ou bien deux des quatre fonctiona au mains sont dgales en un point. 

Si les fonetions g, h, k sont des eonstantes diffdrentes bo, co, do, on retrouve 

un th~or~me elassique eorrespondant s l'hypoth~se al=Vo. 

Dans le eas off J~ est nul, 71 est nul; soit alors 7, le premier coefficient 

qui n'est pas nul: on obtient pour R,  eomme au w 9, une limite supdrieure dont 

l'expression eontient les n +  1 premiers coefficients de eha~ue fonetion. 

11 n'y a pas de limRe pour R lorsque t o u s l e s  coefficients ~'n sont nuls. 

Dans ee eas, ~0(z) est nne eons~nte. Le cas d'exception correspond aux systkrnes 

de: quatre fonetions m~romorphes dont le rapport anharmonique est constant. Dans 

les autres eas, on vdrifie aisdment que la limite supdrieure de R peut ~tre atteinte 

pour eertains syst~mes de quatre fonetions. 

15. On peut varier de bien des mani~res les hypotheses qui entrainent 

l'existenee du nombre R.  Donnons-nous par exemple les valeurs ao, bo, eo, do 

des fonetions au point z--~o, et leurs valeurs a0', bo', Co', do' en un autre point z o. 

Si les rapports anharmoniques (ao, bo, Co, do) et (ao', bo', co', do') sont diffdrents, il 

exis~e nne limite R ne ddpendant que des nombres Zo, ao, bo, Co, do, ao', bo', Co', do'. 

En effet, la fonetion r prend des valeurs diffdrentes aux points o e t  Zo. On 

salt que, dans ee eas, il existe une limite sup~rieure pour le rayon du eerele darts 

lequel eette fonetion est holomorphe et diffdrente de zdro et de un. Done: 

Etant donn~es quatre fonctions prenant des valeurs fixes en deux paints P e t  Q telles 

que le rapport anharmonique des valeurs en P soit diffdrent du rapport anha~vnonique 

des valeurs en Q, il existe un hombre R ne ddpendant que de la diffdrence des 

affixes des points P et Q et des differences des valeurs donndes en chaque point, tel 

que, dana tout eerele de centre origine et de rayon sup~rieur ~ R,  ou bien une des 

fonctiona cesse d'etre m~romo~The, ou bien deux fonetiona deviennent dgales. 

CHAPITRE III .  

Sur les couples de fonetlons mbromorphes v~riflant une relation alg~brique. 

16. Consid~rons une relation alg~brique 

F(x, y)=o 
19--2661. Acta ma~hem~/ca. 49. Imprim$ le 15 avril 1926. 
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de genre p, et soit (a0, bo) un point ordinaire de la surface de Riemann corres- 

pondante. Supposons que l'on air r6solu la relation au moyen des deux fonctions 

x=f(z)=ao+at + ..-, 

y-~g(z) ~bo + bt z + "" 

m6romorphes dans le cercle (60, I z ] < R, on a 

j~tao 
F(ao, bo)=O, b t = - -  al F '  ; 

bo 

nous dirons que les deux fonctions f (z) ,  g(z) uniformisent la relation pour le cercle 

(C) ou encore qu'eUes f o m e n t  un couple unifolanisant pour le cercle (C). 

M. E. PICARD a d6montr6 au sujet des couples d'uniformisation line pro- 

position fondamentale relative au cas off le genre p est sup6rieur ~ l'unitgt: il 

existe alors un hombre /?, ne d6pendant que de ao et at tel que, g l'int6rieur de 

tout cercle de rayon sup6rieur g R, line des deux fonctions x et y au moins 

cesse d'6tre m6romorphe. 

l~ppelous bri~vement la d6monstration. Lorsque le genre est plus grand 

que un, on peut exprimer x et y eomme fonctions m6romorphes d'un pamm~tre 

u dont le module ne d6passe pas l'unit6. Un domaine limit6 par des arcs de 

cercles et contenu ~ u t  entier dans le cercle [u[_< I correspond point par point 

s la surface de Riemann d6finie par la relation alg6brique. La fonction u (x, y) 

est holomorphe en chaque point x, y de cette surface et ses diff6rentes d6ter- 

minations se d6duisent de l'une d'elles par des transformations homographiques. 

Si, dans la fonetion u(x, y), nous remplaqons x et y pax les fonctions f(z)  et 

g(z), nous obtenons tree fonction 

u(z)=u[f(z) ,  g(z)] 

holomorphe autonr de chaque point du eercle (C). Cette fonetion est done uni- 

forme et holomorphe dans ce cerele et son module reste inf6rieur ~ l'unit6. L a  

famille des fonctions u(z) est une famiUe norma~e dans le cercle (C). Si l'on 

fixe la valeur a0, il en est de m~me de la vMeur 

(o) = .  bo) = 

1 Sur les couples de fonctions uniformes d 'une variable correspondant aux points d 'une 
courbe alg6brique de genre sup6rieur ~ l 'unit6.  (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
t. XXXI I I ,  1912 , pp. I - -5 .  ) Sur les syst~mes de deux fonctions uniformes d 'une variable li~os par  
une relation alg~brique. (Bulletin de la Societd Math6matique de France, t. XL, I912, pp. 2 o I - -  
2o5. Comptes-Rendus des S6ances de l'Ac. des Sc. de Paris, 15 janvier  I912 ). 
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les fonct ions u corresponduntes  f o m e n t  une famille normale et  bornde. Si l 'on 

fixe aussi la valeur  a~ supposd non nuUe, on a 

D F) 
u,=.'(o)= F D( 0, b0).o. 

On en d6dLfit, par  un ra isonnement  cla~sique, que le rayon  R ne peug d6passer 

I ~ (a0) 
la limi~e l u l l - -  ] a , ] '  /2 ~tant un nombre posRif fonct ion de a 0 seul. On peut  

aussi remarquer  que les fonct ions u(z) f o m a n t  une famiUe normale,  il en est 

de mSme des fonct ions 

y 

qui f o m e n t  un  syst~me de fonc t ions  mgromorphes.  Si r o n  fixe a o et al~=o, la 

famille n o m a l e  des fonct ions f ( z )  correspondantes  mont re  que le r ayon  R est 

~(ao) , born6 par  une limite de la forme f ~ - .  

On peut  assujet t i r  les fonetions f ( z ) ,  g(z) s d 'autres  eondit ions:  supposons 

par  exemple que ees fonetions fassent  correspondre s deux vMeurs fixes de z, 

o et z o + o  , deux points distinets (ao, be) et (ao'i be') de la surfaee de Riemann.  

Nous supposons que ce sent  des points ordinaires.  La  fonct ion u(z) prendra  ici 

pour  z : o ,  et z : z  o deux valeurs diff~rentes u(a o, be) et  u(ao', be'); comme la 

famille des u(z) est une famille normale dans (C), on en d6duit  que R a une 

limite sup6rieure ne d6pendant  que de Zo, ao, ao'. 

Lorsque les coefficients de f (z )  et de g(z) son~ arbitraires,  les eouples uni- 

f o m i s a n t s  pour  tm cercle (C) f e rmen t  toujours  tree famille normale eomplexe de 

fonctions m6romorphes.  On en d6duit, comme l 'a montr6 M. PIOARD, que le 

th6or6me de M. VITAL1 ~ s 'applique s cet te  famiUe eomplexe: la eonvergenee d 'une 

suite infinie de syst~mes f, , ,  g~ en une infinit~ de po in~  ayan t  au moins un 

point  limRe s l ' intdrieur  de (C) en tmlne  la convergence uniforme de cet te  suite 

dans l ' intdrieur de (C~. On pourrai~ aussi ~tendre s cet te  famille complexe le 

thdor~me de M. BLASCHKE s relat i f  au cas off les points limites des points de 

x p. ~[ONTEL, Sur les familles normales de fonctions analytiques (Ann. sc. de l'Ecole A T o r  - 

male Supdrieure, t. 33, s. 3, I916, P. 295). 
Sopra le serie di funzioni analitiche (Rendiconti del R. 1st. Lombardo, s. 2, t. XXXVI, 

I9O3, p. 772); (Annali di Mate. pura ed Applicata, s. 3, t. X, 19o4, p. 73). 
8 Eine Erweiterung des Satzes yon Vitali tiber Folgen analytischer Funktionen (Berichte der 

MatJ~. _Phys. Klasse der Sdchsischen Gesellschaft der Wiss. zu Leipzig, Bd. LXVII, pp. I94--2oo, 1915). 
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convergence sont tous sur la circonf~rence (C). II suffit de remarquer que la 

suite correspondante des fonctions holomorphes et born6es u , , ( z ) converge  uni- 

formdment dans ce cercle, c'es~-s dans le domaine fermd formd par un cercle 

concentrique quelconque, intdrieur au premier. 

Les rdsultats prdc~dents supposent essentiellement que le genre de la rela- 

tion alg~briquc soit sup~rieur s l'unit~. Lorsque le genre est ~gal ~ un, x et y 

peuvent ~tre repr~sent~ s par des fonctions d'un param~tre u, mdromorphes dans 

tout le plan ponctu~, c'est-s en tout point 's distance finie: x et y sont des 

fonctions doublement pgriodiques de u. Lorsque le genre est ~gal s z~ro, x et y 

peuvent ~tre repr~sent~s par des fonctions de u, m~romorphes dans le plan non 

ponctud, c'est-s par des fonctions rationnelles. Nous allons voir qu'il est 

alors ndcessaire d'introduire des couples de valeurs exceptionnelles pour les couples 

de fonctions uniformisantes si l'on veut obtenir des r~sult~ts correspondant aux 

th~or~mes ~tablis lorsque le genre est plus grand que un. 

17. Supposons d'abord que la relation soi~ de genre un,  Les fonctions 

x = f ( z ) = a o  + a, z + . . .  

y=-g(z )=bo  + bl z + ""  

v~rifient la relation alg~brique lorsque z est int~rieur au cercle (C), I z I < R.  Nous 

supposons en outre que, lorsque z e s t  int6rieur s (C), le point (x, y) ne coincide 

jamais avec un point d~termind (a, b) de la surface de Riemann. Nous dirons 

que (a, b) est un point exceptionnel pour le couple. 

La relation peut 8ire rdsolue au moyen de fonctions doublement p~riodiques 

d'un paramStre u de telle sorte qu'un parall41ogramme des p~riodes corresponde 

point par point s la surface de Riemann. Soit Uo une valeur de u correspondant 

au point (a, b); les autres s'en d~duisent~par l'addition d'une p~riode, u (x, y) cst 

holomorphe en tout point de la surface de Riemann; la fonction 

u(z) = u If(z), g (z)] 

est holomorphe dans le cercle (C) oh elle ne prend ni la valeur u0, ni une valeur 

ut diff~rant de la premigre par une pgriode. La famille des fonctions u(z) est 

une famille normale; il en est de mgme des famiUes des fonctions f(z),  g(z) qui 

torment une famille complexe normale dans (C). Si l'on fixe a 0 et al~=o, on en 

d~duit comme pr~c6demment une limite supdrieure pour R,  ne ddpendant que 

de~0~ al, a~ b. 
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17 existe un hombre B o ne ddpendant que de ao, a~, a, b, tel que, dans tout 

cercle de centre origine et de rayon sup6rieur ~ R o, ou bien l'une des fonctions x 

et y e~se d'etre mdromorphe, ou bien le point  (x, y) coincide avec le point  (a, b). 

En particulier, on peut faire l'hypoth~se que f ( z ) n e  prenne jamais une 

valeur particuli~re fixe a que l'on peut, en effectuant au besoin une trunsforma~ 

tion homogruphique sur x, supposer ~tre la valeur infinie; la fonction f ( z )  est 

alors holomorphe dans le cercle (C): 17 existe un hombre R'o ne ddpendant que de 

a o e t  de a~ tel que, duns tout cercle de centre origine et de rayon supdrieur d R : ,  

ou bien x cesse d'etre holomorphe, ou bien y cesse d'etre mdromorphe. 

18. Supposons maintenant que le point (x, y) puisse coincider un nombre 

fini de fois avec un point d6termin6 (a, b) de la surface de Riemann mais que 

cela be puisse p a s s e  produire plus de ]c lois. Soient 

U 0 ,  U l ,  U2 ,  . . . Uk~ g / k + l ,  

k +  2 valeurs de u, diff6rant deux ~. deux par des p6riodes, et correspondant 

ce point (a, b). Aucune fonction u(z) ne peu~ prendre plus de ib de ces valeurs 

lorsque z e s t  duns le cercle (C). I1 y a au moins deux valeurs de la suite que 

la fonction ne prend pas. Soit alors une suite infinie de fonctions u(z); il y a 

deux valeurs particuli~res de la suite u' et u" qui sont exceptionnelles pour une 

suite infinie u,,(z) extraite de la premiere puisque le nombre des couples de valeurs 

choisies dans la suite %, u l , . . ,  uk+l est fini. La suite u~,(z) est alors normale. 

Done, la famille des u(z) est normale et les rgsultats du paragraphe pr6c6dent 

sont applicables. 

17 existe un hombre Rk, ne d~pendant que.de ao, al, a, b, tel que, ~ l'intdrieur 

de tout cercle de centre origine et de rayon s u p d r ~ r  ~ Rk, ou bien l'une des fone- 

tions x et y cesse d'etre m6romorphe, ou bien le point  (x, y) passe plus de k fo is  par  

le point (a, b). 

11 existe un hombre R'k, ne dgoendant que de a o e t  al, tel que, 5 l'intdrieur 

d e  tout cercle de centre origine et de rayon sup$rieur 5 Ir k, ou bien la fonction x 

a plus de lc p61es, ou bien la fonction y cesse d'Otre mdromo~The. 

Bien entendu, au lieu de fixer les valeurs a o et ai, on peut assujettir les 

fonctions f ( z )  et g (z) ~ la condition que le point (x, y) coincide, pour z = o ,  avec 

le point (ao, bo) et, pour ~ = z 0 ~ o  avec un autre point (ao', bo') de la surface de 

Riemann. 

Enfin, dans les conditions pr~c6dentes, la famille complexe f ( z ) ,  g(z) 6t~nt 
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normale, on peut ~tendre les th~or~mes de ]K. Vitali et de M. Blaschke aux 

suites infinies de ces syst~mes. 

19. Supposons maintenant que la relation alg6brique soit de genre z6ro. 

On peut exprimer x et y e n  fonctions rationnelles d'un param~tre u et le plan 

des u tout entier correspond point par point s la surface de Riemann. La fonc- 

tion uIx,  y) est rationnelle, la fonction u(z) m6romorphe dans le cercle (C). I1 

faut  introduire ici trois points exceptionnels (a, b), (a', b'), (a", b~'); alors, la 

fonction u(z) ne prend aucune des valeurs Uo, U'o, Uo qui correspondent ~ ces 

points et on obtient une limite sup~rieure pour le rayon R. 

I1 existe un hombre 1~ o n e  dgpendant que de a, b, a', b', a", b", a o, a I tel que, 

d l'int~rieur de tout cercle de oentre origine et de rayon supkrieur 5 Ro, ou bien 

l'une des fonctions x ou y cessc d'etre m~romorphe, ou bien le point  (x, y) coincide 

avec l'un des points (a, b), (a', b'), (a", b"). 

On peut aussi supposer que, dans le cercle (C), le point (x, y) ne passe pas 

plus de p fois par le point (a, b), ni plus de q fois par le point (a', b'), ni plus 

de r fois par le point (a", b") avec p~q<--r .  Dans ce cas, la famille des fonc- 

tions u(z) est quasi-normale dans le cercle (C)et il faut fixer s e s p + q + 2  premiers 

coefficients pour que R air une limite sup~rieure. Cela revient ?~ fixer les 

coefficients a0, ax, . . ,  ap+q+L de x----f (z); et le hombre R ddpend ici de p, q, k et de 

ces p + q + 2  coefficients. II est ndcessaire en outre que ces coefficients n'appar- 

tiennent pas ~. une fraction rationnelle de z, afin que u(z) ne puisse ~tre une 

fraction rationnelle. Cela exige qu'un d~terminant J form~ avec les coefficients 

a0, ax . . . .  , ap+q+x soit different de z~ro. ~ 

Ici encore, on peut modifier beaucoup la nature des conditions impos~es ?~ 

f ( z )  et ~tendre les th~or~mes relatifs aux suites convergentes. 

0. 

CHAPITRE IV. 

Les involutions exceptionneiles des fonctions alg~broldes. 

Etant  donn~es deux ~quations du second degr~ 

u ~ + f ~ u + f , = o ,  

~2 u 2 -  2 ~ u + ).o=O, 

i PAUL MONTEL, Sur les families quasi-normales de fonctions analytiques (Bulletin de la 
SocidtZ Math~matique de France, t. LII, I924, p. IX2). 
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on salt que les racines u~ et uz de la premiere sent conjugu6es par rappor~ aux 

racines a, b de la seconde lorsque 

Xo',~ 4 f t  + 4 f i , = o ;  

l es  racines v6rifient alors la relation (ul, u,, a, b)-~--I  ou 

que nous 6crivons 

(ul--a)  (u,--b) + (u,--b) (u,--a)----o, 

(u,--a) (,,,-b)--o, 

6t~nt entendu que la somme es t  relative aux deux permutations a, b et b, a des 

racines de la 2 e 6quation ou aux deux permutations des racines de la premiere. 

On (lit aussi que les nombres u~, u~ appartiennent s l'involution dent les nombres 

doubles sent a, b ou encore que le couple (u~, u~) est en involution avec le couple 

(a, b). La disposition des quatre points du plan dent les affxes sent u~, u2, a, b 

est bien connue. En particuHer, tout cercle contenant les deux points d'un 

couple contient au moins un point de rautre  couple. 

Plus g6n6ralement, consid6rons deux ~quations de degr6 v 

F(u)=u" +Z u ' - '  +A u'-" + . . .  +/ , - -o ,  

L u ' - - C ~ L - l u ' - ~ + C ~ L - ~ u ' - 2 +  " + ( -  0"~o=O, 

les nombres ~ 6rant les coefficients du d6veloppement de la puissance v t~me d'un 

binome. Nous dirons que les racines u l , u  ~ . . . .  u,  de la premiere et les racines 

a, b, e . . . .  l de la seconde sent en involution lorsque 

(u,-a) (u,-b)... (~,-~)=o, 

la somme gt~nt 6tendue aux v! permutations des hombres a, b, . . . ,  1 ou aux v! 

permutations des nombres u~, u ~ , . . . ,  u,. Cette condition s'exprime ais6ment au 

moyen des coefficients des 6quations, puisque le premier membre est une fonction 

sym6trique des racines de chaque 6quation, on obtient ainsi 

4 + 4 f ~ + 4 ~ +  +Lf,=o. 

Si l'on marque les points du plan dent les affixes sent les racines des deux 

6quations, une des proprMt~s gdom6tr~ques d'un syst~me de quatre points en 
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involution est encore vraie: tout domaine circulaire contenant les points de l 'un 

des groupes contient au moins un point de l 'autre groupe. ~ 

On retrouve la m~me condition lorsqu'on veut exprimer que le polynome 

F ( u )  peut se mettre sous la forme d'une somme de puissances ~ '  des binomes 

relatifs aux racines a, b, . . . ,  l du second polynome. 

F (u)----A (u-- a)" + B (u-- b)" + . . .  + L (u-- l)', 

A, B . . . .  , L ~tant des constantes. Pour que cette identit~ soit possible, il faut  

que les syst&mes de racines soient en involution, c'est4-dire que l'on air 

~o + z, f l  + Z.~f~ + . .  + ;~,f,~-o. 

Nous avons supposd dans ce qui prdc~de que les nombre a, b , . . . ,  1 ~aient  distincts. 

Dans le cas des rucines multiples, il faun, dans la somme ~ ,  r~p~ter les ~ermes 

~gaux a u g h t  de lois qu'ils se pr~sentaient quand les racines dtaient distinctes. 

Si a est racine d'ordre de muRiplicitg a, le terme 

(u , - -a)  (us--a)  . . .  (u,~--a) (u,~+l--b) . . .  (u,,--1) 

dolt ~ re  r~pg~6 a! lois. 

De m~me, la representation de F ( u )  au moyen d'une somme de puissances 

de binomes doit ~tre modifi~e; il faut ~crire 

F ( u ) ~ A ( u - - a ) "  + B ( u - - a ) ' - l  + ... + H ( u - - a )  "-"~I  + K ( u - - b ) "  § ... § L ( u - - l ) ' ,  

lorsque la racine a a l'ordre de multiplicit~ a. 

En particulier, si tons les hombres a, b, c , . . . ,  1 sont dgaux, la relation 

d'involution devient 

�9 ! ( u , - - a ) ( u , - - a ) . . .  (u , - -a )~-o ,  

elle exprime que a est racine de F(u); d'ailleurs dans ce cas, ce polynome se met 

sous la forme 

.F(u)-~--A (u--a)"  + B ( u - - a )  "-1 + . . .  + L ( u - - a ) .  

Enfin, il peut arriver que cer~ains des hombres a, b, c . . . .  , 1 soien~ infinis. I1 

sufit de supprimer les binomes correspondants duns la somme ~ ou dans la 

reprdsentation de ~'(u) au moyen de puissances ~ e , .  La condition 

1 G. SZE(~i~, B e m e r k u n g e n  zu  e i n e m  S a t z  y o n  J . H .  G r a c e  (Mathematische Zeilschrift, 1922 , p. 29). 
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4 + ~ f ~ +  ... + L f , = o  

donneru la nouveUe condition en supposunt nuls les derniers coefficients gl. On 

v6rifie ais6ment ce r6sultat soit par un passage s la limite, soit par un calcul 

direct. 

21. On dit qu'une fonction multiforme u(z) ~ v d6terminations est alg6broide 

enti~re dans un domaine (D) lorsque les v d6terminations ul, u z , . . ,  u, de cette 

fonction correspondant k un point z de ce domaine v6rifient une 6quation 

F(z, u)~u" + f~ (z) u ' - '  +. . .  + f , (z )=o 

dont les coefficients j~(z) sont holomorphes dans le domaine ouvert (D). Si ce 

domaine eomprend le plan tout entier, on dit que u(z) est une fonction alg6broide 

enti~re. Soit une 6quation de degr6 v ~ coefficients constants 

4 u ' - - C ; 4 u ' - ~ +  62 4 u ' -2+  ... +(--1)'L----o, 

dont les racines, distinctes ou non, sont a, b , . . . ,  1. Les valeurs de z pour les- 

quelles les d6terminations ul, u 2 , . . . ,  u~ de lu fonction u(z)sont en involution par 

rapport aux nombres a, b, . . . ,  1 sont donn6es par l'6quation 

Lorsque cette 6quation n'a qu'un nomhre fini de racines duns le domaine (D), 
nous dirons que l'involution est exceptionnelle duns ce domaine ou que le syst~me 
(a, b, . . . ,  l) est exceptionnel duns le domaine. En particulier, dire que (a, a, . . . ,  a) 

est un syst~me exceptionnel duns le domaine (D) revient s dire que a est une 

vuleur exceptionnelle pour u(z) dans ce domaine. On voit que, ~ route involu- 

tion exceptionnelle pour l'alg6broi'de u(z) correspond une combinaison exception- 

nelle pour le sys~me des v fonctions holomorphes fl(z), f~(z) , . . . , f , (z ) .  Si on 

remplace le syst~me f~, f2, . . - ,  f ,  par un syst~me gl, g~, . - . ,  g, de la m6me classe, 

nous suvons que le hombre des combinaisons exceptionnelles demeure le m6me. 1 

Nous dirons que deux alg6broides d6finies dans le domaine (D) sont de la m6me 

clusse lorsque les syst~mes des coefficients des 6quations qui les d6finissent sont 

deux syst~mes de m6me classe. Une classe d'alg6bro~des ~ v d6terminations est 

obtenue '~ partir de l'une d'elles, en fuisant sur les coefficients de l'6quation qui 

1 Pour les combinaisons exceptionnelles du premier type, on doit supposer que ce sont des 
formes lin~aires ind6pendantes, car toute combinaison du premier degr6 de plusieurs combinaisons 
exeeptionnelles du premier type est encore une combinaison exceptionnelle du m~me type. 

20--2661. Acta ~themat ica .  49. Imprim~ le 16 avril 1926. 
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lu ddfinit une substitution lin6uire rdversible quelconque s coefficients constants. 

Nous ullons voir que les involutions exceptionnelles ]ouent, par rapport nux fonc- 

tions multiformes, un r61e sembluble s celui que jouent les vuleurs excgptionnelles 

par rapport uux fonctions uniformes. 

29.. Supposons que les fonctions f ~ , f 2 , . . - , f , ,  soient des fonctions enti~res 

de z e t que le domuine (D) comprenne tout le plan. Nous supposons aussi que 

ces fonctions ne soient pus routes des polynomes, c'est-s que u(z) n'est pus 

une fonction ulgdbrique. 

Puisque, s chuque involution exceptionnelle correspond une combiuuison excep- 

tionneUe pour le syst~me f~, f s , . . . , f , ,  il suffit de nous reporter uux rdsultuts du 

w 2 pour obtenir lu proposition suivunte duns luquelle l'expression ~,involutions 

exceptionnelies distinctes,~ signifie ,'involutions correspondant b. des combin~isons 

distinctes,~. 

Thdor~me. Le ~ombre des involutions exceptionnelles d'une fonction algdbroide 

enti~re ne peut d@asser 2v- - I ,  v dg_n'gnant le nornbre des ddterminations de cette 

fonction. I1 ne peut exister plus de v - - l  involutions exceptionneUes distinctes du 

premier type, ni plus de v involutions exeeptionnelles distinctes du second type. 

En purticulier, il pent arriver que certuines de ces involutions correspondent 

des groupes (a, b , . . . ,  l) dont tout les termes sont 6gaux; duns ce cus, lu vuleur 

a est une vuleur exceptionnelle uu sens hubituel de ce mot. On volt que le 

hombre maximum des valeurs exceptionnelles est 2v - -h - - I ,  en d6signunt par hle 

nombre des involutions exceptionnelles. 1 S'il n y u pus d'involutions ordinuires, 

le nombre maximum des valeurs exceptionnelles est 2v--I :  il n'y u pus besoin 

d'ujouter duns ce cus que les involutions soient distinctes, car tousles  ddterminants 

sont des ddterminsnts de Van der Monde diffdrents de zdro. Nous retrouvons 

ainsi un th6or~me ddmontr6 par M. R~MOUNDOS. ~ Mais on volt en m~me temps qu'il 

n'y a pas lieu de distinguer entre les valeurs exceptionneUes et les involutions 

exceptionnelles. Pour toutes les algdbroi'des d'une m~rne classe, le hombre des involu- 

tions exceptionnelles distinctes est le m~me. Si pour l'une d'elles se prdsentent des 

i IJ~ v~|eur infinie n'est pus eompt~e eomme valeur exceptionnelle. 

2 Sur les zdros d'une classe de fonctions transcendantes (Annales de la Facultd des Sciences 
de Toulouse 2 e s. t. VIII, 19o3). Rdcemment, M. VAROPOULOS a compldtd ce thdor6me en montrant 

que le hombre maximum de valeurs exceptionnelles est v+h, h ddsignant le nombre des relations 

lindaires distinctes tt coefficients constants entre lea fonctions fi: Sur le nombre des valeurs excep- 
tionnelles des fonetions multiformes (Comptes Rendus t. 177, p. 3o6, 1923; Bulletin de la Socidtd 
Math. de France t. LIII, 1925, p. 23--34 ). 
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valeurs exceptionneiies proprement  dites, ces vateurs ne sont plus exceptionnelles, 

en g~ndral, pour une autre alg~broide de la classe et donnent  lieu '~ des involu- 

tions exceptionnelles or'dinaires. 

Le hombre maximum 2~--I  peut ~tre atteint,  comme le montre l '~quation 

(u) + (u)--o, 

dans laquelle P ,  et Q,-1 sont des polynomes de degr6 ~ et ~- - I  dont routes les 

racines sont distinctes et n ' ayan t  aucune racine commune. Dans ce cas particu- 

Her, routes les alg~broides de la classe dgfinie par l 'algdbroide pr~c~dente ont  2 ~-- i 

valeurs exceptionnelles. 

23. Nous aUons main tenant  dgfinir l 'ordre d 'une valeur exceptionnelle. Nous 

dirons qu'un nombre a est une valeur exceptionnelle d'ordre a lorsque cette valeur 

a est exceptionneUe pour les alg~broides d~finies au moyen de 

On peut dire encore que le polynome F (z ,  u) est en involution avec les polynomes 

(u-a)', (u--a)'-',..., ( u - - a ) ' - ~  

ou encore que le syst~me (ul, u ~ , . . . ,  m) est en involution avec les a syst~mes 

(a, a, a, . . . ,  ~), (oo, a, a , . . . ,  a), (oo, oo, a , . . . ,  a ) , . . . .  

En par~iculier, une valeur exceptionnelle d'ordre ~ se t rudui t  par ~ combinaisons 

exceplbionnelles entre les fonctions f l ,  f~ . . . .  , f ,  forman~ un  r tr iangulaire.  

Lorsqu'une alg~broide aclmet des valeurs exceptionnelles a, b , . . . ,  l d 'ordres 

respectifs a, ~/ . . . .  , ~ avec la condition a + ~ / +  ... ~ - s  les u combinaisons excep- 

tionnelles sont distinctes, car le d ~ e r m i n a n t  des coefficients est ~gal s un produit  

de puissances des differences a - - b ,  a - - c , . . . ,  k - -1 .  Lorsque la somme des ordres 

de multiplicitd d~passe ~, ~ combinaisons exceptionnelles ne sont pas n~cessaire- 

merit toujours distinctes quand les nombres a, b , .  : . ,  l v~rifient des relations par- 

ticuli~res. Consid5rons par  exemple l 'alg~broide d~finie pa r l '~quation 

u ' + A  

et supposons qu'elle a~lmette a comme valeur exceptionnelle d 'ordre 2, b e t  c 

comme valeurs exceptionnelles d'ordre un; nous aurons les combinaisons excep- 

tionnelles 
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2a+f l "  , 

b+f , 

c~ + f~ c+ f~; 

les trois derni~res seront distinct~s si 2 a - - b - - c  n'est pas nul; elles ne seront pus 

b+c  
distinetes lorsque a =  - - ;  par exemple, l'algdbroide u s + u e ~ -  I ~ o  admet o comme 

2 

valeur exceptionneUe d'ordre deux, I et - - I  eomme vMeurs exceptionnelles d'ordre 

un. Dans le cas off les valeurs exceptionnelles d'ordre de multiplicit~ supdrieurs 

�9 s un donnent lieu s des combinaisons exceptionneUes distinctes lorsqu'on prend 

ou u+ I d'entre elles, on peut dire que la somme des ordres de multiplicit~ des 

valeurs exceptionnelles ne peut  d6passer 2 ~ I .  

24. Lorsque ron  a une famille de fonctions alg6broides d'ordre ~, les coeffi- 

cients forment une famille de sysf~mes de u fonct ionsf l  , f ~ , . .  . , f , .  Si la famille 

des syst~mes est normale et born~e dans le domaine (D) considgrd, de route suite 

infinie de syst~mes, on peut extraire une suite partielle convergeant uniformdment 

vers un syst~me de �9 fonctions 
$ $ $ 

f, , f , , . . . , f ,  

born6es dans le domaine (D); consid6rons la fonction alg6broide u* d'ordre v d6- 

finie par l'6quation : 

u"+f* u * ' - I + .  +f*=o.  

�9 * U* Pour une valeur d6termin6e de z, cette fonetion a v valeurs u, ,  u : , . . . ,  , et 

ces valeurs sont les limites des valeurs prises au m~me point z par les alg6broides 

dont la suite correspond s la suite convergente des syst~mes f~,f~, . . . , f~ :  c'est 

une cons6quence imm6diate du thdor~me sur la continuit6 des racines d'une ~qua- 

tion alg~brique. La convergence est d'ailleurs uniforme autour de chaque point 

z, et par consequent dans tout domaine compl~temeut int~rieur s (D). Nous 

dirons dans ce cus, avec M. RI~MOUI~DOS 1, que la famille des alg~broides est normale 

dans le domaine (D). Par exemple, si les diverses ddterminations de u(z) sont 

borndes dans le domaine, la famiUe est normale. 

Lorsque la famille complexe n'est pus born~e, elle peut ~tre normale sans 

i Sur  les families de fonctions mul t i formes  adme t t an t  des valeurs  exceptionnelles dans un  

domaine (Acta Math., t. 37, 1914 p. 241--3oo); Sur  les famiIles et Ies sdries de fonctions mul t i formes  

dans un  domaine (Annali di Matematica, s. 3, t. X X I I I ,  p. 1--24). 
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que les alg6broides aient une algdbroide limite; et r6ciproquement, les alg6broides 

peuvent avoir une limite sans que la famille complexe soit nm~nale. 

Prenons, par exemple, les alg6broides ddfinies par 

U "~ 2 nz n u +  2 n : O ,  

n 6rant un entier posRif; la famille complexe 

Z : : z n z  n, f ~ = 2  u 

est normale dans le cercle [ z - - I  [< --.I Or, l'alg6broide n'a pas de limite, comme 
2 

I 
on le voR sur l'6quation aux inverses v = -  

tg 7 

De m4me, les alggbroides 

I 
v~+z"v+ ~;~ = o .  

U~ + 2n Zn U + 2 " = 0  

ont pour limite l'infini lorsque [z I <  I; or, dans ce domaine, la famille complexe 

f , ,  ft. n'est pas normale. 

Nous nous bornerons done s l'6tude des familles d'alg6broides qui demeurent 

born6es. Nous avons vu, an w 6, qu'une famille eomplexe f t ,  f~ . . . .  , f ,  est normale 

lorsqu'eUe admet 2v eombinaisons exeeptionnelles formant deux tableaux triangu- 

1aires dont l'6ear~ demeure sup6rieur ~ an nombre posRif flxe. Or, 1'existence d'ane 

valeur exceptionnelle d'ordre v pour l'algdbroide 

~ ' + A  u ' - l +  ' + f , = o  

entralne l'existence de v combinaisons exceptionnelles formant un f~bleau triangu- 

laire. S'il y a deux valeurs excepBionnelles a et b d'ordre de multiplicit6 v, l'6cart 

des deux tableaux triangulaires correspondant sera, pour chaque point z, le plus 

petit module des diff6rences 

F(~, b)--F(~, a), F{~, b ) - G  (z, a), 

I , ~v, I [ ~{,--2} (z,  "{"-~) ., b)--_~, , , -~ (z,  ~[~,(~, b)- ~,{~, a)I,.. (~_~)~ t~,_~ ~)]. 

Fixons: par exemple, les valeurs de f l ,  f ~ , . . . ,  f -  pour z = o ;  soient 
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" f l : a o + a l z +  .. . ,  

fo.-~-bo+b I z + . . . ,  

f , ~ l o  + l~ z.+ ...; 

nous supposerons done fixes les hombres  ao, b o , . . . ,  10. Supposons encore qu'au- 

cune des diff&ences 

F(o ,  b ) - -F(o ,  a)=b" -a ' - b  ao(b ' - l - -a  "-q) + bo (b ' -2 - - a  "-2) + "  + ko (b--a), 

Y (o, b)-- ~(o, a)=v(b ' - l - -a ' -Z)+(v--Z)ao(b ' -~--a ' - '2)+ + 2ho(b-a) ,  

' [F~C_2)2(o,b)_F~-2~(o,a)]_~v( '--I)(b,  a ~ l + ( , _ i ) a o ( b _ a )  
( , , - 2 ) !  I . 2 

�9 ne soit nulle, alors, l 'gcart  des deux tableaux reste sup~rieur g un nombre  fixe. 

�9 On obt ient  ainsi le th~or~me suivant. 

'l"hdor~me. On eonsidbre la famille des algdbroi;des 

F(* ,  U)--~U" q-fl u ' - i q  - '' " + f , = o ,  

ddfinies dans un cerele (C), [ z [ < R  el telles que les ~ d~terminations de u ~ l'origine 

soient fixes. Si  chaque algdbro~de admet les deux valeurs o et I comme valeurs ex- 

ceptionnelles d'ordre v, el si l'&art 5 l'origine des tableaux correspondants n'est pas 

nul, celte famille est normale et born&. Dans le cerele I zl~--OR, on a 

bo , . .  ., lo, O) 

ao, bo, . . . ,  1 o ~tant les valeurs de f l , f ~ , . . . , f ,  pour  z - - o .  

Ce thdor~me eonsti tue une extension aux algdbroides du th~or~me de ~ .  

Sehot tky sur les fonctions uniformes admet t an t  deux valeurs exceptionnelles.  Pours  

v =  z, on re t rouve d'ailleurs le thdor~me de M. Schottky.  La  condit ion que l '~cart en 

un point  part icul ier  reste sup~rieur g uu  nombre positif est indispensable. P a r  exem- 

pie, les algdbroides d~finies par  P ( u ) = e  "~, o6 P(u) est un  polynome de degrd v 

coefficients constants  dour. les ra~ines sont  distinctes, ne fo rment  pas une famille 

normale dans tou t  domaine comprenant  l 'origine:  elles admet ten t  v valeurs excep- 

t ionnelles d 'ordre  ~. 
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Toute famille d'algdbroides de la m6me classe que la famille F est une famille 

normale et born6e. Mais, pbur une famille arbitraire de cett,e classe, il n y aura pas 

en gdngrul deux valeurs exceptionnelles d'ordre ~, mais 2v combinaisons exception- 

nelles pouvunt se rumener, par une substitution lindaire, s deux t,ableaux triangulaires. 

On peat toujours supposer que les valeurs exceptionnelles soient o et i en 

effectuant au besoin sur u une substitution lin6uire. 

Le th6or6me pr6c~dent conduit "~ une proposition formant une extension, aux 

familles d'algdbroides, du th6or6me de M. Landau sur les fonetions uniformes 

admettant deux valeurs exceptionnelles. 

Supposons en effet, que run des nombres a~, b t , . . . ,  l~ soit fixe et non nul: 

soit, par exemple, a~. Les fonctions f~ (z) forment une famille normale et born6e 

duns le cercle (C) et l'on a 

donc 
v ~  

R - < K I -  

D a n s  les conditions dnoncdes au th~or~me prdc2dent, i l  existe un hombre R o n e  d2pen- 

dant  que de ao, bo, . . ., 1 o et de a14=o tel que, 5 l ' int~rieur d 'un cercle de centre origine 

et de rayon su1~rieur ~ Ro, ou bien la fonct ion  u (z) cesse d'etre algdb'ro~de ~ v ln'anches, 

ou bien l 'une des valeurs o ou i cesse d'etre exceptionnelle d'ordre v. 

On peut remarquer que, fixer les valeurs de f l , f s , . . . , f ,  a l'origine, revient 

fixer les �9 d6terminations de l'alg6broide pour z = o .  

On peut aussi, au lieu de se donner al, fixer la valeur de f l  (z)en un point 

z0+o; ou encore se donner une des fonctions sym6triques 616mentaires des valeurs 

de u en zo: par exemple, on pour~  se donner la somme de ees valeurs pourvu 

qu'elle soit diff6rente de - -a  0. 

25. Les r6sultats pr4c6dents comportent des extensions diverses. I1 est 

clair que routes les cireonstanees permett~nt d'affirmer rexistence, pour une alg6- 

broide, de deux tableaux triangulaires distinct.s form6s par des eombin~isons excep- 

tionneUes des coefficients de l'6quation qui d6finit eette alg6broide, conduisent '~ 

des 6nonc6s du m6me type que ceux du paragr~phe pr6c6dent. 

Par exemple, au lieu de supposer qu'une valeur a est exceptionnelle d'ordre 

a, on peut supposer qu'elle est exceptionnelle pour les ulg6broides d6finies par 

les polynomes en u: 

u), u), . . . ,  
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J , - 4 3  . . . .  , z/~-~ dCan~ les differences d'ordre ~, 2 , . . . ,  (a-~) ,  de la suite 

l " ( z ,  u) ,  F (z,  u + h), F ( z ,  u + ~ h),  . . . ,  F ( z ,  u + ( a - - ~ )  h). 

On peut aussi supposer qu'il existe des valeurs a, b , . . . ,  1 respectivement excep- 

tionnelles pour les alg6broides d~finies par 

z), z) . . . .  , z). 

Remarquons enfin que, d~s qu'une alg~broide a~lmet ~ combinaisons exception- 

nelles, il existe dans la m~.me classe une alg~broide admettant une valeur excep- 

tionnelle d'ordre ~. 

Supposons en effet que l'alg~broide 

u ' + f , u ' - ~ +  . . .  + f i = o  

admette les ~ conbinaisons exceptionnelles distinctes 

l'algdbroide 

g, =X'o + If, + . -  + f,. ,  
2 2 2 

g~ = ~ o  + ) . , f  , + . . .  + ;~,.f , ,  

. . . .  , . . . . . .  

u ,  + gl  u , ' - l  .-t- . . . -l- g , , : o  

est de la m~me classe et elle admet la valeur zdro comme valeur excep~ionnelle 

d'ordre ~. 

On peut aussi, dans ce qui prdc~de, supposer que les involutions soient rela- 

tives '~ des dquations algdbriques ou m~me s des algdbroides. I1 suffit de suppo- 

ser que les coefficients ~0, ),,, . . . ,  ~, soien~ des polynomes on des fonctions enti~res 

croissant moins rite que les fonctions f ~ , f ~ , . . . , f , .  En particulier, si l'6qua~ion 

~, U ' - -  C~ ~,_1 u ' - l - ~  - -..-~- ( - -  I)~'),o=O 

nous aurons un polynome exceptionnel, ou une fonction a ses racines ggales 

enti~re exceptionnelle. 

26. Nous avons ~tudid dans les paragruphes precedents des alg~broides 

enti~res. Si le coefficient de u" est une fonction holomorphe f0 (z) qui peut s'annuler 

d~ns (D), nous aurons une aJg~broide non enti~re ddfinie par 
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fo u" +ft u'- '  +...  + f , = o .  

S'il existe une combinaison exceptionnelle 

go=Zofo +Zlf~ + ... +Z , f i ,  

nous aurons dans la mSme classe une alg6broide entiSre. Supposons en effet que 

Fun des coefficients non mils soit ~,. La substitution 

fi=g, (i4:k), fo=gk, 

I 
= ~ [go-  ~0 .q~- ~1 a, . . . . .  ~ ,  g,] 

condui~ "s une alg~broide v d6finie par l'6quation 

go V" + gl V'~--I + g2 V"-~ + "'" + gk V " -k  + "'" + g , , ~ O ,  

qui est line alg6broide enti~re, et s laquelle on peut appliquer les r6sultats pr6cg- 

dents. En particulier, si la premiere alg~broide admet une valeur exceptionnelle 

I 
a, la substitution v ~  conduira aussi g une alg6broide enti~re. u - - a  

T 
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