UBER DIE KOEFFIZIENTENSUMME EINER BESCHRANKTEN
UND SCHLICHTEN POTENZREIHE.

Yox

LEOPOLD FEJER

in BUDAPEST.

Einleitung.

Bei Untersuchungen tiber Fouriersche Reiben und Potenzreihen wurde man
auf die Frage gefiihrt, die Glieder oder die Partialsummen einer solchen Reihe
abzuschiitzen, wenn die obere Grenze des absoluten Betrages der entwickelten
Funktion bekannt ist. Sucht man den Ursprung der auf die Partialsummen
beziiglichen Fragestellung, so kommt man zur Theorie der divergenten Fourier-
reihen und zur Theorie der divergenten Potenzreihen, welch’ letztere durch Herrn
G. Mirrac-LErrLER 80 wesentlich gefordert worden ist.

1. Bezeichnet f(2) eine beliebige, im Einheitskreise |z]<1 regulire analy-
tische Funktion, fiir welche |f{(z)[=<1 bleibt, wenn [z]|<1 ist, so sind in ihrer
Potenzreihenentwicklung

fley=ay+az+ - +tane®+ -
simmtliche Koeffizienten dem absoluten Betrage nach =1. D. h.
(1) |a.|=1, n=0,1,2,....

Dieser Satz rithrt im wesentlichen von CavcaY her.
Auch fiir die Koeffizientensummen

$o=0y, 1=yt a,,...sn=aqyta;+ - +aa,...

einer beliebigen Funktion, die zur Klasse E der im Einheitskreise reguliren und
dem absoluten Betrage nach den Wert 1 nicht iibersteigenden Funktionen ge-
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hort, existieren entsprechende Sitze. So ist fiir eine beliebige Funktion der

Klasse FE

So+s+ -+ Sp
(2) 0 - I, n=1,2,....2

IA

Herr 1. Scaur hat bewiesen®, dass sogar die schiirferen Ungleichungen

Lo+l + sl |
n

(3)
=1,2,3,...
IsoP+1s P+ + 80|

(4) =,

n

bestehen, sobald f(z) der Klasse E angehort.

2. Hiernach geniigen die absoluten Betrige der arithmetischen Mittel der
Koeffizientensummen, oder die arithmetischen Mittel ihrer absoluten Betriige, oder

die quadratischen Mittel ]/I o'+ |5 | —; Sed LT dieser absoluten Betriige fiir
eine beliebige Funktion der Klasse E derselben einfachen Ungleichung, welche
nach Cauchy durch die Folge der absoluten Betriige |a.| der Koeffizienten
befriedigt wird. (Ubrigens konnen diese Ungleichungssiitze in gewissem Sinne
nicht weiter verbessert werden.) Demgegeniiber finden wir bei der Folge |sx ]
der absoluten Betrige der Koeffizientensummen selbst einen komplizierteren Sach-
verhalt, der jedoch durch die Resultate verschiedener Mathematiker in befriedi-

gender Weise geklirt ist.

! L. FEsER: Uber gewisse durch die Fouriersche und Laplacesche Reihe definierte Mittel-
kurven und Mittelfiichen, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 38, 8. 79—97, 1914.
Vgl. weiter E. LANDAU: a) Abschitzung der Koeffizientensumme einer Potenzreihe (Dritte Ab-
handlung), Archiv der Mathematik und Physik, IIT. Reihe, Bd. 24, 8. 250—260, 1915; b) Dar-
stellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin 1916, 8. 7—o9,
17—29; O. 8z4sz: Ungleichungen fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe, Mathematische Zeit-
schrift, Bd. 1, 8. 163—183, 1918, insb. Fussnote 2).

? 1, Scaur: a) Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschrinkt sind, Jour-
nal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 147, 8. 205—232, 1917; b) Zweite Mitteilung,
Bd. 148, 8. 122—145, 1918, vgl insb. § 11 der zweiten Mitteilung. . Ferner: O. Szisz a. a. O.
§ 6, wo auch die einschligige Literatur angegeben ist mit einem Hinweis auf die Untersuchungen

der Herren HARDY und LirTLEWOOD iiber den Mittelwert Isol+1s, |+ sl e I bei der Founer-
n

reihe.
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So habe ich durch Beispiele zum ersten Male bewiesen!, dass die Folge

I'golvlslly---alsﬂl,-.-

selbst fiir eine einzelne Funktion der Klasse E nicht beschrankt zu sein braucht;
d. h. es kann fir eine, fiir | z]<1 konvergente Potenzreihe a,+a,z+ - - die Un-
gleichung

|ag+a, 2+ +anem+-- | =1, |z] <1,
giiltig sein, ohne dass die Folge

laol, laotal, .., lagta,+ - +aal,...

beschrinkt wiire.®

! L. FEgkr: Uber gewisse Potenzreihen an der Konvergenzgrenze, Sitzungsberichte der ma-
thematisch-physikalischen Klasse der Koniglich Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Jahr-
gang 1910, Nr. 3, 17 S. — Vgl. auch E. LANDAU: Ergebnisse..., S. 7—9, 17—29.

* Wahrend aber |a,+a,z+---+anz"| im Kreise | z|=<1 fiir eine Funktion der Klasse E

beliebig gross sein kann, ist im Kreise | 2] = — wieder
2

lsn@|=las+a,z+---tanzn| =1,

|z|§%,

fiir jede Funktion der Klasse E, nicht aber im Kreise |z|= Tie (e>0). Diesen Satz habe ich in
2

meiner Arbeit: Uber die Positivitit von Summen, die nach trigonometrischen oder Legendreschen
Funktionen fortschreiten (Erste Mitteilung), Acta litterarum ac scientiarum regiae universitatis hun-
garicae Francisco-Josephinae, sectio scientiarum mathematicarum, Bd. II, Heft II, 1925, 8. 75—86
auf Seite 81 angegeben, mit zwei einfachen Beweisen. Indessen kann, worauf mich Herr LANDAU
freundlichst aufmerksam machte, dieser Satz auch als spezieller Fall eines Satzes von Herrn W.
ROGOSINSKI erhalten werden, der in seiner Arbeit: UJber Bildschranken bei Potenzreihen und ihren
Abschnitten, Math Zeitschrift, Bd. 17, 8. 260—276, 1923, auf S. 271 angefiihrt ist (Satz II, 5). —
Vgl. weiter: E. LANDAU: Uber einen Fejérschen Satz, Gottinger Nachrichten, 1925, S. 22 und
I. ScEHUR und G. SzEGd: Uber die Abschnitte einer im Einheitskreise beschrinkten Potenzreihe,
Sitzungsberichte der preussischen Akademie der Wissenschaften, 1925, 8. 545—560. In der letzten
Arbeit wird weitergehend u. a. der grosste Kreis |z|<gn bestimmt, fiir welchen

len D1, l8n+121],... =1,
lZIé@n,

giiltig ist fiir jede Funktion der E-Klasse.
24—2681. Acta mathematica. 49. Imprimé le 20 avril 1926.
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Herr Lanpavu hat dann die obere Grenze von |s.| bei festem » bestimmt?,
wenn f(z) die ganze Klasse E durchlioft und den Wert
2 2 e —1\2
G,.=1+(1) + (u) 4. +(M?) ~Llogn
2 2.4 2-4--2m 7T
gefunden; Herr H. Borr hat spiter die Frage geklirt, wie nahe das Wachstum

von

IS()ly IS]I,...,|SnI,...

bei einem einzelnen f(¢) der Klasse E dem Wachstum der Landauschen Folge der
Klassengrenzen
Go, Gy Gy - ..

kommen kann.?

3. In den folgenden Zeilen mochte ich hauptsichlich zeigen, dass fiir die-
jenige Unterklasse E* der Klasse FE, die aus den im Einheitskreise schlichten
Funktionen der Klasse E besteht, die absoluten Koeffizientensummen

Isol: Isil oo Ll -

eine numerische obere Schranke haben, also eine obere Schranke, die von der
Funktion f(2) und vom Index » unabhiingig ist. Fiir diese, seit den Unter-
suchungen von Herrn Ko stets besonders beachtete schlichte Unterklasse E*
existiert also ein Satz, der denselben Charakter trigt wie die in 1. angefiihrten

Sitze. Dieser Satz lautet:

! E. LANDAU: Abschitzung der Koeffizientensumme einer Potenzreihe (Zweite Mitteilung),
Archiv der Math. u. Physik, III. Reihe, Bd. 21, 8. 250—255, 1913 und E. LANDAU: Ergebnisse...,
8. 7—9, 17—29. -— Die Landauschen Konstanten Gn bei der Potenzreihe entsprechen den Lebesgue-
schen Konstanten bei der Fourierreihe.

? H, Bour: 'ber die Koeffizientensumme einer beschrdnkten Potenzreihe, Gottinger Nach-
richten, 1916, 8. 276—291; Zweite Mitteilung, Gottinger Nachrichten, 1917, 8. 119—128. Herr
BoHR beweist, dass fiir jedes feste f(2) der Klasse E

) lim {Gn - I 8n I}=°O
n—®

ist; es gibt aber ein f(2) in E mit
8a |
lim su {81 _ I.
n——x p G‘Il
Vgl. auch die in Fussnote * 8. 184 unter b) zitierte Arbeit von Herrn I. ScHUR, insb. 8. 130, und
L. NEDER: Uber die Koeffizientensumme einer beschrinkten Potenzreihe, Math. Zeitschrift, Bd 11,

8. 115—123, 1921I.
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Ist die Potenzreihe

fle)=ao+az+ - +anz"+ -

Siir |z]<1 konvergent wnd ist | f(2)| =1 fitr [2|<1, s0 gelt

(5)

I
|ao+a1+---+an|§1+i/—;, n==0,1, 2,...,

Jalls f(e) fiir |2| <1 schlicht dst (d. h. flz,) +fles), wenn |z,|<1,|z]|<1,

2%z, ).

4. Es sel
(6)

irgendeine Potenzreihe.

Sa=@yta + T ap=

so gilt

sn=ay+a;+--+4a

Beweis des Hauptsatzes.

Sfle)=ag+az+ - +ae"+ -

(rt+1)ayt+na+ - +an Latzat o dna

n

b

n+1 n+1

_Sotshobe  at2at o dna
n+1 n-+1

und mit Riicksicht auf die Schwarzsche Ungleichung

7)) =

R A

So+ 8+ + 8

+|a1|+2|a2|+---+n|an|
n+1

IA

IA

Sttt

Sotsi+ - +sa

Sotsit - +6

— V1 Vi dal+ - +Va-Valal)

+n+1

! Vvt +aVlalPrzlaF+ - +nlal

+
n+

1 n _
+]7‘; n—+1V|al|2+2|a,|2+---+n|an|2

1 ,
+ V;Via1|2+2|a2|2+-~-+n|a,,|"'.
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Ist nun die Potenzreihe (6) fiir 2] <1 konvergent und iiberdies | f(¢)| =1
fiir |2]<1 (d. h. gehért f(z) zu E), so folgt nach Ungleichung (2)

Sotst - +sm
n+1

(8)

Ist f(z) ausserdem schlicht fir |zj<1 (d. h. f(z)=+=f(2), wenn |z|<T1,
|z;l<1, 2,2,), so ist der Fldcheninhalt' des konformen Bildes, welches die Funk-
tion w=f(z) in der w-Ebene vom Kreise |z|<r<1 der z-Ebene entwirft, jeden-
falls nicht grosser als der Flicheninhalt = des Einheitskreises, also

x(la P+2]aPr+ - +nlaffrim+ )=
Daraus folgt die Ungleichung
la B+2]a|t i+ +nfanf?r** <1,
aus welcher, da sie fiir jedes 0=7r<1 besteht,
(9) la,lP+2]a, P+ - +nla. =1

geschlossen werden kann. Mit Riicksicht auf (7), (8), (9) ergibt sich also

lsel<t14+:=V1=1+

V2 Ve

Ich habe also den am Schlusse der Einleitung ausgesprochenen Satz bewiesen.

§ 2. Bemerkungen.

6. Die hiermit gewonnene obere Schranke

14 =

V2
! Vgl. L. FEJER: a) La convergence sur son cercle de convergence d'une série de puissance
effectuant une représentation conforme du cercle sur le plan simple, Comptes rendus, Paris, Tome
156, p. 46—49, 1913; b) Uber die Konvergenz der Potenzreihe in Fiillen der konformen Abbildung
auf die schlichte Ebene, Schwarzfestschrift, Berlin 1914, S. 42—53; ¢) Fourierrcihe und Potenzreihe,

Monatshefte fiir Math. u. Physik, Jahrg. 28, 8. 64—76, 1917. In diesen Arbeiten wird u. a. fiir die
schlichten Funktionen der Klasse E die Frage der »Randkonvergenz» erledigt.
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fiir den absoluten Betrag simtlicher Koeffizientensummen aller im Einheitskreise
schlichter Funktionen, die ebenda absolut =1 sind, ist kaum die wahre obere
Grenze' dieser Koeffizientensummen. Diese obere Grenze ¢ ist selbstverstindlich

=1. Sie ist aber auch = i - Denn fiir

L1122 1.3

J ()= 2+z 2+4Z+

ist .9,=!+3=— Also ist Séoél—k—l_, d h
2 4 4 V2

(r0) [-25=6=1-7071... .

Mehr kann ich iiber ¢ nicht aussagen.

6. Aus unserem Satze ergibt sich ohne weiteres der folgende:
Ist die Potenzrethe

fle)=a,taz+ - ta2"+---

Siir |z|<R konvergent wund schlicht, so ist, falls | f(e)|< M fiir |z|<R,

(11) |8n(z)|=|ao+alz+~-v+anz"|§(1+ —!:)M
V2

|z|=R, n=0,1,2,....

7. Wir haben gesehen, dass fiir die Unterklasse der schlichten Fuuktionen
der Klasse E

lsal=|ay+ @+ +as| < 1+——» n==0,1,2,...
2
gilt. Natiirlich besteht eine entsprechende Ungleichung auch fiir die Unterklasse
derjenigen Funktionen der Klasse E, die jeden Wert, den sie fiir |z]|<1 iiber-
baupt annehmen, im selben Kreise |2|<1 hochstens k-mal annehmen. Fiir diese
Unterklasse erhalten wir

! Die Bestimmung dieser oberen Grenze scheint schwierig zu sein, ebenso die Bestimmung
der oberen Grenze von |an| oder |sn| bei festem n, wenn f(z) die Unterklasse E* durchléuft. .
Die letzteren Fragen sind mit der folgenden bekannten Frage von Herrn BIERERBACH eng verwandt:
es wird die obere Grenze von |an| gesucht, wenn f(z) die Gesamtheit der fiir | z|<1 reguliiren
und schlichten Funktionen durchlduft (mit der Normierungsnebenbedingung a,=o0, a,=1).
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3
(12) |s,.|§1+l/;7 n=0,1,2,... .

8. Man kann iibrigens aus- der Klasse E Unterklassen auch durch die
Forderung herausheben, dass entweder |f’(¢)] oder ein Mittelwert von |/ (2)]
kleiner sein soll als eine gegebene Konstante. Solche Forderungen wiren

| (re?)| = €, o=r<i1, o=b0<z2n,

50 0< 3
2r1¢f|f ref)Prd6<Ci,

<« pt 8 <
Zrnflf(ae' )|rdb=C,,

—ff [ ee¥)Podedd=Cy,
0==0 =0
fiur
o<r<I.

Mit diesen Unterklassen will ich mich aber hier nicht beschiiftigen.!

Budapest, 10. Dezember 1925.

! Auch fiir die Abschitzung der Summen |a,|+]|a |+ -+ |an| bei den verschiedenen
Klassen liegt in der Literatur sehr wertvolles neues Material vor; hier sei auf diese Untersuchungen
nur hingewiesen.



