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Dans un précédent travaill, j'ai développé certaines conséquences du prin-
cipe de Huyghens dans le cas d'une équation aux dérivées partielles du second
ordre & un nombre impair quelconque de variables indépendantes.

I1 s’'agit, en l'espéce, de la premiére forme de ce principe, celle que j'avais
désignée précédemment par la lettre 42 et qu'on peut appeler la »majeure» de
Huyghens (le principe de Huyghens, dans son ensemble, étant considéré comme
un syllogisme). On considére un phénoméne naturel se déroulant dans l'espace-
temps 4 un nombre quelconque m de dimensions et caractérisé par une fonction
unique # des coordonnées, laquelle est supposée régie par une équation aux déri-
vées partielles linéaire du second ordre

(E) ZAzk +2B—“ +0M—

(ou les As, les B;, C et ¢ sont des fonctions données des variables indépen-
dantes x,, &, ..., ¥m) compatible avec la propagation par ondes, c'est & dire ap-
partenant au type hyperbolique normal.®

! »Principe de Huyghens et prolongement analytique», Bull. Soc. Math. France, tome LII,
1924, page 141—178. Ce travail sera, dans la suite, désigné par la lettre P.

® Conférence 4 l'oceasion dun Cinquantenaire de la Société Mathématique de France en 1924.
Bull. Soc. Math. Fr., t. LII, p. 610—640. Ce travail sera désigné par la lettre C.

® Voir notre précédent Mémoire des Actd, tome XXXI, 1908 page 333 & 380 (travail que
nous désignerons par A M) particuliérement no 15, page 352, et nos Lectures on Cauchy's problem
in partial differential equations, New Haven—London, 1923 (travail qui sera désigné par Y),
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Soient, d’autre part, S, S; deux hypersurfaces diiment orientées (Y, n° 27)
par rapport au cOnes caractéristiques de 1'équation; et soit (a,, a,, . .. an) un point
de T'hyperespace 4 m dimensions, point que, comme dans le travail précédemment
cité (P), nous nommerons le point o0 et ol l'on se propose de calculer la valeur
de #. Nous supposerons, comme dans nos recherches précédentes, que le conoide
caractéristique ayant pour sommet ce point découpe, tant sur S; que sur S,
des portions limitées en tous sens et, d'une maniére générale, que les relations
géométriques qualitatives entre les diverses parties des figures que nous aurons
a tracer seront les mémes que si l'on avait a faire a4 l'équation des ondes sphéri-
ques, les hypersurfaces S, Sy n'étant autres que des hyperplans ¢= const.

Supposons encore, quoique ce ne soit pas strictement nécessaire, que les
multiplicités S, S;, ou plutot leurs portions situées a l'intérieur du conoide carac-
téristique et auxquelles il est expressément entendu que nous les réduisons désor-
mais, ne se coupent pas, S; étant située entre S, et le sommet o du conoide.

La solution # de l'équation sera définie si I'on se donne, le long de S,,
les données de Cauchy, c'est & dire, en un point quelconque 2 de cette multi-
plicité, la valeur u, de l'inconnue et la valeur 'y de sa »dérivée transversale».

S8a valeur au point o, par exemple, sera donnée par les formules (4 M,
formules (38), (62); Y, formule (39), n° 105; (28)—(30), n°® 145—147) qui résul-
tent de notre théorie précédente et qui sont de forme différente suivant que le
nombre des variables indépendantes est pair ou impair. Dans ces formules, nous
rappelons que l'on désigne:

par A, la forme caractéristique 3 A;in;m; relative a 1'équation;

par H=3H; 2';z"y, la forme réciproque de la précédente (forme adjointe
de A divisée par le discriminant de A);

par I, le carré de la distance géodésique de deux points, comptée relative-
ment 4 1'élément linéaire H(dx,, dx,, ... dZm; x;, Xy, . .. ). Par exemple, Iy
désignera le carré de la distance géodésique entre les point o et 2. KEgalée a
zéro, cette quantité fournit comme lieu de l'un des deux points, lorsque l'autre
est donné, le conoide caractéristique ayant pour sommet ce point. A l'intérieur
du dit conoide, la quantité I' est positive;

par v, la solution élémentaire formée & l'aide des deux points, supposés en

no 22, page 39. Dans A M, le lecteur est prié d'effectuer les corrections mentionnées au tome 43,
fascicule 1—2 des Acfa. D'autre part, lIa notation de Y et celle du présent travail different de
celle de A M par le changement de T en — .

' Y, 40; dérivée conormale de M. d'Adhémar, cf. AM, p. 335.
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situation telle que la quantité I" correspondante soit positive. Lorsque le nombre
des variables indépendantes est impair, la quantité v s'exprime par une fraction

ayant pour dénominateur un radical (3 savoir une puissance impaire de Vo).

Si, au contraire, ce nombre m est pair, elle est de la forme

o DOlog I

s
les fonctions ¥V et U étant définies et réguliéres (elles sont holomorphes si 1'é-
quation est & coefficients analytiques et holomorphes), tout au moins dés que les
deux points dont doit dépendre v sont suffisamment voisins I'un de I'autre. Ces
quantités existent done quel que soit le signe de I'; mais elles n'interviendront
que lorsque I' sera positif (c’est & dire que chacun des deux points sera intérieur
au conoide caractéristique issu de l'autre) et il est entendu désormais qu'elles
seront réputées nulles dans le cas contraire.

Moyennant la formation de la quantité v si m est impair, des quantités V
et U si m est pair, les formules mentionnées ci-dessus résolvent le probléme de
Cauchy, c’est a dire font connaitre la valeur de u, lorsqu’on donne u, et ', en
tous les points de S,.

Mais on peut aussi commencer par calculer, 4 I'aide des mémes données u,

et 'y, la valeur u, de u en un point quelconque 1 de S, ainsi que la valeur

o/, de la dérivée transversale u', = au méme point (v, désignant la direction

du
dv,
transversale a §)); puis, considérant ces quantités u, et 4’;, comme de nouvelles
données de Cauchy, s’en servir pour le calecul de u,. Si dans l'expression ainsi
obtenue, on remplace u, et «';, en chaque point de S,, par leurs valeurs, on
aura 3 nouveau u, exprimé 3 l'aide des valeurs de u, et de u',.

Ces deux modes de caloul dotvent conduire au méme résultat: c'est en cela
que consiste la forme A du principe de Huyghens. Il est clair qu'on obtiendra
ainsi des propriétés soit de la solution élémentaire v, soit des fonctions V et U
qui y figurent.

Pour m impair, on aura ainsi l'expression de vy, (solution élémentaire formée*
avec le point o et un point de S,) & l'aide des valeurs de v, v,; de cette méme

solution élémentaire, ainsi que des valeurs vy, v}, de la dérivée transversale aux

' v est solution de l'équation donnée par rapport aux coordonnées du premier point men-

tionné en indice, et de 1'équation adjointe par rapport aux coordonnées du second point.
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différents points de §;. C'est ce calcul que je me suis proposé d'exécuter dans le
travail cité (P). Il se présente, dans ce cas de m impair, sous une forme parti-
culiérement simple, grice & l'intervention du symbole particulier d'intégration [
qu'introduit, dans ce cas, la résolution du probléme de Cauchy. Il arrive en effet
que, dans les différentiations d'intégrales auxquelles on est conduit, la présence de
ce symbole dispense (A M, 6 bus, 14; Y, 87, 93) de considérer les termes frontiéres.

Mais précisément en raison de cette circonstance, l'interprétation des résul-

_tats obtenus est moins claire et moins instructive. C'est dans le cas opposé qu'il
convient de se placer tout d’'abord pour discuter non seulement l'allure des résul-
tats obtenus a la frontiére de S,, mais aussi ce qui se passe au niveau de ce que
nous appellerons, un peu plus loin, le front nterne.

Le désir de m’associer & I'hommage que la Science rend & M. Mittag-Leffler
me fait affronter aujourd'hui cette derniére partie du calcul, dont la complication
relative m'avait fait hésiter jusqu'a présent. Je m’excuse vis a vis du lecteur
d’abord de cette complication méme & laquelle je n'ai pu échapper completement,
ensuite des fautes qu'elle peut avoir entrainées et que je serais reconnaissant aux
géometres de me signaler. J'espére toutefois les avoir, d'une maniére générale,
évitées grice a l'aide quun de mes meilleurs collégues et amis a bien voulu
m'apporter sur ce point et pour laquelle je tiens & lui exprimer mes bien cha-
leureux remerciements.

L

1. Le nombre des différentiations et, par conséquent, leur difficulté aug-
mente avec la valeur de m: je me placerai uniquement dans le cas le plus simple
et, d'ailleurs le plus important au point de vue des applications physiques, celui
de m=4. La formule de résolution s'écrit alors

2y — — S8S Vpd T + [u(‘%v—Lw) _u'cv] s
arT av , ds
+S§V¢d—7—§[u(~(i7—LV)—u V]W

dI'ds
-+ §%°v5;”[‘l;

d?q’

dv dy
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(4" étant la dérivée transversale de u en un point quelconque de S): soit, en

désignant par une notation spéciale chaque terme
(1) 2wy ==(a)+ (B)+ () + (d) + () + (f) +(9)

avee!

e A e
o e[ ot el o e
()= dyff V‘(i[ijf

d

Dans cette formule!, d7 désigne 1'él¢- 0
ment de volume dx; dx, ... dx, d'espace a m
dimensions, l'intégration correspondante (terme
(@) étant étendue & la portion d’espace limitée
par la multiplicité S qui porte les données de
Cauchy et par le conoide caractéristique ayant
pour sommet le point o; dS, un élément
superficiel de S, — élément évalué d'une maniére

quelconque, sous la condition® de choisir en con-
séquence le facteur de proportionnalité qui figure

S

dans les parametres directeurs m,, ..., wn de & G
Fig. 1.

I'hyperplan tangent a S et, par conséquent, dans

la différentielle transversale ;—y l'intégration correspondante (termes (b), (¢)} est

étendue & la portion S de S qui est comprise 4 l'intérieur du conoide carac-
téristique.
dT dS

Dans les termes (d), (¢), (f), (g) figurent les symboles différentiels dy’ dy

Y AM, 35; Y, 1456. Deux termes de la formule générale ont pu étre réunis en un seul
(terme (e)) pour la valeur particuliére m=4 que nous considérons, alors que, pour # > 4, ils seraient
distinets, le premier comportant une dlﬁt,rentmhon d'ordre m/2—2.

Y, no 89.
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définis précédemment (A M, p. 375; Y, 39): le premier, par exemple, représente
un élément de surface du conoide caracterlsthue, choisi de telle fagon que, multi-
plié par dy, il donne un élément du volume compris entre ce conoide I'=0 et
la surface voisine I'=const.=dy. Si, par exemple, d3 est I’élément superficiel

du conoide calculé 3 la maniére ordinaire et —— une dérivation normale ordi-

dn

naire, on aura

3) 'Zlf =dZ3: (g;)

Comme nous y conduit naturellement cette formule, nous considérons Uex-
pression (3) comme susceptible de signe; un cdté positif est choisi par rapport a
I'=0 (ou, dans le terme (g), & I'=const.) et le signe de l'expression précédente

sera celui du dénominateur 3—5 Dans les formules (2), le signe est partout

+, c'est & dire que le cdté positif choisi est celui des I' croissants.

On peut encore dire que si Ay, ..., An—1 sont des coordonnées curvilignes
quelconques sur I', de telle maniére que A, ..., w1, I" représentent des co-

ordonnées curvilignes dans 1'hyperespace, on anra

T
(4) % = JdA dhy ... dhn_i,
J désignant le jacobien de z,, 2, ... Zn par rapport aux coordonnées curvilignes
en question rangées de telle fagon que le m* formé par les directions cor-

respondantes et le sens positif pris sur » soit direct. Le symbole le—f se définit

d'une maniére toute semblable. L’'intégration triple (d) s'étend a la surface du
conoide limitée a S; l'intégration double (e), a 'intersection o du conoide et de S.

" Quant a lintégrale f f “ Vd—I:—S , qui doit étre différentiée par rapport

au parameétre arbitraire y pour obtenir le terme (f) (le paramétre recevant finale-
ment la valeur o aprés le différentiation), elle est étendue & la multiplicité o,
intersection de S aveec l'hypersurface I'=y que nous appellerons »conoide modi-

. as | o N . o
fié», le symbole — étant défini sur cette derniére comme sur le conoide lui-méme.

dy
Les symboles SSS, 8S, S, introduits dans la théorie générale pour le

cas d'un nombre m de dimensions arbitraire, représentent ici respectivement des
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symboles d'intégration quadruple, triple et double par lesquels nous les rempla-
cons: cela est d’ailleurs nécessaire, car nous aurons i envisager des intégrations
simples, pour lesquelles notre notation précédente ne fournirait pas de signe.

2. Commengons maintenant par présenter des remarques géométriques de
deux sortes.

La premiére concerne l'application du symbole différentiel ci-dessus considéré
a la différentiation d'intégrales multiples.. Si, dans une telle intégrale, — par
exemple une intégrale S8S étendue a une portion de l'hyperespace, — Ila
forme du domaine d'intégration varie avec le paramétre y par rapport auquel
on différentie, on doit adjoindre au résultat de la différentiation sous le signe
intégral un terme de frontiére. Or, celui-ci (Cf. Y, 147) s'exprime avec la plus
grande simplicité a l'aide de notre symbole différentiel: 1'élément d’intégralé

frontiére & introduire ne sera autre (pour l'intégrale m™°, par exemple) que
arT
(5) SS¢ a?

Sl@y, @y, ... 2m) étant la quantité sous le signe 8SS dans l'intégrale donnée et
le coté positif adopté, conformément & ce qui précdde, par rapport & la frontiére
étant le coté extériewr au domaine d'intégration.

Cette expression est valable méme dans le cas on, indépendamment de la
frontiére variable, le domaine d’intégra‘bion comporte une frontiére fixe rencontrant
la premiére: il n'y aura pas de terme supplémentaire relatif & cette intersection.

Nous aurons besoin de différentier des intégrales de ce genre, et par consé-

quent, d’écrire le symbole fo , dans le cas ou l'équation de la frontiére variable

sera de la forme
Ylz, y)=o0-

au lien d'étre résolue par rapport au paramétre. En appliquant & la dérivée
normale qui figure dans la formule (3) la régle de dérivation des fonctions impli-
cites, on trouve immédiatement

arT aT oy
(6) = T ey
7 dy dy

Des termes analogues se présenteront, bien entendu, -— et se calculeront

de méme si, a lintérieur du domaine d’intégration se présente une cloison au

passage de laquelle la quantité 4 intégrer subit une discontinuité de premiére
27—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le & juillet 1926.
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espéce, et que la position de cette cloison varie avec le paramétre par rapport
auquel on doit différentier. L’élément d'intégrale analogue & celui de (5) con-
tiendra alors en facteur, au lieu de la valeur de f, celle du saut brusque que

fait cette fonction.

2 bis. Le symbole Z—f comporte une généralisation évidente & une intégration

étendue & l'intersection (supposée orientée) des deux multiplicités F, (x,, Zs, . . . m)=0,
Fylzy, @, - . . xm)=0, ces deux hypersurfaces étant supposées non tangentes entre
elles. Considérant chacune d’elles comme faisant partie d'une famille F,=y; ou
F,=y,, on pourra définir le symbole

aT
dy,dys

comme égal & JdAdAy ... dAu—s, en désignant par A,, 4,, ..., An—2 des coordon-
nées curvilignes sur l'intersection des deux surfaces, et par J le jacobien des x

par rapport & A;, Ay, ..., Aw—a, 71, 7;. Ce nouveau symbole interviendra évidem-
2

ment dans le caleul de la dérivée seconde 5;9—;?—, I étant une intégrale étendue
1 2

4 un domaine dont la frontiére est constituée totalement ou partiellement par
des portions d’hypersurfaces F,=y,, Fy=7,.

Dans le cas opposé ou les hypersurfaces Fy=o0, F,=0 sont tangentes, il
nous sera utile de remarquer que, les différentielles dF, et dF, étant propor-
tionnelles, le symbole ng/dI‘f"l a un sens au point de contact, indépendamment
du chemin suivi pour aboutir en ce point (sous la condition qu'il ne soit pas
tangent aux hypersurfaces).

.3. Les remarques qui viennent d'étre présentées sur la différentiation des
intégrales permettent (Y, 147) d'écrire sous une autre forme les termes (d), (e),
(f), (9) de notre formule (2), savoir®

& [ freen o= ot
) (f):_d'yfff“' vds,
e

! On observera que, dans ces formules (2), les sighes (voir ceux qui figurent devant
(@), () sont opposés a ceux qui figuraient au passage correspondant de Y (no 147, formule (30)):
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les intégrales soumises & la différentiation par rapport & y étant étendues, pour
(d), a lintérieur du »conoide modifié» I'=y, c'est i dire a la portion de 7' qui
satisfait & l'inégalité I'=y; pour (e}, (f), (9), & la portion de S qui satisfait & la
méme inégalité, et le paramétre y devant recevoir la valeur zéro aprés diffé-
rentiation. .

Les deux formes nous seront utiles, ainsi qu'il apparaitra plus loin.

4. Considérons maintenant, dans l'espace ordinaire, deux surfaces, I'une fixe
3 que nous supposerons tangente au plan des xy & l'origine des coordonnées;
l'autre variable 3’ et dépendant d’'un paramétre y. Pour la valeur y—o, 3’ sera
également tangente au plan des xzy & l'origine et, de plus, située, par rapport
4 3, du coté des z négatifs, de telle sorte que la différence z—2’ des cotes des
deux surfaces sera positive. Il sera méme supposé que, dans tout le voisinage
de l'origine, cette différence sera un infiniment petit du second ordre (et jamais
d'ordre supérieur) par rapport & g=Vz*+y® considéré comme infiniment petit
principal. Par contre, 2 sera une fonction croissante de y, de sorte que, pour
y>>0, les deux surfaces se couperont mutuellement suivant deux petites calottes

délimitant entre elles un petit espace lenticulaire. Nous envisagerons une inté-

[ fras

étendue a l'une de ces calottes, la seconde par exemple, et qui pourra d’ail-

grale de surface, telle que

leurs s'écrire

(7) I=ff1(w, Y, 7)dzdy.

Les deux surfaces seront supposées soit analytiques, soit tout au moins
»régulidres», c'est & dire que z, 2’ seront supposés développables, l'un en fonction
de x, y, Vautre en fonction de w, y, y, soit en séries de Maclaurin (cas analy-
tique), soit, du moins, par la formule de Maclaurin poussée jusqu'aux termes
d'un certain ordre, supposé suffisant pour les considérations ultérieures. L’hypo-
thése correspondante sera faite sur la fonction qui figure dans la formule (7).

La valeur y=o0 est, pour les divers éléments relatifs a l'intersection des
deux surfaces, une valeur critique et il est évident que plusieurs d'entre eux

i cet endroit, en effet, les intégrales soumises & la différentiation étaient supposées relatives aux
domaines définis pur les inégalités o<I'<y, c'est & dire & l'extérieur du conoide modifié.
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donnent lieu a des développements ordonnés non suivant les puissances entiéres

de y, mais suivant celles de Vy; et l'intersection devient méme imaginaire, dans
les hypothéses indiquées, pour ¥y <<o. Cependant, si 1'on prend d’abord I'exemple
le plus simple, celui de l'aire 3 d'une calotte découpée sur une sphére par une
autre sphére presque tangente a la premiére, y désignant alors le segment trés
petit de ligne des centres intercepté entre les deux surfaces, il apparait sans dif-
fiecnlté que = est développable en série entiére par rapport a y. '

Ce résultat est général: nous allons voir qu’il s'applique, moyennant les
hypothéses précédentes, au probléme tel que nous l'avons posé, a ceci prés, bien
entendu, que le développement n'existe que jusqu'd un certain ordre lorsqu’il en
est ainsi pour les fonctions qui figurent dans les données de la question.

Pour le démontrer, considérons d’abord, sur 3’, le point de contact d'un
plan tangent paralléle au plan des zy' et supposons, pour simplifier, que le
liew de ce point, lorsque y varie, soit l'axe des 2, sa troisidéme coordonnée [
admettant un développement (limité & un certain ordre ou indéfini) suivant les
puissancés entiéres de y. Il sera commode d’ailleurs, de considérer y et { comme
deux variables indépendantes jusqu'a la fin du calcul, ol nous remplacerons { par
sa valeur. IL’équation de la surface I sera alors de la forme

==z (my)—z (zy)—

les différents termes étant des polyndmes homogénes en x, y de degrés marqués
par leurs indices; celle de I sera

e=2,(x, y) + 25, y) + -
d’ou

(8) e—5 =—0+ Zy(x,y) + Zs(x,y) + (Zi=zit2i).

D’aprés l'hypothése faite sur la position relative des deux surfaces pour
y=0, l'ensemble Z,(z, y)=Ax*+2Bxy+ Cy® des termes du second ordre de z—2z’

. 0z a9 .

! Les équations P =0, -@ =0 qui font connaitre le point de contact en gquestion ont un
jacobien différent de zéro si l'origine des coordonnées n’est pas, pour la position initiale de X,
un point parabolique, ce qu'on peut toujours supposer moyennant une transformation ponctuelle
effectuée sur tonte la figure (et consistant par exemple & ajouter, tant & z -qu'd 2’ un polyndme
du second degré en z,y).



Le principe de Huyghens dans le cas de quatre variables indépendantes. 213

constitue une forme définie positive. Dans ces formules, nous ferons {=¢” et,
d’autre part, nous introduirons, dans le plan des xy, des coordonnées polaires

0,0. Z,(0) étant mis d'une manidre générale pour Z;(cos@, sinf), on aura ainsi
®) o= ==+ Z,(0)+ ¢ Z(0)+ -+,

le coefficient Z,(f) ayant la valeur A cos?8+ 2B cosfsinf+ Csin®6.

Notons que le second membre de cette équation ne doit pas changer par
le changement simultané de ¢ en —g et de 8 en 0+ . Les coefficients des
puissances impaires de ¢ sont donc »imparisymétriques> en 6, c'est & dire chan-
gent de signe par le changement de 6 en 0+ 7 (leurs développements trigono-
métriques ne contenant, par conséquent, que des multiples impairs de 6), tandis
que les coefficients des puissances paires seront »parisymétriques»>, c’est & dire
développables par rapport aux lignes trigonométriques de multiples de 26. Pour
abréger le langage, convenons de dire qu'une expression est »paire en g, 6> ou
»impaire en g, 0>, suivant qu'elle reste inaltérée par le changement simultané de
¢ en —¢ et de 6 en 6+ m, ou qu'elle change de signe dans ces conditions.

L'intersection des deux surfaces s’obtient en égalant & zéro le second mem-
bre de (8'). Moyennant l'introduction de notre variable ¢, on peut extraire les
racines carrées et écrire

€
——— =91+ T{0)+--].
VZ0) elt+oTy(0)+ -]

Le facteur de ¢ est, d'aprés la maniére dont il est formé, pair en g, 8, de
sorte que ¢ est impair par rapport aux mémes quantités. Si donc on résoud en

o cette équation, ce qui est possible puisque Z, est différent de zéro pour toute
valeur réelle de 8, soit

(0) QZV_Z%@JF Vg(e)(v.iz)zwtm,

le second membre sera lui-méme impair en ¢, 6.

La quantité H qui figure dans l'intégrale (7) s’écrit, d'autre part,

H=H,+ ng(a) + o Hy(0) + -,

les coefficients des diverses puissances de ¢ étant, en 8, de »parisymétries» cor-
respondant & la parité de leurs indices. IL'intégrale double sera
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2r .
ff(Ho+9H1+9232+-~~)eded0=fd0(Hoei+H19§+~-~)-
1)

Le domaine d'intégration étant l'aire intérieure & l'intersection des deux surfaces
projetées sur le plan des xy, on doit, dans l'intégrale simple du second membre,

remplacer ¢ par sa valeur (9), ce qui donne, sous le signe f , un développement

ordonné suivant les puissances de ¢ et pair en ¢, 0.

Or, toute quantité imparisymétrique en ¢ donne, entre o et 2, une valeur
moyenne nulle. Donc il ne restera que les puissances paires de ¢, c'est a dire
les puissances entiéres de (, et le résultat, une fois { remplacé par sa valeur,
sera une série entiére en y, ainsi que nous voulions le démontrer.

Le premier terme. du développement de l'intégrale suivant les puissances

de ¥ donnera la dérivée correspondante % (lnquelle est fournie par la méthode

2 Ve . . z . 3 dz -
précédemment. indiquée, avec introduction du symbole i’ pour >0, mais non

pour y=0). Dans ce premier terme, la valeur de H & lorigine sera en facteur,

multipliée par % et par la quantité (nécessairement différente de zéro, dans nos

hypothéses)

27 2r

1 (d0 1 do T .
2] Z,6) 2] Acos?0+ 2Bcosfsinf+ Csin®0 V4 (—B*
0 [

Quant & DI'hypothése que le lien du point de contact de 3’ avec son plan
tangent paralléle au plan des xy est l'axe des z, elle ne diminue pas la géhé-
ralité, du moins si I'on suppose que ¢e lieu admet l'origine comme point ordinaire
et n'est pas tangent lui-méme au plan des zy: s'il en est ainsi, en effet, les deux
premiéres coordonnées &, 7 du point en question seront développables suivant les
‘puissances entidres de la troisiéme -d’entre elles

£=§(0), n=9(0)

et, en effectuant sur la figure et les expressions considérées ci-dessus la trans-

formation ponctuelle
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(10) oy=x—§l), py=y—nl), a1=¢,

on sera ramené au cas précédent.

Le calcul précédent s'étend de lui-méme aux cas:

1° o les deux surfaces seraient variables, leur disposition relative pour y=0
d'une part, pour y=0 de l'autre, restant celle que nous venons de considérer;

2° ol (comme dans la théorie classique du contact) l'une des surfaces, 3’
celle sur laquelle on intégre, serait rapportée a des coordonnées curvilignes quel-
conques X, Y, l'autre X' étant donnée par son équation (résolue ou non par
rapport a l'une des coordonnées cartésiennes). La quantité, analogue i (8), qui,
égalée a zéro, domnnerait la courbe limite de l'aire d'intégration serait alors le
résultat de substitution des coordonnées (cartésiennes) de =’ dans 1'équation de
2, et { désignerait alors la: valeur initiale (au point de contact des deux surfaces,
pour y=o0) de cette quantité. Les transformations qui nous ont servi ci-dessus
(transformation (10) et introduction des coordonnées polaires) seraient i opérer
dans le plan des X Y.

1I.

5. Nous opérerons comme dans (P) en partant de la figure principale
(figure 2) de ce Mémoire, laquelle est reproduite ci-dessous avec quelques change-
ments de notation. Le conoide de sommet o étant coupé successivement suivant
les deux sections 8§;, S;, nous désignerons par 7, la portion d’espace & quatre
dimensions limitée dans le conoide par la premiére d'entre elles, par T, la por-
tion comprise, dans l'intérieur du méme conoide, entre les deux sections.! Un
point quelconque 1 de S; sera le sommet d'un nouveau conoide, lequel découpera
dans la multiplicité S; une portion §2 et délimitera avec elle une portion d'hyper-
espace ﬁ. La frontiére de 8, sera désignée par o; celle de S;, par 6,. Il y
aura également lieu de considérer la portion I" du conoide caractéristique primitif
comprise entre le sommet et S, la portion I; du méme conoide comprise entre
S; et S, et la portion Fg du conoide de sommet 1 limitée & S_;

Considérées comme lieux d'un second point 2, I'hypersurface f_} et la sur-
face (multiplicité deux fois étendue) o, sont définies, dans T, et dans S;, par
T'équation I'j,=—o, pendant que fg et 6_'2 sont définis par l'inégalité I',=o0.

! Dans le Mémoire précédent (P), ce que nous appelons 7', était désigné par T3—1T,.



216 J. Hadamard.

Si maintenant nous nous donnons au contraire, le point 2 (dans 7', ou sur S,)
en considérant le point 1 comme variable sur S;, l'inégalité I'y=0 définira une

portion de S, que nous désignerons’ par S;, pendant que la nappe conoidale

0

o; :
% %

Fig. 2.

de sommet 2, définie par l'équation I'y—o0, coupera S, suivant une trace' que
nous désignerons par ¢.

Sur nos figures 2, 2 bés, ainsi que sur certaines des figures qui suivront

' Contrairement aux notations de P, il est entendu que S, et S, sont limitées & I'intérieur
du conoide de sommet o. Il en est, par conséquent, de méme pour S, et 5. Ajoutons que lin-
dice 1 accompagnant les lettres S, o, A sera fréquemment omis dans ce qui va suivre, ancune con-
fusion n'étant 4 craindre de ce chef: les intégrations, dans la formule finale (14) (n° 19), et les
intégrations intérieures dans les formules définitivement obtenues par chacun des calculs des nos
10—18, sont relatives 4 des domaines situés am S,, sans qu'il soit utile de le spécifier chaque fois.
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(fig. ba,, bd,, etc.), ces diverses va- 0
riétés sont représentées schémati-
quement, chacune d’elles y figurant

avec deuxr dimensions de moins

qu'elle n'en a en fait. G S, G
5 bis. Enfin, l'intervention des ‘\ /

termes (g) et, en vertu de (2'), celle ‘\ /'

des termes (d), (¢), (/) nous conduira G \ ya G

4 considérer: ‘\ ya
Véquation I'y,=y,, 7, désig- 7 \\

nant une constante trés petite’; $5—~ A
Véquation I'jy=y,, y, désig- Fig. 2 Dis.

nant une seconde constante arbitraire trés petite;

Vinégalité I'g=y,.

La premiére équation définit, sur S,, une variété i deux dimensions ¢
(trace du »conoide modifié» I'y,=y,) & laquelle est étendue l'intégrale (g), portant
sur 4. L’équation I'y,=y,, lorsque le point 1 est donné, donne comme lieu du
point 2, une conoide modifié 1_:,2 (figures bd,, cd,) dont la trace sur S, sera dé-
signée par g,; l'inégalité I',=y,, une portion de T, qui sera désignée par T,.
Si c'est au contraire le point 2 qui est donné, le lieu défini par l'équation
I'j;=y, sur S| sera dénommé 0,; la portion de S, intérieure & ce lieu, antrement
dit définie par l'inégalité I';;=y,, sera désignée par S, ou plus simplement® S,.

6. L'inspection de la figure 2 montre immédiatement que, suivant la posi-
tion du point 2, divers cas sont possibles en ce qui regarde la situation relative
de S, par rapport &4 S;. On y distingue, tant dans 7T, que sur S,, deux régions,
l'une centrale (7%, Sac), l'autre annulaire (T2q, S2q): la premiére est celle o doit
étre le point 2 pour que S, soit entiérement intérieur a S;; la seconde est consti-
tuée par les points 2 dont le conoide caractéristique coupe la frontiére ¢ de S;.
La frontiére entre la région centrale 7. et la région annulaire Ty, est le lieu
des points tels que les traces ¢ et o des conoides caractéristiques de sommets 0
et 2 soient tangentes entre elles intérieurement: cette hypersurface G n’est autre
que la seconde nappe (située dans T,) de l'enveloppe des conoides caractéristiques

ayant leurs sommets sur o, la premiére nappe étant constituée par le conoide

! Pour alléger la notation, nous désignerons par y,, y, et (au no 20) y, les parameétres in-
finitésimaux qui devraient, logiquement, s'appeler v,,, ¥12, Yo2-
* Voir la note de la page précédente.

28—268l. Acta mathematica. 49. Imprimé le 6 juillet 1928.
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primitif lui-méme, lequel, dans sa portion intérieure & T,, bien entendu, est le
lieu des points 2 tels que les traces ¢ et ¢ soient tangentes extérieurement. La
trace de G sur §,, frontiére entre Si; et S;q, sera désignée par s, et s'appellera
le front interne.

Ce front interne joue un réle important dans les discussions auxquelles le
principe de Huyghens a donné lieu. Je fais surtout allusion i la célébre polé-
mique entre Fresnel et Poisson et qui concernait surtout, comme on sait, ce que
j’al appelé précédemment' la forme B du principe ou encore la »mineure» de
Huyghens. L'une des principales objections élevée par Poisson contre cette mi-
neure, — c'est & dire contre le fait qu'une onde sphérique engendrés par un ébran-
lement produit au voisinage d'un point unique de l'espace et d'un instant unique
ne produit d'effet que sur son front méme et non en arriére de ce front —, est que
cette circonstance, supposée réalisée & un certain instant f, devrait cesser de
I'étre aux instants suivants: il semble, en effet, que la perturbation, localisée
(par hypothése) & l'instant ¢ uniquement sur la surface d'une sphére de rayon ct
(en appelant ¢ la vitesse de propagatioun), devrait engendrer, en méme temps que
l'onde externe concentrique & o et de rayon croissant avec le temps, une onde
rétrograde interne également concentrique 4 ¢, mais revenant vers le centre avec
une vitesse également égale a ¢; et c'est ce phénoméne qui se produsrast effective-
ment st la perturbation produite & Uinstant t sur S, était quelconque, ainsi que
I'avait fort bien vu Poisson.

»La production d'une nouvelle onde en avant de celle que vous considérez»,
éerit-il & Fresnel®, »et la non-communication du mouvement en arriére, n'ont lieu
qu'a raison dun rapport déterminé qui subsiste, dans l'onde donnée, entre les
condensations et les vitesses propres des molécules fluides».

Ce rapport déterminé qu'indique Poisson, n'est autre chose, au fond, que le
systéme des conditions de compatibilité telles que les vise la théorie d'Hugoniot:
conditions qui sont nécessairement vérifiées par le fait que la perturbation dont
il s’agit est engendrée par une onde unique venant du centre initial et non par
la rencontre de deux fronts d'ondes venant coincider momentanément suivant o:
autrement dit, qu'il n’existait pas, avant l'instant ¢, d'onde centripéte venant
vers ¢ de l'extérieur. -

1 C, parties T et 1V.
* Lettre & Fresnel, insérée aux Amnales de Chimie et de Physique, t. XXIT, p. 270, mars
1823; Oeurres de Fresnel, 3¢ section, tome II, p. 209.
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On sait comment Riemann, Christoffel et surtout Hugoniot ont obtenu ces
conditions, ou plutdt les premiéres d'entre elles, celles qui expriment qu'une discon-
tinuité d'ordre’ p n’'est pas destinée a se dédoubler en deux ou plusieurs discon-
tinuités d’ordre p. Aux conditions ainsi formées, il faudrait en adjoindre d'autres
d'ordre supérieur, exprimant qu’avant ou aprés l'instant considéré, la discontinuité
d'ordre p ne se dédouble pas en une discontinuité d'ordre p et une ou plusieurs
discontinuités d'ordre p+k (avec £>0) (ou méme en plusieurs discontinuités d’or-
dre p+k). Nous avons essayé® d'éerire les plus simples parmi ces conditions
d'ordre supérieur; mais elles se compliquent rapidement a mesure que % aug-
mente, et il y a lieu de rechercher, non toutes ces conditions successives, mais
la condition totale dont l'ensemble de leurs premiers membres fournit le déve-
loppement.

Le probléme dont nous nous occupons en ce moment introduit et permet,
comme j'espére le montrer dans un travail ultérieur, de trouver ces conditions
de compatibilité totales, du moins pour les mouvements régis par une équa-
tion (E).

La ou elles ne seront pas vérifiées, un front interne, celui dont l'existence
est suggérée par Poisson, se produira en méme temps que l'onde centrifuge.
D’ailleurs, contrairement & ce que pensaient Poisson et Fresnel lui-méme, la dif-
ficulté dont il s’agit n'est nullement liée & la mineure de Huyghens: la méme
circonstance paradoxale semble au premier abord se produire, que cette mineure
soit vraie ou nom, c'est & dire qu'il y ait ou non »diffusion»® des ondes. Notre
figure 2 permet d'ailleurs de concevoir la disposition de ces deux fronts centri-
fuge et centripéte. Il suffit d’y concevoir le sens de haut en bas comme étant
celui des temps croissants, la nappe de conoide de sommet o représentée sur le
dessin comme étant une »nappe d'avenir» et l'ensemble du dessin comme sché-
matisant 1'effet produit par un ébranlement originaire du point o de 1'espace-
temps sur les phénoménes ultérieurs relatifs aux différents points de S;. Ce
point de vue est inverse de celui ot nous nous plagons en général, lequel con-
giste 4 considérer le temps comme croissant de bas en haut de la figure, la nappe
conoidale de sommet O représentée sur notre dessin comme une »nappe de passé»
et I'ensemble de nos schémas et de nos calculs comme destiné & déterminer 1'effet
produit en o par des perturbations initialement données le long de S,. Mais —

! Voir nos Legons sur la propagation des ondes, Chap. II.
® Ibid. § 4. ’
® Voir C, 1V,
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c’est 13 une forme du »principe du retour inverse» — il est au fond indifférent
de se placer & 1'un ou & l'autre de ces deux points de vue: ils sont équivalents;
tout conclusion obtenue dans l'un des cas entraine une conclusion exactement
correspondante dans l'autre.

Si l'on considére o comme un centre initial d'ébranlement, le reste de la
figure comme correspondant 4 des instants ultérieurs, S; comme figurant 1'un
d’eux, o représentera le front d’onde engendré & cet instant par l'effet de 1'é-
branlement initial. I, représentera le front externe ultérieur, — qui est le front
véritable — et G le front interne dont nous venons de parler.

Si, au contraire, nous reprenons notre point de vue habituel en considérant
les ébranlements initiaux comme distribués suivant S, et que, plus spécialement,
nous en considérions un qui soit localisé au voisinage immédiat d'un point dé-
terminé 2 de S, cet ébranlement particulier engendrera une onde dont la marche
sera figurée par le conoide I';, de sommet 2 et la position & un certain instant
par ¢ si l'instant en question est figuré dans l'espace-temps par §;. Au dela de
S,, ce front d'onde engendre encore un front externe et un front interne et la
condition pour que le front interne passe précisément au point o de 1'espace-temps

est que le point 2 ait été choisi sur la trace S, du front interne G engendré

' par ¢ dans T, (puisque, — autre répercussion du principe du retour inverse —
la condition qui définit le front interne, celle que les traces ¢ et o soient tan-
gentes entre elles, est symétrique par rapport aux points o et 2). Si & un tel
choix du point 2 devait correspondre une onde produisant un effet spécial aux
lieux et instants ou elle passe et, si par conséquent les points pris sur G agis-
saient sur le point o0 autrement que les autres, la formule de résolution précé-
demment écrite devrait contenir non seulement des intégrales triples étendues a
S, et des intégrales doubles étendues a o0,, mais aussi des intégrales doubles
étendues au front interne s,.

Pour la méme raison que tout & l'heure, il est absurde a priori qu'il en soit
ainsi, et, de fait, notre formule de résolution ne contient rien de pareil. En parti-
culier, comme le remarque Poincaré’, il est aisé de s’assurer que les termes de cette
espéce disparaissent dans le cas classique de 1'équation des ondes sphériques. En
appliquant un mode de calcul analogue i l'équation générale (E), je m'attendais &
trouver des propriétés de la fonction ¥V qui intervient dans la formule de résolu-

! Théorie Mathématique de la Lumitre, Chap. III, p. 98. On sait (Joc. cit.) que la com-
pensation dont il s'agit n’a lieu que si l'on tient compte simultanément de tous les termes de la
formule, c'est a dire » la fois des déplacement initianx et des vitesses initiales,
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tion. On verra plus loin que cette attente a été dégue et que la destruction
mutuelle des termes relatifs au front interne se produirait de méme si, dans la
formule fondamentale (1), la fonction V était de forme tout a fait quelconque.

7. La disposition de figure que nous venons de considérer n'est pas la
seule qui puisse se présenter. Il peut arriver (figure 2 bis) que le front interne
se croise lui-méme et qu'il y ait dés lors, non seulement, dans 7,, comme pré-
cédemment, des points 2 tels que ¢ soit entiérement intérieure & ¢ et d'autres
tels que ¢ et o soient sécantes, mais en outre, dans T, et particunliérement sur
Sy, des points auxquels corresponde une trace d'onde ¢ comprenant entiére-
‘ment ¢ & son intérieur. Quoique cette nouvelle dispdsition entraine en généra,l,'
pour le front interne G, l'existence des arétes de rebroussement auxquelles j'ai
déja fait allusion dans P et dont je compte m'occuper plus en détail dans un
travail ultérieur, elle n'entraine, pour le calcul actuel, que des modifications in-
signifiantes et évidentes par ellessmémes. Nous nous bornerons, pour fixer les
idées, au cas considéré en premier lieu. ,

8. Nous ne supposerons donc que deux régions différentes, la région cen-
trale et la région annulaire. Les points de la seconde d'entre elles donneront
naissance & des traces o qui couperont chacune ¢ suivant une ligne fermée que
nous désignerons par i.

S'il s'agissait de l'équation des ondes sphériques

1 P*u  Pu  Pu  Pu

CoF "o oy a2 O
(ou, plus généralement, d'une équation ayant les mémes termes du second ordre
que l'équation des ondes sphériques), 'hypersurface S; n’étant autre que t=const.,
0 serait une sphére et il en serait de méme de ¢ pour tout choix du point 2
dans la région centrale. Au contraire, pour un point 2 pris dans la région
annulaire, ¢ serait une calotte sphérique limitée a son cercle d’intersection avec
la sphére o.

Nous continuerons, dans le cas général, & admettre que les relations quali-
tatives de ¢ et de o sont les mémes que dans ce cas particulier et il nous sera
méme commode d’employer les mots de »sphéroide» pour la multiplicité o ou la
multiplicité ¢ qui correspond 4 un point de la région centrale, de »calotte sphé-
roidale> pour la multiplicité ¢ correspondant 4 un point de la région annulaire,
et limitée par conséquent, & son intersection A1 avec ¢, de méme que pour la

calotte ainsi interceptée sur ¢ et que nous désignerons par o.
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Si nous avons substitué & l'un ou a l'autre des conoides I'y,, I}, un conoide
modifié (n° 1, § bis), une modification correspondante étant faite éventuellement
4 un conoide de sommet 2 considéré comme lieu du point 1, et si le point 2 est -
dans la région annulaire, de sorte que les traces ¢ et ¢ se coupent, chacune des
deux calottes qui en résultent sera modifiée (méme si un seul des paramétres
71, ¥s est différent de zéro), soit par changement du sphéroide aunquel elle appar-
tiendra, soit par changement du sphéroide qui la limitera. Outre le trait su-
périeur ou inférieur dont nous affecterons la lettre o suivant qu’elle représentera
la trace de I, =const. ou celle de I, = const., nous inscrirons un accent su-
périeur, si on fait varier y, et un accent inférieur si on fait varier y,. Une
convention toute semblable sera faite pour une ligne i modifiée. Ainsi ¢, désig-
nera la calotte découpée, sur lintersection de S, avee I, = 0 par le conoide
modifié I; =y, construit & l'aide d'un point déterminé 2 quelconque; ¢, la
calotte délimitée de la méme facon sur le sphéroide ¢, trace du conoide modifié
Iy;=17y; 4/, Vintersection des traces de deux conoides modifiés; ete.

8 bis. Enfin, nous aurons i étudier 1'ensemble des positions occupées par
le conoide modifié f_‘_,, (d'équation I'j,=1y,) lorsqu'on fera varier le point I, en
donnant au parameétre y, une valeur constante tres petite.

Si d'abord le point 1 décrit ¢, le conoide modifié, ainsi que la région qui
lui est intérieure’, balaye un volume 7., trés peu différent de T:,, et dont:la
frontiére, enveloppe de ﬁg, sera constituée de deux parties: I'une I, trés peu
différente de I, lieu des points 2 tels que la trace g, correspondante soit tan-
gente extérieurement & o; l'autre G,, lieu des points tels que les deux traces
dont il vient d'étre question soient tangentes entre elles intérieurement, et trés
peu différente de G.

Si au lien de décrire o, le point 1 déerit toute la multiplicité S, dont o
est la frontiére, le conoide modifié balaye un volume 7, peu différent de T,
volume qui est divisé par la cloison interne @, en deux parties, distinguées 1'une
de l'autre par le fait que ¢, est intérieure 4 S, dans la partie centrale et sécante
4 ¢ dans la partie annulaire. La frontiére de ce volume 7, est constituée pour
une partie par I'; et pour le reste, par le lieu des points 2 tels que le conoide
modifié qu'on en déduit soit tangent & S, (la nappe qui contient le point de
contact étant, par ailleurs, extérieure & T,).

! Les volumes balayés par I’,, et par T, ne seraient plus identiques entre eux dans la
disposition de la figure 2 bis.
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Il est clair quun volume 7,5,, tout analogue & T.,, serait engendré (avec
frontidres I',, et G,” analogues & I'; et & G,) si le point 1 décrivait, au lieu de
o, une frontiére modifiée o'

Les deux parties I', et G, de la frontiére de T, découpent respectivement
sur S, deux traces, I'une S, voisine de celle du front interne, l'autre o,, voisine

de o,.

II1.

9. Ces explications et notations géométriques étant acquises, nous pouvons

aborder l'exécution du calcul que nous avons en vue. Nous supposons %, €x-
e s s , L du
primé 4 l'aide des valeurs u,, u,” de u et de sa dérivée transversale 4, 2ux

divers points de S;, en écrivant 3 cet effet la formule (1) dans laquelle u, o', L, »
seront affectés de lindice 1 et V, ¥ du double indice o1. Dans tout ce qui
va suivre, il est entendu que le sens de la normale & S, et, par conséquent
(Y, p. 63), celui de la transversale » seront ceux qui sont dirigés vers l'intérieur
de T,. La formule comprendra les sept termes (2). A la rigueur, d'ailleurs,
nous pourrions traiter de 1'équation sans second membre et, par conséquent, faire
abstraction des termes (a) et (d). Mais on va voir que l'introduction de ces termes
n'offre que des avantages.

La quantité u, qui figure dans la premiére formule ainsi écrite peut & son
tour (si on la multiplie par 2s) s'exprimer en fonction des données de Cauchy
uy, s prises sur S, par une formule toute semblable, mais ot %, u’, L, » (trans-
versale dirigée vers T\) seront affectés de l'indice 2; ¥, U, du double indice 1 2.
I1 en résultera pour »,’, par différentiation, une expressioﬁ contenant également
@3, Us, %y - Reportant dans la valeur de %,, TIOUS aurons une expression que nous

nous proposerons d'ordonner par rapport aux valeurs de ¢,, u,, uy . Le coefficient

d'une valeur quelconque de ¢,dT,, sous un signe f f f f , sera la valeur cor-

respondante de — 27U, de méme que le coefficient de u, dS, sous un signe

f f f . Le coefficient de q)g%, sous un signe f f f , ou le coefficient de
2

1 dS . '
g »d?;—’ sous un signe f f , sera la valeur correspondante de 2z V. Enfin, les
{2

[
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coefficients de u,d.S,, ugz—fg sous les signes f f f ou f f devront étre liée aux
2
) o

fonctions U,, et V,, par des relations analogues a celles qui résultent de la forme
T. S, . .

des termes (b), (f), (9). Quant aux termes en %;’—2 ou ‘;—72 relatifs au front in-
2 2

terne, ils devront disparaitre.

L'expression que nous avons i former sera évidemment une somme de termes

(a), (d), (ba), (bD), (be) obtenus en combinant chaque terme de la premidre formule

sauf (a) et (d), avec chaque terme de la seconde, absolument (3 la commutativité

prés) comme on le fait dans la multiplication de deux polyndémes. Si d’ailleurs

on a calculé tous les termes dont le second facteur est (a), on est dispensé de

recommencer avec (¢), car il suffit de remplacer g,d T, par u'yd S, avec change-

ment correspondant de l'intégration; et aussi avec (b), le changement étant alors

celui de @,d T, en u,dS;, mais combiné, cette fois, avec le remplacement de U,

Y

d v: - L2 Ww-

De méme, le caleul d'un terme ayant comme second facteur (d) dispensera,

par l'expression UW,,—=

pour des raisons analogues, des termes correspondants 4 second facteur (e) ou (/).
Les termes en (g) (comme second facteur) exigeraient un calcul nouveau; mais
on peut s'en dispenser quant au présent, sauf & titre de vérification, en remar-
quant que les coefficients de wu; se déduisent de ceux de #', ainsi qu'il a été
expliqué tout 4 l'heure.

En résumé, on voit qu'on peut se bormer i prendre les termes (b), (¢), (¢),
(f), (9) au premier facteur; les termes (a), () au second: soit en tout dix expres-
sions 3 calculer.

Les termes (¢}, (f), (9) qui figurent comme premiers facteurs seront pris sous
leur premiére forme (2). Au contraire, il y aura lieu de prendre sous la forme
(2') le terme (d) qui figure en second facteur et, de méme (toujours en second
facteur) (), (f) ou (g).

Les figures schématiques jointes aux calculs sont de deux espéces. Les
figures portant lindice 1 (ba,, bd,, etc.) sont relatives i l'intégration sous sa
premiére forme (intégration extérieure par rapport au point 1, intérieure par
rapport & 2): elles représentent des constructions effectuées dans l'espace 1' a
quatre dimensions et, par conséquent le schéma fait abstraction de deur dimen-
sions. Les figures ba,, bd,, etc., qui se rapportent & la forme finale de chaque
terme — intégration extérieure par rapport & 2, intérieure par rapport a 1 —
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schématisent cette intégration intérienre: elles sont censées tracées sur la multi-
plicité trois fois étendue S, et, pour cela, il y est fait partout abstraction d'une
dimension.*

Ainsi, la surface sphéroidale o est représentée par deux points sur les figures
ba,, bd,, ete., et par une ligne sur les figures ba,, bd, ...

10. Terme (ba). — En posant d—d?o‘ — LUy, =0, il vient
1

0

Fig. (ba).

! Les figures d'indice 2 pourront d'ailleurs avoir plusieurs aspects, smivant la situation du
point 2. En figurant ces aspects, nous indiquerons, par une parenthése placée sous la figure, les
régions de 7, anxquelles ils se rapportent.

29—2661. Adcta mathematica. 49. Imprimé le 6 juillet 1926,
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i [ s [oonsn)

E

0

I'intégration extérieure, étant étendue a S, l'intégration intérieure, pour chaque
position du point 1, au volume ;1_'2 correspondant. Le tout donne une intégra-
tion septuple par rapport aux coordonnées ordinaires ou curvilignes de deux po-
ints variables 1'un sur S,, l'autre dans 7, et assujettis, I'un par rapport al'autre,
a l'inégalité Iy, =o0. Il est clair que le méme résultat peut s'écrire en inter-
vertissant 1'ordre des intégrations, soit

o= fran [ o)

Conformément 4 la remarque faite ci-dessus, les termes (bb), (be) donneraient des
résultats tout amnalogues. Dans (b¢), on aurait la méme intégrale intérieure avec
remplacement, dans l'intégration extérieure, de @,d T, par «'ydS,, soit

1= [ 003

dans (bd), il faudrait, en outre, changer U, en la quantité €W, = -Ev»'g——L;Um

analogue a T0,,, soit

o= s fr0085)

Dans les deux cas, l'intégration extérieure est étendue a toute l'aire S,,
l'aire §, étant, par contre, d’'aprés ce que nous avons vu, de forme différente
(voir la figure) suivant que le point 2 appartient & la région centrale S:c ou &
la région annulaire S;,. Une remarque analogue s'applique d'ailleurs a notre
premiére formule relative a (ba).

11. Terme (hd). — Nous emploierons la seconde forme du terme (d), qui
donne
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= [ s [ ronar-
-t s [ rre)

=

’ 2
Fig. (ba), (T50) Fig. (bd), (T,54)

Dans la quantité entre crochets, l'interversion des intégrations est possible comme
tout a lheure, les deux points 1, 2 variant séparément dans S, et dans 7 en

étant assujettis 4 I'inégalité I';=y,: on a ainsi

st 1 frnl ) feeros)]

L’intégrale extérieure, fonction de la position du point 2, représente une
fonction différente suivant qu'on est dans la région centrale ou dans la région
annulaire. Il est clair, cependant, qu'elle reste continue au passage du front
interne; d’autre part, elle s’annule sur la frontiére I,. Donec il suffit de diffé-

rentier sous le signe intégral extérieur et l'on a

vt [ fan s [ fon 02
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Tout pareillement, on aura

o= [ [ [eras. [ [ 07,8
5 s

Le terme (be) introduira la quantité

AV,
dv,

g ds,
_fffugdSij 7001 led—yg
Se k4

dF
sz - — L2 Vis— —18 le,

on aura

12. Terme (ca)!:

d
_—_+fff°UmdSl~ﬁdvl ffff%%dz;.
5 T

La différentiation de l'intégrale intérieure introduira, outre un terme diffé-

rentié sons f f f f
ffffd‘civls2¢2dT2:

lequel se traite comme (ba), un terme de frontidre. Ce dernier se calculera par

la régle énoncée plus haut. IL’équation I',=o, qui définit la frontiére de T,
dépend du paramétre », si le point 1 se déplace sur la transversale & §;,. Le.
terme de froutiére sera done

7 dr, dT.
-[ff lng 12 2
dys

sans inseription du signe — provenant de la formule (6), parce que, d'autre part,
dans le voisinage de I3, le c6té extérieur au domaine d’intégration T, est celui

! Ce terme ne nécessite pas de figure spéciale, les intégrations auxquelles il conduit se trai-
tant soit comme celles gqu’introduit (ba), soit comme celles qu'introduit (bd).
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qui correspond & dI,<<o. Ceci peut encore s'écrire

dl's
[ [t
T

moyennant quoi, le terme résultant de l'intégration extérieure pourra se traiter
comme (bd), donnant

drszff%w fffwi s =
o e

puisque, icl encore, lintégrale intérieure du premier membre est continue et
s'annule sur I,.

Donc au total,

AT, d8s,
o= [ [ ] [outaas ] [oamai)

De méme

as;
(cc) f{fu d&,[ff[ 01d;012d3 +fchm7J,2ddI;12dy2]

pendant que

d adl,ds,
(0b)=—fff"2dsz [fffcvm K’—zd&—l-ff(‘vm 12 dvlzdyg]
A s

13. Terme (cd)!

! Les constructions relatives an caleul de {¢d) ne different de celles gui se rapportent au
calcul de (bd) que par la présence, dans le résultat final, d'un terme intégral étendu & la trace
modifiée ¢, et différentié par rapport & y;. La ligne représentative de ¢, a été tracée d'un trait

spécial (trait mixte foreé) sur les figures (¢d),, afin de rappeler cette circonstance.
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d aT,
(Cd)=—ff[“z}mdsxd—,ﬁffflfleq)zagz
S,

v

d2
:+fffW01dslﬂE};ffffV’2¢2dT2
Sy

7

~

50

”

0

(Ta¢) (T20)
Fig. (cd),

4. 4 sont
dv, dy,
échangeables comme i l'ordinaire; la seconde d’entre elles peut sortir du signe

Les variables »,, y, étant indépendantes, les différentiations

f f f extérieur, aprés quoi la premiére peut se traiter comme tout & L'heure.

Ainsi
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(cd) _ﬁffff%”“”ff% '2ds +ff7}mV,2‘ff”flf

Comme précédemment (calecul de (bd)), les deux intégrales entre crochets n'exi-
stent que li ol g, n'est pas entierement extérieure a S, c'est a dire dans T); et
les domaines d'intégration correspondante changent de définition au passage de
G,, mais sans que ces circonstances donnent lieu & aucun terme spécial, parce

que la quantité f f s'annule sur toute la frontidre variable de T, et est con-

tinue au passage de la cloison interne. On n'a done qu'a différentier sous le

signe f f f f par rapport & y,, soit
dI,dSs,
= [ fran )] [ousren s i f [Pl
Ty
B _ dV,zdS Al dsS;
"fffszde( ffwm dv, dy, dygffcvm 20y, dye
Ty o

de méme

— ’ . avV,,ds, dr,,ds,
(Qf)-fff“ 5% (ff Vo d”l2 dys d}’szcym dv, d?’2)
Sa g

et
— . olledS1 dIy,ds,\
(ce) = fffugdsg(ff Un—; B s D, W, e
A o o,
14. Terme (ea). En posant encore W, — ddV — L,V —C, ddl;"l on a
1
:ffW01d71 fff[‘ylgq)ng

ou

i [ fpan o
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G,.
Fig. (ea), Fig. (ea),

I'intégrale intérieure n'étant relative qu'a la calotte de ¢ intérieure a S, (laquelle
n'existe que si le point 2 est dans la région annulaire Ts,).
De méme, on aurait

(. ds as
(ec)szfuzdsszwmcyma;f’ (eb):"fff“szdsaffwolwmd_}f’
A - S P

Y

formules analogues & celles que nous avons obtenues pour (ba), (b¢), (b9), & ceci

prés que lintégration intérieure s'étend & une portion de o et non & une por-
tion de S;.
0

G

q

Fig. (ed), Fig. (ed),
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Terme (ed) — La valeur du terme (ed) sera dans une relation tout ana-
logue avec celle de (bd): on aura d’abord

[ [ [[[ [roman
=i ([ [ram | [rars)

g, est la partie de ¢ située 4 Vintérieur de S,,, c'est & dire une calotte ayant
pour frontiére la ligne A, d'intersection de o avec I'y=y,. L’intégrale intérieure
s'annulant 4 la frontiére du domaine d'intégration extérieure, la différentiation

portera exclusivement sur cette intégrale intérieure et se fera & vue par l'emploi

d
du symbole d_y%? précédemment défini (n° 2 bis) et pris négativement, comme y
1 2

conduit la regle indiquée au n° 2, lorsqu'on tient compte de la note de la p. z10.

Ainsi
ffff%” fW‘” 12al/ d?’z

et

(ef) = — wedS, | Wi, 7, =, (ee) = u,dS; | Wy, W, 45
1"d d Ve 2 2 o1 12d7‘d,/2

)

L

L\, l

Fig. (fa), Fig. (fa),

30—2661. Acta mathematica. 49. Tmprimé le 6 juillet 1926,

A
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15. - Terme (fa). — Les termes en (f) se traiteront évidemment en prin-
cipe comme les termes en (¢), & des changements prés semblables & ceux qui se
présentent dans les termes en (¢) par rapport aux termes en (b).

_ dSl
(f“)— ffV01dy1 dvlffffOU12¢2dT
donnera
— dwlz_dﬁl drm dSl
(fa)——ffff¢2dT2(ffVox dv, dy, +fV017}19 dv, d}’ldjfg
T2a 3 i

de méme que

ITalS (5,2, 05),
vy dy
2

(fc)=_fffu2dS2(ffVm d 2 gy, dy,dy,
S2q ¢
AW, a8, dly dS, \
o= fffugds (ffVm dv, dy, fVOlwm dv, dy,dy,
by

16. Terme (fd). Tout d'abord, en opérant comme pour (cd),

ff “dy, d%dhffff Vugudls
T,
dVlgdS cﬂg as,
= dhffff‘PedT (ff o1 dv, dy, fVme dv, dy,dy, !
i

7

I'intégration quadruple du dernier membre étant encore restreinte au domaine
des points 2 pour lesquels o, existe, c'est & dire & Tyq.
La différentiation du premier terme donne sans difficulté (l'intégrale f f

o,

relative 4 la calotte sphéroidale g, étant encore nulle aux frontidres I'; et G,)

avV, as;
a1, | V, 12
ffff% f “dv, dydy,
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0

N
)
RN
N

g

(voisinage de I',) (voisinage de G,)

Fig. (fd),

Dans le second terme, l'intégrale suivant 4, est mise pour

(1) d72ffV01 12 d”l d?’l

et il sera nécessaire ‘de lui laisser cette seconde forme pour trouver sa valeur
limite aux frontiéres mentionnées il y a un instant.

§il est vrai, en effet, que, sur ces frontidres, l'aire G, (ainsi que son con-
tour 1,) et, par conséquent, l'intégrale double correspondante, s'annulent, il n'en
est pas de méme de la quantité (r1): cette derniére devra alors se calculer non
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par une intégrale simple suivant 2,, mais par la méthode du no 4. On devra
donc, cette fois, introduire, dans la différentiation de l'intégrale quadruple, deux
termes de frontiére, ot figureront les valeurs limites de 1'expression (II).

Dans le calcul de ces deux termes, la valeur limite de la quantité

dr,
VV,zd

Le facteur restant est la quantité géométrique

(12) - d‘yaffdyl

dont la signification est, d’aprés ce qui précede, la suivante. 1 étant un point

12 ﬁgurera en facteur et peut, dés 4 présent, sortir du signe f f

pris sur ¢; 2, un point de I, (ou de ) pris sur la bicaractéristique issue de 1;
s, une premiére constante positive (finalement nulle); 2,, un point voisin de 2 et
situé sur I'enveloppe I, (ou G,) formée avec cette valeur de y,, c'est & dire tel
que l'hypersurface I,,=p, correspondante soit tangente a o; g;<y, un second
paramétre infiniment voisin de y,; 0,, la calotte interceptée par I'hypersurface
I'y=g, sur o, lexpression (12) est le coefficient de y,—g, dans l'intégrale
s,
f f dy,

g,

qVo Vie cfil“ sera la limite de l'intégrale intérieure: elle devra, conformé-
art,
dys

quotient (changé. de signe ) par dy;, de 'élément de volume compris entre les
hypersurfaces voisines Iy, I, (ou G, G,).

I, est, par définition, 'enveloppe de I'hypersurface I;=y, lorsque le point
1 déerit o, de sorte que son équation se déduit de I',=y, en substituant aux
coordonnées du point 1 leurs valeurs déterminées en fonction de celles du point

2 par la condition que.le premier membre soit stationnaire. C’est en particulier

2

ainsi qu'il faut opérer pour le calcul de la quantité %117:1'— (ou plus précisément

dl

dn. POUr exprimer qu’il s’agit d'un déplacement normal du point 2). Mais la
2

! Voir le caleul de {ca).
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théorje des enveloppes nous apprend que le calcul peut, dans ces conditions, se
faire sans tenir compte de la variabilité du point 1: elle a la méme valeur pour

I'enveloppe I',; que, pour l'enveloppée 1,2
Tenant compte des deux termes correctifs ainsi calculés, nous avons

dv, dS  d dr, ds,
V= f f f f P21y (f " do, dydy, d/z_f Vo Via gy, dyldyg)
dr,
— Vo Vis 2 224
[ fprarionigi=f]

On aura de méme

-_ ’ aV, ds, _d - dly, dS§;_
(ff)dfffugdsg (f dy, dydy, dyzfv Ve gy, @y, dy,
Saa 2 S
dr,, dA
_ff Vm szm d}’z_ff
T AW, ds, d dr,, 48,
= j f f ek (f Yoo, dy,dr dygf Vo Wisds, dy,dz,
SQ i Ay
dr, ds,
ffu»Vm 12 d 12 d}’z ff

17. Occupons nous enfin des termes dans lesquels le premier facteur est (g).

Terme (ga). On a

dIy ds,
[P  [] [
— dFO,dS,
[ et

T's, étant le domaine engendré dans 7T, a V'aide de ¢ comme T, Vest &
l'aide de 0. Ce domaine dépend donc de y,; mais, comme, sur sa frontiére, l'inté-

grale intérieure s’annule, nous n'aurons pas de terme i écrire de ce chef. Donc
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Fig. (ga),

_ a , dIy dS,
(ga)— ffff‘]’szzdylffV()lI’xz dv, dy,
Tgq P

—- rag 4 A1 dS,
(ge) = fff“zdszdylfflfm Vie dv, dy,
Saq

o

. d dIy, dsS,
(.qb)—fffuzdszdhffVm Wi dv, dy,
S2q P

18. Terme (gd).
__a Ay dsS, d
(gd) d}’lffVm dv, dy, dy, Vie@.d T,
o' Ty
o d’___ dL}ndS1
= d71d72ffffq)2deffVme dv, dy, ’
Tioa a’

les deux différentiations étant échangeables puisque y, et y, sont deux variables
indépendantes. Le domaine T,  est celui qui est balayé par T,, lorsque le point

1 décrit o': il a par conséquent encore une frontiére externe I',, lieu des points

2 tels que la trace o, correspondante soit tangente extérieurement 3 d et une
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0

G2
Fig. (gd),
G
G
(voisinage de I'',) (voisinage de G,")
Fig. (9d),

frontiére interne G,’, lieu des points tels que o, soit tangente & ¢ intérieure-
ment. Lorsque le point 2 est sur I'une de ces deux frontidres, l'aire g,” se réduit

4 zéro: on peut donc encore se contenter de différentier sous le signe f f f f

par rapport & y,, soit

' . dFmdSI
- dylffffwszzd fflm 127, d71

ce qu'on peut encore écrire
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ar,
ATy | Ve Vis- gl
ffff¢2 f 0B gy, d71d72

sous réserve de noter que, aux frontiéres de 7", donc sur I, ou G, la valeur

que prend lintégrale doit étre calculée a laide de la premiére forme de

cette expression.

Cette valeur frontiére n’étant pas nulle, elle donnera lieu dans la différen-
tiation, & un terme dont le calcul se fera comme pour (fd). La quantité ¢ est
commune aux deux calculs et, par conséquent, la valeur limite de l'intégrale
ar, ar
dviz en ﬁ.

La valeur limite ainsi obtenue devra é&tre multipliée par ¢, et par un élé-

intérieure y est la méme, au changement prés de

ment différentiel dont le calcul se fera d’aprés les principes déja invoqués dans
les cas précédents. I”, est l'enveloppe d'un conoide caractéristique dont le som-
met 1 déerit l'intersection ¢’ de S, avec I'yj=y,. Son équation

(I'3) Iy(y, ..y &my 1) =0

s'obtiendra donc en éliminant les m—1 coordonnées curvilignes du point 1 entre
les équations

(_12) I'y=o,

(@) I'n=n

et les (m—z) équations qui expriment que le premier membre de (I) est sta-
tionnaire pour un déplacement du point 1 sur ¢ (le point 1 ainsi déterminé
étant a la limite, pour y,—o0, le point S, situé sur la ligne de contact de I
avec le conoide de sommet 2, c'est 4 dire avec la bicaractéristique du point 2).

Par exemple, on pourra prendre

r,2:F12’

les coordonnées du point 1 étant remplacées, au second membre, par leurs valeurs

calculées en fonction de =z, ... zn (coordonnées du point 2) dans les conditions
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qui viennent d’étre indiquées. D’aprés la régle du n° 2, 1'élément d'étendue de
Iy & introduire est

(13) dz:(— dﬂ?éﬂ)

dny = 0y

(ny, mormale & I”,, dirigée en dehors de 1"»,).

Comme plus haut, les dérivées de I, se calculeront sans avoir & tenir
.compte de la variabilité du point 1, c'est a dire seront égales aux dérivées cor-

4

respondantes de I,. Le quotient dE:o(lan
2

est ‘donc la méme quantité %% que
2

nous avions a considérer dans le calcul de (fd). Quant & %1;2 = 6219:13

1 1
autre chose que le rapport constant (n° 2 bis) entre d I, et d I'y;, pour un déplace-
ment quelconque effectué sur S; & partir du point de contact de ¢ et de o,

, 66 n’est

dTly,

d Iy
dérations toutes semblables s’appliquant le long de G’ (done, & la limite, de G),

cest a4 dire, 4 la limite, que le rapport?! en un point 1 de o. Des consi-
» g 19Y p

nous obtenons finalement

_ i ary _ds,
(gd)ﬁffffﬁpzdlzdylfVMVm dv, dy dy,
Taq

l’
_ AlydTydly
fffq% VoVse o, dy at, )
Ty

avec formules correspondantes pour (gf), (ge) (cette dernidre toujours avec change-
ment de V;, en W,,).

19. L’ensemble des coefficients de @,d T, sous les signes d'intégration qua-

druple donmera la valeur (changée de signe et multipliée par 27) de Up,; on a
ainsi (en remplagant U et W par leurs valeurs):

! D’aprés la formation et les propriétés (Y, 58) de la quantité I, ce rapport n'est autre qu
le rapport (négatif) entre les valeurs de la variable s (loc. cit.) qui, comptées & partir du point 1
correspondent respectivement aux points 2 et o. Cette remarque n'est valable que sur I, et no
sur G.

31—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 6 juillet 1926.



242 J. Hadamard.

(14) — 278 Vg =
Provenance
(ca), (ba) fff L d‘;vu lgd?m + L 7/017)12) a8, }A
. . 8,
(ca), (bd), (cd) | + 7/017/] d1 Gt v, 3 Cu_qy V1. Vlg)
dv, dvy A
dr,,dsS, B
a Iy
(cd) '|' ffcvm 12 dv, d72
, ds
(ea), (fa) - 7}01 W1 dT01+ V01 7} Wmd Vo +L, Voxcym) ——
dvy, dv, dy,
ATy ds, B
_ aly
(ga) ffVOI 12 d'l’l d”]
avV, av, ar,
(fd)’ (ed), (fa) + j(Vm dv, —Vie—— v, —u + L Vy V12+CU01112 dy (1)1
i
. dr,\ 48,
e dv, ) dy, d?’z
_d ar, ds, c
(fd) f 12 d’V d}/ld?’a
4
a dI'Ol as,
(gd) fV01 Vie—— dv, d71d72
l’

Les termes B’, ¢ n'existent que si les deux traces o, o sont sécantes; du
moins il en est ainsi dans la disposition de la figure 2. Si, au contraire, la
disposition était celle de la figure 2 bis, ce seraient les termes B qui disparait-
raient dans la partie centrale en méme temps que les termes C.

La formule manifeste bien, comme cela était nécessaire, une symétrie par
rapport aux deux points 0 et 2 (on sait que le résultat ne doit pas changer par
Véchange de ces deux points entre eux, en méme temps que de I'équation donnée
avec son adjointe).

20. Considérons maintenant ce qui est relatif a I, et ce qui est relatif au
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front interne. Dans le premier cas, 2 étant un point de Iy, on doit obtenir la

T
valeur de 27V, comme égale au coefficient de dd72

triple. y, nous le rappellerons, représente la valeur de I,,. Notre formule

gsous le signe d'intégration

(termes (fd), (gd)) fait intervenir comme élément d'étendue de I', la quantité
2

arT, . 4. 4T, . ; .
—2 cest 4 dire 2. Mais, en raisonnant comme nous l'avons fait un peu

dys’ dl's

plus haut, on voit que le rapport de ces deux éléments est celui de dI', a d 1,
(égal lui-méme A celui de valeurs de s correspondant aux ares 12, 02 de bicarac-
téristique). Nous avons donc

: ar g ary, Loy (AT
b= (i) ol s )|

Les deux termes ainst écrits se doublent: car les deux conoides Iy, I';; sont
tangents au point 1 et, dés lors, le rapport des dérivées de I’y et de I'y, prises

. A © , ar
suivant la méme direction transversale, est égal au rapport constant = 1,12-
01

21. Au front interne, le coefficient de ‘fz% est encore la méme quantité
2

dly, | dTy (d[g) ]
qVor V"*[dy1 T oaw, \ary,),

Mais, cette fois, les deux termes entre crochets se détruisent. Ieci, en effet,

le rapport (Z?—s) n'est constant (avec la valeur désignée par notre parenthése)
01/1

que pour un déplacement tangent & S,. Or, au point 1, les hyperplans tangents
a I'y, I'; et S; ont la méme intersection, la variété plane tangente a ¢ (en
vertu de la définition du front interne comme deuxiéme nappe de l'enveloppe
des conoides ayant leurs sommets sur ¢), de sorte que leurs transversales, », et
les tangentes aux deux bicaractéristiques, sont dans un méme plan. Ce plan
coupe l'hyperplan tangent & S, suivant une droite conjuguée harmonique de »,
par rapport aux deux tangentes bicaractéristiques, puisque », est le diamétre,
conjugué de l'hyperplan tangent & S, par rapport au cone caractéristique qui
a son sommet en 1. On a donc bien, dans ces conditions,

dl'yy dlo (‘H‘rs) .
dv, ~dvy dIg/,
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23. Les formules auxquelles nous sommes parvenus donnent lien aux mémes
remarques et applications que la formule () de mon Mémoire précédent (P).
C'est ainsi qu'elles fourniront la définition de T, méme si 'on n’est pas dans
la région de convergence du développement de cette quantité (Y, 63, 65, 180),
pourvu que les points de S; ou, plus précisément, de S; appartiennent a la fois
an domaine de convergence de la série U, et 3 celui de la série U,,.

Il en sera ainsi méme dans des cas o, par suite de l'existence de foyers
conjugués sur les bicaractéristiques issues de o (Y, 67 a), la nappe conoidale ren-
fermerait des singularités. Je reviendrai ultérieurement sur 1'étude de ce cas.

Avcune difficulté non plus & transporter les calculs actuels, comme ceux
de notre précédent Mémoire (Cf. P, IV) aun cas des ondes réfléchies, aun point
de vue duquel 'étude des singularités dont je viens de parler serait particuliére-
ment importante.

23. Enfin, nos résultats actuels comportent des conséquences d'un autre
ordre et qui n'avaient pas leurs analogues dans notre précédent travail. Ils
ouvrent en effet une voie nouvelle dans laquelle pourrait &tre cherchée la solu-
tion de la premiére question qui se pose & propos de la »mineure» B de Huy-
ghens, la recherche des équations & quatre variables indépendantes donnant
lieu & cette mineure (c’est & dire ne donnant pas lieu & la diffusion des ondes).
La formule (14) nous montre en effet que la relation Uy=0, supposée vérifiée
identiquement, fournit une propriété de la fonction V, celle qu'on obtient en
annulant 'ensemble des termes désignés plus haut par C. Comme le calcul de
la fonction V est relativement simple (Y, 170), on peut espérer obtenir ainsi les
équations cherchées plus aisement que par la condition F(V)=o0 qui (en vertu
de la formule (42"), Y, 62) les définit directement.



