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Duns un pr4c6dent travail 1, ~'ai dgvelopp4 cer~aines eonsgquences du prin- 

cipe de f tuyghens duns le cas d'une 6quation aux d6riv~es partielles du second 

ordre ~ un nombre impair quelconque de variables ind6pendantes. 

I1 s'agit, en l'espgce, de la premiere forme de ce principe, celle que j'avais 

d6sign6e pr~e6demment par la lettre A ~ et qu'on peut appeler la >)majeure>> de 

Huyghens (le principe de ttuyghens, dans son ensemble, 6rant eonsid6r6 comme 

un syllogisme). On consid&re un ph~nom~ne naturel se ddroulant dans respaee- 

temps ~ u n  nombre queleonque m de dimensions et caraetgrisg par une fonetion 

unique u des eoordonn6es, laquelle es~ suppos6e r6gie par une 6quation aux d6ri- 

v6es partielles lin6aire du second ordre 

Ou Ou 
B i - -  + C u ~  (E) F(u) ~- ~ Ask Ox~xk + ~ O xi 

i, k 

(off les Aik, les Be, C et 9 sont des fonctions donn6es des variables ind6pen- 

dantes xl, x~.,..., x~) compatible avec la propagation par ondes, c'est ~ dire ap- 

parCenant au type hyperbolique normal. 8 

1 ,,Principe de Huyghens et prolongement  analytique% Bull. Soc. Math. l~rance, tome LII, 
I924, page 141--I78. Ce t ravai l  sera, duns la  suite, d6sign~ par  la  let tre _P. 

Conf6rence g l'0ccasion du Cinquantenaire de la Soci6t6 Math6matique de France en I924. 
Bull. Soc. Math. Ft . ,  t. LII, p. 6 i o - - 64  o. Ce travail sera d6sign6 par  la let t re  C. 

* Voir notre prde6dent M6moire des Acta, tome XXXI ,  19o8 page 333 a 38o (travail que 
nous d6signerons par  A M)  part icul ierement  no 15, page 352, e t n o s  Lectures on Cauchy's problem 
in partial differential equations, New Haven--London,  1923 (travail qui  sera dgsign6 par  Y), 
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Soient, d 'autre  part,  Sl, Ss deux hypersurfaces  dfiment orient6es (Y, n ~ 27) 

par  rappor t  au cSnes caruct~ristiques de l '~quation; et soit (a~, a2, . . .  am) un point  

de l 'hyperespace s m dimensions, point  que, comme dans le t ravai l  pr6cddemment 

cit6 (P),  nous nommerons  le point  o et oh l 'on se propose de calculer la valeur  

de u. Nous supposerons,  comme darts nos recherches pr4c4dentes, que le cono'ide 

caract~ristique ayant  pour  sommet ce point  d~eoupe, ran t  sur S 1 que sur S~, 

des portions limit~es en tons sens et, d 'une mani~re g6n6rale, que les relat ions 

g~om6triques quali tat ives entre  les diverses part ies des figures que nous aurons 

's t racer  seront les m~mes que si l 'on avait  s faire '~ l '~quation des ondes sph~ri- 

ques, les hypersurfaces  S~, ~ n 'd tant  autres  que des hyperplans  t :  const. 

Supposons encore, quoique ce ne soit pas s t r ic tement  n6cessaire, que les 

multiplicit~s S~, $2, ou plutot  leurs port ions situ~es ~ l ' int~rieur du conoide carac- 

t~ristique et auxquelles il est express~ment entendu que nous les r6duisons d~sor- 

reals, ne se coupent  pas, S~ 5rant situ~e entre S e e t  le sommet o du conoYde. 

La  solution u de l '~quation sera d~finie si l 'on se donne, le long de $2, 

les donn~es de Cauchy, c'est 's dire, en un point  quelconque 2 de cette multi- 

plicit6, la valeur u~ de l ' inconnue et la valeur u' 2 de sa >>d~rivde transversale>>. ~ 

Sa valeur au point  o, par  exemple, sera donn6e par les formules (AM,  

formules (38), (62); Y, formule (39), n~ 105; (28)--(3o), n ~ 14:5--147) qui rSsul- 

t en t  de notre  th~orie pr~c~dente et qui sont de forme diff~rente suivant  que le 

nombre des variables ind~pendantes est pair  ou impair. Dans ces formules,  nous 

rappelons que l 'on dgsigne: 

par  A ,  la forme earact~ristique :~Aik~iZk relative s l '~quation; 

par  H : Z H ~ k x ' ~ X ' E ,  la forme r~ciproque de la prdc~dente (forme adjointe  

de A divisde par  le discr iminant  de A); 

par  I ,  le carrd de la distance g~od~sique de deux points,  compt~e relative- 

ment  ~ l 'SI~ment lindaire H(dxl ,  dx~, . . .  dx~; Xl, x~, . . .  x,~). P a r  exemple, Fo~ 

d~signera le carr~ de la distance g6od6sique entre les point  o et 2. Egal~e "s 

zgro, cette quanti td fourn i t  eomme lieu de l 'un des deux points, lorsque l 'autre  

est donn~, le cono'ide caract6ristique ayant  pour  sommet ce point. A l ' i n~ r i eu r  

du dit  conoide, la quantit~ I" est  positive; 

par  v, la solution ~ldmentaire f o r a g e  s l 'aide des deux points, suppos6s en 

n ~ 22, page 39. Dans AM, le lecteur est pri~ d'effectuer les corrections mentionndes au tome 45, 
fascicule I--2 des Acta. D'autre part, la notation de Y e t  celle du prdsent travail different de 
celle de A M par le changement de ~ cn - -~ .  

Y, 40; ddrivde conormale de M. d'Adh~mar, cf. AM, p. 335. 
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situation telle que la quantit6 F correspondante soit positive. Lorsque le nombre 

des variables ind6pendantes est impair, la quantit6 v s'exprime par une fraction 

ayant pour d6nominateur un radical (s savoir une puissance impaire de V~F). 

Si, au contraire, ce nombre m est pair, elle est de la forme 

V 
- - - -  - -  V l o g  1 ~ 

m 

les fonctions V e t  7_2 6rant d6finies et r6guli~res (elles sont holomorphes si l'6- 

quation est ~ coefficients analytiques et holomorphes), tout au moins d~s que les 

deux points dont dolt d6pendre v son~ suffisamment voisins l 'un de l'autre. Ces 

quantit6s existent doric quel que soit le signe de F; mais eUes n'interviendront 

que lorsque F sera positif (c'est s dire que chacun des deux points sera int6rieur 

au conoide caract6ristique issu de l'au~re) et i[ est entendu d6sormais qu'elles 

seront r6put6es nulles dans le cas contraire. 

Moyennant la formation de la quantit6 v si m est impair, des quantit6s V 

et V si m est pair, les formules mentionn6es ci-dessus r6solvent le probl~me de 

Cauchy, c'est s dire font connaltre la valeur de u 0 lorsqu'on donne us et u'~ en 

tous les points de ~ .  

Mais on peut aussi commencer par calculer, s l'aide des m~mes donn6es u~ 

et u'~, la valeur u 1 de u en un point quelconque I de Sj, ainsi que la valeur 

du 
u' 1 de la d6rivge transversale •'1- d~)l au mgme point (v~ d6signant la direction 

transversale s S~); puis, consid6rant ces quantit6s u~ eL u'~ comme de nouvelles 

donn6es de Cauchy, s'en servir pour le calcul de u o. Si dans l'expression ainsi 

obtenue, on remplace u~ et u'x, en  chaque point de S~, par leurs valeurs, on 

aura ~ nouveau u 0 exprim6 ~ l'aide des valeurs de u. 2 et de u'~. 

Ces deux modes de calcul doivent co~duire au m~me rdsultat: c'est en cela 

que consiste la forme A du principe de Huyghens. I1 est clair  qu'on obtiendra 

ainsi des propri6t6s soit de la solution 616mentaire v, soit des fonctions V e t  7_2 

qui y figurent. 

Pour m impair, on aura ainsi l'expression de v0, ~ (solution 616mentaire form6e ~ 

avec le point o e~ un point de S~) ~ l'aide des valeurs de v0~, v~ de cette m6me 

solution 616mentaire, ainsi que des valeurs V'ol , v'~ de la d6riv6e transversale aux 

1 v es t  so lu t ion  de l ' dqua t ion  donnde pa r  r appor t  a u x  coordonndes  du  p remie r  po in t  men-  

t ionn6  en indice,  et  de l ' 6qua t ion  ad jo in te  pa r  r appo r t  a u x  coordonndes  du  second point .  
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diffdrents points de S~. C'est ce  calcul que je me suis proposd d'ex~cuter dans le 

travail cit~ (P). I1 se prdsente, dans ce cas de m impair, sous une forme par~i- 

culi~rement simple, grs s l'interven~ion du symbole partieulier d'int4gration 

qu'introduit, dans ce cas, la r~solution du problSme de Cauchy. II arrive en effet 

que ,  dans les differentiations d'int~grales auxquelles on est conduit, la pr4senee de 

ce symbole dispense (AM, 6 bis, 14:; Y, 87, 93) de eonsiddrer les termes frontiSres. 

Mais pr~cis6ment en raison de cette circonstance, l 'interpr~tation des r~sul- 

tats obtenus est moins claire et moins instructive. C'est dans le cas oppos6 qu'il 

convient de se placer tout d'abord pour diseuter non seulement Failure des rSsul- 

tats obtenus s la fronti~re de S~, mais aussi ce qui se passe au niveau de ce que 

nous appellerons, un peu plus loin, le front interne. 

Le dCsir de m'associer s l 'hommage que la Science rend s M. Mittag-Leffler 

me fair affronter aujourd'hui cette derniSre parole du calcul, dont la complication 

relative m'avait fair hCsiter jusqu's present. Je  m'exeuse vis ~ vis du lecteur 

d'abord de cette complication mSme ~ laquelle ~e n'ai pu 4chapper compl~tement, 

ensuite des fautes qu'elle peut avoir entrainCes et que ]e serais reconnaissant aux 

gdomStres de me signaler. J'espSre toutefois les avoir, d'une maniSre g~n6rale, 

dvit~es grs s l'aide qu 'un  de rues meiUeurs collSgues et amis a bien voulu 

m'apporter sur ce point et pour laquelle je tiens ~ lui exprimet rues bien cha- 

leureux remerciements. 

I, 

1. Le hombre des differentiations et, par consdquent, leur difficult~ aug- 

mente avec la valeur de m: je me placerai uniquement dans le cas le plus simple 

et, d'ailleurs le plus important au point de vue des applications physiques, celui 

de m----4. La formule de r~solution s'gcrit alors 

(i) 

v dz+, ss -. 'v] 

+ S u~-(2 d I ' d S  
dv d7 

d VdraS + - - S u  
d7 o' dv d7 

dS  



Le principe de Huyghens dans le cas de quatre variables ind6pendantes. 207 

(u" 6t~nt la d6rivde tmnsversale de u en un point quelconque de S): soit, en 

d6.sign~nt par une nota t ion  specie.It chaxlue terme 

(~ ') 2 ,~,,o = (~)+ (b)+ (~) + (a) + (~)+ (f) + (.<k 

avec 1 

(2) (d)--- ~ ~ 7ly' (e )=--  " i T s , -  - ~ I  ~ ( f ) -  ~' dr 

�9 d ff vds' s. (g) = d~ o, d,, dr  

Dans cet~e formule 1, d T d6signe l'61d- 

merit de volume d x  l d x 2 . . ,  dx,n d'espace s m 

dimensions, l ' intdgration correspondant~ (terme 

(a)) 6rant 6tendue ~r la portion d'espaee limit6e 

par la multiplicit6 S qui porte les donn6es de 

Cauchy et par le conoide caract6ristique ayant  

pour sommet le point o; d S ,  un 616merit 

superficiel de S, - -  616ment 6valu6 d 'une manibre 

queleonque, sous la condition ~ de choisir en con- 

s6quence le facteur de propor~ionnalit6 qui figure 

darts les param6tres direeteurs zq, . . . ,  ~,, de 

l 'hyperplan tangent  s Se t ,  par cons6quent, clans 

0 

6-" G" 
Fig.  I. 

d 
la diff6rentielle transversale c/v: l ' int6gration correspondante (termes (b), (c)) est 

~tendue ~ la portion S de S qui est comprise '~ l ' intgrieur du conoide earac- 

t~ristique. 

Dans les termes (d), (e), (f), (g) figurent les symboles diff6rentiels d--T- d S  
d7 ' d~, 

I AM,  85; Y, 145. Deux termes de la formule gdn6rale out pu 6tre r6unis en un seul 
(terme (e)) pour la valeur particulierc m=4 que nous considdrons, alors que, pour m >4, ils seraient 
distincts, le premier comport.ant une diff6rentiation d'ordre m/2--2. 

2 y ,  no 89.  
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d6finis pr~c6demmen~ (AM, p. 375; Y, 39): le premier, par exemple, repr6sente 

un 61~ment de surface du conoide caract~ristique, choisi de telle fagon que, multi- 

pli6 par tiT, il donne un 616ment du volume compris entre ce conoide F : o  et 

la surface voisine F : c o n s t . : d T .  Si, par exemple, d:~ es~ l'616ment superficiel 

d 
du conoide calcul6 s la maniSre ordinaire et dnn une dSrivation normale ordi- 

naire, on aura 

(3) dr  " 

Comme nous y conduit naturellement cette s nous considArons l'ex- 

pression (3) comme susceptible de signe; un c6t6 poSitif est choisi par rapport 

F = o  (ou, dans le terme (g), s F~cons t . )  et le signe de l'expression pr~c~dente 

sera celui du d6nominateur d F ~-n" Dans les formules (2), le signe est partout 

+ ,  c'est s dire que le c6t6 positif choisi est celui des F croissants. 

on  peut encore dire que si Z~, . . . ,  Z~-I sont des coordonn6es curvilignes 

quelconques sur F, de telle maniSre que Z~, . . . ,  ~,/-~, F repr~sentent des co- 

ordonn6es curvilignes dans l'hyperespace, on aura 

(4) dT 
d7 

- -  J d Z l  d Z ,  . . .  d Z ~ - x  , 

J d6signant le jacobien de x l ,  x~, . . .  x~ par rappor~ aux coordonn6es curvilignes 

en question rang6es de telle fagon qu e le rn ~dr~ form6 par les directions cot, 

respondantes et le sens positif pris sur n soit direct. Le symbole ~ '  s e  d6finit 

d'une mani~re route semblable. L'int6gration triple (d) s'~tend s la surface du 

conoide limit6e ~ S; l'int6gration double (e), s l 'intersection a du conoide et de S. 

; ( u V  d F d S  qui dolt 6tre diff6rentide par rapport Q u a n t  s l'int6grale j j  d~ d 7 ' 

au param~tre arbitraire 7 pour ob~enir le terme (f) (le param~tre recevant finale- 

ment la valeur o aprbs le diff6rentiation), elle est dtendue s la multiplicit6 a', 
intersection de S avec l 'hypersurface / ~ y  que nous appellerons >>conoide modi- 

dS 
rid>>, le symbole d77 6rant d6fini sur cette derni~re comme surle  conoide lui-m6me. 

Les symboles $ $ 8 ,  S S ,  S,  introduits dans la th~orie g6ndrale pour le 

cas d'un nombre m de dimensions arbitraire, repr6sentent ici respectivement des 
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symboles d'intdgration quadruple, triple et double par lesquels nous les rempla- 

Qons: cela est d'ailleurs n6cessaire, car nous aurons s envisager des int6grations 

simples, pour lesquelles notre notation prdcddente ne fournirait pas de signe. 

2. Commengons maintenant par prdsenter des remarques g~omdtriques de 

deux sortes. 

La premibre concerne l'application du symbole diff4rentiel ci-dessus consid4r4 

la differentiation d'int~grales multiples.  Si, dans uue telle i n t ~ g r a l e , -  par 

exemple une int6grale 8 5 S  ~tendue s une portion de l'hyperespaee, - -  la 

forme du domgine d'int6gration varie avec le parambtre 7 par rapport �9 auquel 

on diffdrentie, on doR adjoindre au r6sultat de la diff6rentiation sous le signe 

int6gral un terme de fronti~re. Or, celui-ci (Cf. Y, 117) s'exprime avee la plus 

grande simplicitg ~ l ' a i de  de notre symbole diffdrentiel: l'~14ment d'int6grale 

frontibre ~ introduire ne sera autre (pour l'intdgrale m upl~, par exemple) que 

(5) d r  
�9 d ~ '  

f ( x l ,  x2, . . .  x~) dtant la quantitd sous le signe S S S  dans l'int~grale donn~e et 

le c5t6 positif adoptd, conform6ment b~ ce qui prdc~de, par rapport & la frontibre 

6rant le c5t6 extdrieur au domaine d'int~gration. 

Cette expression est valable m~me dans le cas off, indgpendamment de la 

fronti~re variable, le domaine d'intdgration comporte une frontibre fixe rencontrant 

la premiere: il n'y aura pus de terme suppldmentaire relatif s ce~te intersection. 

Nous aurons besoin de diff6rentier des int6grales de ce genre, et par cons6- 

,, . d T ,  
quent, d ecrare le symbole d77 

sera de la forme 

fronhere variable duns le cas off l'6quation de la "" 

= o 

au lieu d'gtre r6solue par rapport au param~tre. En appliquant ~ la d~riv6e 

normale qui  figure dans la formule (3) la r6gle de ddriva~ion des fonetions impli- 

cites, on trouve imm6diatement 

(6) d T =  _ d T 0 4 .  
dy d~) O 7 

Des termes analogues se prgsenteront, bien entendu, - -  et se calculeront 

de m~me si, s l'int6rieur du domaine d'intdgration se pr~sente une cloison au 

passage de laquelle la quantitd ?r int6grer subit une discontinuit~ de premibre 
27--2661. Acta mathematica. 49. Imprim4 le 5 juillet 1926. 
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esp~ce, et que la position de cette cloison varie avec le param~tre par rappor~ 

auquel on doit diff6rentier. L'616ment d'int6grale analogue ~ celui de (5) con- 

tiendra alors en facteur, au lieu de la valeur de f ,  celle du saut brusque que 

fair eette fonc t ion .  

d T  
2 bis. Le symbole d77 eompor~e une g6n6ralisation 6vidente ~ une intfigration 

6~endue s 1'intersection (suppos6e orient6e) des deux multiplicit6s Fl(X, x~, . . .  x~)=o,  

F~(x~, x~, . . .  x~)=o,  ces denx  hypersurfaces 6rant suppos6es non tangentes entre 

e11es. Consid6rant chaeune d'elles comme faisant par~ie d'une famille F~=71 ou 

.F2=7~ , on pourra d6finir le symbole 

d T  

d71 d?~ 

comme 6gal ~ J d k l d k  2 . . .  dk,~-2, en d6signant par kl, k.~, . . - ,  k~-2 des coordon- 

n6es curvilignes sur l'intersection des deux surfaces, et par J le jacobien des x 

par rapport s kl, k~, . . . ,  k~_2, 71, ~2. Ce nouveau symbole interviendra 6videm- 

ment dans le calcul de la d6riv6e seconde - - 0 2 I ,  I 6rant une int6grale 6tendue 
07107~ 

s un domaine dont la frontibre est constitude totalement ou partiellement par 

des portions" d'hypersurfaces FI-=71 , F~=?~. 

Dans le cas oppos6 off les hypersurfaces F l = o ,  F ~ o  sont tangentes, il 

nous sera utile de remarquer que, les diff6rentielles d F  1 et dF~ 6rant propor- 

tionnelles, l e  symbole d F J d F t  a un  sens au poin~ de contact,  ind6pendamment 

du chemin suivi pour aboutir en ce point (sous la condition qu'il ne soit pas 

tangent aux hypersurfaces). 

3. Les remarques qui viennent d'6tre pr6sent6es sur la diff6rentiation des 

int6grales permettent (Y, 147) d'6crire sous une autre fornle les termes (d), (e), 

(f), (g)de notre formule (2), savoir 1 

ay jjjj 

1 On observera  que, dans  ces formules  (2'), les s ignes  (voir ceux qui  f iguren t  d e v a n t  
(d), ( f ) )  son t  opposds k ceux qui  f igura ien t  au  passage co r r e spondan t  de Y (n ~ 147, formule  (3o)): 
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les int~grales soumises ~ la diffdrentiation par rapport ~ ~, dtant dtendues, pour 

(d), "~ rintdrieur du ~)conoide modifid* F~-7, c'est s dire ~ la portion de T qui 

satisfait ~ l'indgalit~ F>--7; pour (e), (f), (g), s la portion de S qui satisfait "s la 

mSme indgalitd, et le param6tre ~, devant recevoir la valeur zdro aprSs diffd- 

rentiation.. 

Les deux formes nous seront utiles, ainsi qu'il apparaitra plus loin. 

4. Consid~rons maintenant, dans l'espace ordinaire, deux surfaces, l'tme fixe 

que nous supposerons tangente au plan des xy s l'origine des coordonndes; 

l 'autre variable Z et ddpendant d'un param~tre ~,. Pour la valeur 7 = o ,  2:' sera 

dgalement tangente au plan des xy ~ l'origine et, de plus, situde, par rapport 

2,  du c6~  des z ndgatifs, de telle sorte que la diffdrence z--z' des cotes des 

deux surfaces sera positive. II sera mSme supposd que, dans tout le voisinage 

de l'origine, cette diffdrence sera un infiniment petit du second ordre (et jamais 

d'ordre supdrieur) par rapport s Q = ] / x ~ + y  s considdrd comme infiniment petit 

principal. Par  con(re, z' sera une fonction croissante de ~,, de sorte que, pour 

~,>o, les deux surfaces se couperont mutuellement suivant deux petites calottes 

ddlimitant entre elles un petit "espace lenticulaire. Nous envisagerons tree int~- 

grale de surface, telle que 

dtendue s l'une de ces calottes, la seconde par exemple, et qui pourra d'ail- 

leurs s'dcrire 

(7) I ~ ; l I ( x ,  y, ~,)dxdy. 
J J  

Les deux surfaces seront supposdes soit analytiques, soit tout au moins 

~rdguli~res~, c'est ~ dire que z, z' seront supposds ddveloppables, l'un en fonction 

de x, y, l 'autre en fonction de x, y, 7, soit en s~ries de Maclaurin (cas analy- 

tique), soit, du moins~ par la formule de Maclaurin pouss~e .~usqu'aux termes 

d'un certain ordre, supposd suffisant pour les considdrations ultdrieures. L'hypo- 

th~se correspondante sera faite sur la fonction qui figure dans la formule (7). 

La valeur 7 ~ o  est, pour les divers dldments relatifs s l'intersection des 

deux surfaces, une valeur critique et il est dvident que plusieurs d'entre eux 

/~ cet  endroit ,  en effet, les intdgrales  soumises  /t la diffdrentiat ion d ta ient  suppos~es relat ives  aux 
domaiues  ddfinia par les iu(~galitds 0-</ '<--7,  c 'es t  ~ (fire '~ l ' ex tdr ieur  du eonoide modifid. 
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donnent lieu s des d~veloppements ordonnds non suivant les puissances enti~res 

de 7, mais suivant celles de 1/~; et l'in~ersection devient m6me imaginaire, dans 

les hypotheses indiqudes, pour 7 < 0 .  Cependant, si l'on prend d'abord l'exemple 

le plus simple, celui de l'aire 2f d'une calotte ddcoup~e sur une sphere par une 

autre sphere presque tangente s la premiere, 7 dgslgnant alors le segment tr~s 

petit de ligne des centres intercept4 entre les deux surfaces, il apparait sans dif- 

ficult~ que 2f est d6veloppable en sdrie entibre par rapport ~ 7. 

Ce r~sultat est g~n~ral: nous allons voir qu'il s'applique, moyennant les 

hypotheses pr~c~dentes, au probl~me tel que nous l'avons posg, s ceci pros, bien 

entendu, que le d6veloppement n'existe que jusqu's un certain ordre lorsqu'il en 

est ainsi pour les fonctions qui figurent 'dans les donndes de la question. 

Pour le d4montrer, consid~rons d'abord, sur ~', le point de contact d'un 

plan tangent parall~le au plan des x y  ~ et supposons, pour simplifier, que le 

lieu de ce point, lorsque 7 varie, soit l'axe des z, sa troisi~me coordonnge 

admettant un d~veloppement (limitd ~ un certain ordre ou inddfini) suivant les 

puissances enti~res de 7. I1 sera commode d'ailleurs, de consid~rer 7 et ~ comme 

deux variables inddpendantes jusqu's la fin du calcul, off nous remplacerons ~ par 

sa valeur. L'dquation de la surface 2~' sera alors de la forme 

~' = ~ - ~ '  (x, y) - ~ ' ( ~ ,  :;) . . . .  

les diff6rents termes dtant des polyn6mes homog~nes en x, y d e  degrds marquds 

par leurs indices; celle de ~ sera 

= ~.(~,  y) + ~ ( x ,  y) + .  

d'o~ 

(8) z - z ' =  -~-~ Z,(x, y) + z~(x, y) +...  (z,=z~+ z/). 

D'apr~s l'hypoth8se faite sur la position relative des deux surfaces pour 

7~o,  l'ensemble Z~(x, y ) ~ A x ~ + 2 B x y +  Cy ~ des termes du second ordre de z - - z '  

O Z p 03 Z p 
: Les dquations Oxx = o ,  ~yy = o  qui font eonnaiSre le point  de contact en question ont un 

jacobien diffdrent de zdro si l'~rigine des coordonndes n 'est  pas, pour la position initi~le de ~7', 
un point parabolique, ce qu'on peut toujours supposer moyennant une transformation ponctuelle 
effectude sur route la figure (eL consistant par exemple a ajouter, rant k z qu'a z '  un polyn6me 
du second degrd en x ,  y ) .  
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constitue une forme d4finie positive. Darts ees formules, nous ferons ~---e ~ et, 

d'autre part, nous introduirons, dans le plan des xy,  des coordonn4es polaires 

~, O. Zi(8) 4tan~ mis d'une mani~re g4n4rale pour Zi(cos0, sin0), on aura ainsi 

(8') . . . ,  

le coefficient Z~(O) ayant la valeur A cos~0+ 2BcosOsinO+ Csin~0. 

No~ons que le second membre de cette 4qua~ion ne dolt pas changer par 

le changement  simultan4 de Q en --Q e~ de 0 en 0 + ~ .  Les coefficients des 

puissances impaires de Q son~ done >>imparisym4triques>> en 0, c'est h dire chart- 

gent de signe par le changement de 0 en 0 + z  (leurs d4veloppements ~rigono- 

m4triques ne coni.enant, par cons4quent, que des multiples impairs de 0), tandis 

que les coefficients des puissances paires seront >)parisym4triques~, c'est s dire 

d4veloppables par rapport aux lignes trigonom4%riques de multiples de 20. Pour  

abr4ger le langage, convenons de dire qu'une expression est ))paire en Q, 0~) on 

>>impaire en ~, 0)>, suivant qu'elle res~e inalt4r4e par le changement simultan6 de 

Q en --Q e~ de O en 0 + ~ ,  ou qu'elle change de signe dans ces conditions. 

L'intersection des deux surfaces s'obtien% en 4g~lant s z4ro le second mem- 

bre de (8'). Moyennant l 'introduction de notre variable ~, on peut extraire les 

racines carr4es et 4crire 

e[, +eTa(e)+ .-.]. 
VZ2(t)) 

Le facteur de Q est, d'aprAs la mani~re dont il est form4, pair en Q, 8, de 

sorte que e est impair par rapport aux m~mes quantit4s. Si donc on r4soud en 

Q ce~te 4quation, ce qui est possible puisque Z 2 est diff4rent de z4ro pour route 

valeur r4elle de O, soit 

(9) Q + v (o) + . . . ,  

le second membre sera lui-m~me impair en e, 0. 

La quantR4 H qui figure dans l'in~4grale (7) s'4crit, d'autre part, 

H =  Ho + e It, (o) + d H (O) + . . ,  

les coefficients des diverses puissances de Q 4rant, en 0, de ))parisym4tries>) cor- 

respondan~ s la parit4 de leurs indices. L'int4grale double sera 
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2 ~  

0 

+. ). 

Le domaine d'intdgration 6rant l'aire in~4rieure g l'intersection des deux surfaces 

projet6es sur le plan des xy, on doit, dans l'int6grale simple du second membre, 

remplacer Q par sa valeur (9), ee qui donne, sous le signe J ,  un d6veloppement 

ordonn~ suivant les puissances de e et pair en e, 0. 

Or, route quantit~ imparisym~trique err 0 donne, entre o et 2~, nne valeur 

moyenne nulle. Donc il ne restera que les puissances paires de e, c'est g dire 

les puissances entibres de ~, et le r6sultat, une lois ~ remplacd par sa valeur, 

sera une sdrie enti6re en 7, ainsi que nous voulions le ddmontrer. 

Le premier terme, du d~veloppement ~le l'intdgrale suivant les puissances 

d I  (lgquelle eat fournie par la m&hode de 7 donnera la ddrivde correspondante d7 

d~  
prdcddemment indiqu~e, avec introduction du symbole d77' pour 7 > o ,  mais non 

pour 7----o). Dans ce premier terme, la valeur de H g l 'origine sera en facteur, 

multiplide par d77 et par la quantit~ (ndcessairement diff~rente de z6ro, dans nos 

hypothbses) 

2 g  27t 

_ 

Z~(O) 2 cos~O + 2BcosOsinO+ Csin~O - V A C - - B  ~" 
0 0 

Quant g l'hypothbse que le lieu du point de contact de 2' avec son plan 

tangent parallble au plan des xy est 1'axe des z, d ie  ne diminue pas la ggn& 

ralit6, du moins si 1'on suppose que ce lieu admet l'origine comme point ordinaire 

et n'est pas tangent lui-mgme au plan des xy: s'il en es~ ainsi, en effet, les deux 

premibres coordonn6es ~, V du point en question seront d~veloppables suivant les 

puissances enti6res de la troisibme d 'en t re  elles 

v=v@) 

et, en effectuant sur la figure et les expressions consid&des ci-dessus la trans- 

formation ponctuelle 
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(IO) X l = Z - - ~ ( Z ) ,  y l = y - - v ( 2 ~ ) ,  Z l = 2 '  , 

on sera ramend au cas prdcddent. 

Le calcul prdcddent s'dtend de lui-m~me aux cas: 

I ~ o5 les deux surfaces seraient variables: leur disposition relative pour T ~ o  

d'une part, pour 7 ~ o  de l'autre, restant celle que nous venons de consid~rer; 

2 ~ off (comme dans la thdorie classique du contact) l'une des surfaces, 2 ~ 

celle sur laquelle on int~gre, serait rapport6e s des coordonndes curvilignes quel- 

conques X, Y, l 'autre 2" ~tant donnde par son dquation (r~solue ou non par 

rapport ~ l'une des coordonn4es cart~siennes). Lu quantitY, analogue ~ (8), qui, 

~galde ,s z6ro, donnerait la courbe limite de l'aire d'int~gration serait alors le 

rdsultat de substitution des coordonndes (cart~siennes) de 2' dans l'~quation de 

Z, et ~ ddsignerait alors la valeur initiale (au point de contact des deux surfaces, 

pour 7~o)  de cette quantitd. Les transformations qui nous ont servi ci-dessus 

(transformation (~o) et introduction des coordonn~es polaires) seraient s opdrer 

dans le plan des X Y. 

II.  

5. Nous op~rerons comme dans (P) en partant de la figure principale 

(figure 2) de ce M6moire, laqueUe est reproduite ci-dessous avec quelques change- 

ments de notation. Le conoide de sommet o grant coupd successivement suivant 

les deux sections $1, $2, nous ddsignerons par T~ la portion d'espace k quatre 

dimensions limitde dans le conoide par la premiSre d'entre elles, par T2 la por- 

tion comprise, dans l'intdrieur du mSme conoide, entre les deux sections. ~ Un 

point quelconque I de S~ sera le sommet d'un nouveau conoide, lequel ddcoupera 

dans la multiplicitd S, une portion ~ et ddlimitera avec elle une portion d'hyper- 

espace ;~. La frontiSre de $1 sera ddsignde par a; celle de S~, par a 2. I1 y 

aura dgalement lieu de considdrer la portion F du conoide caractdristique primitif 

comprise entre le sommet et S~, la portion I~ du mSme conoide comprise entre 

$1 et Se et la portion F, du conoide de sommet i limit~e ~ S 2 .  

Considdrdes comme lieux d'un second point 2, l 'hypersurface F~ et la sur- 

face (multiplicitd deux fois dt~ndue) ~, sont ddfinies, clans T. et dans S~, par 

l'dquation Fly--o, pendant que T, et ~ sont ddfinis par l'in~galitd F~s>_o. 

L Dans le Mdmoire prdcddent (-P), ce que nous appelons ~/'1 dtait ddsignd par ~'2--T~. 
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Si main~enant nous nous donnons au contraire,  le point  2 (dans T~ ou sur S~) 

en eonsid6rant le point  I comme variable sur St, l ' in6galit4 / '~2>o ddfinira une 

port ion de S, que nous d~signerons ~ par  _S~, pendant  que la nappe eonoidale 

0 

5- 5" 
\" /" 

0 

Fig. 2. 

de sommet 2, d6finie par  l '6quation F t , = o ,  eoupera S~ suivant  une trace ~ que 

nous d6signerons par  a. 

Sur  nos figures 2, 2 bis, ainsi que sur cerkaines des figures qui suivront  

C o n t r a i r e m e n t  a u x  n o t a t i o n s  de P ,  it e s t  e n t e n d u  que  S 1 e t  S~ son t  l imi t~es  ~ l ' in tdr ieur  

du  cono~de de s o m m e t  o.  I1 e n e s t ,  par  consdquen t ,  de m~me  pou r  S~ et  ~. A jou tons  que  Z'in- 

dice I accompagnant les lettres S, q, ~ sera frdquemment  omis dans ce qui va suivre, a u c u n e  con- 
fus ion  n ' d t a n t  .~ c ra indre  de ce chef:  les in t eg ra t ions ,  dans  la fo rmule  finale (I4) (n ~ 19), eh les 

int~!grations in t~r ieures  dans  les fo rmules  ddf in i t ivemen t  ob t enues  pa r  cha~;un des ca lculs  des  n os 

10 - -18 ,  son t  re la t ives  it des  doma i nes  s i tuds  au  81,  s a n s  qu ' i l  soi t  u t i le  de le specifier c h a q u e  lois. 
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(fig. ba 1, bd~, etc.), ces diverses va- 0 

ri6tds sont reprdsent6es schdmati- 

quement, chacune d'elles y figurant 

avec deux  dimensions de moins 

qu'elle n'en a en fair. 

5 bis. Enfin, l 'intervention des O- 5" 

termes (g) et, en vertu de (2'), celle 

des termes (d), (e), (f) nous conduira 

consid6rer: 

l'6quation Fo~-7~ ,  7~ d~sig- 

nant une constante tr~s petiteS; 

l'6quation U~-~7~, 7~ ddsig- Fig. 2 his. 

nant une seconde constante arbitraire tr~s petite; 

l'in6galit6 F1s > ~'~. 

La premibre ~quation d6finit, sur S1, une vari6t6 '~ deux dimensions a' 

(trace du ~>conoide modifi6~> Fot~7~ ) ~t laquelle est 6tendue l'int6grale (q), portant 

sur u. L'dquation Fls=7~, lorsque le point I est donn6, donne comme lieu du 

point 2, une cono~de modifi6 U,s (figures bdl, cdl) dont la trace sur Ss sera d6- 

signde par ~,s; l'in6galit6 Fj~_>--7s , une portion de Ts qui sera d6signde par T,s- 

Si c'est au contraire le point 2 qui est donnd, le lieu dgfini par l'dquation 

Fx~:y  2 sur S 1 sera ddnomm6 a,; la portion de S~ intdrieure ~. ce lieu, autrement 

dit dgfinie par l'in6galit6 F ~ , ~ ,  sera d6signde par S,~ ou plus simplement s S,. 

6. L'inspection de la figure 2 montre immddiatement que, suivant la posi- 

tion du point 2, divers eas sont possibles en ce qui regarde la situation relative 

de S~ par rapport s S~. On y distingue, rant dans T s que sur ~ ,  deux r6gions, 

/ T l'une eentrale ~ 2c, S~c), l 'autre annulaire (T~,  $2~): la premiere est celle o~x dolt 

~tre le point z pour que S~ soit enti~rement intdrieur s S~; la seconde est consti- 

tu6e par les points 2 dont le conoide caraet6ristique coupe la fronti~re a de S~. 

La fronti~re entre la rdgion centrale I '  2~ et la rdgion annulaire T2~ est le lieu 

des points tels que les traces a et a des conoides caractdristiques de sommets o 

et 2 soient tangentes entre elles intdrieurement: cette hypersurface G n'est autre 

que la seeonde nappe (situ6e dans T~) de l'enveloppe des conoides caract6ristiques 

ayant leurs sommets sur a, la premiere nappe dtant constitude par le conoide 

Pour alldger la notation, nous ddsignerons par 71,7s et (au n ~ 20) 7, les parambtres in- 
finit~simaux qui devraient, logiquement, s'appeler 7oL, 7~, 7o2. 

2 Voir I~ note de la page prdcddente. 

28--2661. Ac#a m ~ n a ~ i c a .  49. Imprimd le 6 juillet 1926. 
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primitif lui-m~me, lequel, darts sa portion int6rieure "~ T~, bien entendu, est le 

lieu des points 2 tels que les truces a e t a  soient tangentes ext6rieurement. La 

trace de G sur $2, frontibre entre $2c et S2a, sera d6sign6e par s 2 et s'appellera 

le front  inter'he. 

Ce front interne joue un r61e important darts les discussions auxquelles le 

principe de Huyghens "s donn6 lieu. Je fais surtout allusion ~ la c61bbre pol6- 

mique entre Fresnel et Poisson et qui concernait surtout, comme on salt, ce que 

j'ai appel6 pr6c6demment ~ la forme B du principe ou encore la >)mineure>~ de 

Huyghens. L'une des principales objections 61ev6e par Poisson contre cette mi- 

neure, - -  c'est ~ dire contre le fair qu'une onde sph6rique engendr6s par un 6bran- 

lement produit au voisinage d'un point unique de l'espace et d'un instant unique 

ne produit d'effet que sur son front m6me et non en arribre de ce front -- ,  est que 

cette circonstance, suppos6e r6alis6e 's un certain instant t, devrait cesser de 

l'6tre aux instants suivants: il semble, en effet, que la perturbation, localis6e 

(par hypothbse) s l ' instant t uniquement sur la surface d'une sphbre de rayon c t 

(en appelamt c la vitesse de propagation), devrait engendrer, en m6me temps que 

l'onde externe concentrique ~ a et de rayon croissant avec le temps, une onde 

r6trograde interne 6galement concentrique ~ a, mais revenant vers le centre avec 

une vitesse 6galement 6gale "~ c; et c'est ce pMnom~e  qui se produirait effective- 

ment si la perturbation produite ~ l'instant t sur S~ 6tait quelconque, ainsi que 

l'avait fort bien vu Poisson. 

>>La production d'une nouvelle onde en avant de celle que vous consid6rez)), 

6crit-il '~ Fresnel ~, >>et la non-communication du mouvement en arri~re, n'ont lieu 

qu'~ raison d'un rapport d6termin6 qui subsiste, darts ronde donn6e, entre les 

condensations et les vitesses propres des mol6cules fluides>>. 

Ce rapport d6termin6 qu'indique Poisson, n'est autre chose, au fond, que le 

syst~me des conditions de compatibilit6 telles que les vise la th6orie d'Hugoniot: 

conditions qui sont n6cessairement v6rifi6es par le fair que la perturbation dont 

il s'agit est engendr6e par une onde unique venant du centre initial et non par 

la rencontre de deux fronts d'ondes venant coincider momentan6ment suivant a: 

autrement dit, qu'il n'existait pas, avant l ' instant t, d'onde centripbte venant 

v e r s a  de l 'ex~rieur. 

1 C, parties  I et  IV.  
Lettre ~ Fresnel, ins(!r~e aux Annales de Chimie et de ]ahysique, t. XXII, p. 270, mars 

1823; Oeuvres de Fresnel, 3 e section, tome 1I, p. 2o 9. 
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On salt comment  Riemann,  Christoffel et sur tout  Hugonio t  ont  obtenu ces 

conditions, ou plutSt  les premieres d'entre elles, celles qui expr iment  qu 'une discon- 

t inuit6 d 'ordre 1 p n 'es t  pas destin6e ~ se d6doubler en deux ou plusieurs discon- 

tinuit6.s d'ordre p .  Aux conditions ainsi form6es, il faudra i t  en adjoindre d 'autres  

d 'ordre  sup6rieur, exprimang qu 'avant  on apr6s l ' ins tant  consid6r6, la discontinuit6 

d 'ordre  p ne se d6double pas en une discontinuit6 d 'ordre  p e t  une ou plusieurs 

discontinuit6s d 'ordre  p + ] c  (avec k > o )  (ou m6me en plusieurs discontinuit6s d'or- 

dre p + k ) .  Nous avons essay6 ~ d'6crire les plus simples parmi ces conditions 

d 'ordre  sup6rieur;  mais elles se compliquent  rapidement  s mesure que k aug- 

mente,  et il y a lieu de rechercher,  non routes ces condit ions successives, mais 

la condit ion totale  dont  l 'ensemble de leurs premiers membres f0urn i t  le d6ve- 

loppement.  

Le probl6me dont  nous nous occupons en ce moment  in t rodui t  et permet,  

comme j 'esp6re le mont re r  dans un travai l  ultdrieur,  de t rouver  ces conditions 

de compatibili t6 totales, du moins pour  les mouvements  r6gis par  une 6qua- 

t ion (E). 

Ls off elles ne seront pas v6rifi6es, un f ront  interne,  celui dont  l 'existence 

est sugg6r~e par  Poisson, se produira  en m6me temps que l 'onde centrifuge.  

D'ailleurs, cont ra i rement  "~ ce que pensaient  Poisson et Fresnel  lui-m6me, la dif- 

ficult6 dont  il s 'agit  n 'es t  nul lement  li6e s la mineure de Huyghens :  la m6me 

circonstance paradoxale  semble au premier  abord se produire,  que cette mineure 

soit vraie ou non, c'est "s dire qu'il  y air ou non ,>diffusiom> s des ondes. Not re  

figure 2 permet  d'ail leurs de conccvoir  la disposition de ces deux fronts  centri- 

fuge et centrip6te. I1 suffit d 'y concevoir  le sens de hau t  en bas comme 6rant 

celui des temps croissants, la nappe de conoide de sommet o repr6sent6e sur le 

dessin comme 6rant une >>nappe d'avenir?~ et l 'ensemble du dessin comme sch6- 

mat isant  l 'effet produi t  par  un ~branlement originaire du point  o de l'espace- 

temps sur les ph6nom6nes ul t6r ieurs  relatifs aux diff6rents points de S~. Ce 

point  de vue est inverse de celui oh nous nous pla~ons en g6n6r~l, lequel con- 

siste 's consid6rer le temps eomme croissant de bas en hau t  de la figure, la nappe 

conoidale de sommet o repr6sent6e sur notre  dessin comme une >>nappe de pass6~ 

et l 'ensemble de nos sch6mas et de nos calculs comme destin6 s d6terminer  l 'effet 

produi t  en o par  des per turbat ions  ini t ia lement  donn6es le long de S~. M a i s -  

1 Voir nos Lefons s~r la propagation des ondes, Chap. II. 
Ibid. w 4. 

s Voir C, IV. 
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c 'est 1s une forme du ))principe du re tour  inverse,) - -  il est au fond indiff6rent 

de se placer ~ l 'un ou s l 'autre  de ces deux points de rue :  ils sont 6quivalents; 

tou t  conclusion obtenue dans l 'un des cas entraine une conclusion exactement  

correspondante  dans l 'autre.  

Si l 'on consid~re o comme un centre initial  d%branlement,  le reste de la 

f g u r e  comme correspondant  s des instants  ult6rieurs, S 1 comme figurant  l 'un 

d'eux, a repr6sen~era le f ron t  d 'onde engendr6 s cet ins tant  par l 'effet de l'6- 

branlement  initial. F~ repr6sentera  le f ron t  ext~rne u l t 6 r i e u r , -  qui est le f ron t  

v6ritable - -  et G le f ron t  in terne  dont  nous venons de parler.  

Si, au contraire,  nous reprenons notre  point  de rue  habi tuel  en consid6rant  

les 6bmnlements  ini~iaux comme distribu6s suivant  S~ et que, plus sp6cialement, 

nous en consid6rions un qui soit localis6 au voisinage imm6diat  d 'un  point  d& 

terrain6 2 de S~, cet 6branlement  part icul ier  engendrera  une onde dont  la marche 

sera figur6e par  le eonoide F~o de sommet 2 et la position "s un certain ins tant  

par  a si l ' ins tant  en question est figur6 dans l 'espace-temps par  S~. Au del'~ de 

St, ce f ron t  d 'onde engendre  encore un f ron t  externe et un f ron t  in terne  et la 

condit ion pour que le f ront  in terne  passe pr6cis6ment au point  o de l 'espace-temps 

est que le point  2 air 6t6 choisi sur la t race S~ du f ron t  in terne  G engendr6 

par  e dans T~ (puisque, - -  autre  r6percussion du principe du re tour  inverse - -  

la condit ion qui d6finit le f ron t  interne,  celle que les traces a e t a  soient tan- 

genres entre  eUes, est sym6trique par  rappor t  aux points o et 2). Si s un tel  

choix du point  2 devait  correspondre une onde produisant  un effet sp6cial aux 

lieux et instants  off elle passe et, si par  cons6quent les points pris sur G agis- 

saient  sur le point  o au t rement  que les autres, la formule de r6solution pr6e6- 

demment  6crite devrai t  contenir  non seulement des int6grales triples 6tendues '~ 

S 2 et des int6grales doubles 6tendues ~ as, mais aussi des int6grales doubles 

6tendues au f ront  in terne  s 2. 

P ou r  la m6me raison que tou t  s l 'heure, il est absurde a priori qu'il  en soit 

ainsi, et, de faR, notre  formule de r6solution ne cont ient  r ien de pareil. En parti- 

culler, comme le remarqu e Poincar61, il est ais6 de s 'assurer que les termes de cette 

esp~ce disparaissent darts le cas classique de l '6quation des ondes sph6riques. En 

appl iquant  un mode de calcul analogue 's l '6quation g6n6mle (E), je m'a t tendais  "s 

t rouver  des propri6t6s de la fonct ion V qui in tervient  dans la formule de r6solu- 

1 Thdo~ie Mathdmatique de la Lumi~re, Chap. III, p. 98. On sait (loc. cit.) que la com- 
pensation dont il s'agit n'a lieu que si l'off tient compte simultan~ment de tousles termes de la 
formule, c'est it dire ~ la lois des d~placement init~allx et des vitesses ~nitia!es. 
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tion. On verra plus loin que cette attente a ~t~ d~ue  et que la destruction 

mutuelle des termes relatifs au front interne se produirait de m~me si, clans la 

formule fondamentale (x), la fonction V ~tait de forme tout s fair quelconque. 

7. La disposition de figure que nous venons de cortsid~rer n'est pas la 

seule qui puisse se presenter. I1 peut arriver (figure 2 bis) que le front interne 

se croise lui-m~me et qu'il y air d~s lors, non seulement, dans T~, comme pr~- 

cSdemment, des points 2 tels que a soit enti~rement irtt~rieure s ~ et d'autres 

tels que a e t a  soient s~cantes, mais en outre, dans T~ et particuli~rement sur 

S~, des points auxquels corresponde une trace d'ortde a comprenant enti~re- 

ment a ~ son int~rieur. Quoique cette nouvelle disposition entraine en g~n~ral, 

pour le front interne G, l'existence des ar~tes de rebroussement auxquelles j 'ai 

ddj'~ fair allusion dans /9 et dortt je compte m'occuper plus en dStail dans un 

travail ult~rieur, elle n'entraine, pour le calcul actuel, que des modifications in- 

signifiantes et ~videntes par elles-m~mes. Nous nous borrterons, pour fixer les 

idles, au cas consid~r~ en premier lieu. 

8. Nous ne supposerons donc que deux rdgions diff6rentes, la rdgion cen- 

trale et la rggion annulaire. Les points de la seconde d'erttre elles donneront 

naissance "s des traces a qui couperont chacune a suivant une ligne ferrule que 

nous d~signerons par s 

S'il s'agissait de l'dquation des ortdes sphdriques 

I O~u O~u 0 2 u  O~u 

C~ O t ~ O x 2 O y ~ O z ~ .... o 

(ou, plus g~ngralement, d'une ~quation ayant les m~mes termes du second ordre 

que l'~quation des ondes sph~riques), l'hypersurface S 1 n'~tant autre que t=const . ,  

a seruit une sphere et il en serait de m6me de a pour tout choix du point 2 

dans la r~gion centrale. Au contraire, pour un point 2 pris darts la r~gion 

annulaire, a serait une calotte sph~rique limit6e ~ son cercle d'intersection avec 

la sphbre o. 

Nous corttinuerons, dans l e  cas gdrtdral, s admettre que les relations quai l  

tatives de a e t  de a sont les mgmes que dans ce cas particulier et il nous s e r a  

m6me commode d'employer les roots de *sph6ro'ide~) pour la multiplicit6 a ou la 

multiplicitd a qui correspond s un point de la rdgion centrale, de ))calorie sphd- 

roidale'~ pour la multiplicit~ a corresportdant ?run point de la rggion annulaire, 

et limitfe par cons6quent, s son intersection ~ avec o, de mgme que pour la 

calotte ainsi intercept6e sur a e t  que nous d6signerons par ~. 
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Si nous avons substitu~ s r u n  ou ~ l 'autre des conoides Io~,/'~_~ un conoide 

modifi6 (n ~ 1, 5 bis), une modification correspondante grant fai te ~ventuellement 

un conoide de sommet 2 consid~rd comme lieu du point I, et si le point 2 e s t  

dans la r~gion annulaire,  de sorte que les traces a et o se coupent, chacune des 

deux calo~es qui en r~sultent sera modifi6e (m6me si un seul des param~tres 

7,, 72 est diff6rent de z6ro)i soit par  ehangement  du sph6ro~de auquel elle appar- 

t iendra, soit par changement  du sph6roide qui la limitera. Outre le t ra i t  su- 

p6rieur ou inf6rieur dont  nous affecterons la lettre a suivant qu'elle repr6sentera 

la trace de /~01 ~ const, ou celle de I '~  = const., nous inscrirons un accent su- 

p6rieur, si on fair varier ~'1 et un accent inf6rieur si on fair varier 73. Une 

convention route semblable sera fai te pour une ligne X modifi6e. Ainsi ~, d6sig- 

hera la calotte d6coup6e, sur l ' intersection de $1 avec lo~ ~ o par le conoide 

modifi4 / ' ~ -~72  construit  ~ l 'aide d 'un point d4termin6 2 quelconque; ~,' la 

calorie d41imit6e de la m4me fa~on sur le sph6roide a', trace du conoide modifi6 

F0~=7~; ~,', l ' intersection des traces de deux conoides modifi6s; etc. 

8 bis. Enfin, nous aurons s 6tudier l 'ensemble des positions occup6es par 

le conoide modifi4 F,~ (d'6quation F~2=~,~) lorsqu'on fera varier le point i, en 

donnant  au param~tre Y2 une valeur constante tres petite. 

Si d 'abord le point I d6crit a, le conolde modifi4, ainsi que la r6gi0n qui 

lui est in~r ieure  1, balaye un volume T,2a, tr6s peu diff6rent de T~a, et dont  la 

fronti~re, enveloppe de F,2, sera constitu6e de deux parties: l 'une F,s trhs peu 

diff6rente de /~,  lieu des points 2 tels que la trace a, correspondan~e soit tan- 

gente ext4rieurement s a; l 'autre G,, lieu des points ~els que les deux traces 

dont  il vient d'6tre question soient ~angentes entre elles int6rieurement,  et tr~s 

peu diff6rente de G. 

Si au lieu de d6crire a, le point I d6crit route la multiplicit4 S~ dont  a 

est la fronti~re, le conoide modifi6 balaye un volume T,~ peu diff6rent de T~, 

volume qui est divis4 par la cloison interne G, en deux parties, distingu6es l 'une 

de l 'autre par le fa i t  que a, est int6rieure ~ S~ darts la partie centrale et s6cante 

s a dans la partie annulaire. La  fronti~re de ce volume I;_~ est constitu6e pour 

une parole par 1,~ et pour le reste, par le lieu des points ~ tels que le conoide 

modifi6 qu'on en d6duit soit t angent  s S~ (la nappe qui contient  le point de 

contact  4tant, par ailleurs, ext6rieure ~ T~). 

1 Les volumes balay~s par P,~ et par ~',: ne seraient plus identiques entre eux dans la 
disposition de la figure 2 bis. 
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II est clair qu'un volume T :~ ,  tout  analogue s T,s~, serait engendr6 (avec 

fronti~res I':s et G,' analogues 'k F, s e t  "k G,) si le point I d~crivait, au lieu de 

a, une fronti~re modifi6e a'. 
Les deux parties F,~_ et G, de la fron~i~re de T,2~ d6coupent respectivement 

sur S s deux traces, l 'une S,~, voisine de celle du f ront  interim, l 'autre  a, s voisine 

de as. 

I I I .  

9. Ces explications et notations g6om~triques ~tant acquises, nous pouvons 

aborder l 'exgcution du calcul que nous avons en rue. Nons supposons u 0 ex- 

, du  
prim6 'k l 'aide des valeurs u~, u 1 de u et de sa d6riv6e transversale ~ Uux 

divers points de $1, en 4crivant "k cet effet la formule (1) darts laquelle u, u', L, ~, 
seront affectgs de l 'indice I e t  V, ~ du double indice oI.  Dans tout  ce qui 

va suivre, il est entendu que le sens de la normale ~ S 1 et, par cons6quent 

(Y, p. 63), celui de la transversale ~ seront ceux qui sont dirig6s vers l ' int~rieur 

de T 1. La  formule comprendm les sept termes (2). A la rigueur, d'aiUeurs, 

nons pourrions t rai ter  de l '~quation sans second membre et, par consequent, faire 

abstraction des termes (a)et  (d). Mais on va voir que l ' introduction de ces termes 

n'offre que des avantages. 

La  quantit~ u L qui figure dans la premiere formule ainsi ~crite peut "~ son 

tour  (si on la multiplie par 2z) s 'exprimer en fonction des donn~es de Cauchy 

u s, u s' prises sur S s par une formule route semblable, mais off u, u', L,  ~ (trans- 

versale dirig4e vers Ts) seront affect4s de l 'indice 2; V, ~ ,  du double indice I 2. 

I1 en r6sultera pour ~1', par diff6rentiation, une expression contenant  dgalement 

qas, us, u~'. Repor tant  dans la valeur de u0, nous aurons une expression que nous 

nous proposerons d 'ordonner par rupport aux valeurs de qDs, us, u~'. Le coefficient 

d 'une valeur q u e l c o n q u e d e q ~ d r s ,  s o u s u n s i g n e f f f f ,  s e r a l a v a l e u r c o r -  

respondante de - -2z~)0~,  de m~me que le coefficient de us 'dS  s sous un signe 

f f f  Le coefficient de d T. fff --=" sous un signe , ou le coefficient de 
�9 qD,. d7 s , 

u.o ~lZ~ sous un signe , sera la valeur correspondante de 2~Vo2. Enfin, les 

{Y 
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fff  ff coefficients de u~dS2, u~ d7 ~ sous les signes ou devron~ 6tre li~e aux 

8 

fonctions V0~ et Vo~ par des relations analogues ~ celles qui rdsultent de la forme 

d T~ d S~ 
des termes (b), ~f), (g). Quant  aux termes en ~ ou ~ relatifs au front  in- 

terne, ils devront  disparaltre. 

L'expression que nous avons s former  sera ~videmment une somme de termes 

(a), (d), (ba), (bb), (bc) obtenus en combinant  chaque terme de la premi5re formule 

sauf (a) et (d), avec chaque ~erme de la seconde, absolument  ('s la commutativi t6 

prbs) comme on le fair dans la multiplication de deux polynSmes. Si d'ailleurs 

on a calcul6 t o u s l e s  termes dont  le second facteur  est (a), on est dispens~ de 
r recommencer  avee (c), car il suffit de remplacer  qD~d1'~ par u ~.dS~ avec change- 

ment  correspondant  de l ' int6grution; et aussi avec (b), le changement  6rant alors 

celui de qD~dT 2 en u~dS~, mais combin~, cette fois, avec le remplacement  de 7-)13 

par l 'expression ~-)i~--  d~Yfll~ L~cY-)I~ �9 
d~2 

De m6me, le caleul d 'un terme ayant  comme second faeteur  (d) dispensera, 

pour des raisons analogues, des termes correspondants ~ second facteur  (e)ou (f). 

Les termes en (g) (comme second facteur) exigeraient  un calcul nouveau;  mais 

on peug s'en dispenser quant  au present, sauf 's t i tre de v~rification, en remar- 

quant  que les coefficients de u~ se d~duisent de ceux de u'e ainsi qu'il a ~t6 

expliqud gout ~ l 'heure. 

En r6sum6, on volt qu'on peug se borner '~ prendre les termes (b), (c), (e), 

(f), (g) au premier f~cteur; les termes (a), (d) au second: soit en gout dix expres- 

sions s calculer. 

Les termes (e), (f), (g) qui figurent comme premiers facteurs  serong pris sous 

leur premi6re forme (2). Au contraire, il y aura lieu de prendre sous la forme 

(2') le terme (d) qui figure en second facteur  et, de m6me (toujours en second 

f cteur) on (q). 
Les figures sch6matiques jointes aux calculs song de deux esp~ces. Les 

figures por tant  l ' indice I (ba~, bd~, etc.) sont relatives ~ l ' intdgr~tion sous sa 

premiere forme (integration ext6rieure par rappor t  au point I, int6rieure par 

rupport  s 2): elles repr~sentent des constructions effectudes clans l 'espace 1' 

quatre dimensions et, par consequent  le sch6ma fair abstract ion de deux dimen- 

sions. Les figures ba~, bd~, etc., qui se rappor tent  ~ la forme finale de chaque 

terme - -  int6gration ex~r ieure  par rapport  s 2, int~rieure par rapport  's ~ - -  



Le p r i n c i p e  de  H u y g h e n s  d a n s  le cas  de  q u a t r e  v a r i a b l e s  i n d ~ p e n d a n t e s .  225  

sch~matisent cette integration int~rieure: elles sont cens~es trac~es sur la multi- 

plicit~ trois fois ~tendue S~ et, pour eela, il y est fair partout abstraction d'une 

dimension. 1 

Ainsi, la surface sph~roidale a est repr~sent~e par deux points sur les figures 

bal ,  bdl ,  etc., et par une ligne sur les figures ba2, bd~ . . .  

10. Tel'me (ba). - -  En posant dVot _LlC~ol ~ o l ,  il vient 
dv~ 

0 

6- o" 

0-  2 

Fig. (ba), 

5 -  

/ 
(T2c) (T~q) 

Fig. (bal2 

I Lea figures d'indice 2 pourront  d 'ail leurs avoir plusieurs aspects, suivant  la s i tuat ion du 
point  2. En figurant ees aspects, nous indiquerons, par  une parenthese plae~e sous la figure, les 
r~gions de T 2 auxquelles ils se rapportent.  

29--266]. Acta mathema~ica. 49. Imprim6 lo 6 juillet 1926. 
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l'intdgration extdrieure, &ant dtendue "~ $1 l'intdgration int~rieure, pour chaque 

position du point I, au volume I;~ correspondant. Le tout donne une int6gra- 

tion septuple par rapport aux coordonndes ordinaires ou curvilignes de deux po- 

ints variables Fun sur S~, l 'autre dans T~ et assujettis, l'un par rapport g l'autre, 

l'indgulitd F~ > o. II est clair que le mSme r&ultat  pent s'dcrire en inter- 

vertissant l 'ordre des int6grations, soit 

T, & 

Conform~ment g la remarque f a re  ci-dessus, les termes (bb), (bc) donneraient des 

r&ultats tout analogues. Dans (bc), on aurait la mSme int~grale intdrieure avec 

remplacement, dans l'intdgration ext6rieure, de ~_~dT.~ par u'~dS~, soit 

- d ~ l ~  
dans (bb), il faudrait, en outre, changer Vt~ en la quantitY, 7X]12=--dv~ --L,2Vra 

analogue ~ ~ o l ,  soit 

Dans les deux cas, l'int~gration ext~rieure est ~tendue g route l'aire S~, 

l'aire S 1 &ant, par contre, d'apr~s ce que nous avons vu, de forme diff&ente 

(voir la figure) suivant que le point 2 appartient g la rdgion centrale S2e ou 

la r~gion annulaire S2a. Une remarque analogue s'applique d'ailleurs g notre 

premiere formule relative s (ha). 

l l .  Terme (bd). - -  Nous emploierons la seconde forme du terme (d), qui 

donne 
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a7~ J J J J  " 

 [fff d 7~ r d SI j 'fff 
"1"~2 

0 

Fig. (b d)l (T,2 c) Fig. (b d)= (T,2 a) 

Dans la quantit6 entre crochets, l'in{erversion des int4grations est possible comme 

tout g l'heure, les deux points I, 2 variant s4par6ment dans $1 et dans T~ en 

&ant assujet~is s l'in6gali{~ FI~-->~%: on a ainsi 

O- 

T,~ S, 

L'intdgrMe ext6rieure, fonction de la position du point 2, repr6sente une 

fonction diff&ente suivant qu'on est dans la rdgion centrale ou dans la rdgion 

annulaire. I1 est clair, cependant, qa'elle reste continue au passage du front 

interne; d'autre part, elle s'annule sur la frontiSre F,o_. Doric il suffit de diff& 

rentier sous le signe intdgral ext&ieur et l'on a 

(bd)= - f f f f~,df, A f f fWo, Vx, dS, 
J J J J  dr.. J J J  f f f f  f f  - .  = q~dT~ 7-0ot V1~ dSl  

d ),2 
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Tout pareiUemen~, on aura 

& ,* 

Le terme (be) introduira la quantit6 

on aura 

W~o d V~ d &~ 72~ ' " -  dv~ L~ VI~-  d~--~ 

f f f  ff ol-ds  (b e) = --  u.~ d S~ W12 d7--~ " 
& a 

12. Terme (ca) l: 

d d d  1 J d d d _  s, r.~ 

La diff6ren~ia~ion de l'int6grale int6rieure introduira, outre un terme diff6- 

 on    o. ffff 
jjj a~,~ 

lequel se traite comme (ha), un terme de fronti~re. Ce dernier se calculera par 

la r~gle 6noncde plus haul. L'6quation FI~ = o ,  qui d6finit la fronti~re de Te, 

d6pend du param6%re vl si le point I se d@lace sur la transversale g St. L e  

terme de fronti~re sera donc 

fffv, 
sans inscription du signe - -  provenanr de la formule (6), parce que, d'autre part, 

dans le voisinage de /%, le c6t6 ext6rieur au domaine d'int6gration ~2 est celui 

t Ce terme ne n6cessite pas de figure sp6ciale, les int6grations auxquelles il conduit se trai- 
tant  soit comme celles qu'introduit  (ba), soit comme celles qu' introduit  (bd) .  
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qui correspond g d Fl~ < o. Ceci peu~ encore s'4crire 

d f f f f T 2  dFle 

L, 

moyennan t  quoi, le terme %sultant de l'int4gration ext&ieure pourra se traiter 

comme (b d), donnant 

~d 172j~ d8 = 
d72 d d d d  d j j  ' t 

T,= S, 

f f f f  F[ fr162 dS 
Ts S, 

puisque, ici encore, 

s'~nnule sur F,~. 

Donc an total, 

l'int6grale int4rieure du premier membre est continue et 

(ca) : f f f f~o~o [jjj[ [ [ [7-Z~ d~-~ dS1 + f f ~ o ~ , o < ~  
I"2 S a 

De mSme 

& S a 

pendant que 

r ~ - d S j  + 
& 8 

f r ar,,ds,], 
G 

13. Terme (cd) 1 

i Les constructions relatives au calcul de (cd) ne different de celles qui se rappor tent  au 
calcul de ( b d )  que par  la prdsence, daus le rdsultat  final, d 'un  tcrme int6gral dtendu ~ la trace 
modifide a• et diffdrentid par  rapport  g Y2- La ligne reprdsentative de a_, a dtd tracde d 'un  t ra i t  

spdcial ( trai t  mixte  forcd) sur les figures ( cd )~ ,  afin de rappcler cette circonstance. 



230 

fff 
& 

J. Hadamard. 

f f f  v.,. ~~ 
~2 

=+fff~o,~,,-- 

0 

6" 

~d~ffffv,~ 
~,~_ 

Fig.  (cd), 

% % 

( 
r 

6- 

(T2r 

) 
6" 

(T2a) 
Fig.  (cd)~ 

d d 
Les variables v~, 7~ &ant inddpendantes, les diffdrentiations .~:-., ~ sont 

~ q  t~/2 

dchangeables comme g l'ordinaire; la seconde d'entre elles peut sortir du signe 

f f f  extdrieur, apr~s quoi la premiere peut se traiter comme tout g l'heure. 

Ainsi 
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ol --~v. d Si + Wol r~ j j j j  " [ J J J  ~,, '~ dr1 dT~ 
T,~ S ,  a ,  

Comme pr~c6demment (calcul de (bd)), les deux int~grales entre crochets n'exi- 

stent que lg off a, n'est pas enti~rement ext&ieure g S~, c'est g dire dans T,~ el; 

les domaines d'intggration correspondante changent de d6finition au passage de 

G,, mais sans que ces circonstances donnent lieu g aucun terme sp4cial, parce 

que la quantit~ f f  s ' a n n u l e s u r t o u t e l a f r o n t i ~ r e v a r i a b l e d e  T,~ et e s t con-  

tinue au passage de la cloison interne. On n'a donc qu'g diff&entier sons le 

signeffffparrappon~,~,soit 
" d ~ ,  d V l ~ d S  d 

T~. 8, a, 

. dV~2 d 
= + - -  r176 d~l d7~ ] f f f f f 

T2 ~ qt 

de mSme 

- 

d ~ 1 d 7 ~ + ~-j~ ~-(]o, l~ d v ' d 7~ ] 
i f ,  

et 

fff  (f( & a 

+ d Fl~ d Sl ~ 

fit 

14. Terme (ca). En posant encore Wol - d V~ L1Vol-- C~ol dr01 dv 1 ~ on a 

O U  

Wol d71 . . . . .  

+~)-- l l l l ~  l l ~o~V~ ~, 
g j J J  J . )  ~7~' 

T~ a 
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O 

G" 

Fig. (ea)t Fig. (ea)~ 

l'int6grale int6rieure n'6tant relative qu's la calotte de ~ int6rieure s Sa (laquelle 

n'existe que si le point 2 est dans la r6gion annulaire T2a). 

De m~me, on aurait 

W~ d71 ' = "-  7A/lo d71 , 
& a 

formules analogues s celles que nous avons obtenues pour (ha), (be), (bb), ~ ceci 

pros que m~egra~lon int6rieure s'6tend s une portion de a et non s une por- 

tion de $1. 

0 

Fig. (ed)l 

6 -  

k, k 
Fig, (ed)~ 
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Terme (ed). - -  La  w l e u r  du terme (ed) sera dans une relat ion t o u t  ana- 

logue avec celle de (bd): on aura  d 'abord  

ar, j j j j  " 

ff Tr2 

d - - ~ , , ( f f f f , , ~ , ~ f f w o ,  ~ffl'dSl~'d-~-i I 
T,2 a a, 

o', est la pat t ie  de a situ6e ~ l ' int~rieur de S,1, e 'est  ?~ dire une ealotte ayan t  

pour  fronti~re la ligne ~, d ' intersect ion de a avee F12=-7~. L'int4gTale int6rieure 

s ' annulant  s la fronti~re du domaine d ' in t4grat ion ext6rieure, la diff6rentiation 

por tera  exclusivement sur cette int6grale int6rieure et se fera  "s rue  par  l 'emploi 

dS, pr4c6demment d6fini (n ~ 2 bis) et pris n6gativement,  comme y du symbole dyldT~ 

condui t  la r~gle indiqu6e au n ~ 2, lorsqu'on t ient  compte de la note  de l a p .  21o. 

Aiusi 

dTt dT~ 
T~ Z 

et 

dSl 

& z 

IV. d S, 

s.. 2 

O 

O- 6" 

Fig. ( fa ) l  

A 

Fig. (f a)2 
30--2661. Acta mathematica.  49. Imprim6 ]e 6 juillet 1926. 
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1 5 .  Terme (fa). - -  Les termes en (f) se ~raiteront 4videmmen~ en prin- 

eipe comme les termes en (c), s des changements  pros semblables g ceux qui se 

pr4sentent dans les ~emes  en (e) par rappor~ aux termes en (b). 

r r  dSl d 

donnera 

f f f f  t r fT , d~12dS1 f dF1, dS1 (fa) = -  9%dT~ 01 dr  - -  + V~ ' ~ J J  ~ d71 " d,~ d71dT~] 
T2a a ~, 

de mSme que 

$2 a a ;t 

f f f  (ffvo d~'dS1 ( f b ) =  u, dS~ 1 d~q d7~ 
S2 a a 

f dn, _ds, ~. - -  + V~162 d~'l dgldTJ 

16. Terme (fd). Tout d'abord, en op4rant comme pour (ed), 

f l l l  VI~ ~2 d T~ 
J J  dr, d,Tfir, J J J J  

a T.~ 

(f/ 7~ J J J J  _ d~l d71 
T,2a  a, 

12 d~ h dyld7~ ] 
a, 

l ' int4grat ion quadruple du dernier membre &ant  encore restreinte au domaine 

des points 2 pour lesquels 5, existe, c'est s dire s T,2a. 

f /  La diff&en~iation du premier ~erme donne sans difficult4 (l'int4grale 

( l  t 

relative s la calotte sph4roidale a, &ant  encore nulle aux fron~i~res F,~ et G,) 

d~l d71 d7~ 
T,2a  1 
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O 

Fig. (fd)~ 

235 

(T,2~) 

. . . .  . J % , . . . .  

~t 

(voisinage de F,~) 
Fig. (.fd)~ 

O- 

,,. , ( U  
X, 

(voisinage de G,) 

Dans le second ~erme, l ' int~grale suivant ~, est raise pour 

(ii) d ffFo, ,odn dS' 
d72 " d~q d71 

{Yr 

et il sera n~cessaire de lui laisser cet~e seconde forme pour trouver sa valeur 

limRe aux fronti~res men~ionn~es il y ~ un instant .  

S'il es~ vrai, en effet, que, sur ces fronti~res, l 'aire ~, (ainsi que son con- 

tour  ~,) e~, par cons4quent, l ' intdgrale double correspondante,  s'annulen~, il n 'en 

es~ pas de m~me de la quantit~ ( I I ) :  cette derni~re devra alors se calculer non 
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par une inCggrale simple suivant L, muis par lu m6thode du no 4. On devra 

donc, cette fois, introduire, dans la diffdrenti~tion de l'int6grale quadruple, deux 

termes de frontiSre, off figureront les valeurs limites de l'expression (I I). 

Dans le culcul de ces deux termes, la val.eur limite de la quantit6 

VolV dF~-2 figurera en facteur et peu~, d~s g pr&ent, so,fir du signe f f  
12 d ~  1 

Le faeteur restant est la quantitd g6om6trique 

(is) 
O" t 

dont la signification est, d'apr~s ce qui prdcbde, la suivante, i dtant un point 

pris sur a; 2, un point de F., (ou de G) pris sur la bicaractdristique issue de I; 

Y2, une premiere constante positive (finalement nulle); 2,, un point voisin de 2 et 

sit~ud sur l'enveloppe F,~ (ou G,) form6e avec cette valeur de 7.~, c'est "2 dire tel 

que l 'hypersurface F~2=72 correspondante soit tangente "s a; g2<7~ un second 

param~tre infiniment voisin de 7~; ~,, la calotte intercept~e par l 'hypersurface 

1"1~=g2 sur a, l'expression (is) est le coefficient de 7~--g~ dans l'intdgrale 

ffa l J d71 

d1"1~ " 
q Fol VI~_ d~- Z sera la limite de l'int~grale int6rieure: elle devra, conform& 

ment "s la r~gle pr6e6demment obtenue, ~tre multipli6e par le quotient - - ,  
dT~ 

quotient (chang6 de signe ~) par d7_~ de l'61~ment de volume compris entre les 

hypersurfaces voisines U~, I;~ (ou G, G,). 

F,~ est, par d~finition, l'enveloppe de l 'hypersurface I~2=7~ lorsque le point 

I d~crit a, de sorte que son 6quation se d6duit de F~.=7.~ en substituant aux 

coordonnges du point I leurs valeurs d~termin6es en fonction de celles du point 

2 par la condition que, le premier membre soit stationnaire. C'est en particulier 

d/',., (ou plus pr~cis~ment ainsi qu'il faut opgrer pour le calcul de la quantit6 dn~ 

dI',~. 
-dn~ pour exprimer qu'il s'agit d'un d~placemen~ normal du point s). Mais la 

i Voir le ca lcu l  de (ca). 
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thdor~e des enveloppes nous apprend que le calcul peut, dans ces conditions, se 

faire sans tenir compte de la variabilitg du point I: elle a la mSme valeur pour 

l'enveloppe F,,, que, pour l'envelopp~e ~ , .  

Tenant compte des deux termes correctifs ainsi calculus, nous avons 

( f  d) = q g . d  T ,  I F  Ol d ~ 7  V ~  v12 
T2a ,~ 9. 

l"~ (I 

dr1 d)q dy~.] 

On aura de mSme 

. d~,, dr,  dr--~-- dr,  ~o, V,, d~,, dr, dz.d 

. ,. q, , .-/ f  

(ore) . . . .  u,d& Vo,-~;,: -[l-71-d-z-~--[1-7, Vo, Wu ~ drldrJ 
S2 a ). ,~.1 

+ff. o,W f f  1, d , ,  q(17; + " 
a~ $~ 

17. Occupons nous enfin des termes darts lesquels le premier faeteur est (g). 

T e m e  (ga). On a 

a' ~'z 

 ffff f f  = -- dyl qD, d T ,  Vol V,, dF~ as ,  - -d; ,  d~l - '  
T~2 a o "r 

T'~a 4rant le domaine engendr~ dans T, g l'aide de a' comme T ~  l'est g 

l'aide de a. Ce domaine d@end doric de 7,; mais, comme, sur sa fronti~re, l'int~- 

grale int~rieure s'annule, nous n'aurons pas de terme g ~crire de ce chef. Donc 
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0 

G O" 

Fig. (.qa), 

G 

Fig. (ga)2 

f f f f  , f f  ,,,,o~ ( g a ) = -  qD~dT2~lT~ Vo, 1, d~ h d7 ' 
T2a 

f f f  " ff~o.~ d.:o.~. (gc)----- u',dS,-~7 * ,3 dv, d71 
$2 a 7t' 

+~,= f f fu.~,. ~- f f  ~o, w .  ~ ~  ~ '  j j j  dy, a,, a~,, 
'~ 2 a o-' 

18. Terme (gd). 

( g d )  - -  ,ff~, ~o.~.,ffff~=~o~~ d7 j -  ol -d~ d71 dT~ 
(jr Tr2 

fff/  ff d71 dy2 q~2dT" V~ Vl2 dI~ dy 1 dSl 
T:,~a a,' 

les deux differentiations &ant &hangeables puisque 71 et 7~ sont deux variables 

ind~pendantes. Le domaine TI~ ~ est celui qui est balay~ par T,~ lorsque le point 

I d4crit a': il a par consequent encore une fronti~re externe I':~, lieu des points 

2 tels que la trace a, correspondante soit tangente ext~rieurement g ~' et une 
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O 

G G 

Fig. (gd)1 

6" 

(T,'~a) # (voisinage de /', 2) 
Fig. (gd)2 

(voisinltge de G,') 

fronti~re interne G,', lieu des points tels que a, soit tangente s ~' intdrieure- 

ment. Lorsque le point 2 es~ sur l'une de ces deux fronti~res, l'aire ~,' se r~duit 

" f i Z Z  
z~ro: on peut donc encore se contender de diff~rentier sous le signe 

par rapport ~ Z~, soi~ 

Od)-- u~,, j j j j  d~, -d-~i de, 
T*2a a--,' 

ce qu'on peut encore dcrire 
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aT~ J J J J  J " 
T'2 a 2' 

d Fo~ d S1 

d~l dT1 dye 

sous r6serve de noter que, aux fronti~res de T'2a, donc sur F'~ ou G', la valeur 

prend l'int4grale f dolt ~tre calcul6e ~ l'aide de la premibre forme de que 
# 

cette expression. 

Cette valeur fronti~re n'6tant pas nuUe, elle donnera lieu dans la diff6ren- 

tiation, s un terme dont le calcul se fera comme pour (fd). La quantit6 q es~ 

commune aux deux calculs et, par cons4quent, la valeur limite de l'int6grale 

d Fl~ d Fol 
int~rieure y est la mSme, au changemen~ pros de ~ en dr~ 

La valeur limite ainsi obtenue devra 8tre multipli6e par Te et par un 614- 

ment diff6rentiel don~ le calcul se fera d'apr8s les principes d6js invoqu6s dans 

les cas pr6c4dents. 1~ est l'enveloppe d'un conoide caract6ristique don~ le sore- 

met ~ d6crit l'intersection a' de S~ avec Fo1=7~. Son 6quation 

(Y~) #~(xl . . . .  , x~, 71)=o 

s'obtiendra donc en ~liminant les m- - I  coordonndes curvilignes du point I entre 

les ~qua~ions 

(r~) / ' ~ = o ,  

(G') r01=71 

et les (m--2) 6quations qui expriment que le premier membre de (FI~) est sta- 

tionnaire pour un d4placement du point I sur a' (le point I ainsi d6termin6 

6rant s la limite, pour 71=0, le point $1 situ6 sur la ligne de contact de F 

avec le  conoide de sommet 2, c'es~ s dire avec la bicaract4ristique du point 2). 

Par  exemple, on pourra prendre 

les coordonn4es du point I 4rant remplac~es, au second membre, par leurs valeurs 

calcul~es en fonction de x l , . . ,  xm (coordonndes du point 2) dans les conditions 
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qui viennent  d '&re indiqu6es. 

F', s introduire est 

241 

D'apr8s la rbgle du n ~ 2, l'616ment d '&endue de 

dn~ : 071 ] 

(n2, normale ~ F'2, dirig6e en dehors de T'2a). 

Comme plus haut,  les d6riv6es de F'~ se caiculeront sans avoir s tenir  

compte de la Variabilit~ du point I, c 'es t  s dire seront ~gales aux d~riv6es cor- 

d F'~ 
respondantes de FI~. Le  quotient  d~:-d~n~ est done la mSme qnantit6 dF~ que 

nons avions ~ eonsiddrer dans le calcul de (fd). Quant  ~ OF'~ dF,~ 071 - -  d71 , ee n 'est  

autre chose que le rappor~ constant  (n ~ 2 bis) entre d Fie e~ dFol, pour un d~place- 

ment  quelconque effectu~ sur $1 s part i r  du point de contact  de a' et de a,, 

d Fl~ 
c'est ~ dire, s la limite, que le rappor~ ~ ~ en un point ~ de a. Des consi- 

d6rations routes semblables s 'appliquant le long de G' (done, s la limite, de G), 

nous obtenons finalement 

2 2 3 . ]  aT~ d~l d71 dT~ 
T2a Z' 

- V dF~ f f f, 
avee formules eorrespondantes pour (g f ) ,  (ge) (cette derni~re toujonrs avee change- 

ment  de 1/-,.~ en Wa2). 

19. L'ensemble des coefficients de q~dT~ sous les signes d ' int6grat ion qua- 

druple donnera la valeur (chang6e de signe et multipli6e par 2z) de V0~; on a 

ainsi (en rempla~ant ~ et W par leurs valeurs): 

1 D'apres la formation et les propridtds (Y, 58) de la quantitd /', ce rapport n'est autre qu, 
le rapport (ndgatif) entre les valeurs de la variable s (loc. cir.) qui, eomptdes ~ partir du point I 
correspondent respectivement aux points 2 et o. Cette remarque n'est valable que sur /'2 et no1 
Sllr G. 

31--2661. Acta r a ~ t i v a .  49. Imprim$ le 6 juillet 1926. 
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04) 
P r o v e n a n c e  

(ca), (ba) 

(ca), (bd), (cd) 

(r 

(ea), (fa) 

( f  d), (ed), ( f  a) 

(fd) 

(gd) 

J. Hadamard. 

- -  2 711 r 

fff( o, 1 ~(~]J 2 ~ -  C "  d~o '  ~_ nl ~0[ ~12) d S 1 
S~ 

1~],2~ "-I- 'Tl2dd~.cr~t~ d, 1 
(5 

O "  t 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , . �9 �9 

ff  

O F 

I ' I~ ~v. 
+ J ~ ol dv 1 

a/'ol - - - r .  d~~ + L~ v0, v . + V 0 1 ~  d~ 

d f dFj2 dS1 
-- ~ Vol V~ dv 1 dyl dTo_ 

,~, 

d f dFol dS 1 
+ ~ V~ V12 dv 1 dytd7~ 

3/ 

V, dFl~ dSl 

A 

B 

I B' 

C 

Les termes B',  C n 'existent  que si les deux traces a, a sont sdcantes; du 

moins il en est ainsi dans la disposition de la figure 2. Si, au contraire, la 

disposition dtait celle de la figure 2 bis, ce seraient les termes B qui disparalt- 

ra ient  dans la partie centrale en m4me temps que les t e m e s  C. 

La  formule manifeste bien, comme cela 6fair n~cessaire, une symdtrie par 

rapport  aux deux points o et 2 (on sait que le rdsultat  ne dolt pas changer par 

l 'dchange de ces deux points entre eux, en m4me temps que de l 'dquation donn~e 

avec son adjointe). 

20. Consid6rons main tenant  ce qui est relatif  s F~ et ce qui est relafif  au 
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front interne. 

valeur 

triple. 

(termes 

Dans le premier cas, 2 6rant un point de I'~, on doit obtenir la 

de 2~ Vo. comme 5gale au coefficient de d7 sous le signe d'int4gration 

7, nous le rappeUerons, repr~sente la valeur" de F0~. Notre formule 

(fd), (gd)) fair in~ervenir comme dl6ment d'~tendue de I'~ la (luantit6 

d7 ~ c'est s dire _dT~_ ]~Iais, en raisonnant comme nous l'avons fair un peu 
' dl"p" 

plus haut, on voit que le rapport de ces deux 61~ments est celui de dF~ '~ dlo~ 

(~gal lui-mSme ~ celui de valeurs de s correspondant aux arcs ~2, 02 de bicarac- 

t~ristique). Nous avons done 

Les deux termes ainsi 6crits se doublent: car les deux conoides F0t, FI~ sont 

tangents au point I et, dSs lors, le rapport des d~riv6es de I'~, et de F0~, prises 

dFl~ 
suivant la mSme direction transversale, est ~gal au rapport constant d l o .  

dT2 
21. Au fi'ont interne, le coefficient de ~/~  est encore la m6me quantit6 

W"  "o W"l l 
q Vo, V~, L ~  + d~ ~d i~ f , ] "  

Mais, cette fois, les deux termes entre crochets se ddtruisent. Ici, en effet, 

t le rapport \diol] 1 n'est constant (avee la valeur dgsign~e par notre parenthese) 

que pour un d6placement tangent ~ S~. Or, au point I, les hyperplans tangents 

Ion, Cle et S 1 ont la mSme intersection, la vari6t6 plane tangente g a (en 

vertu de la d6finRion du. front interne comme deuxi~me nappe de l'enveloppe 

des conoides ayant leurs sommets sur a), de sorte que leurs transversales, ~1 et 

les tangentes aux deux bicamct~ristiques, sont dans un mSme plan. Ce plan 

coupe l'hyperplan tangent "~ S~ suivant une droite conjugu~e harmonique de ~ 

par rapport aux deux tangentes bicaract6ristiques, puisque ~1 est le diam~tre. 

conjugu6 de l 'hyperplan tangent ,~ S 1 par rapport au c6ne carac~ristique qui 

a son sommet en I. On a done bien, dans ces conditions, 
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22. Les formules auxquelles nous sommes parvenus donnent lieu aux m~mes 

remarques et applications que la f o m u l e  (~) de mon ]YI6moire pr6c6dent (P). 

C'est ainsi qu'elles fourniront la d6finRion de V0~ m~me si l'on n'est pas dans 

la r6gion de convergence du d6veloppement de cette quantit6 (Y, 63, 65, 180), 

pourvu que les points de S~ ou, plus pr6cis4ment, de $1 appaxtiennent g la fois 

au domaine de convergence de la s6rie c~_2ol et g celui de la s6rie ~1~. 

I1 en sera ainsi m~me dans des cas off, par suite de l'existence de foyers 

conjugu6s sur les bicaract6ristiques issues de o (I7, 57 a), la nappe conoidale ren- 

fermerait des singularit6s. Je reviendrai ult~rieurement sur l'6tude de ce cas. 

Aucune difficult6 non plus g ~ransporter les calculs actuels, comme ceux 

de notre pr6c6dent )16moire (Cf. P, IV) au cas des ondes r6fl6chies, au point 

de vue duquel l'6tude des singularir dont je viens de parler serait particuli~re- 

ment impor~ante. 

23. Enfin, nos r6sultats actuels comportent  des consequences d'un autre 

ordre et qui n'avaient pas leurs analogues dans notre pr6c6dent travail. Ils 

ouvrent en effet une voie nouvelle dans laquelle pourrait ~tre cherch6e la solu- 

tion de la premiere question qui se pose g propos de la )) mineure )) B de Huy- 

ghens, la recherche des 6quations g quatre variables ind6pendantes donnant 

lieu g cette mineure (c'est g dire ne donnant pas lieu g la diffusion des ondes). 

La formute (I4) nous montre en effet que la relation r suppos6e v6rifi6e 

identiquement, fournit une propri6t6 de la fonction V, celle qu'on obtient en 

annulant rensemble des termes d6sign6s plus haut par C. Comme le calcul de 

la fonction V e s t  relativement simple (I7, 170), on pent esp~rer obtenir ainsi les 

6quations cherch6es plus aisement que par la condition ~(V)-----o qui (en vertu 

de la formule (42'), I7, 62) les d6finit directement. 


