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I. Le probl~me de la recherche des fonctions primitives pouvait 6tre con- 

sid6r6 comme enti~rement r6solu "~ l'6poque o5 l'on ne s'occupait que de fone- 

tions continues; il 6tait alors identique & celui de la recherche des int6grales 

ind6finies. ~Iais, & mesure que des classes de plus en plus vastes de fonctions 

discontinues 6talent consid6r6es, ees deux probl~mes auraient du 6tre 6tudi6s 's 

nouveau. Or, il est bien remarquable que, tandis que la g6n6ralisation de la 

notiou d'int6grale retenait l 'attention de rant de math6maticiens, la recherche 

des fonctions primitives air 6~6 si compl~tement n6glig6e que, par exemple, 

I~iemann ne se demande m~me pas quel progr~s la d6finition qu'il donne pour 

l'int6grale permet de faire dans la recherche des fonctions primitives. Et c'est 

seulement en I88I que M. Volterra montra, par un exemple, que l'int6gration 

riemannienne ne permettait pas la recherche des fonetions primitives pour routes 

les fonctions d6riv6es born6es. 

Depuis, pour ees fonctions, l'int6gration des fonctions sommables a fourni 

les fonctions primitives. Mais la recherche des fonctions primitives des d6riv6es 

non born6es exigeait encore d'autres proc6d6s. En I912, M. A. Denjoy a fair 

connaltre une op6ration qu'il a appel6e la totalisation et qui permet de trouver 

la fonction primitive de route fonction d~riv6e. La totalisation permet m~me 

de trouver une fonction connaissant non plus sa d6rivde en tout point, mais 

simplement un nombre ddriv6 en tout point. 

Ces beaux r~sultats ne sont pas encore assez eonnus, je me propose seule- 

ment ici d'aider ~ les r~pandre. 

La totalisation est un proc~dd op6ratoire transfini appliqud ~ partir de la 

notion d'int~grale de fonction sommable. I1 est bien certain, et bien connu, 
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qu'on peut toujours, au moins th~oriquement, remplaeer la consideration d'int~- 

grales de fonctions sommables par celle des sommes intervenant dans le calcul 

des int6grales de Riemann. I1 m'a sembl6 qu'il y aurait avantage ~t montrer qu'ici 

on pouvait trSs facilement effectuer cette substitution. On arrive ainsi s rem- 

placer la totalisation de M. Denjoy par une op6ration trSs voisine, reposant 

essentiellement sur le m6me proc6dd transfini, et qui permet d'effectuer la re- 

cherc.he des fonctions primitives des fonctions ddriv~es i sans qu'on air s faire 

appel s une notion d'int~grale suppos~e ant~rieurement connue. 

I1 me semble qu'on met ainsi mieux en 6vidence l'importance et la puis- 

sance du proc6d6 transfini qui a ~t~ utiMs~ tout d'abord par Cantor et dont 

M. Baire West si judicieusement servi pour l'6tude des fonctions limites de fonc- 

tions continues. 

Sous sa nouvelle forme, le proc~d6 de recherche des fonctions primitives 

s'appuie essentiellement sur des rdsultats de M. Baire et il suit en quelque sorte 

pas s pas le proc6d6 de construction, donn6 par M. Baire, d'une s6rie de fonc- 

tions continues repr6sentant une fonction ponctuellement discontinue donn6e. 

La recherche d'une fonction primitive se r6duira en somme ~ ceci: la 

d~rivde ~(x) 6rant donn~e clans (a, b) on peut, d'apres M. Baire, trouver un 

intervalle (a, fl) dans lequel q~(x) est constante s moins de s prSs. Dans (a, fl) 

la fonction primitive f(x) de ~(x) peut 6tre repr6sent~e par une ligne droite, 

moins de e(fl--a) prSs. f(x) est ainsi reprgsent4e approximativement par une 

ligne polygonale, sauf aux points d'un ensemble partout non dense E~. 

Mais, d'aprSs un th~orSme de M. Baire, on peut trouver un intervalle (a, fl) 

contenant des points de E~ et darts lequel f(x) peut 8tre repr6sentge approxima- 

tivement par un segment de droite. Cela permet de connaltre approximative- 

merit f(x) saul aux points d'un ensemble E2, partout non dense sur ~1; etc. 

C'est la r6p6tition transfinie de ce raisonnement qui donnera f(x). 
Comme mon but est, non pas d'ajouter vraiment "s ce que nous a appris 

M. Denjoy, mais d'aider ~ faire mieux connaltre ses r6sultats, je n'ai pas craint 

d'entrer dans des d~tails et je n'ai s peu pros rien suppos6 connu du Lecteur; 

sauf dans les deux derniers paragraphes off, l'exposition du proc~d~ de re- 

cherche des fonctions primitives achev6, je donne quelques indications sur des 

rapprochements ou des prolongements qu'il sugg~re. 

Ce procdd~ ne permet t ra i t  pas d'effectuer la recherche des fonctions primit ives des nombres 
ddrivds, ce que permet  de faire la totalisation. 
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2. E tan t  donnge la d&iv4e ~(x) d 'une fonction continue f i x ) ,  nous nous 

proposons de construire, s une constante additive pros, la fonction f (x) .  Nous 

proc4dcrons pour cela comme dans le cas off ~(x) est continue; seulement, tandis 

qu'on porte en g4n4ral son at tent ion sur le calcul de l'in~g~rale d4finie, nous 

formerons directement l ' int4grale ind4finie. Nous imiterons donc les raisonne- 

ments relatifs auz th4or~mes d'exis~ence des solutions des dquations diff& 

rentielles du premier ordre bien plus que ceux qui fournissent la d4finition des 

quadratures.  

l~ous allons essayer de construire une fonction f~(x), reTr&entant f (x)  avec 
l'approximation relative ~, c'est-g-dire relic que, quels que soient x~ et x~ dans 

r interval le  que nous consid~rons (a, b), [a<--x~<xsgb], on aR: 

(i) I [ f ( x , ) - f ( x l ) ] -  [ f , ( x , ) - f , ( x , ) ) l  < ~ ( x , - x , ) .  

C'est ce que l 'on fa i r  habi tuel lement  en prenant  une fonction f~(x) repr6sent6e 

par une ligne polygonale telle qu'on air: ]f,'(x)--qD(x)] < e ,  en tout  point off 

f / ( x )  existe, c'est-g-dire pour route valeur de z qui ne soR pas abscisse d 'un 

sommet de la ligne polygonale. On s'appuie alors sur deux remarques qui vont 

5tre constamment  utilis6es: 

I ~ Si dans (a~,b~)on a: lg(x)-Ml<,, l a fone t ion f , ( x ,  a,, b l ) = M x  re- 
pr&ente f (x)  dans (a~, b~) avec l'approximation relative ~. 

2 ~ Si nous eonnaissons deux fonctions f , (x ,  a 1, bl), f , (x ,  b~, b~), repr&entant, 
avec l'approximation relative e, f (x )  dans deux intervalles (al, bl), (bl, b2), [ a l < b i <  b~], 

la fonction continue f~(x, ai, b~), dgale ~t f , (x ,  ai, bl) dans (ai, bi) et dgale dans (bl, bs) 
~ f~(x, bl, b~) + f~(b~, a,, b~)--f~(b~, b,, b.a), repr&ente f (x)  avec l'approximation e dans 
(a. b~). 

I1 est clair, en effet, que l 'on a l 'in6galit~ (I) si xi et x~ sont tous deux 

dans (al, bl) ou tous deux clans (bl, b~) et, si x I est dans (ai, bl) et x~ dans (b~, b~), 

o n  a :  

] [ f(x~)-- f(xl)]--[f . (xz ,  a i, b~)--f.~(xl, ai, b~)] ] .= 

= ][f(b~)--f(x~)]--[fi(b.  a .  b~)--fi(xi, at; b~)] + [f(x~)--f(b:)]--[fi(x~, a~, b~)_f.(b.a,,b~)]l 

<- I [ f ( b l ) - - f ( x l ) ]  - [ f  .(bi, ai, b l ) - - f  .(x,, a~, bl)] I + [ [f(x2)--f(b~)] - [f~ (x2, bl, b~)-- f  ~(bl, bD b~)]] 

< ~(~,--x,)  + ~(x~--b , )= ~( . , - - x , ) .  

3- A c e s  deux remarques, ajoutons les suivantes: 
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3 ~ Si  une fonction f~(x) d~finie ~ l ' i n l ~ r i e u r  de (a, b), -- c'est-~-dire pour 

a < x < b ,  - -  reprdsente f ( x )  avec l 'approximation relative ~ ~ l ' i n t d r i e u r  de (a, b), 

- -  dest-~-dire vdrifie l'in~galitd (I) toutes le,~ fo is  que l'on a: a < x ~ < x ~ < b , - -  

f~(x) tend vers des valeurs ddtermindes quand x tend v e r s a  et vers b et la fonction 

f~(x), d~finie comme ~tant ~gale ~ ces valeurs limites en a e t  en b, reprdsente f ( x )  

avec l 'approximation e dans tout (a, b). 

f ( x )  ~tant uniformdment  continue dans (a, b), d~s que ~2 est assez peti t  posi- 

tif, les inggalltds a < x t ~ x 2 ~ b  , x ~ - - x ~ < v ,  entralnent  

I < 
d'ofi, s cause de (~), 

< + 

f~(x) est donc uniformdment  continue dans (a, b) et les valeurs que nous prenons 

pour f~(a) et  f~(b) existent bien. 

Faisans alors tendre x~ vers a, x~ res tant  fixe, on obt ient :  

I [Axe) --f(a)] --  [f~ (x2)--f, (a)] I -~ e (x,--  a); 

mais, en prenant  x darts (xs, b), o n  a: 

I [f(x)--f(x~)] - [f,(x)--f,(x~)] ] < e(x--x~) ,  

et, par  addit ion:  

De m~me o n  aurait :  

et, par addit ion:  

[ [f(x)--f(a)] - [ f  ~(x)--f~(a)] ] < e (x - -a) .  

I [ f ( b ) - f ( x ) ]  - [f~(b)--f~(x)] ] < e(b- -x) ,  

I [J~b)--f(a)] - [f~(b)--f~(a)] [ < e(b - a ) .  

L'indgalit~ (I) est donc bien v~rifide pour  a~x l<x~<- -b .  

Des remarques 20 et 3 ~ il rdsulte que si l 'on a des intervalles (ai, hi), tels 

que les ai tendent  en dgcroissant v e r s a  et que les b~ tendent  en croissant vers b, 

et des fonctions f~(x, a~, b~) y reprgsentant  f (x)  avec l 'approximation relative ~, 

la fonction continue fi(x), ~gale s f~(x, al, bl) dans (aL, bi) et telle que la diff& 

rence f~(x)-- f~(x,  ai, b~) soit eonstante dans chacun des deux intervalles (a~, a~+l), 
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(bi+l, b,'), es t  u n i f o r m & n e n t  c o n t i n u e  duns  (a, b) e t  y r e p r 6 s e n t e  f ( x ) a v e c  l ' ap -  

p r o x i m a t i o n  r e l a t i v e  ~. 

4 ~ Si  l'on connait des fonctions f~(x, h )  d~finies dans les d~ffdrents inte~'valles 

Ik contigus ~t un ensemble fermd I _E et y reprdsentant j~x) avec une approximation 

relative , ,  et une fonction continue fo(x) ddfinie dans (a, b) et tell, que l'on air: 

] [ f (x~)_f(x~)]  - [fo(X~)--fo(x~)] ] < ~(x2- -x , ) ,  quand x 1 et x~. sont points de E ,  xl <x~,  

on peut construire une fonction f~(x) reprdsentant j~x) dans tout (a, b) avee l'appro- 

ximation relative , .  

Voic i  c o m m e n t  nous  e o n s t r u i r o n s  f~(x), x o 6runt  u n  p o i n t  chois i  s u r  E ,  

p a r  e x e m p l e  ce lu i  de p lu s  p e t i t e  absc isse ,  e t  (ak, bk) ~tunt  l ' i n t e r v a l l e  Ik, nous  

a p p e l l e r o n s  f~(x) l a  f o n c t i o n  c o n t i n u e  ~gale  '~ fo(Xo) en Xo, t e l l e  que  f~(x)--fk-a(X) 

so i t  c o n s t a n t e  d a n s  c h a c u n  des  deux  in t e rvaUes  (a, ak), (bk, b)e t  quefk(x)__f~(X, Ik) 

so i t  c o n s t a n t ,  d a n s  (ak, bk), f~(x) se r a  ddf inie  c o m m e  la  l i m i t e  des  fk(x).  

C e t t e  l i m i t e  ex is te ,  d v a l u o n s  en , f r e t  la  d i f f 4 r e n c e f k - - f k  1. Si, p a r  e x e m p l e ,  

x o , s t  dans  (a, ak) ee t t e  d i f fd renee  , s t  n u l l e  d a n s  (a, dE); e l l ,  , s t  c o n s t a n t ,  d a n s  

(bk, b) e t  p a r  su i t e  dga le  ~ fi(bk)--fk--~(bk); or  on a:  

Ifi(bk)--fi-,(bk) l = I [fk(b~)--fi(ak)] - [fk-dbk)--fk--,(ak)] l 

= lift(bE, Ik)--fdak, I k ) ] -  [fo(bh)--fo(@]l < 2e(bk--ak). 

Enfin duns (ak, bk) on u: 

[fi(x)--fi--~(x) l = I [fi(x)--fk(ak)] --[fi-x(X)--:fk-~(a,)]] <-- I [fi(x, h)-- f i (ak,  B)]] 

-~ I [fo(x)--fo(ak)] l < If(x)--f(ak) [ + *(x--ak) + Ifo(X)--fo(ak) I. 

Si done, pour k > n ,  lu somme :~(bk--ak) des longueurs des intervalles Ik est in- 

fdrieure ~ , ,  et si, de plus, I f (x)-- f (Y)!  et [fo(x)--fo(Y)l restent  inf4rieures 's V= 

d~s que x et y diffbrent de moins de ,~, la difference [fk(x)--f i-~(x)] est au plus 

**, ,+2V~ si x est duns (ak, bE) et uu plus 2*(bk--ak) duns le eas eontruire. Done 

If~(x)-f,,(x)l es t  au  p lus  (~:,*,t+2V]n)+2e.~(bk--ak)<3$$n+2~']n et  ceci  m o n t r e  la  

c o n v e r g e n c e  u n i f o r m e  des  fk  vers  une  l i m i t e  f t .  

i Je rappelle qu'un ensemble ferm6 e s t u n  ensemble contenant tous ses points limites. 
L'ensemble E dtant supposd dans (a, b), les intervalles eontigus /~ E sont eeux qui ont pour 
origines et extrdmit6s a, b ou des points de E et qui ne eontiennent ~ leur int6rieur aueun point 

de E.  ces sans points intdrieurs eommuns, il y en a au plus b~__a de longueur l, intervalles dtant 

de sorte qu'on peut les elasser par ordre de longueur dderoissante en convenant, par exemple, lors- 
qu'on trouvera plusieurs eontigus dgaux de les ranger darts l'ordre o~ iis se suetS, dent de avers  b. 
Ces intervalles ainsi rangds sont les intervalles lk du texte. 

32--2t~61. Acta mathematica. 49. Imprim6 le 6 juillet 1926. 
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D'ailleurs on a :  

I [f(x,)--f(x~)] - [f,(x,)--fi(x~)] l < ~(x~--x,),  

pour x~<x~, x~ et x~ appar tenant  s E ou s l 'un des intervalles I1, I _ , , . . .  h .  

Done on en conelut, pour t o u s l e s  points de (a, b), 

I [f(x,)-f(x~)] - ~f , ( x , ) - f , (~ ) ] l  <- ~ ( x . - x , ) .  

Mais ici encore le signe ~gal peut 8tre supprim6; ceci est dvident si x~ et x~ 

appart iennent  s un mSme h - -  car, darts cet h ,  f~(x) est ~gale 's f , (x,  L)  '~ une 

constante additive prSs - -  ou si x, et x~ appart iennent  '~ deux intervalles Ik 

ayant  une extr6mit6 commune, ou s'ils appar~iennent s un mSme intervalle ne 

contenant  que des points de E ,  auquel cas  f~(x) ne diffSre de fo(X) que par  une 

constante. Dans les autres cas, on pourra prendre entre x~ et x, deux points 

x~' et x, '  situ~s dans un mSme intervalle I e t ,  en appliquant l ' identit6 

[f(x,.)--f(x,)] - [f,(x,)--f,(xl)] = {[f(xl')--f(x,)] - br,(x,')--f,(z,)]} 

+ (If(x2') --f(x,')] - -  If, (x~') - f ,  (x,')]) + (If(x,)--fCx,')] - -  [f, (x~) - - f ,  (x~')]}, 

on obtiendra l 'in6galit~ (I). 
4- Nous ferons appel au e~l~bre th~or~me de M. Baire sur les fonctions 

limites de fonctions continues. Je  vais d'ailleurs le d6montrer sous la forme off 

nous l 'utiliserons. 

On consid~re une fonction J~x), qui admet dans un intervalle (a, b) une d~'iv6e 

d6te~,nin6e et finie qD(x), et un ensemble/b'm6 .E form6 de points de (a, b). On p ~ t  

trouver dans (a, b), un intervaUe (a, fl) contenant ?t son intdrieur des points de E et 

tel que, pour tout couple de points xj ,  x 2 atrpartenant ~ E et ~ (a, fl), le rapport 

f (x ,)  - -  f (x , )  
x~, - -  X 1 

ait une valeur constante 

l' avance. 

Posons 

?~ moins de ~ pr~s; ~ ~tant un nombre posi t i f  donn6 ?~ 

~0 (x, y) = . f ( x  + y) - - . f (x) .  
Y 

la fonction ~(x., y) est continue par rapport  s l 'ensemble des variables x, y pour 

tous les points, a ~ x ~ b ,  o < y g b - - x .  Elle n 'est  ni d4finie, ni continue aux points 

de y ~ o .  Convenons de poser ~(x, o ) : r  ~(x, y) est alors ddfinie aux points 
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de y-~o, mais elle n 'y  est pas en g~ndml continue et c'est pourquoi notre 6nonc6 

a besoin  de justification. Seulement, "puisque, par ddfinition de la ddrivde, q~(x, o) 

est la limite de ~(x, y) pour x constant  et y ~ n d a n t  vers z6ro, la fonction ~v(x, y), 

consid6r6e comme fonction de y seul, est continue pour y = o .  

Puisque l'on ~: 

- 

x, --x~ 

pour 16gitimer l'gnonc6 il suffirn, de prouver l 'existenee d 'un in~rvaUe (a, fl) con- 

tenant  des points de E et tel que ~(x, y) soi~ eonstante ~ moins de ~ prbs pour 

les points (x, y) dont Ins abseisses appar t iennent  ir E et qui sont dans le carrd 

a<--x<fl, o<~y<a--fl; en d 'autres termes tel que, si x, y e t  x', y' sont deux couples 

de valeurs satisfaisant aux conditions pr~c6dentes, on air: 

I y) - (x', y') I < 

(3) 

Soit E~ l 'ensemble des points de E pour lesquels on a: 

dbs que l 'on a y ~ ! - .  E~ est form~ des points communs s la fois $ tous les 
q2 

ensembles /~,, 1, En, ~ . . . .  ; El ,  v 6rant l 'ensemble des points de E en lesquels on 

I < . y <  I 
a l 'inggalit6 (3) d~s que l 'on a: - -  - E, ,v  est un ensemble fermg car, 

n + p  n 

s i x  0 ne v4rifie p ~  l 'in6galit6 (3) pour nne cert~ine valeur Yo de y,  cette in6galit6 

n 'est  pas non plus v~rifi6e pour les valeurs de x voisines de x o et  les valeurs de 

y voisines de Yo. 

E,, est aussi ferm6, car s i x  0 n 'appar t ient  pas s E,, c'est qu'il  n 'appar t ient  

pas ?r Fun des E,,,v , soit ~. En, Vo. Alors aucun des points suffisammen~ voisins 

de x0 n'appartien~ ?r E~,v~ donc k En. 

Ceci dtant, si, dans (a, b), E n'es~ pas identique ?~ El ,  on pent  t rouver un 

point x o de (a, b) appar~enant s E sans appar~enir s E t  et, comme E~ est fermi,  

aucun des points de E suffisamment voisins de Xo n 'appar t iendrai t  '~ ~ .  En 

d 'autres termes, on pourrait  t rouver un intervalle (a~, b~) entibrement int6rieur 

(a, b), [a < a~ < b~ < b ] e t  eontenant  des points de E sans contenir de points 

de E~. 
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De m6me, ou bien dans (al, bl) E et E 2 sont identiques, ou bien on peut  

t rouver  un intervalle (a~, b2), [a < a, < a2< b, < b, < b], con tenant  des points de E 

sans contenir  de points de E 2. 

En cont inuant  ainsi, on arriveru 'g un intervalle (a,o-1, b,o-1) dans lequel il 

y a des points de E et dans lequel E et E , ,  sont identiques; sans quoi, en effet, 

nous aurions dans (a, b) un point x 0 de E n 'appar tenant  pas g El ,  dans (al, b,) 

un point  x, de E n 'appar tenant  pas g Ez,  etc. Ces points x~ auraient  au moins 

un point  limRe ~; ~ appart iendrui t  g E puisque E est ferm6. ~ n 'appar t iendrai t  

pas g E,, car les points xn, xn+l, . . .  a p p a r t e n a n t  "g (an, b~) ~ est darts (a,,, b,,). 

Ainsi ~ serait  point  de E sans 6tre point  d 'aucun des E,,, or ceci est impossible 

car, d'aprbs la continuit6 de ~0(x, y) par rapport  g y pour  y = o ,  tou t  point  ~ de 

E est point  de En d~s que n est assez grand. 

Diminuons l ' intervalle (a,o-1, bno-~) que nous venons de t rouver  de fa~on 

qu'il continue '~ contenir  des points de E g son int6rieur, que sa longueur soit 

au plus 6gale g _I_ et que ~ x, varie de moins de _e quand x varie dans 
~o 3 

l ' intervalle ainsi restreint. Je  dis que eet intervalle (a, ~) r@ond  s la question. 

Si l 'on a, en effet, 

I < ' < _ a - - f l < _  I - -  a - - x  <--fl, o<--y ' ----, a<_x<_~, o<_y<_a--tg<_ no, n o 

x et x' appar tenant  g E ,  il en r6sulte: 

I (x, v ) -  (x', y') I -< [ 9 (x, v ) -  

I( 0) (Io)1 + qo x, --q~ x ,  < 3  3 

les deux premiers termes du second membre sont, en effet, inf6rieurs g ~- parceque 
3 

x et  x '  sont points de Eno, et  le troisi~me terme d'apr~s la condit ion imposde g 

la variat ion de 9 x, dans (a,/~); l 'in6galit6 (2) est done bien v6rifi6e. 

Si M est la valeur s e pros de 9(x,  y) dans le earrd eonsid6r~, on a pour  

t o u s l e s  couples xl, x~, (xt<x~.), de points de la port ion e de E situ6e dans (a,~) 

[ [ f (x~) - - f (x , ) ] -  [Mx,--Mx~][ < ~ ( x . , - - x , ) ;  
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en d 'autres termes, M x  peut ~tre prise pour la fonction to (x )de  notre quatri~me 

remarque,  attach~e ~ l 'ensemble e. 

5. Nous sommes muintenant  en mesure de construire une fonetion f~(x, a, b) 

reprdsentant  dans tout  (a ,  b) avee l 'approximation relative e la fonetion primitive 

f (x)  d'une d6riv6e ~0(x) donn6e darts (a, b). 

Soit (/, m) une pat t ie  quelconque de (a, b), prenons cette partie pour en- 

semble E et appliquons lui le thdor~me de M. Baire; nous trouvons, dans (1, m), un 

intervalle (a, if) dans lequel ~(x) est dgale s moins de e pros ~ une eonstante M; 

la fonction M x  est une fonction f~(x, a, fl). (l, m) ~tant quelconque, il y a 

des intervalles (a, fl) clans route partie de (a, b); les points x qui ne sont pas 

int6rieurs s de tels intervalles (a, fl) f o m e n t  done, s'ils existent, un ensemble E 1 

non dense dans route partie de (a, b). 1 E1 est d'ailleurs fermd, car un point 

inf~rieur s un in~ervalle (a, fl) n 'a  dvidemment dans son voisinage que des points 

int6rieurs ~ (a, fl), done n 'appar tenant  pas ~ Jg~. 

Soit (A, B) ua intervalle contigu '~ E~, soit (a, fl) r u n  des int~rvalles dont 

nous avons parl4 et qui soit int~rieur ~ (A, B). Si ~ est diffgrent de B,  /~ est 

dans un intervalle (a(, fl~) dans lequel ~ est constante ~ e pr~s. Si fll n 'est  pas 

en B,  3t est dans un intervalle analogue (a~', fl~). Je  dis qu'on peut ehoisir ces 

intervalles de fagon tout  au moins que fl, ill, ft.,, . . .  t endent  en croissant vers B.  

Si non cette suite croissante aurait  un point limite flo diff6rent de B,  done in- 

tdrieur s r u n  (a', ~)  des intervalles (a, fl); t o u s l e s  fli seraient int~rieurs ~ (a', fl') 
d?~s que i surpasserait  une certaine valeur n e t  l 'on pourrait  done remplacer  la 

suite des intervalles (fl~+l, fl=+2), (fl,,+2, fl,+a) . . . .  par l 'unique intervalle (fl~+~, fl') 

qui nous conduirai t  aU dels de fl0. 

De mgme, on peut at te indre A, ou tendre vers A, ~ l 'aide d 'une suite d~- 

croissante a, at, a~, . . .  l imitant  des intervalles (a~, a), (tt~, a~) dans chaeun des- 

quels f(x)  est representable avee l 'approximation relative e par  uue fonction 

lin~aire. Nous sommes done dans les conditions d'application des remarques 

I ~ 2 ~ 3~ nous construisons f~(x, A, B). 

L'op~ration 0~ consistera en la d~termination de E~ et en la construction 

des fonctions f~(x, [~) relatives aux divers interva]les I~ contigus ~ Et .  Si Et  

n 'existait  pas, la d~termination de f~(x, a, b) serait termin6e. 

6. Supposons que E~ existe, soit (1, m) un intervalle contenant  des points 

de E~ et appliquons le thdor~me de M. Baire s la partie de E~ situate dans (l, m) 

x Nous  cons id~rons  que  a fair p~r t ie  de E l ,  s ' i l  n ' cx i s t e  pas  d ' in te rva l l e  (a, {?) dans  lcque l  
~0(x) cs t  cons t an t e  ,~ ~ pros et  n o u s  raisons uue  conven t ion  ana logue  pou r  b. 
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jouant le rSle de l'ensemble E de notre ~nonc~. Nous trouvons dans (/, m) un 

intervalle (a, ~) contenant des points de E~ et telle que dans (a, ~) on puisse 

attacher s la partie e~ de E~ situ~e dans (a, f l )une fonction lin6aire comme 

fonc~ion fo(X). Alors, dans (a, fl), nous pouvons, s l'aide de la remarque 4 ~ 

construire f~(x, a, fl); puisque nous connaissons j0(x) et, par 0~, les fonctions f~ 

attachdes aux contigus ~ e~. 

Les points de E~ qui ne sont pas int~rieurs s de tels intervalles (a, fl), 

forment, s'ils existent; un ensemble E~ partout non dense sur E~. On volt eomme 

plus haut que /i:~ est fermd. ~ 

Soit (A, B) un intervalle contigu "~ Es, on le d~compose comme pr~c~dem- 

ment en un nombre fini ou infini d'intervalles par des points 

A <  " < - s < - l < a < ~ < ~ < ~ . ~ <  ' < B  

et on en ddduit la construction de f~(x, A, B). 

L'op~ration 0~ consistera en la d~termination de E s et des fonctions f~ 

att$ch~es aux divers intervalles contigus s E~. Si /i:~ n'existait pas, j~(x, a, b) 

serait obtenue. 

7. Si, continuant ainsi, on dpuise la suite des indices entiers sans obtenir 

f~(x, a, b) c'est que tous les ensembles L;, existent. Ces ensembles sont ferm6s, 

chacun est contenu dans le prdc~dent, donc, d'apr~s un raisonnement d~js fair, 

il y a des points communs 's tous ces ensembles et ces points forment un en- 

semble ferm& Nous le d~signerons par E~, w n'~tant plus un nombre, mais un 

symbole distinctif, une sorte de pr~nom. 

Soit (A, B) un intervalle contigu "s E~. Si (A, B) est contigu ~ /i:n pour 

une certaine valeur de n, on connait f~(x, A, B); sinon, il y a dans (A, B) des 

intervalles contigus s E, ,  quel que soit n. Soit (al, bl) un intervalle contigu 

E 1 et contenu dans (A, B), soit (a,, bs) l'intervalle contigu "~ E~ et contenant 

(al, bl), [A<--as<--a~<b~<--b~<--B]. Soit de m~me (a~, b~) l'intervalle contigu s E~ 

et contenant (ai-1, hi-l). La suite non croissante a~, a s , . . ,  a une limite a 0, je 

dis que ao:A. En effet a0 est point de E~, car a~, a s , . . ,  sont points de E~; 

a o est point de Es, car a~, a s , . . ,  sont points de E~, etc. Donc ao dtant point 

de E~, E~ . . . .  est point de E~ et par suite ne peut ~tre int~rieur s (A, B). Ainsi 

les in~ervalles (ai, b~) finissent par couvrir tout l'int~rieur de (A, B) et comme 

I Moyennant  une pr6caution analogue ~ celle d~j'~ prise concernant les condit ions que dcvront  

rempl i r  a e t  b pour  appar ten i r  ou non ~ E 2. 
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apr~s l'op~ra~ion 0,: nous connaissons f i (x ,  ai, hi), nous pouvons, par not,re troi- 

slime remarque, const,ruire f~(x, A, B). 

L'op&ation 0~ consistera en la d~termination de E~ et, en la const,ruction 

de fonctions f~ attach6es anx int,ervalles contigus "s E~. Cette op~rat,ion 0~ est, 

en quelque sorte plus simple que les pr~cgdent,es, notre remarque 4 ~ n'interve- 

nant pas. 

8. Nous effectuerons ensuit,e des operations que l'on pourra not,er 0~+1, 

0~+2 . . . .  , ou de route autre mani~re, et qui sont, exactement, analogues aux 

op6rat,ions 0~, 0 3 , . . .  

D'une fagon plus pr6eise, supposons que nous ayons effect,u6 un nombre 

fini ou une infinit6 d6nombrable d'opdrations sans obt,enir f~ clans tout' (a, b), 

d6finissons l'op6rat,ion qui suivra celles d6js effeetu6es. 

Deux eas sont s consid6rer: ou bien, dans les op6rations d6j.~ effeet,u6es, il 

y a une op6ration qui a 696 effeetu6e aprbs ttoutes les aufres; ou bien il n'en est 

pas ainsi. Par  exemple, on est daus le premier eas s'il s'agit des opdrations 

Ol, 02 . . . . . .  010o, 
o n  

01, 0 ~ , . . .  O, . . . .  0,o, 0~,+~,... 0~+1oo, 

p pareour~nt la suite des nombres entiers; on est, dans le second eas s'il s'agit, 

des operations 
OL, O~,. . . . .  O p , . . .  

o u  
Ol, 0 ~ , . . .  Op , . . .  0,,, 0~,+1,... O,,+p,...  0 ~  . . . .  02~,+p,... 

p parcourant, la suite des nombres ent,iers. 

Dans le premier cas, si 0a est le symbole de la derni6re op6ration effee- 

t,u6e, elle nous a fair, eonnalt,re un ensemble partout non dense 1'~ et des fonc- 

tions f~ at,~ach6es aux intervalles contigus ~ /~ .  Alors nous appliquerons le 

th~or~me de M. Baire pour t,rouver un intervalle (a, ~ )dans  lequel E~ a des 

points qui forment, un ensemble e~ et pour lequel la fonction fo(X) attach6 's e~ 

es~ lin6aire. Les remarques i ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ nous donnent f~(x, a, fl). Or les points 

de E~ qui ne sont pas intArieurs s de tels intervalles (a, fl) formen$ un ensemble 

Eg pm~out non dense sur Ea, d'aprbs le t,h~orbme de M. Baire, et, la remarque 

3 ~ nous permet de construire f~ pour ehaque intervalle contigu s /~, ~ partir de 

fonc~ions eonnues f~(x, a, fl). 
L'opdration suivant, 0~, qu'on pourra not,er 0~+~ ou de route autre mani~re, 

0" par exemple, consistera en la d6~ermination de E~ et, des fonctions f i  at,ta- 

chdes aux intervalles cont,igus ~ E~,. 
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Dans le second cas, les operations effectudes sont en nombre ngcessairement 

infini et, par hypoth~se, cette infinit~ d'op~rations est d~nombrable. Supposons 

ces op5rutions rangdes en suite simplement infinie 01, 0 ~ , . . .  L'opdration 0 ~ 

gtait, dans nos constructions, prdcdddes par d'autres opdrations, 's moins que 01 

ne soit identique ~ 0~. Barrons dans la suite 0 ~, 0 ~ , . . .  celles des operations 

qui prdc~daient 0 ~ darts les constructions; soit 0 L, 0~, Opt, . . .  la suite ainsi 

obtenue. De la suit~ 0~, 0P~,.. .  barrons de m~me celles des opdrations qui 

pr~cddaient 0~ dans la construction, etc. Nous arriverons ainsi s une suite 

0 ~, 0 ~, 0q,, 0",, . . .  contenant n~cessairement une infinit~ de symboles, puis- 

qu'aucune operation 0 n'est effectude apr~s routes les autres, et telle que, si 0~ 

est l'une des operations effectu~es, il y a cer~ainement des opdrations effectudes 

apr~s 0~ et qui figurent parmi 0 ~, 0~ . . . .  

Ceci ~ant ,  les ensembles E ~ , / ~ % . . .  donn~es par les opdrations de cette 

suite, sont des ensembles ferm~s chacun contenu darts le pr~cddent, donc il y a 

des points communs s tous ees ensembles; ils forment un ensemble fermi, no- 

tons-le Eh. Si (A, B) est un intervalle contigu ~ Eh, ou bien (A, B) est contigu 

's l'un des E ~, ~ ,  Eq,, . .. et alors on connait d~j~ f~(x, A,/3); ou bien on trouve, 

comme pr~c~demment, des intervalles (a ~, b~), (a ~, bP~), (aq,, bq , ) , . . . ,  contenus 

chacun dans les suivants, respectivement contigus 's E ~, E ~ , . . . ;  les a tendent 

vers A, les b vers B.  De sor~e que notre remarque ]o nous fournit f~(x, A, B) 

partir des f~(x, a ~, b~), f~(x, a m, b ~) . . . .  qui sont connues. 

L'opdration suivant alors celles dont nous sommes parties, que nous pour- 

tons rioter 0~, consis~era .s trouver I'/~ et s construire les f~ a~tach~es aux con- 

ti2~s '~ Eh. Cette opdration est, en un certain sens, plus simple que celle rela- 

tive au premier cas. ~ 

Nous dirons qu'une operation 0h, ou que son indice )~, est de la premiere 

ou de la deuxi~me esp~ce suivant que nous sommes dans l'un ou l 'autre des 

deux c a s q u e  nous venons d'examiner: il y a, ou il n'y a pas, une opdration 

ddtermin~e pr~c~dant imm~diatement 0h. 

9. Je  dis qu'apr6s un nombre fini ou une infinitd d~nombrable d'op~ra- 

i L ' e n s e m b l e  Eh peu t  ~tre d~fini c o m m o  l ' e n s e m b l e  des po in t s  c o m m u n s  ~ t ous  los e n s e m b l e s  

E l ,  E 2 , . . .  donnds  pa r  les opera t ions  pr~e~dentes ;  i] ne  d~pend done d ' a u c u n  choix.  Au  contra i re ,  

dans  la d~finit ion des  f~ ,  nous  ne  n o u s  s o m m e s  pas  a s t r e in t  t~ in t rodui re  assez  de condi t ions  pour  

que  ees fonc t ions  ne  d~penden t  p l u s  d ' a u c u n  choix,  m~.me dans  le cas  s imp le  d ' u n e  fonc t ion  f~  
l in~aire donn~e pa r  no t re  p remie re  r emarque .  I1 n ' y  au ra i t  a u e u n e  diff icul tc  ~ ,~ pr~eiser la  d6fini- 

t ion des  fonc t ions  f~  de fapon qu 'e l les  so ien t  u n i q u e m e n t  d~ te rmin~es ;  ma i s  cola n ' a u r a i t  a u e u n e  
impor tance ,  ni  auc un  iut~r~t  v~ri table.  
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tions, nous arriverons s nne op6ration 0~ pour laquelle E~ n'existe pus, c'est-s 

dire faisant eonnaltre f~(x; a, b). 

Si /~1 n'existe pas, ) ~ : I .  Si E 1 existe, soient I~,I~ . . . .  les intervalles 

con~igus s E 1 rang6s d'une certaine manibxe. 0a 6tan~ une op6ration pour la- 

quelle il existe encore un ensemble E~, soi~ Ip l'intervalle contigu s E~ et qui  

contient Ip. Chaque /:p est en effe~ contenu duns l'un des contigus s E~; la 

suite I~, I ~ , . . . ,  1 ~ , . . .  rung6e dans l'ordre de succession des op6rations 03, 

Os, . . .  0 ~ , . . .  fui~ connaltre des intervalles dont chacun est contenu duns les 

pr6c6dents. I1 se peut d'ailleurs que 0~ pr6c6dunt 0~, I~ soit identique s I~; 

alors %ous les Ip ~, relatifs aux 0~ effec~u6s apr~s 0,  et avant 0~ e~ s la m4me 

valeur de p, sour aussi identiques s Ip. 

Soient a~, a ~ , . . ,  les indices suP6rieurs de ceux des /~p qui ne son% pas 

identiques s certains de ceux qui les pr6c~dent. Dans cette liste deux symboles 

cons6cu~ifs a~, a~ +1 ne peuvent 4tre tous deux de deuxi~me esp~ce, sans quoi tous 

les intervalles I~ relatifs aux op6rations 0~ effectu6s apr~s 0~i et avant O~i+~ 
P P 

seraien~ iden~iques e~ par suite, d'apr~s la d6finition de l'ensemble E~i+I, pour 
P 

i + l  �9 ~ x a i + l  
qp de deuxmme espece, les extr6mit6s de I~ appartiendraient s Ej+I et Ip p 

P 

serait aussi identique ~ I~, ce qui es~ contradietoire. Donc, entre deux ap de 

seconde espece, il y a des ap de premiere esp~ce. Pour d6montrer que les ap 

sont en nombre fini ou formen~ tout au plus une infinit6 d6nombrable, il suffit 

donc de le d6montrer pour l a liste des a~ de premiere esp~ce. Or, s chaque ap 

de premiere esp~ce, nous pouvons attaeher un nombre positif e~, 6gal s la dif- 
ai a i -  1 ai 

f6rence de longueur entre /~" et I s  , repr4sentant l'accroissement subi p~r 1~.  

a i 

Mais la longueur des Ip" reste infgrieure g (b--a), doric il n'y a que b--a 
e 

i i i 
plus nombres a s pour lesquels ep surpasse e, e > o ;  c'est dire que les ap forment 

tout au plus une infinit6 d6nombrable. Ce~te conclusion subsiste qu'il s'agisse 

des a~ de premi6re espgce seulement ou des deux espgces. 

Faisons maintenant varier p aussi bien que i, les a n forment une infinit6 

d6nombrable; or, tous les indices des op6rations 0~, dormant des ensembles ex- 

ceptionnels E~, figurent dans cette infinit6, car E~ n'est identique s aucun des 

ensembles donn6s par les op6rations pr6c6dentes; donc, apr~s un nombre fini ou 
3 3 - - 2 6 6 1 .  Acta  mathemat ica .  49. I m p r i m e  le 6 juil let  1926. 
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nne infinit~ d4nombrable d'op6rations, on aura gpuisg la s6rie des op6ratlons faisant 

varier eer~ains au moins des 1~ et fonrnissant encore des ensembles E~. L'0p6ra- 

tion suivante 0x ne donne pas d'ensemble exeeptionnel Ex, car celui ei ne saurafl 

6ire identique aux E~ ant6rieurement obtenus et certains I$ varieraient dans 

l'op6ration 0~. Done l'op6ration 0x fouruR f~ dans tout (a, b). 

Ayant  ainsi obtenne la fonetion f~(x, a, b), que l'on peat assujettir ~ avoir 

la valeur f(a) pour x=a, il suffit de prendre la limite de f~ pour e tendant vers 

z6ro pour ~ronver f(x) dans t~nt (a, b). 

~o. Nous venons de nous placer au point de vue de l'intdgrMe ind4finie, 

si nous nous occupions de l'int6grale d6finie, la construction d'une fonction 

f~(x, a, b) serai~ remplac6e par le calcul s r(b--a) pros de la diffgrencef(b)--f(a). 
Voici les caleuls qui remplacent, s cet dgard, les constructions prgc~dentes. Au 

moment off nous effectuons 0~ nous d6terminons un ensemble ferm6 E~ et, dans 

ehaque intervalle (A, B) contigu ~ E~, une double suite de points 

A < . . .  < a ,<  c~<,~ < ~ < ~ < ~ , < . . . B  

et nous prenons pour valeur approch6e de f(B)--f(A),  ~ e(B--A) pros, la somme 

1 : 1  i ~ l  

le symbole v(1, m) d6signant une valeur approch6e s ~(m--l) pros de f(m)--f(l). 
Les s6ries ne sont en g6ndral que semi-convergentes. 

Quand i l  s'agR d'une opdration de seconde esp6ee, les v(1, m) qui y inter- 

viennent sont d6j~ connnes. 

S'il s'agR de l'opdration 0~, darts chacnn des intervalles (a, fl), (ai, a~_~) 

(fli-x, fl~)~(x) est constante s r pros; on prend pour valeur approchde de 

[f(B)--f(A)] 
oo 

(~-~) ~o(~) + Y~ (~,_~-~,) ~(g;) + Y, (~,-~_,)~o(,~;) 
i = I  i : l  

les ~, ~i, ~2~ dtant des nombres pris arbitrairement respectivement dans (a, ~), 
(~, ~,-1), (~i-1, ~,). 

S'il s'agit d'une autre operation de premiere esp~ce, dans chacun des inter- 

valles s consid6rer, l'intervalle (a,/~) par exemple, on a u n  ensemble ferm~ non 

dense e sur lequel ~ est constante • e pros, et l'on connait des hombres v rela- 
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tifs aux diff6ren~s inLervalles conLigus • e. Soil x o un point  de e, [1, Is . . . .  les 

contigus ~ e, v(I1) , v ( I~) . . ,  les hombres v connus correspondants.  

Calculons des valeurs approeh6es de f ( B ) - - f ( A )  s l 'aide des fonctions que 

nous avons appel6es f o , f l . - ,  dans notre  quatr ibme remarque.  

fo(X) est prise 6gale s 9~(xo). x, d'ofi la premibre valeur  approehde ~(xo)(~--a). 

f l (x)  est construi te  s l 'aide de fo(x) et de la fonet ion qui, d an s /1 ,  a donn6e 

v(I1), d'ofi pour  f(~)--f(a) la valeur  approch6e 

(~o) [(~-.) - ~ (r l ) ]  + ~ ( I , ) ;  

m([i) d6signant la longueur  de I l. 

ft.(x) donne de mSme 

~0 (xo) [ (~- -a ) -  re(I,)-- m(I~)] + v(I~) + v(I~). 

Et  finalement f , (x ,  a, ~) nous d o n n e  

~(Xo) [ (~-~)-  zm(h)] + Zv(h); 

les s6ries sont iei absolument  eonvergentes,  car  on a: 

I,(x~) I < I ~(%) I ~(x~) + ,~(h).  

La  quanti t6 entre  crochets  est celle qui a regu le nom de m esu re '  de e et 

que l 'on note  rn(e), nous a t tachons done s (a,/~) le hombre  

~(~, ~)= ~(Xo)~(d + zvCh). 

I I. Revenons au point  de rue  de l 'in$6grale ind6finie afin de corn- 

parer  notre  construct ion aux proc6d6s utilis6s par  M. Baire  pour  prouver  que 

route  foneLion ponc~uellemen~ discontinue sur tou t  ensemble parfaig est la l imite 

d 'une su i t e  de fonct ions continues, e'est-s la r6ciproque de la proposi t ion que 

nous  avons par~iellement d6montr6e t~u n ~ 4. 

De la p r o p o s i t i o n  directe eomplSte r6suRerait  que notre  ddriv6e 9(x) est 

ponetuel lement  discontinue sur tou t  ensemble ferm6; supposons done ~(x)donn6e  

eL essayons, par  les proc6d6s de M. Baire *, de fo rmer  u n e  s6rie de fonct ions 

continues convergeant  vers 9(x) .  

1 On remarquera que je n'utilise nullement la thdorie de la mesure, je me sers seulement 
du mot ,,mesure,, ; mais je ddfinis, pour l'ensemble e, ee qu'il signifie, sans avoir besoin d'aueune 
th6orie gdn6rale. 

On pourra prendre rexpos6 de ees proe6d6s que donne M. Baire darts son livre: Lemons 
stir les fonctions discontinues; mais on pourrait so reporter a tout autre expos6 conduisant non 
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Tout  l 'effort va porter sur la construction d 'une sdrie de fonctions continues 

convergeant vers  une fonction ~0~(x) diff6rant en t o u t p o i n t  de ~(x) de moins de 

e; car, s part i r  de telles s6ries, on s~umit  en d6duire une convergeant vers ~(x). 

On ne r6ussira pas du premier coup ~ construire des  fonctions ~0~(x) relatives 

t o u t  (a, b), on passera par  l ' interm~diaire de fonctions ~ ( x ,  a, fl) relatives ~ des 

parties (a, ~) de (a, b). 

Au premier stade de la construction, ]~. Baire  porte son a t tent ion sur l'en- 

semble des points en lesquels q~(x) subit nne discontinuitd au moins dgale ~ ~. 

Cet ensemble est prdcisdmen~ notre ensemble E~. Soit (A, B) un intervalle con- 

t igu ~ / ~ ,  M. Baire le divise, pr~cis6ment comme nous r ayons  divis4, par des 

points 

A ' "  < a ~ < a ~ < a < f l < f l ~ < f l ~ < ' " B ,  

de manibre que dans chaque intervalle partiel  ~ soit constance s moins de e 

prgs. E t  il construit  tout  d'abord, c'est sa premigre operation 01, une s6rie 

repr~sentant dans ehaque (A, B) la fonction ~ ( x ,  A, B) 6gale s ~(~) dans (a, fl), 

~(~/) darts (al, a/-1), ~ q~(W) dans (fli-1, fli); les nombres ~, ~i, W ~tan~ ceux du 

num~ro pr~c6dent. Donc les op6rations 01 et 0~, se correspondent enti~rement 

et 0~ fourni t  les fonetionsf~(x, A, B) qui 0nt pour d6riv~es les fonctions ~0~(x, A, B) 

que donne 01; ou plutbt, puisque la d6riv~e de f~(x, A, B) n'existe pas aux 

points a~ et ~i, disons que f~(x, A, ~B) est l ' int~grale ind6finie de ~0~(x, A, B). 

Au second stade, la parent~ entre les deux proc6d6s est tr~s grande, muis 

ne w plus jusqu'~ l'identigd. 

L'op~ration o~ de M. Baire consisterait s prendre l 'ensemble ee des points 

off la discontinuitd sur e~ de la fonction q~ consid6rge seulement sur e~ est au 

moins dgale s e; si (A, B) est un  intervaUe contigu s e~_, 3I. Baire le partage 

par des points a~.,/~, toujours de la m~me mani~re, eu intervalles tels que (a,/~). 

Dans (a, fl) i l  y a une partie e de e~ sur laquelle ~0(x) conserve s moins d e  

pros une v~leur constante ~(xo) et 1'on connait  ~ ( x ,  I~) dans les cliff,rents con- 

tigus s e. La  fonction ~0~(x, a, fl) que consid~re M. Baire est ~gale ~ ~0(xo) sur 

seulement ~ la ddmonstration du thdor~me de M: Baire mais aussi, comme dit M. de 1~ Vallde- 
Poussin, i~ la solution du problbme de M. Baire. C'est-~-dire qu'il faut dcarter les raisonnements 
qui, comme ceux que j'ai donn6s, fournissent un thdor~me d'existence de la sdrie mais ne donnent 
pas un proc~d6 rdgulicr de construction de la sdrie. I1 y a fort longtemps que j'ai signal6 la dif- 
fdrence essentielle entre les deux esp6ces de ddmonstrations possibles (Journ. de Math. t. I, I9O9, 
p. I76 en note et p. I83; C. R. t. CXXXIX, I9o4); cclles qui ne fournissent que le th6or~me d'exis- 
tcnce peuvent ne pas faire appel ~ un proc~d~ transfini tandis qu'un tel procddd parait indispen- 
sable pour la r6solution du probleme de M. Baire. 
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e et ~ qD~(X, Ik) dans chaque Ik. Si donc (A, B) 6fair aussi un intervalle contigu 

notre ensemble E~, la fonction f~(x, A, B) donn6e par notre op6ration 03 ap- 

paraltrait encore comme une sorte d'int6grale inddfinie de ~ (x ,  A, B)d0nnde  

par o~. 1 Mais en g~n6ral notre ensemble / ~  contient plus de points que l'en- 

semble e~ de M. Baire ~, il y a seulement parent6 et non plus identit6 entre les 

deux modes de construction. Mais on peut r6tablir l'identit6 de la fagon sui- 

van te :  supposons que, par inadvertanee, nous ayons, au deuxi~me stade de la 

construction de ]YI. Baire et aux sta~les suivants, d4fini de fagon trop large l'en- 

semble exceptionnel; que, pour d6clarer r~gulier un point de E~, nous nylons, par 

exemple, exig6 non seulement que ce soit un point en lequel q~ a sur E 1 une 

discontinuit6 inf6rieure ~ e mais encore que ce soit un point interleaf ~ l'un des 

intervalles (a, #) que fournit le th6or~me du num6ro 4. Alors e~ sera remplac6 

par E~: Et  il y aura identit6 entre les opgrations o~ et 0~. 

En d'autres refines, si nous effectuons les op6rations de construction de 

]~. Baire, mais relativement s nos ensembles exceptionnels ~ ,  chaque op6ra~ion 

0~ donne ~ (x ,  A, B) dans les intervalles contigus ~ E~ et l'op6ration 0 ,  fournit, 

darts les mgmes intervalles contigus, des fonctions f~(x, A, B) qui sont des 

sortes d'int6grales ind6finies des ~0~(x, A, B). a 

~2. On a vu, au num6ro IO, comment les consid6rations pr6c6dentes con- 

duisen~ natureUement aux sommes qui d6finissent l'int6grale de Riemann. I1 ne 

serait pas difficile non plus de rattacher s ces consid6rations le proc6d6 d'int6- 

gration des fonctions sommables; je ne m'y arrgterai pas. 

Je  fais remarquer seulement qne si l'on connait la th~orie des fonctions 

sommables, et mgme seulement des fonctions sommables born6es, lorsque l'on 

considbre un intervalle (A, B) contigu s E~, on salt, dans chacun des intervalles 

(a, fl), (fl, fl~), etc. en lesquels est divis6 (A, B), calculer f(x) non seulement avec 

rapproximation relative e, mais exactement s une constante additive pr~s. 

L'op6ration 0x fournit alors exactement f (x)dans (A, B). I1 n'est pas difficile 

ensuite de modifier notre remarque 4 ~ pour le cas off l'on connait f(x) darts les 

t D'une fagon plus prdcise l ' int6grat ion terme k terme de la sdrie dormant (pe(x, A, B) four- 
nirai t  f~(x, A, B). 

En d 'autres  termes, la s6rie donnant  r A, B) n 'es t  pas en g6n6ral intdgruble terme 
terme dans tout  (A, B),  mais seulement  dans les part ies de (A, B) limit~es par  les points de E~ qui 
sont  dans (A, B).  

8 En d 'autres termes, fE(x, A, B) est ddfinie par l ' interm6diaire de r in tdgra t ion  terme 
terme d 'une s6rie servant  ~ la d6finition de 9E(x, A, B).  Je parle de s6ries servant  k la d6finition 
de (p,(x, A, B) et  non pas des sdries de fonctions continues eonvergeant vers 9e(x, A, B),  bien qu' i l  
paraisse vraisembluble qu'on puisse rendre cellos-el int6grables terme ~ terme. 
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contigus ~ un ensemble~ferm~ E et off la d~riv~e q~(x) de f(x) est born~e sur E 

de fa~on que les operations 0 ,  successives nous fassent routes connaltre exacte- 

ment f(x) dans les intervalles contigus aux Ea. 

On est ainsi conduit s l'opdration m~me de la totalisation au sens de 

M.  Denjoy; s cela pros que nos ensembles exceptionnels El,  E 2 , . . .  sont encore 

ddfinis de fa~on trop large. ~Iais je n'insiste pas, le seul intdr~t de ces re- 

marques dtant de rattacher tr~s intimement la totaHsation aux proc~d~s et aux 

thdor~mes de M. Baire. 

M. Denjoy a d'ailleurs signal~, d~s le d~but, qu'on pouvaR baser la re- 

cherche des fonctions primitives des fonctions d~riv4es sur les thdor~mes de 

M. Baire et ne faire appel aux propositions sur les nombres ddriv~s qui lui sont 

dus que lorsqu'il s'agiL de remonter d'un nombre ddriv6 (eL non plus d'une d~ri- 

v~e) s sa foncLion primitive. Je  ne m'oceuperai pas de ce probl~me; je fais 

seulement observer quel dans ce qui precede, nous n'avons jamais compl~temenL 

utilis~ le fail que ~(x) glair une d~riv~e, tout ce qui a dt~ dR s'applique sans 

aucune modification si q~(x) est seulement une d4rivde s droite, par exemple. 

Y 


