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I .  Soit  

(1) ~o(X), ~,(x), r  ~,(x), . . .  

une suite de fonetions, d6finies darts un certain intervalle (a, b ) e t  sat isfaisant  

aux conditions 

b b 

a . # 

o, si m # n ,  

p (x) ~tant une fonetion donnge non n6gative darts (a, b). 

Les condit ions (2) 6rant remplies, nous dirons que la suite (x) est une suite 

orthogonale et normale par rapport ~ la fonction caract~ristique p(x). 
2. Soit f(x) une fonction quelconque appar tenant  & une famille de fonc- 

tions, d6finie par  telles ou relies conditions. 

Supposons que pour  route  fonegon  f(x), appar tenant  & la famille consid6r6e, 

air lieu l '6quation 

(3) 
b ~, b 

a a 
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J 'appelle cette 6quution ))l'dquation de fermeture>) et lu suite (i), assujettie s 

cette condition (3), suite fermde par rapport aux fonctions de la famille considdr6e. 

Si l '~quation de fermeture subsiste pour route fonction f (x) ,  assujettie i~ la 

seule restr ict ion d'etre intdgrable duns l ' intervalle donn~, je dis que, duns ce cas, 

la suite (I) est absolument ferm6e. 

Lu condition de fermeture d 'une suite quelconque de fonctions ~k(x) 

(k~---o, I, 2 , . . . ) ,  orthogonales et normales, peut ~tre pr6sent6e sous la forme 

suivante: 

On suit que la sdrie du secoud membre de l'~quation (3) est tou~ours conver- 

gente, quelle que soit la fonction f(x)  i,t~grable dams (a, b). Posons, en g~ndral, 

(4) 

Si 

b n 

k > o .  

(5) Rn(f)  < e pour n > n o, 

off e est un nombre posi t i f  donn~ ~ l 'avanee, n o est un entier suffisamment grand, 

lu suite ~k(x) ( k = o ,  I, 2 . . . .  ) est fermde par rapport  ~ la famille de fonctions 

f(x) v riaant rinagulita (5). 
Si cette indgalitd a lieu pour route fomction f(x),  assujettie ~ la seule condition 

d'etre int~grable dams l'imtervalle dommd, la suite comsiddr~e est absolument fermde. 

3. Nous ullons employer duns ce qui va suivre les notat ions suivantes:  

La  somme 

~,. Ak~ok(x) 
k = O  

nous la ddsignerons par Sn(f), la diffdrence 

par e,,(f). 
Si ls s~rie 

f(x) -- ~ Ak99k(x) 
k = O  

oo 

Akqvk(x) 
k ~ O  
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converge uniform~ment dans 

Oi l  a , u r ~  

et 

L'int4grule 

nous la d~signerons par 

l'intervalle donn~ 

c~ 

k=n-I- 1 

lim Q . ( f )  = o .  

b 

f v(x) e (f)dx 
a 

et sa somme est ~gale s f(x), 

Eiie reste toujours positive et d6crolt, lorsque n crolt ind6finiment, quelle que 

soil la fonction f(x),  in~dgrable dans l'intervalle donn6, eL quelle que soit l a  

suite (i), orthogonale et normale. Si la suite de fonctions ~k(x) (k=o,  i ,  2 , . . . )  

est absolument fermde, on a 

(6) 

e~ 

k=n+l 

lim R,,(f) = o 

pour route fonction intdgrable dans l'intervalle donn& 

4. Soient maintenant f(x) et f(x) deux fonctions quelconques. 

Posons 

b n 

(7) f(x) = k=0 ~ '  Akgk(x) + q,,(f), Ak = f 
a 

(8) 
b n 

9~(x) = ~=o ~-~ Bk~k(x) + ~n(~), Bk = f p(x)q~(x)q~(x)dx. 
a 

On a, en tenant compte de (2), 

3 ~ - - 2 6 6 1 .  A c t a  m a t h e m a t l c a .  49. I m p r i m 6  le 7 jui l le t  1926. 
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(9) 
~. b 

a a 

pour routes les valeurs de k s par~ir de k = o  jusqu's k-~n.  

Les 6galiLds (7) et (8) donnenL 

n 

0, (f) = f (x )  -- ~(x) + Q,(~) --  ~ (Ak-- Bk) ~(x) .  
k = 0  

On en tire, en Lenan~ compLe de (9), 

b b 

a a 

eL puis, moyennant l'in~galitd de Schwarz-Bouniakowsky 

( I O )  Vf < + 

l'in~galit~ ayant lieu, quelles que soient les fonctions f(x) et 9@). Nous ferons 
l'usage de ce~Le in6galiL6 plus loin. 

5. Supposons maintenanL que la suite (i) de fonetions Ck(x) (k----o, I, 2 , . . . )  

soil absolumen~ ferrule, que la foncLion f(x) soit continue dans l'intervalle (a, b) 

eL telle que la s~rie 

k ~ 0  

converge uniform~meu~. 
Soil (a, fl) un inLervalle pris arbitrairement ~ l'intdrieur de l'intervalle (a, b). 

L'dqnation (7) donne 

f P(x)~f(x)-- S,(f)]~ dx = f p(x)Q~(f)dx. 
a 

Or 
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dx 

Q*= f p(x)dx. 

267 

De ce~te inggalitd on ~ire, en ten~n~ eomp~e de (5) ( no 2) 

(I ~) f p ( x ) ~ ( f ) d x  < ~' pour n~,n0 ,  

l'in~galitd ayan~ lieu pour ~ou~es les valeurs de a et  ~ prises arbi~rairement 

l ' in~r ieur  de (a, b). 

En remarquant  que, d'apr~s les hypotheses fa res ,  Qn(f) es~ une fonction con- 

t inue clans (a, b), on tire de (I ~) 

IP 
Q~0r) < ~ pour n assez grand, 

~" ~tan~ un hombre positif donn~ s l 'avanee, c'es~-s 

lira qn(f) ~ o 

pour  route valeur de x appartenan~ s l ' intervalle donnd. 

ce ~h~or~me: 

Toutes les fois que la sdrie 

c ~  

k ~ o  

On ob~ient de la sor~e 

b 

Ak = f p   k(x) d x, 
a 

f (x)  ~tant une fonetion continue, 9k(x) ( k = o ,  I, 2 , . . . )  une suite absolument ferm~e, 
converge uniform~ment dans l'intervalle donn~ (a, b), sa somme art ~gale dt f(x) .  

6. Consid6rons maintenan~, pour  plus de simplicR6, t ' intervMle ( - - I ,  + I) 

et  une fonet ion f (x) ,  continue dans ee~ intervalle avee ses d6riv6es des deux pre- 

miers ordres. 

Tou~ ee que nous allons dire pour  l'in~ervalle ( - - I ,  + I)s '6r  sans aueune 

difficult6 au eas g6n6rai d 'un  intervaUe quelcouque (a, b). Rempla~ons la vari- 
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able x par la nouvelle  variable ~ en faisant 

X -~- cos ~0: 

dtant compri s entre o et z ,  er posons,  pour simplifier l'dcriture, 

off 

Formons la somme 

f ( c o s  q~)=  a)(~).  

n 

Sn((I)) "m-- Z ak cos ~ ,  
k=O 

~0= ~ ak.=-- COS 

0 0 

( k =  ~; z,  3 , . . ) .  

N o u s  a v o n s  ici  u n  cas  part i cu l i er  de la  su i te  (I), off 

~o(X) = V ~ '  r - ~os k x  

et  la var iab le  x es t  r e m p l a c 6 e  par  ~ .  

I1 est 6vident que cette suite est orthogonale  et normale dans l'intervalle 

(o, z )  par rapport  ~ la  f o n e t i o n  earaetdr i s t ique  ~ ( ~ ) = - I .  Si 1'on s u p p o s e  que  

On peut done ~crire 

on aura 

(~) = ~ ( ~ ) ,  

z~(a)) = a , (~) .  
7g 

( I 2 )  

n 

0 

Moyennant  l'~galitd dl6mentaire 

n 

I + 2 ~ ,  cos  k ~  cos  k~p = 
cos  n ~ cos  (n + i) ~p - -  cos  (n + i) r cos  n ~p 

cos  ~ - -  cos  
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on tire de (I2) 

(i3) q0(~)-  S~(q)) -~ b,~+l cos n~v -- b~ cos (n+ I)~v, 

off l'on a pos6, en g4n4ral, 

bk ~ --TgI f F(~, 9) cos k g d g ,  

0 

cos  ~ - -  cos  9 

L'int~gration par parties nous donne 

d'ofi 

b k  ~ - -  - -  
I l 0F(~9, 9)  

0 

s i n k g d g ,  

Ib~l< ~kJ l  O~ dg. 
0 

Remplaqons maintenant cos 99 par x et cos 9 par y. On 0btient 

+1 

I b ~ l < ~  I Oy . 
--1 

F(x, y) = / ( x t -  f(y! . x--y 
D6signons par M.~ le maximum du module de f ' ( x )  dans l'intervalle ( - - I ,  + I). 

I1 est ais6 de voir que 

IOF(x, Y)I Me 
: Oy <"--~'2 

On a done 

[bkl < M_~ L .  
z k  

1Vfoyennant cette in6galit6 on tire de (I3) 
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I a ) ( ~ ) -  s~(,~) I < 2 M~ ~_, 
Tg 1/~ 

ou, en remplagan~ cos 99 par x ,  

(I41 I f ( x ) - - P n ( x ) l <  2M, I ,  
:r/: n 

Off Pn(x) d6signe le polynome de degr6 n de la forme 

(I41) 

+1 

k=o V ~ '  

I , Tk(x) = ~ karcosx .  To(x) = ~ cos 

Les polynomes Tk(x) ne diff&ent que d'un faeteur constant des polynomes de Tche- 
bychef s'~eartant le moins possible de z&o dans l'intervalle ( - - I ,  + I). 

L'in6gulit6 (I4), dent  nous uvons expos6 une d6mons~ru~ion tout g fair 616- 

mentaire, nous servira comme le poing de d6pur~ de nos recherches qui vent 

suivre. 

7. Soi~ qg(x) une foncr ussuje~ie g lu seule condition d'4tre continue 

duns I'intervulle ( - - I ,  + I). 

Introduisons une fonc~ion uuxiliaire de lu forme 

( I 5 )  

x + h  ~+h 

f(x) = h~ d~ ~(z)&,  

off h es~ un nombre positif arbitraire. 

Nous avons ici un cas par~iculier des fonc~ions d6flnies par ce~te formule 

g6n6rale 

�9 +hl xlTh~ Xm--l+bra 

(I6, f (x) - -hlh ,  I- . ~ o f  ~ x , f  ~ , , . . . f  ~(,)~,, 
:g xl xm--  1 

hj ( j =  I, 2 , . . . ,  m) 4~ant des nombres positifs arbi~raires. 

Ces fonctions auxiliaires son~ susceptibles de diverses applications g la solu- 

tion de plusieurs probl~mes d'Analyse et de M6canique. J 'ai  in~rodui~ une ~elle 
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fonction pour la premibre fois duns mon M6moire ,)Sur la th6orie de fermeture 

des syst~mes de fonctions orthogonales etc.)), publi6 en I9II  duns les Mdmoires 

de l'Acad6mie des Sciences de St.-P6tersbourg (Vol. XXX, n ~ 4). 

Les applications vari6es des fonctions dont il s'agit ont 6t6 indiqu6es en- 

suite dans rues travaux ult6rieurs ainsi que duns les recherches rdcentes de M. 
N. Giinther. 

Choisissons, duns (I5), le nombre h de fu~on qu'on air 

(I7) [9(x+~)--9(x)[ < 2 pore" ( ~ 2 h ,  

ce qui est toujours possible, ep(x)6rant une fonction continue. En remarquant que 

x + h  ~ + h  

f f az, 
x i; 

on en tire, en tenant compte de (I7) , 

(~s) If(x)-q~(x)l < ~, 2 

l'in6galit6 ayant lieu pour route valeur de x duns l'intervulle (--I ,  +I) .  La 

fonction f (x) ,  d6finie par la formule (I5), admet la d6riv6e seconde 

f , , (~ )  = [q~(x+ 2h)-- 2q~(x+ h) + q~(x)]. 

On en tire, en ayant 6gard s (I7), 

I g ' ( x )  l < z h~. 

8. Appliquons maintenant l'in6galit6 (I4) ~, la fonction (I5). 

duns le cas consid6r6 

et l'in6galit6 (I4) devient 

(I9) 

M~=z~ 

I f ( x ) - / ) = ( x )  I < 4_ ~ . ~r h~n 

On peut poser 
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Appliquons ensuite l 'in6galit6 (Io) [n ~ 4] 's la m~me fonetion f(x) et supposons que 

(x) =/ ' . (x) .  

On trouve, en rempla~ant dans (IO) l 'entier n par m, 

KiLn(f) < VRm(V.) + 4_Q. *_ 
gg h 2 "l~ 

(20) 

off l 'on a pos6 
+l 

r = fp(x)ux 
"--1 

L'in6galit6 (2o) subsiste pour route suite de fonetions ~ ( x )  orthogonales,  nor- 

mules et int6grables dans l ' intervalle ( - - I ,  + I). 

Rempla0ons, enfin, duns ( IO)f(x)  par 90(x) et inversement.  

On trouve, en tenant  compte de (x8), 

VR=( i < V (f) + 
2 

(2i) 

Cette in6galit6 et celle de (20) conduisent  's la suivante 

t/ Rm-(~i < V Rf.(-fi-~-) + 4 Q e Q 
h~n + 2 - e .  

9. Dans cette in6galit6 les nombres m, n e t  e sont des nombres arbitraires 

et ne d6pendent  pas les uns des autres;  quant  's h, il ne d~pend que de ~ (ou 

inversement). 

Quels que soient les entiers m et ~, on peut  toujours  donner  s l 'avance le 

hombre positif e et choisir ensuite le nombre h de fa~on que l'in6galit6 (17)soit  

satisfaite. 

Posons, pour  plus de simplicit6, 

Q8 - -  t 

2 3 

Les nombre ~ (ou, ee qui revient au m6me, e') et h ~tant ainsi fix6s, choisissons 

l 'entier n 0 de favon qu 'on ait 
8 

+~o hs > --. Yg 
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On aura alors 

4Q 8 , ,~' 
zch~n ~ -  3~h~n ~ < -  3 

pour routes les valeurs de n plus grandes que no- 

L'in4galit4 (2I) s'4crira alors 

(22) V-~:~m(~0) < V~-m(/)n ) + 2 $_~t 
3 

oh m est un entier qui reste arbitraire et t ou t  s fair ind4pendant des hombres 

e', h e t  n. 

Supposons maintenant que la suite de fonctions ~k(x)(k=o,  I, 2 , . . . ) ,  que 

nous consid4rons ici, soi~ fermde par rapport s tou~ polynome en x. Dans cet~e 

hypothbse on pent 4crire, en tenant compte de (5) (n ~ 2), 

t 

< pou  m >= mo, 

m o 6rant un entier assez grand, convenablement choisi. 

L'in4galit4 (22) devient alors 

VR~(~0) < ~' pour m ~> m 0 

et d4montre le th4or~me suivant: 

Si  u~e suite quelcouque de fonctions q~k(x) (k-~o, r, 2 , . . . )  orthogonales (et nor- 

males) par rapport 5 une fonction caract6ristique p(x), non n6gative dans l'intervalle 

donn~, est ferm6e pour tout polynome en x, cette suite, est ndcessairement fermde 

pour route fonction, assujettie 5 la seule condition d'etre continue dans l'inteq'valle 

consid6r~. 

IO. Ce thgor~me important a 4t4 4tabli pour la premiere fois dans mon 

M4moire >>Sur la th6orie de fermeture etc.>~, cit4 plus haut (n ~ 7) par v_ae m& 

rhode tout • fair diff6rente, beaueoup plus compliqu6e et m~me Iaissant quelque 

chose s d~sirer an point de rue de la rigueur de la d~monstration. 

La d6monstra~ion que nous venons d'exposer es~ ~out s fai~ rigoureuse et 

si simple qu'elle ne laisse presque rien s d4sirer. Rappelons maintenant le 

thgor~me suivant, 4tabli dans le ]~4moire que nous venons de ci~er: 
35--2661. Acta mathematica. 49. Imprim~ lo 7 juillet 1926. 
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Si une suite qudconque de fonctions 9~k(x) (k-~ o, I , 2, . . .),  orthogonales (et nor- 

males'), est ferrule 29our route fonetion, continue dans l'intervalle donn~, elle est nd- 

cessairement absolument fermde. 

Rapprochant  ce th~orSme et celui d u n  ~ precedent, on en ob t i en t  encore le 

suivant:  

Si une suite quelconque de fonctions qD,(x) (k~--o, i, 2, . . . ) ,  orthogonales (et nor- 

males), est fermde pour tout Tolynome en x,  elle est ndcessairement absolument fermde. 

De ce thgorSme ddcoule immddiatement  ce th~orSme important :  

Toute suite de polynomes de Tchebychef q~,(x) (k= o, ~, 2, . . .) ,  quelle que soit 

sa loner.ion caraetdristique p(x), non ndgative et intdgrable dans l'intervalle donnd, 

est absolument fermde. 

I~. Avant  d'aller plus loin revenons, s un moment,  aux inggalitSs (I8) et 

(I9) d u n  ~ 8. 

On en tire 

4 ~ 
I wCx)-P ( )l < + - "  

Dans cette in6galitd l 'entier  n ne d6pend ni de h, ni de ~. 

Le hombre positif e ~tant donn6 ~ l 'avance et le hombre h dtant  choisi d 'une 

mani~re convenable, prenons pour n o un entier satisfaisant s la condition 

On aura  alors 

8 
h%~, > - .  

:re 

I (x) - P (x) I < 

l ' indgalitd ayant  lieu pour route fonction ~(x) assujettie ~ la seule condition 

d'gtre continue dans rin~ervalle donn~. 

Cette in~galitg ddmontre, ~videmmen~, le theorY.me classique de Weierstrass sur 

la reprdsentation approch~e des fonctions continues ~ l'aide des polynomes. 

Le polynome P,,(x) qui figure dans cette indgalitd se ddtermine par les for- 

mules (I41) d u n  ~ 6, off il f au t  entendre sous la fonc t ionf (x)  une fonetion, d~finie 

par l '4quation (I 5) d u n  ~ 7. 

On obtien~ de la sorrel en passant, l 'une des plus simples d6monstrations du 

thdor~me fondamental  darts la th~orie des fonc~ions d 'une variable r~elle. 

I2. Soit maint~nant  ~k(x) ( k = o ,  I, 2 , . . . )  une suite quelconque de fonc- 

tions orthogonales (et normales) absolument ferrule dans un intervalle (a, b), 
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soit r  une fonction,  assujettie g la seule condit ion d'etre int~grable dans cet 

intervalle. 

Posons,  comme au n ~ 3, 

n b 

a 

On en tire en i n . g r a n t  

(23) 

x+h 

x--h 

off l'on a posd 

(24) 

x+h 

I f  q~k(x, h) = ~ ,  9vk(z)dz, 

x--h 

x+h 

e,, = Vh 
x--h 

h d~signant un nombre positif  arbitraire. 

Arr~tons nous au cas off la fonct ion caractdristique p(x) ne s'annule pas 

dans l'intervalle (a, b) et d~signons par P0 et Pl le minimum et le maximum de 

p(x) dans l'intervalle consid6r~. 

On a 

Or~ 

x+h x+h x 4 h  

x--h x--h x--h 

x+h x+h x+h 

z--h �9 --h x--h 

.< 

b 

a 
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Moyennant  ees in6galit6s, on tire de (24) 

l e = l <  . . . . .  
po V~ 

Faisons l 'hypoth~se que l 'expression 

x + h  

x - - h  

tend vers une limite bien d6terminde @(x), lorsque h tend vers zdro. 

Dans ce cas on peut toujours choisir le hombre positif h de fagon qu'on air 

(25) I ~ ( x ) -  ~(x, h) l < ~-, 
2 

6rant un nombre positif donn6 ~ l 'avanee. 

Or, quel que soil le nombre h, fix6 de la mani@re indiqu6e, on peut ehoisir 

l 'entier n==n o si grand, qu'on air 

Po 1/2~ ~- pour n _--> n o, 

ou, en vertu de (23), 

k=O 

pour n ~ n o. 

Cette in~galit6 et eelle de (25) eonduisent s la suivante: 

n 

(26) pour ">='o, 
k=O 

h 6rant un nombre fixe, d6fini par la condition (25). 

On arrive ainsi s ee th~or~me g6n6ral: 

A tout po in t  x d 'un intervalle donna (a, b), o~2 l'int~grale 

x + h  

(z)dz, 
x - - h  
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q~(x) dtant une fonction intdgrable, tend vers une limite bien d~termiude $(x) pour 

h ~ o, cette limite peut ~tre repr~sent~e aTproximativement , avec l'apTroximation donn~e 

l'avanee ~, par la somme de n termes 

x §  b 

k=oAk--~ q~(z)dz, A ~ =  ~(z)y~(z)q~(z)dz, 

x - - h  a 

oh ~k(x) ( k : o ,  I, 2, . . . )  est une suite quelconque absolument ferm~e de fonetions 

orthogonal~v (et normalesJ par rapport 5 la fonction caract~ristique p(x), assujettie 

5 la seule restriction de ne pus s'annuler daus l'intervalle donnd. 

13. Remarquons que tous les syst~mes de fonctions orthogonales qui se re~- 

contrent aujourd'hui duns l'Analyse sont absolument f e ~ d s ,  eomme il est ais4 de 

s'assurer s l'aide des th~or~mes de la th~orie de fermeture, ~tablis plus haut. 

Le thgor~me precedent perme~ donc de faire un bon choix pour construire, 

pour route fonction ~(x) assujettie aux conditions de ce thdor~me, telle ou telle 

expression approch~e, plus ou moins simple et commode duns chaque cas parti- 

culier. 

Le cas le plus int~ressant correspond 's l'hypothbse que ~(x) reste continue 

duns l'intervalle donn~. 

L'in~galit~ (26) devient alors 

?L 

k : 0  

et subsiste pour tous les points de l'intervalle (a, b). 

Si nous supposons que qDk(X) (k--o,  I, 2 , . . . )  soient les polynomes de Tchebychef, 

nous obtiendrons une nouvelle s~rie de polynomes fournissant les expressions approchdes 

de toute fonction continue avec l'approximation donn~e ~ l'avmwe ~. 

14. A titre d'exemple je m'arrSterai seulement s deux cas les plus simples. 

Appliquons l'in~galitd (27) s la suite de fonctions 

 k(x) = c o s k x  

I1 est ais4 de s'assurer de ce que nous avons dit au n ~ 6 et d'apr~s le 

dernier th~or~me d u n  ~ IO que les fonctions co~siddrdes forment une suite absolument 

fermde dans l'intervalle (o, ~). 
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Or, dans le eas consid&6, 

z + h  

~k (x) d x = sin k h kh cos kx 

et l'in6galit6 (27) devient 

(28) IqD(x) -- ~ sinkh kxl < 
k=o-k-h- as cos e 

pour h assez petit et n assez grand, convenablement ehoisis. 

Rappelons que darts cette in6galR6 

~t r 

(29) ao--~ qD(x)dx, ak-~ ~(x)coskxdx. 
0 0 

On obtient ainsi l 'un des plus simples moyens d'approximation des fonctions con- 

tinues g l'aide de sommes trigonom&riques. 

I1 es~ aisd d'&ablir encore, par la m~me m6thode, une autre in6galit56 ana- 

logue, g savoir: 

(30) 

off 

?~- 

l~(x ) __ ~'~-1 k ~ - ~ '  sin kh b~ sin kx I < e, 

7g 

0 

I5. Appliquons l'in6galR6 (28) ~ la foncti0n 

(.) =f(cos.)  

et changeons ensui~e la variable en faisant cos x =  t. 

O n  a u r a  

q~o (areos t) = ~ ,  q~ (arcos t) = cos k areos t. 

Les fonctions ~0k(x) se changent de la sor~e en polynomes Tk(t) de Tchebychef 

correspondant ~ l'intervalle ( - - I ,  + I) et s la foncti0n ca ract6ris~ique 
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I 
p ( t )  - 

et les coefficients ak deviennent  

+ 1  

ao= f  lx'TolX,-- 
- -1  

d x  i 

V I__X~-- ~ A~ 

ak = 

+ 1  

- -1  

dx -~- ~ / ~  Ak. 
V I - - X  2 

L'in6galit6 (28) se t ransforme en la suivante: 

I f ( t ) -  X2 A s inkh  Tk(t)[ < e. 
k=O 

Le polynome d 'approximation 

~,  sin kh Tk(t) Pn(t) = Ak 

est remarquable par sa simplicit6 extrSme. 

On pourrai t  t ransformer  de la mSme mani~re l'in6galit6 (3o), mais nous 

n'insistons pas sur ce point. 

16. Consid6rons main tenant  une fonct ionf(x) ,  non seulement continue, mais 

satisfaisant encore, dans l ' intervalle donn6 (a, b), s la condition de Cauchy 

(31 ) ] f (x ' )  - -  f ( x )  ] < Z l x ' - -  x l, 

x' et x 6rant deux points quelconques de l ' intervalle (a, b), ~ 6rant un nombre fixe. 

I1 est presqu'6vident que toute fonction, v~rifiant cette indgalitd, est une fonc- 
tio~ ~t variation born~e. 

On a, en effet, en ver tu  de (3I), pour tout  intervalle (a, f l)de la longueur  l, 

pris arbi t ra i rement  s l ' int6rieur de l ' intervalle donn6 (a, b), 

ZW(xk)--f(xk-1)l < 

xk d6signant les valeurs successives de x dans l ' intervalle (a, fl). 
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Cette in6gMit6 montre, en outre, que la fonction f(x) est absolument continue, 
comme on dit aujourd'hui.  

D'apr~s le th6or~me de M. Lebesgue, 6tabli ensuite d 'une mani~re tout  s 

fair rigoureuse par M. Vitali, cheque fonction f(x),  satisfaisant aux conditions 

indiqudes, peut  6tre reprdsentde sous la forme 

(32) f(x) = f + A, 
a 

off A est une constante, fl(z) est une fonction, assujettie ~ le seule condition 

d:~tre int6grable dans (a, b). 

D'autre part, il est 6vident que de l '6quation (3 2) r6sulte imm6diatement 

l'in6galit6 (3 I). 

Les conditionv (3 I) et (32) sont done ~quivalentes. 
17. Soit maintenant  a)(9 ) une fonction de la variable 9 satisfaisant dens 

l'intervalle (o, z) ~ la condition (32) 

(33) 
~0 

$(~) = f o,(~)d~ + A, 
0 

qIl(~p) 6tent une fonction int6grable dans (o, ~). 
Posons 

n 

�9 (~) = Y~ a~cos~  + 0~(~), 
k = O  

ak 6rant des eonstantes d6finies par les gquations (29). 

La condition (33) 6tent rcmplie, on pent appliquer ~ l 'int6grele ak (29), 

d'aprbs le th6orgmc de M. Liapounoff, l ' int6gration par par~ies, ce qui nous donne 

On a done 

a k  = - -  - -  

2/ ~k q~l (~P) sin k~d~p = bk 

0 

i( i) 
I~,,cosk0~l < <~- ~+~. 
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Or, la sgrie 

converge, la sdrie 

(34) 2 ;  b~ 
/;=0 

est de m6me eonvergente quelle que soR la fonetion q)j (~), ear sin kw ( k : o ,  I, 2,...) 

est une suite or~hogonale. 

I1 s'ensuit que la sdrie 

(35) 2; akcos/~ 
k=O 

eonve~ye absolument et uniformdment. 

En se rappelant que la suite de fonctions cos k~ ( k = o ,  I, 2 , . . . )  est une 

suite absolument ferm~e, on en conclut, moyennant le th6orgme du n ~ S, que 

la somme de la s6rie (35)est dgale d 0(~). 

On peut donc 6crire 

~(~)= E ~keo~k~= E b~ c~ 
k ~ n + l  k = n + l  ]~ 

Or, d'aprgs un lemme de Cauchy, 

k ~ u + l  k ~ n - b l  k = n + l  

La s~rie 

qu'on air 

(34) 6~ant convergente, on peut toujours trouver un entier n o si grand 

2 ;  b~.<e ~ pour n ~ . o ,  
k : n + l  

8 d~ant un nombre posi~if donnd s l'avance. 

On aura alors 

(36) ]o(~)- akcosk~l=le.(o)l<V~ poor ~>----no 
k~O 

3 6 - - 2 6 6 1 .  Acta mathematiea. 49. Impr im~  lo 7 ju i l l e t  1926. 
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On arrive ~ ee th6or~me: 

Toute fonction a)(9 ) satisfaisant ~ la condition de Cauchy se ddveloppe, dans 

l'intervalle (o, ~), en s~rie absolument et uniform~ment convergente de la forme 

oo 

q)(9) ~--- ~ ak COS k 9 . 
k=O 

La somme des n premiers termes 

Sn(q)) ----- ~ akcos k 9 
k=O 

fournit  uue exTression aj~roeh~e de la fore,ion @(~) avec une erreur moindre que 

dtant une quantit6 positive, qui tend vers z6ro, lorsque n eroit ind6finiment. 

I8. Appliquons le th6or~me 6nonc6 s Is fonction 

a,(9) = f ( e o s  9) = f (x )  

supposunt que f(x) satisfasse ~ la condition de Cauchy d~ns l'intervulle (-- I, + I). 

I1 est presqu'6vident que la fonetion a~(9) satisfuit ~ la m6me condition 

duns l'intervalle (o, z), de sorte que le th6or~me pr6c6dent s'applique tr ~(9)" 

L'in6galit6 (36) devient 

f ( c o s 9 ) - - ~ a k c o s k  9 < ~ - ~  pour n=>n o, 
k = 0  

off 

d O =  

0 0 

Remplagant maintenant la variable 9 par la nouvelle variable x 

cos 9 = x 

et r6p6tant textuellement les raisonnements d u n  ~ I5, on transforme l'in6galit6 

pr6e6dente en lu suivante 
n 

k=O ~ pour n>=n o, 

les notations restant les m6mes qu'au n ~ 15. 
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On peut done 6noneer ce thdor~me: 

Toute fonction f(x) satisfaisant ~ la condition de Cauchy dans l'intervalle 

( - - I ,  + I) se ddveloppe dam cet intervalle en ,~rie absolument et uniformdment con- 

vergente de la forme 
c~ 

f(x)  = F, Tk(x), 
k = O  

1'k(x) ( k ~ o ,  I, 2 , . . . )  dtant les polynomes de Tchebychef s'dcartant le moins possible 

de zdro dam l'intervalle considdrd. 

Le polynome de degrd n 

k = 0  

fournit une expression approchde de la fonction f(x) avee une erreur absolue moindre 

que ~-~, e dtant une quantitd positive tendant vers zdro pour n = ar 

Les th6orbmes que nous venons d'6tablir nous serons ndcessaires pour les 

recherehes qui vont suivre. 

Je m'ai permis d'exposer leur d6mons~ration comme un exemple des simpli- 

fications consid6rables que peut fournir l'applieation de la th6orie de ferme~ure 

la solution de divers problbmes qui font l'objet de ee Mdmoire. 

19. D6signons maintenant par oJ(h) une fonetion positive de l 'argument 

positif h, jouissant des propridt6s suivantes: 

to(h) d6erolt en mgme temps que h de fagon que 

to(h)<~ pour h < ~ ,  

6t;ant; un hombre posRif donn6 ~, l'avance, ~ un hombre posRif slfffisammen~ 

petit ehoisi d'une manibre eonvenable. 

Consid6rons une fonetion f(x) satisfaisant darts un intervalle donn6 
l'6qua~ion 

(37) f ( x  + h) - - f (x)  ~- to(h) O(x, h). 

Nous allons supposer, pour plus de simplicitY, que rintervalle donn6 soit 

6gal ~ (o, ~). 
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Quant  ~ la fonction O(x, h), nous faisons l 'hypothbse qu'elle est unefonctiou 

non seulement bornde, mais encore dt variation born~e da~s l'intervalle (o, ~r) et telle 

que sa variation totale, dol t  nous ddsig~erons la valeur maximale par T(h), ne sur- 

�9 passe jamais  u~e certai~e limite fixe N ne ddpendm~t pas du ~ombre h, c'est-s 

T(h) < N.  

D'autre  part  on a, d'aprbs l 'hypoth~se faite, 

I O(x, h) l < M, 

M 6rant un autre nombre fixe ne ddpendant  ni de x,  ni de h. 

En entendant  par It le plus grand des nombres M et N,  on peut 6crire 

(38) I O(x, h) l < It, T(h) < It. 

20. Si l 'on faR, en particulier, to(h)=-h, on retombe au cas des fonctions 

satisfaisant 's la condition de Cauchy, ou, ce qui revient au m6me, s l '6quation 

(3 2) (n ~ I6). 

II est ais6 de comprendre que dans le eas consid6r6 la premibre des ind- 

galitds (3 8) sere satisfaite et que la fonetion tg(x, h) est non seulement born6e, 

mais encore '~ variation born6e pour route valeur donn6e de h, diff~,rente de z6ro, 

car, comme nous avons vu au n ~ 16, f(x) et, par suite f ( x + h )  et la diff6rence 

/ (x  + h) --Ax) 

est une fonction s variation born6e. 

Mais la variation totale de O(x, h) d6pend de h et rien n'empSche pas de 

supposer que T(h) puisse croltre au del~ de route limite, lorsque h tend vers z6ro, 

si nous nous bornerons par l 'hypoth8se que dans l '6quation 

(39) 

0 

~v(z) est assujettie s la seule restriction d'gtre intdgrable dans (o, z). 

Mais il suffit d'imposer s ~(z) une seule restriction compldmentaire, ~ savoir 

qu'elle soit non seulement int~grable, mais encore ~ variation born6e, pour s'as- 

surer que, dans cette hypoth~se, la seconde des inggalitds (38) ser~ satisfaite. 
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On trouve, en effet, en tenant compte de (37) [pour eo(h)=h], 

h 

O(x, h) f ( x + h ) - - f ( x )  I ; --  h = ~.~ qD(t + x)dt .  
o 

Donnunt s x une suite de valeurs croissantes 

O ~  X l ~  X 2 ,  . . . ,  X k ~  X k + l :  �9 �9 .~ X 

on trouve, pour tout intervalle (o, x) [o < x <  z] 

h 

' f zlq~(t+x~) z l  O(x~, h)-- O(x~_,, h) l < 
0 

--q~(t + xk-~) l dt.  

Or, la somme sous le signe de l'int6grale ne surpasse jamais la variation $otale 

de !a fonction ~(x) duns l'intervalle (o, ~r+h) qu'on peut toujours supposer ne 

surpassant pus un nombre fixe N ne d6pendant pus de h, en tenant compte de 

l'hypothbse faite plus haut au su.~et de la fonction ~(x). 

Done, la seconde des indgalitds (38) es~, en effe~, satisfaite duns le cas 

consid6r6. 

Nous avons ici une classe de fonctions contenant comme un cas purticulier 

les fonc~ions admettunt, duns un certain intervalle, la d6riv6e ~ variation born6e. 

L'approximation de telles fonctions s l'aide des polynomes a 6t6 6tudi6e 

par 1~I. de lu Yall6e-Poussin duns le M~moire >>Sur la convergence des formules 

d'interpolation entre ordonn6es 6quidistuntes>> (Bulletin de rAcud6mie des Sci- 

ences de Belgique, Avril I9o8, pp. 4o5--4Io ). 

Comme un uu~re exemple des fonctions satisfaisant aux conditions (38) du 

n ~ pr6c6dent, nous pouvons indiquer une famille de fonetions v6rifiant l'in6galit6 

J.f(~ + 2 h) - -  2 f ( ~  + h) + f ( x )  I 
h ~ 

< N,  

N 6rant un nombre fixe ne d6pendunt ni de x, ni de h. 

z z. Signalons encore ces deux cas par~iculiers 

(h)~-h ~, o < a < I ,  ~ ( h ) =  r 
i ~ ]  
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Dens le premier 

de Lipschitz 

cas on retombe aux fonctions satisfeisant g la condition 

f ( x  + h) - - f (x )  = h" O(x, h), 

[ O(x, h) l < 

dens le second g une classe de fonctions, analogues g celles de U. DiM, v6ri- 

fiant l 'dquetion 

o(x, h) 
f ( x  + h) - - f (x )  --  I !~ h I' I O(x, h) I < Z. 

Or, dens le cas g~n4ral, la fonction O(x, h) est assujettie g la seule condition 

d'Stre born4e dens l'intervalle donn~.. 

Dens l'hypoth~se que nous avons admise, nous introduisons une restriction 

compl6mentaire, g sevoir que O(x, h) satisfait g le seconde des in6galit6s (38). 

L'&ude du probl~me d'epproximation des fonctions appertenant g la classe, 

d6finie au n ~ I9, fera l 'objet des consid4rations qui vont suivre. 

La m4thode sere toujours la m~me, fondde sur la th6orie de fermeture et 

l'emploi des fonctions auxiliaires du n ~ 7. 

22. Envisageons la fonction auxiliaire 

x + h  

off f(z)  est une fonction satisfaisant eux conditions g~n~rales du n ~ !9. 

Cette fonction admet i a  d&ivde [voir l'dquation (37)] 

(4Q ~p'(x) = f ( x  + h) --. f(x) _ ~(h) O(x, h) 
h h ' 

O(x, h) dtant la fonction satisfaisant aux indgalit& (38). 

Consid6rons la s6rie trigonom&rique 

off 

X.J ak p c o s  ]cx~ 
k=o 

a o dx ,  ak ~ . 

0 o 

cos k x d x .  
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Appliquons au eas considdr6 le thdor&me d u n  ~ I7, ee qui est ~videmment 

possible, car la fonetion ~p(x) adme~ une d6riv~e eL ~ for~iori satisfait ~ la condi- 

Lion de Cauchy. 

On ob~ien~ 
n 

(42) ~O(x) ----- ~ ak' eos k x  + Q.(lp), 
k = O  

o~. 

q.(lp) = ~] ak' cos k x .  
k = n + l  

Or, en intggrant par parties e~ en tenant  compte de (4I), on trouve 

, 2 ~ (h) f o(x, h) sin k x d x  --  2 oJ(h) (43) ak = ~ h k  - z ~  bk, 
0 

off l 'on a pos~ 
~g 

= - f h) sin k x d x .  

0 

On peut donc 6crire 

2eo(h) Z bkC~ (45) Q"(~) ~- z h  
k = n + l  

23. D6signons maintenant  par 

P(x,  h) et N(x ,  h) 

les variations, positive et n6gative, de la fonction O(x, h) duns l'intervalle (o, x). 

On peut dcrire 

(46) O(x, h) - -  0(o, h ) =  P(x,  h) - -  N(x,  h). 

]~crivons l 'int6grale b~ (44) sous la forme 

-- b k = f  [O(x, h) -- 0(o, h)] sin k x d x  + f O(o, h) sin k x d x ,  

0 
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ou, en vertu de (46), 

- -  b k  = - -  I - - ( - - I ) / ~  0 ( 0 ,  h )  

o o 

En se rappelant que les fonctions P(x,  h) et N(x ,  h) sont positives et non 

ddcroissantes de leur nature, on trouve s l'aide du thdor~me de l~ moyenne 

(O. Bonnet) et en tenant compte de (46) 

(47) I {O(O, h) -~ ( - -  I) k+l O(TG h) -~- [/)(Tg, h) - -  ~ ( o ,  h)] cos k~ - -  - b k = ~ -  

- [N(~, h ) - -  lV(o, h)] cos ~ ' } ,  

et ~' d6signant deux valeurs de x, comprises entre o e t  z .  

I1 est 6vident que 

[ [P(z, h)--P(o,  h)] cos k~l < P(•, h), 

I [N(~, h)-- N(o, h)] cos k~'l < lV(~, ~). 

En remarquant que, en versa de (38), 

on tire de (47) 

et, en vertu de (45), 

P(~, h) + N(~:, h) ~- T(h) < I~, 

]bk[ < 3~ 
k 

ao 
/ 6 ~ ( h )  v !eos_k~l 

~b Ib k ~ n - b l  li; 

< el ,  ~o(h). 
hn 

On u done, en ayant 6gard s (42), 

(48) 
k=o ~ h n 

D'autre part, l'6quation 
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~ + h  

nous donne, en ver tu  de (37), 

CeaSe in~galit~ e~ celle de (48) conduisent  ~ la suivan~e: 

n 

(49) I/(~) -- Z ak' ~o~ ~ I < "'~ ~ , ;  + ~  . 

On a.rrive ainsi ~ ee t~h6or~me: 

Toute fonction satisfaisant O, la condition 

f ( x + h ) = f ( x )  = oJ(h)O(x, h), h > o ,  

o~ ~o(h) est une fonction ddcroissante de h e t  s'annulant ~our h = o ,  O(x,h) est une 

fonetion born ge et h variation borngei dont la variation totale ne su~Tasse pas un hombre 

fixe ~ ne d@endant pas de h, se reprgsente, dans l'intervalle (o, ~), approximative- 

ment par la somme trigonomdtrique 

Sn(f) = ~ ' ak ~OS ]gX, 

ao = z) d z ,  

0 

k==O 

a k  = 

O 

~ + h  

cos kzdz ,  

h dtant un hombre posit~f arbitraire, avecune erreur absolue moindre que 

24. Faisons, en par~ieulier, eomme ~u n ~ 21, 

I 

(h) -- I log h I 
3 7 - - 2 6 6 1 .  Acta mathematics. 49. I m p r i m 4  le 7 ju i l le t  1926. 
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eL posons 

On ~rouve 

I 

n 

r ~ log n # ~ n 

Supposons  ensui~e que 

O i l  a u r a  

Le cas de 

o J ( h ) - h  ~, o < a < x .  

(~rh V- ) 2 '9r  6 + h  ~ < # - n  ~ ~ ~ l t t  a n 

oJ (h) = h 

m6ri te  une a ~ e n f i o n  par~iculi~re. 

Duns ce cas 

r-~--# 

L 'express ion  de ~ consiste de deux termes,  don t  l 'un  ne d 6 p e n d  pus de h, 

l ' au t re  ne d6pend pas  de n. 

Fa i san t  tendre  h vers  z6ro eL en passan~ ~ la limite, on t rouve  

6 
7g~ 

D'au t r e  part ,  on peu t  6crire duns le cas considdr6 

lim ao' = ao = ~ f 
0 

l im ak = ak -~ f ( x )  cos k x d x  
h=O 

0 

et  pour  chaque valeur  donn6e de n 

Z '  Z ' Z lira ak cos k x  = cos k x  l im ak = ak cos k x .  
h~O / :~0  k=O h=O l:=O 
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L'in~galitg (49) devient alors 

n k=O 

et ddmontre le th~or~me suivant: 

Toute fonction f(x) satisfaisant ~ la condition 

f ( x + h ) - - f ( x )  = hO(x, h), h >  o 

oit O(x, h) est une fonction bornde et ~ variation born6e dont la variation totale dans 

l'intervalle (o, ~) ne surpasse pas un nombre fixe #t ne d6pendant pas de h, se d6ve- 

loppe dans l'intervalle considdrd ei~ s6rie trigonom6trique de Fourier, uniform6ment 

convergente, 
a o  

l ( x )  = F ,  ~ cos  ~ ,  
k : O  

et la somme des n premiers termes de cette s6rie 

& ( f )  = ~ ak cos ~x  
k ~ O  

fournit une expression approch~e de la fonction f (x)  avec une erreur absolue moin- 

dre que 

6 I  

C'est la seconde Ioartie de ce thdorbme, sur laquelle je crois utile d'attirer 

une attention particuli~re. 

25. Soit maintenant f ( t )  une fonction de t satisfaisant clans l'intervalle 

(--I ,  + I )  aux conditions d u n  ~ 19. 

Introduisons maintenant la fonction auxiliaire de la forme 

(50) 

cos  x + h  

COS X 

qui admet la ddriv~e 

i { f ( co s  x + h ) - - f ( c o s  x)) s i .  x .  ~'(x) = - -  
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En se rappelan~ que, dans l ' in te rwl le  ( - - I ,  + I), 

(5 I) f ( t  + h) --  f ( t )  = co(h)O(t; h), 

oil s 'assure que ~p'(x) peug 6ire repr6seng~e sous la forme 

~p'(x) --~ - -  o~ (h~) 0 (cos x, h)sin x ~- ~(h h)- O~(x, h), 
h 

01 (x, h) ~-~ --  O (cos x, h) sin x. 

D6signons par Tl(h ) la variation go,ale de Oi(x, h) dans l 'iiltervalle (o, z) 

et, comme prgc6demmen~, par  T(h) la variagioil totale de O(t, h) dans l ' intervalle 

( - - I ,  + I), ou, ce qui revient  ~u m6me, la variat ion gogale de O (cos x, h) dans 

l ' intervalle (o, ~r). 

D6signang par Xk>Xk--~ deux valeurs de x comprises engre o et ~r, on trouve 

] O~ (xk, h) - -  O1 (xk-~, h) I < I O (cos xk, h) - -  O (cos xk-~, h) I + 

+ I O(cos xk-~, h)llxk--X~-ll. 

En appliquant  cette in6galit6 s une s u r e  de valem's de x 

O ,  X l ,  X 2 :  . . . ,  X k - - 1 ,  X k ~  . �9 .~ :71~ 

on trouve, en tenant  compte de (38) [n ~ ~9], 

Y~ I O,(xk, ~ ) -  O,(x~_~, ~)1 < F,  I o (~o~ xk, ~) - o (oo~ x~_~, ~)1 + ~ < 

< T(h) + t t z  < t t (~+ ~). 

I1 s 'ensuit  que 

(52) Tl(h) < # ( z +  I). 

26. Appliquons maintenant  le th~or~me d u n  ~ I 7 s la fonction ~p(x), dd- 

finie par la formule (50). 

Oil  a,  c o m m e  a u  ilo 22, 

~0(x) = Z ak' cos k x  + en(lp), 
k=0 

co 

, 2 ~ (h) bk. 
e ~ ( ~ )  = ~ a~' c o s  k x ,  ak - -  ~ h k  

k ~ n T 1  
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R6p6tant  presque tex~uellement les raisonnements  d u n  ~ 22 e~ en remarquant  

que, dans le cas consid6r6, O~(x, h) S!annule aux extr6mitds de l ' intervalle (0, z),  

on ob~ien~ 

.b~= f o,(x, h) 
0 

I # 
sin kxdx--~{[P~(z, h)--Px(o, h)] cos k~--[Nx(z,  h)--N~(o, h)] cos k~ }, 

off Pl(X, h) et~ Nl(X~, h) d~signent les variations, positive e~ n6gative, de O~(x, h) 
dans l'ingerv~lle (o, x). 

I1 s'ensuig que, en ver tu de (52), 

Donc 

c'est-~-dire 

D'au~re part,  

Ib~l < ~( , ,+ ~). 

to(h)~r + I I 
l r  h ~ n '  

I x ) - -  a k ' c o s k x  < 2 #  
k = O  S'~ n 

c o s  x + h  

C08 

h 

= Lh f [f(~o~ ~ + t) --f(~o~ ~)1 dt 
0 

ou, en ver~u de (5I), 
h 

~,(~)- f(r = o ( t ) O ( r  t)dt .  

0 

On en conclut  que 

I v(~) - f (oo~ x) l < ~ (h ) .  

Les  deux derni6res in4galit6s fournissen~ 

, (~(~+,)  ) 
I.r(~o~x)- Z<,~ ~o~1 < ~,<,,(h) t ~-~ + ,  �9 

k-'O 
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27. In t roduisons  main tenan t  une nouvelle variable t en posan~ e o s x = t  

et remplaqons ensuite t par  x .  

L' in6galit6 pr6c6dente se changera  en suivante 

off 

t~(~+ i ) ) 
I f (X ) - -  Z A k  r Tk(x)] • ~to(h)~ ~shn + I , 

k = 0  

c o s  x+h 

A~ h 
0 COS X 0 COS 

Tk(x) 6tant  les polynomes de Tehebychef .  

On ob~ien$ ainsi ee thdorbme, analogue ~ ee lu i  du n ~ 23: 

Toute fonction f(x),  satisfaisant dans l'intervalle (--I ,  + I) aux conditions du 

n ~ i9, peut Otre reprdsentde, dans cet intervalle, par le polynome Pn(x) de degrd n 

n 

P~(~) = ~ A; T~(x), 
k=O 

c o s x + h  g cos  x + h  

_ i , V~ eoskxff(z)dz, Ao' h(/v~ f dz f f(z)dz, A~ --h--C~ f dx 
0 COS �9 0 COS X 

Tk(x) dtant les polynomes de Tchebychef, avec une erreur absolue moindre que 

{2(~+~) ) 
= ~r  ~ z h n  + x . 

Croyant  inuti le d ' en t re r  en d6gails, a r r ~ o n s  nous seulement  au cas le plus 

simple e~ le plus int6ressant  de 

~o (h) = h. 

Faisant, 

on t rouve 

et  

(53) 

comme au n ~ 24, h tendre  vers z6ro et en passant  s la limite, 

+ 1  

A '  f d x  k = A~, = f(x) Tk(x) F I - - x  ~' 
--1 

( k ~ o ,  1 , 2 , . . . )  

~(x) = ~ Ak ~(x). 
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Le th4or~me pr4cddent s'dnoncera, dans le cas consid4r4, comme iI suif :  

Toute fonction f(x)  satis.faisant dans l'intervalle ( - - I ,  + I.) & la condition 

f ( x  + h) --  f (x)  --  h O(x, h), 

oie O(x, h) est une fonction born& et h variation born& dont la variation totale ne 

surpasse pas un hombre fixe l* inddpendant de h, se d&eloppe, clans l'intervalle con- 

sid&~, en s&ie uniformdment convergente proc~dant suivant tes polynomes Tk(x) de 

Tehebychefi 

Le polynome (53) de degrd n fournit pour toute fonction f (x) ,  assujettie aux 

conditions indiqu&s, une expression approeh& avec une erreur absolue moindre que 

2,64 
n 

28. Bans  mon Mgmoire ))Quelques applications nouvelles de la thgorie de 

fermeture etc.>), insgr~ dans les M~moires de l 'Acadgmie des Sciences de St. 

P&ersbourg en I9I 4 (Vol. X X X I I ,  n ~ 4), j 'ai  ~tabli la proposition suivante: 

))L'ordre de la meilleure approximation que puisse fournir un polynome de 

degr~ n pour une fonction satisfaisant ~ la condition de Cauchy est pr&is~ment 

I 
~gal ~ -.~) 

n 

En d'autres termes, il est impossible de construi,'e un polynome quelconque de 

degrd donnd n qui puisse fournir, pour une fonction susceptible de la forme 

9a 

f (x )  = [ + A,  
a 

q~(z) dtant une fonction intdgrable dans l'intervalle donn$, une approximation d'ordre 

I 
plus dlev~ que - .  

n 

Cette proposition reste vraie m~me dans le cas, off l 'on suppose que ~0(z) 

soit une fonction g variat ion bornde. 

En se rappelant  tout  ce que nous avons dit  au n ~ 2o et rapprochant  ce 

thdor~me et celui d u n  ~ pr4c4dent, on arrive g cette conclusion importante:  

Le polynome de degr~ n, formd suivant la loi des Fourier des n p~'emiers poly- 

homes Tk(x) 0~=o,  I, 2 . . . . .  , n) de Tchebychef, fournit pour toute fonction, assujettie 
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aux conditions du th~or~me d u n  ~ prdc~dent, une approximation dont l'ordre est ~gal 

cdui  de la meilleure approximation possible. 

La mSme remarque s'applique dvidemment g la somme trigonomCtrique 

n 

~9, a, cos k x  
k=0  

qui figure dans le thgor~me d u n  ~ 24. 

29. Les recherches pr6cCdentes ont une connexion intime avec plusieurs 

autres probl~mes importants de l'Analyse, comme, par exemple, probl~me du 

calcul approch6 des intCgrales dCfinies, probl~me des moments, probl~me d'inter- 

polation et plusieurs autres. 

L a  m~me mCthode, dont nous nous sommes servie dans ce MCmoire, fondCe 

sur la thCorie de fermeture et l'emploi des fonctions auxiliaires de la forme (I6) 

[ no 7] peut fournir des moyens fort simples pour rCsoudre plusieurs questions qui 

se rattaehent aux probl~mes que nous venons de signaler. J 'ai dCjg indiqu6 

plusieurs rCsultats de cette esp~ce dans rues travaux, publics dans les 6ditions de 

l'AcadCmie des Sciences de Russie au cours des dix derni~res annCes (jusqu'g 

1925). [Voir aussi ma Note ~)Sopra la theoria delle quadrature dette mecaniche% 

Roma, Rendic. dei Lincei, Vol. XXXII ,  ser. 5 ~ fasc. 7 ~ 1923]. 

Les dimensions de ce MCmoire ne nous permettent pas de toucher mCme 

16g~rement les rCsultats principaux que nous pouvons d~duire de cette mani~re, 

et je me bornerai seulement par une course remarque relative g l'interpolation 

par la mCthode de Tchebychef. 

11 a pos6 le probl~me d'interpolation sur un point de rue tout g fair nou- 

veau, ~ savoir: 

On eonna~t les valeurs de la fonction f (x )  pour n + I valeurs de la variable 

x-~-Xo, x l ,  x2 . . . .  , x,, et l'on suppose que la fonction f i x ) p u i s s e  ~tre repr~sent~e par  

le polynome 

a + bx  + cx  ~ + "" + h x  ~, 

m ~tant un entier ne surpassant pas n .  

I1 s'agit de ddterminer les coefficients a, b, e , . . . ,  h en les assujettissant h ne 

laisser aux erreurs des valeurs 

f(Xo), f ( x l )  , f (x~),  . . . ,  f (x~)  
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que la moindre influence possible sur une valeur quelconque de f(x) de la fvnetion 
interpoler. 

Moyennant la thdorie des fractions continues, il a trouv6 ce polynome d'in- 

terpolation 

(54) 2P,,, (x) = ~ Ak~Pk(x), 
k--0 

(55) 
~ p (~) ~pk (x~) f(x~) 

Ak = s:-o 
7t 

p(x) dtant une fonction positive dans '" " 1 mtervalle donne, ~Vk(x) 6tant des poly- 

homes, d6finis par Ies conditions 

(s6) 
9?, 

p = o ,  
*=0 

( l ~ o ,  I, 2, . . . ,  k - - i ) .  

Tchebychef a indiqug lui-m~me ua avantage essentiel de sa m6thode. Dans 

les proc6d6s ordinaires il faut refaire chaque fois le c~lcul de routes les valeurs 

donn6es, lorsque l 'approximation at~einte est insuffisante, tandis que dans la 

m6thode de Tchebychef tous les calculs d6js fairs se conservent sans ch~ngement 

en passant d'une approximation ~ une autre de l'ordre plus 61ev6 (dSs que le 

degr4 m reste infdrieur au hombre n). 

D'autre part, l 'erreur moyenne quadratique, darts la formule de Tchebychef 

va toujours en d@roissant, lorsque le degr6 m du polynome s'augmente. En 

sulvant une vole, analogue ~ celle dont nous nous sommes servie plus haul, 

nous pouvons maintenant ddmontrer que cette erreur quadratique tend vers z@o, 
lorsque r~ croit ind~finiment (et, par suite, n), ce qui est une propridt6 remarqu- 

able appartenant exclusivement s la  formule d'interpolation de Tchebychef. 

3o. On salt que les formules &interpolation le plus souvent employdes, 

comme, par exemple, celle de Lagrange, ne convergent pas, en gdn~ral, vers la 

fonetion s interpoler, lorsque le degr6 de polynome crolt ind6finiment. Quant 

la formule de Tchebychef nous pouvons montrer, au eontraire, qu'elle est eonver- 
gente au moins pour la famille tr& dtendue de fonctions satisfaisant ~ la condition 
de Cauchy. 

3 8 - - 2 6 6 1  Acta mathematica. 4 9 .  I m p r i m 6  |e 29 juillet 1926. 
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I1 importe de remarquer que, dans la m6thode de Tchebychef, le prob[~me 

d'interpolation est intimement lid avec le probl~me du d6veloppemen~ des fonc- 

~ions en s6rie de polynomes por~ant au.~ourd'hui son nora. 

Les polynomes que nous avons d6sign6s plus haut par q~k(x)(k=o, I, 2 , . . . )  

repr6sentent un cas limite des polynomes ~k(x), d6finis par les 6quations (55), 

pour n ~ oo. 

~oyennant  la th6orie de ferme~ure, j 'ai 6tabli dans ma Note ,~Sur le d6ve- 

loppement des fonc~ions continues en s6ries de polynomes de Tchebychef* (Bulletin 

de l'Acad, des Sciences de Russie, p. 249, Janvier I92~) le th6or~me suivant: 

Toute fonction satisfaisant, dans l'intervaUe donnd, ~ la condition de Cauchy 

se d~veloppe, dans cet intervalle, en sdrie uniformdment convergente procddant suivant 

les polynomes q~k(x) de Tchebychef correspondant ~ la fonction caract~ristique positive 

et assujettie ~ une seule condition de satisfaire h la condition de Cauehy. 

La somme des n premiers termes de ce ddveloppement fournit une expression 

approchde de la fonction ~ d~velopper avec une erreur absolue moindre que V-n' 

dtant une constante qui figure dans l'indgalitd de Cauchy, a une constante numdrique 

ne ddpendant ni de ~, ni de n. 

En se basant sur ce th6or~me et sur ce que nous avons dit au d6but de 

c e n  ~ au sujet des polynomes ~0k(x) (k~--o, I, 2, . . .),  on peut ddmontrer eet autre 

propri6t6 remarquable de la formule d'interpola~ion de Tchebychef: 

Le polynome d'interpolation de Tchebychef Pro(x) (54) converge, lorsque son 

degrd m croit inddfinimenl, vers la fonction ~ inte~Toler, pourvu que cette fonction 

satisfasse ~ la condition de Cauchy dans l'intervalle donn~. 

31. Nous pouvons aller encore plus loin et mon~rer, faisant l'usage d'une 

fonction auxiliaire (n ~ 7), qu'une modification ldg~re du polynome de Tchebychef con- 

duit ~ un polynome analogue qui peut fournir, pour route fonction continue, une ex- 

pression approch~e avec une approximation donnde ~ l'avance e. 

Soit r u n  hombre positif donn6 s l'avance; choisissons un hombre positif h 

de fa~on qu'on air 
x + h  

Le nombre h 6rant; fix6, formons n + I intervalles 

(xk-- h, xk + h) (k = o, I, 2, . . . ,  ~). 
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Par~ageons chacun des intervalles (xk h, xk) eL (xk, xk+h) en p intervulles 

composants, en d6signant par ~)  ( s=  I, 2 . . . .  , zp--2)  les points de la division. 

Formons le polynome 

n 21) 

I Z {p(x,)~pj(xk)Zf(::k))} 
(57) P,,(x) = 2Pk=~ ~=~ ~0~ (x) 

n 

X 
j :o  p ( 

k = 0  

Les hombres e et h 6rant fix6 de la facon indiqude plus haut, on peut ensuite 

choisir l'entier m si grand et puis le hombre n > m et p encore si grands qu'on ait 

quelle que soit la fonction f(x), continue dans l'intervalle donn6. 

On peut consid6rer le polynome (57) comme un polynome d'interpolation 

qui fournit une expression approch6e de route fonction, continue duns l'intervalle 

donn6, lorsqu'on connalt les valeurs de ce~te fonction aux points 

convenablement choisis dans cet intervulle. 

Je  me permets de me borner par ces remarques sommaires sans reproduire 

la d6monstration d6taill6e des thSor~mes dnoncds, ce qui peut faire l 'objet d'un 

Mdmoire pur~iculier. 

Leningrad, le i I Avril I926. 

v 


