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UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER FOURIERSCHEN 
INTEGRALFORMEL. 

Vow 

HANS HAHN 

in WIE~. 

Im Folgenden soll das Fouriersche Integraltheorem in einer Gestalt be- 

wiesen werden, die infolge Heranziehung yon Stieltjesintegralen den Geltungs- 

bereich dieses Theorems betri~chtlich erweRert. Es fallen z. B. in ihren Geltungs- 

bereich alle Funktionen, die an der betrachteten Stelle Xo in die Fourierreihe 

entwickelbar sind, und im Unendlichen eine der folgenden Bedingungen erfiillen: 

I) es ist [f-~)] im Unendliehen in~egrierbar; 2 ) f ( x ) i s t  das Produkt einer perio- 
m I 

dischen Funktion und einer Funktion, die im Unendlichen beschr~nkt und mono- 

ton ist; 3) If(x)] ~ ist im Unendlichen integrierb~r. 1 Zum Falle 2) gehSren ins- 

besondere ~lle an der Stelle x 0 in die Fourierreihe entwickelbaren periodischen 

Funktionen, und fiir diese reduziert sich unsere Formel einfach auf die Fourier- 

reihe, die so als Stieltjessches Fourierintegral erscheint. In den F~Lllen, in denen 

f(x) durch die klassische Fouriersehe Integralformel darstellbar ist, reduziert sich 

unsere Formel auf diese, und gestattet so zugleich, nicht nur die wichtigsten 

Bedingungen fiir die Giltigkeit der klassischen Fourierschen Integralformel 2 ein- 

fach und durchsichtig zu begriinden, sondern auch neue, sehr allgemeine Be- 

dingungen fiir die Giltigkeit dieser Formel aufzustellen. An andrer Stelle hoffe 

1 Dieser  Tei l  unsre r  Un te r suchungen  ber i ihr t  sich enge mi t  Un te r suchungen  von M. PLANCl~E- 

R~L, Rend.  Pal.  3 ~ (I9IO), S. 289, Math.  Ann.  74 (I913), S. 573; Math.  Ann.  76 (I915), S. 315 . 
E t w a  die yon A. PRINGSHEIM angegebenen:  Math,  Ann.  68 (I91O), S. 367; Math.  Ann.  71 

(I9II) ,  S. 289. 
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ich, bald zeigen zu kSnnen, wie sich die hier vorgebrachten Untersuchungen  auf 

alle Ftmktionen ausdehnen lassen, die im Unendl ichen beschr~nkt  sind. 

Die vorliegende A r b e i t  ist (mit Ausnahme des spiiter hinzugefi igten w I9) 

die ausfiihrliche Wiedergabe  eines auf  der lnnsbrucker  Versammlung (Septem- 

ber i924) gehal tenen Vortrages,  yon dem eine kurze Inhal t sangabe  bereits in 

den Jahresber ichten  der Deutschen Mathemat ikervere in igung erschienen ist. 

Zwei kurzen Noten  ~ en tnehme ich, dass sich H e r r  N. WIENER mit  demselben 

Probleme befasst hat. Ob seine Methoden mit  den meinen in i rgend einer Be- 

ziehung stehen, entzieht  sich meiner  Kenntnis .  

Sei f(x) eine in jedem endlichen Interval le  in tegr ierbare  "~ Funkt ion,  die 

obendrein folgende Eigenschaf ten  besitze: 

A) An der Stelle x o sei f(x) in die Fouriersche Reihe entwiekelbar  (d. h. 

fiir jede mit  .f(x) in einer Umgebung yon Xo i ibereinst immende Funkt ion  der 

Per iode  2 e~ konvergiere  die Fouriersche Reihe an der Stelle x 0 und stelle den 

Funkt ionswer t  f(Xo) dax). 

B) Es sei .f(x) im Unendlichen absolut in tegr ierbar  (d. h. fiir a > 0 fallen die 
x 

q --a 

beiden Grenzwerte  lim f ] ' / ' ( x )  I f l @ ]  dx und lim dx endlieh aus). Unte r  
q ~ + c o  q ~  t-co 

a - q 

diesen Voraussetzungen gilt die Formel: 

-| co 

(I) f(Xo):_. I__~ ~-- lim +co ff(x) ~-~oZ(~-~o)~x. 

- - c o  

In der Tat, zun~hs t  ist wegen Eigenschaft B), da ausserhalb des Inter- 
. . . . . . . . . . . . . . . .  

1 Am. Bull. 3I (I925) , S. IO6, 22I. (Zusatz bei der Korrektur: die sehr 1)edeutungsvollen 
Untersuchungeu des tIerrn WIE~E~ sind mittlerweile ausftihrlich erschienen : Math. Zeitsehr. 24, S. 575). 

2 Integrierbarkeit ist im Folgenden stets im Sinne yon LEBESGUE Ztl verstehen; die auf- 
tretenden Integrale sind, wo nicht ausdriicklich das Gegenteil gesagt ist, Lebesguesche Integrale. 

+ c o  q 
f ,  f ,  

Dabei bedeutet in iiblicher W e i s e /  so viel wie Hm /"  Von allen auftretenden Funk- 
J p- - -* - -co ,  q ~ + c o  ] 

- - c o  p 

tionen wird vorausgesetzt, dass sic in jedem endlicher Intervalle integrierbar sind. 
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valles (Xo--I, xo+ I) tier Ausdruck x sin ;t(X--Xo) beschr~nkt ist, das in (I) X--Xo 
auftretende Integral  sicher vorhanden;  is$ ferner e > o beliebig gegeben, so kann 

b > o so gewghl~ werden, dass fiir alle g: 

+ao zo--b 

(x  sin ,~(x--xo) dx (2' I IJ "f(x,SinxxO~(" "~ I~f/) ~ [<~ 
xo + b --co 

Wegen  Eigenschaf t  A) aber ist: 

xo+b 

z ~ + r  (x sin ]~(X--Xo) I lim f f  ) ~ 
xo--b 

d*=f(*o), 

d. h. es gib~ ein go, so dass: 

(3) 
Xo+b 

a'o--b 

~in X--~oZ(*-- ~o) dx_/(Xo) I < ,  fiir  ~>go.  

Aus (2) und (3) folgt:  

@CO 

I S i I l  ~ (X - -  X0) 

--CO 

< 3 e fiir ;~ > ;to, 

womi~ (I) bewiesen is~. 

Bezeichnet n e i n e  na~iirliche Zahl, so ist: 

x) sin ]~(x--xo) (4) f;( ~ .x f(s(x)foo~.(x -o)..) 
--co --co 0 

dx 

lim x cos 

- -n  0 

(x- xo) d~) dx. 

Hier in  nun is~: 
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(5) i t i( / (~x) oo~  xo,~)~= co~xo ~x)co~x~x)~ 
- - n  0 0 - - n  

+ 

Se~zen wir: 

+ 

0 - - n  

�9 .(~) = f f ( x )  ~--sin ttx dx; Tn(tt) = f(x) I --COSx II"x dx,  

so sind O,,(tt) und Wn(#) stetige, differenzierbare Funktionen,  und es ist: 

da,,,(~) 
dtt 

n 

- f f ( x )  cos ,xdx; 
- - n  

n 

d,.n(.) _ f f(x) sin ttxdx, 

so dass (5) such geschrieben werden kann i :  

(6) ) f(x) cos ~(X--Xo)d~ d x  = cos  ~xod(V,&,)+ s in  ~Xod ~.(#). 
--~.  0 0 0 

Hierin nun isb der Grenziibergang n-~  cr zu vollziehen. 

Aus Eigenschaf~ B) folgt  die Existenz der Integrale:  

(7) 

und es is~: 

+ c o  + c o  

.(.)= ff,.)%.*~.; ~(.)=f,(x)-- 
- -  c o  - - o o  

I - - C O S  FtX d x  ' 

x 

(8) lim tD,~(tt)=@(r lim T . (# )=T(~) .  
? I ~ C O  $ l ~ C O  

Die Konvergenz hierin is~ gleichm~ssig ffir alle /~ des Interv~lles [o, ~]; denn is~ 

> o beliebig gegeben, so kunn man wegen Eigenschaf~ B) die Z~hl b so gross 

wghlen, dass: 

t (Jber den  h iebei  zu r  Ve rwendung  k o m m e n d e n  In tegra lbegr i f f  vgl. M0na t sh .  f. Math .  u. 

Phys .  32 (I922) , S. 69 ft. 



l ]ber eine Vera l lgemeinerung der Fourierschen Integralformel .  305 

+ 00 - - b  

b --.eo 

dann aber ist fiir alle n > b und alle #: 

I~ /(x)~in-'~dxx + 
+ 0 0  

�9 s in t tx  j f(x) x--dx] 
?t 

~ 2 8 ,  

- - n  + r 

I--COSx ~X dx] < 4 e .  

Aus der Stetigkeit von (P,,(tt) und W,~(tt)folgt also die Stetigkeit von O(tt) 
und W(tt), und wir sehen ferner, dass die Gesamtheit der On(#) und W,~(/t) im 
Intervalle [o, g] zwischen endlichen Schranken bleibt: 

(9) I q),~(#) I < M,  I T,,(tt) I < M fiir o =~ tt < ~ u n d  al le  n. 

A u s  (8) u n d  (9) aber  fo lgt~:  

 mfoos xo O( ,=foos 
0 0 

t~ Xo d a) @,  

lim fsingxodT.(tt)= f s i n  ~xodW(~): 
0 0 

Aus (I), (4) und (6) folg~ somit: 

f(xo)=_ lira Ifoos 
7L" 2 ~ + o o  

0 

t, xodO(, )  + fsin 
0 

ttXo d T(te)), 

wofiir wir auch schreiben: 

0o) gx odT(.)). 
0 

1 1. c. 8. 3o4, S. 77--8o. 

39--2661. Acta mathematiea. 49. Imprim6 le 29 juillot 1926. 
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Wir  haben also den Satzl: 

Satz I. Hat  f (x)  die Zi.qenschaften A) und B), so girt (io), worin ~(#) und 

W(tt) die Bedeutung (7) haben und stetige Funktionen yon tt sind. 

(ii) 

2. 

Formel (IO) steh~ in naher Beziehung zur Fourierschen Integralformel." 

+~ 

0 

cos ttx0+~p(~) sin ttx0) d#, 

worin gesetzt ist: 

+ ~  + ~ o  

( I2 )  qD(g)=ff(x)cosgxdx; = f f (x )  
- - ~  - - 0 0  

sin t tx dx. 

Doch ist die Tragweite der Formel (IO) eine bei weitem grSssere. Wir woUen 

zun~chst an einem Beispiele zeigen, dass die fiir die Giltigkeit yon (IO)hin- 

reichenden Bedingungen A) und B) fiir die Giltigkeit de r  Fourierschen Inte- 

gralformel (II) keineswegs ausreichen? 

Die Funk~ion f (x)  sei gerade, sie sei kons~an~ in jedem Intervalle (v, v-~ I): 

und es sei: 

f(o)=eo, 

f ( x ) = c ,  in (v, v+  I) 

I (c -1 + 
f(v) =- 2 

(V=O,  I ,  2 , . . . ) ,  

( V = I ,  2 , . . . ) .  

Dann hat  f (x )  die Eigenschaf~ A) in jedem Punkte  Xo. Wegen: 

+ ~  , v + l  

dx=-  ]c, - - - -~  c~ I lg - -  
x 

1 Dieser Satz finder sich, wie mich Herr HILB freundlichst  aufmerksam machte, berei~s bei  
H. WEYL, Jahresber.  Math. Ver. 2o (I9II),  S. IJ4. 

2 Das folgende Beispiel verdanke ich Herrn W. WIRTINGER. Ein andres Beispiel finder 
man bei A. PRINC, S]tEr~t, Math. Ann. 71 (~9II), S. 296. 
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wird f (x )  die Eigenschaft B) dann und nur dann haben, wenn die Reihe 
oo 

~]c~,]  lg -v+I 
V 

konvergiert, oder, was dasselbe heissk wenn die Reihe 

oo 
I 

(13) 

konvergiert. 

Falls die durch (I2) gegebene Funk~ion ~0(#) existier~, so muss sein; 

+ ~  ~ + 1  �9 / s  

f ,  z (I4) ~o(#)= 2 "(x) cos # x  dx  2 c. cos #x  dx - -  4 2 e~ COS v + # ,  

o ,v=O ~, ~ ,v=O 

und diese letzte Reihe muss konvergent sein. Setzen wir also c~=I,  wenn v 

das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist: v = k  2 (k--I ,  2 , . . . ) ,  sonst aber c ,=o ,  

so wird : 

I I 

v ~ l  k = l  

so dass die Reihe (i3) konvergiert; die Funktion f (x )  hat also dann die Eigen- 

I 
sehaften A) und B). Die in (I4) auftretende tleihe aber wird: ~ cos k ~ + ~ t~ 

k = l .  

und ist als t~rigonome~risehe Reihe, deren Koeffizienten nieht gegen o konver- 

gieren, fiir alle ~ abgesehen yon. einer Nullmenge divergent. ~ Fiir die Funktion 

f (x)  gilt also das Fouriersehe Integraltheorem (I I) nieht, weft die darin auftret~ende 

Funktion 9(/*) (abgesehen yon einer Nullmenge) nieht; existierL Unsre Formel 

(m) hingegen ist zur Dars~ellung yon f(xo) anwendbar, und zwar ist in ihr 

~(/~)~o und: 
~2+i 

@~u)=2Z lsin#Xdx 
J - - x - -  ' 

k ~ l  k s 

welche Reihe offenbar konvergiert. Wie man sieht, en~s~eht sie aus der in (I4) 
k:-t- 1 

auftre~enden (divergent~en) Reihe 2 ~ cos # x d x  dureh gliedweise In~egrat~ion 
k = l  k~ 

nach tt yon o bis re. 

1 Vg l .  z. B.  H .  LEBESGUE,  Lemons  s u r  l e s  s 6 r i e s  t r i g 0 n o m 6 t r i q u e s ,  S. I IO.  
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w 

Obwohl, wie wir eben sahen, die Tragweite in Formel (Io) eine grSssere 

ist, als die der Fourierschen Integralformel (I I), so kann doch in manchen F~llen 

aus tier Gil~igkeit yon (Io) auf die Giltigkeit yon (I I) geschlossen werden, wo- 

durch man zu s e h r  allgemeinen Kriterien fiir die Giltigkeit der Fourierschen 

Integralformel gelang~. Wir  zeigen zun~chs~: 

S a t z  II. Gilt fiir eine Fuuktion f (x)  Formel (m), existieren ferner fi'ir alle 
tt ~= o (abgesehen yon einer NullmengeJ die dutch (I2) definierten Funktionen qD(tt) 
u ,d  ~p(tt), und bestehen zwischen diesen u~d den dutch (7) definierten Fu,ktionen 
q)(#) und T(#) die Beziehungen." 

/~ tt 

f f $ ( , ) =  r  d , ;  = d ,  ( ,  >_-- o) 
0 0 

so gilt fiir f (x)  auvh die Fouriersche Integralformel (I I). 
In  der Tat, auf grund yon (15) kann geschrieben werden: 

0 0 

f sin t~xod~(t~)= f sin #xo~P(tt)dt~, 
o o 

SO c lass  ( IO) u n m i t t e l b a r  i n  (I  I )  i i b e r g e h k  

Erinnern wie uns an Satz I, so sehen wir, dass die JEigenschaften A) und 

B), zusammen mit den Beziehungen (I5)fiir die Giltigkeit der Fourierschen Inte- 
gralformel (I I) hinreichen. 

Ein Beispiel zu diesem sehr allgemeinen KrRerium liefer~ die Funktion 

sin x ~ 
- -  , die offenbar die Eigenscha.ften A) und B) ha~. Hier is~ ~ ( # ) = o  und: 

x 

1 Wie A. PRINOSREIM (Math.  Ann.  68 (I9IO), S. 368) mi t t e i l t ,  wurde  er yon H. WEBER auf- 

m e r k s a m  gemacht ,  dass ffir die F u n k t i o n  s in  x die Four ie r sche  In teg ra l fo rmel  gilt ,  wRhrend sie 

ke iner  der  i ib l ichen Bed ingungen  fiir die Gi l t igke i t  dieser  Formel  geniigt ,  
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('7) 

-~-ao 

,(.)= 2 f sin x xC~ rex d x - ~  

o 

f s i n ( I  + # ) X d x  + / s i n ( I - l ~ ) x d x  x - -  2 

o 0 ( , >  ~) 

Die zweite Formel ('5) ist in trivialer Weise erfiillt (T(tt)----o, ~0~u)=o). Um 

die erste Formel (I5) zu beweisen, beachten wir, dass: 

2 I~X_ d x  = - - d x  + d x .  
X X X 

b ( l + ~ ) b  Ii-~.lb 

-J-oo 

Das Integral  f sin x xC~ ~ x  d x  

b 

lichen Grenzen. Daher ist: 

bleibt also fiir alle b und alle tt zwischen end- 

# # b 

0 0 0 

# b b # 

=2 ~-+~m f (f s-inxc~ d#=2 ~--+| f (f-- 
0 0 0 O. 

z 2  f s inx  sin ttx ~ _~ 
�9 a x  - " u~(tt), 

X X 

0 

sin x xC~ g x  d/~) dx 

womit auch die erste Formel (I5) bewiesen ist. - -  

(lass bier: 

~ (o=<~=< i) q)(~)-- 
t~  (~>-- '); 

Aus (T7) entnehmen wir, 

die Fouriersche Integralformel laute~ hier einfach: 

sin x o f . . . .  cos ~x  o d/~. 
X o 
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w 

Satz I I  kann noch verallgemeinert  werden: 

Satz  III .  Gilt fiir eine Funktion f(x)  Formel (Io), sind die dutch (7) deft- 
nierten _b'unktionen q)(lt) und T(iz) stetig fiir i z ~ o, existieren fiir alle #->--o (ab- 
gesehen von einer Nullmenge) die dutch (12) definierten Funktione, qp(iz) und ~p(,u), 
bestehen fiir jedes lntervall (o ~) a<=l~ <=fl, das keinen Punkt einer gewissen redu- 

ziblen 1 Punktmeng~ Q enthfflt, die Beziehungen: 

(is) 

so gilt fiir f (x)  auch die l"ouriersehe Integralformel (~ l). 
W i r  haben zu zeigen, dass aueh unter  den Voraussetzungen yon Satz I I I  

die Formeln (16) gelten. Dabei wird es geniigen, anzunehmen, dass ins Inter- 

vail [o, ~] nur ein einziges Punk t  q der Menge Q f~llt, da der Ubergang zum 

allgemeinen Falle nach ganz bekannten Sehliissen vor sich geht;  und zwar wol- 

len wir e twa annehmen, der Punk t  q falle ins Innere yon [o, )~]. Dann  ist, wegen 

der Stet igkeit  yon q)(/,): 

~. q h )- �9 j" 
i j "  cos u x o d (/)(l,) = lira /. cos el (/)(,t) + lim 

h ~ + o  , ]  h ~  t 0 
0 0 q+h 

cos !tx0 dq)(~). 

In  jedem der beiden In~rva l le  [o, q--hi und [q+h, Z] ist nun aber nach Voraus- 

setzung O(tt) unbest immtes Integral  der integrierbaren Funkt ion ~0(tt), so dass: 

q--h q--h ~ 

f f f f cos i~xodq)(l,) = cos l~XoqV(l~)d#; cos I~xodO(lt)= cos t~XoqP(tt)dl~. 

o o q+h qTh  

Es ist also 

d. h. e incr  P u n k t m e n g e  Q, die eine leere Able i tung  QL~) (yon endl ieher  oder  t ransf in i ter  
Ordnung  v) hat.  I)as Wort  , reduzibelo  is~ also hier in dem Sinne gcbraucht ,  in dem es von G. 
CANTOR urspr i ingl ich gebrauch t  wurde.  
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~, q - - h  ). 

f co..xo, (.l = f cos ,..o + lim _+o f 
0 o q + h  

311 

Es 

lithe Integral 

cos/tXo qg(~t) d~t. 

existiert also der rechts stehende Grenzwert, d. h. das (eventuell) u~eigent- 

f COS 
0 

#Xo~(#)d/~, und es ist: 

0 o 

womit die erste Formel (16) bewiesen ist; und ganz ebenso beweist man die 

zweite; nut  ist festzuhalten, dass nun die auf den rechten Seiten der Formeln (I6) 

auftretenden Integrale uneige~tliche Integrule (mit der singul~ren Stelle q) sein 

kSnnen. 

Ebenso 

u~eige~tliches 
wird im allgemeinen Falle das in (II) auftretende I n t e ~ a l  ein 

Lebesguesches Integral sein kSnnen, dessert singul~ire Punkte die 

Punkte yon Q und deren tt~tufungspunkCe sind. 

Aus Satz I I I  entnehmen wir, dass die 1,buriersche Integralformel J?ir jede 
Funktion f(x)  gilt, die die Eigenschaften A) und B) hat, J~ir die (fiir /t >= o) die 
Funktionen 9(g) u~d ~p(#) abgesehen von einer Nullmenge existieren, und in iedem 
Tntervalle [a, fl], das keb~en Punkt einer gewissen reduziblen 2~lenge Q enthdlt, die 
Beziehungen (I 8) gelten. 

Als Beispiel betrachten wir die Funktion: 

f ( x ) = q ( x )  cos qx  (q > o), 

wo g(x) die Eigenschaft B) habe und im Unendliehen monoton sei (d. h. es gebe 

ein a, sodass g(x) fiir x > a  und x < - - a  monoton ist). Offenbar ist dann: 

(19) lira g(x)=o; lim g(x)=o. 

Die Funktion f (x)  hat dann ebenfalls die Eigenschaft B). Wir  nehmen an, 

sie habe auch die Eigenschaft A). Nach Satz I gilt dann fiir f (x)  Formel (Io) 

und q~(t~) und T(#) sind (fiir Ft_-->o) stetig. 

Wir untersuchen die zugehSrig e Funktion q~(#)(fiir tt>=o). Wi~hlcn wir 

b > a und p >  b, so ist nach dem zweiten MRtelwertsatz: 
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p p 

f f(x) cos ~xdx= f g(x) 
b b 

cos qx cos rex dx-~ 

p 

- ~ f,(x)(~o~ (. + q)~ + co~ ( . - q ) x ) , x  = 
b 

p* 

= ~ , ) f  (oo~ (. + q)x + c o s  (#--q)x)dx, 
b 

und somit fiir # # q: 

p 

If I (i i )  f(x) cos g x d x  <= Ig(b)l ~ + I~--qiql " 
b 

Ganz ebenso finder man: 

--b 

If I (i ~)  f(x) cos ttx dx =<lg(--b)l g + q +  
- - p  

W e g e n  (19) fo lgt  daraus, dass fiir tt ~ o und 4: q das Integral:  

+ ~  

~(,)  = f f (x)  oo~ , x  d~ 

existierg, und dass die Konvergenz  von: 

(20) 
n 

~,,(,) = f f(x) cos , x  d x  

- - ? $  

gegen 9(/~) in jedem lntervalle (o_-- <) a~#<=fl, das den Punkt q nicht engh~ilt, 
gleichm~ssig erfolgt. Darum folgt welter fiir jedes solche Intervall: 

f / fco  ) ~(#)d t t=  lira ~ ( t t )d t t= l im x) #xd# dx  

a - - n  g 

- . f f ( x )  ~in /~x-- sin a x  
x 

d x = ~ @ - -  ~(.). 
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Ganz ebenso finden wir, dass ~p(tt) fiir t t > o  und # q  existiert und dass fiir jedes 

Intervall (o<)a<t t__<~,  das den Punkt  q nicht enth~lt, die zweite Formel 

(1 S) gilt. 

Fiir die Funkfion f (x)=g(x)cos qx sind also die si~mtliehen Vorausset- 

zungen yon Satz I I I  erfiillt; wir sehen also, dass fiir sie die Fouriersche Integral- 

formel (II) grit, wobei aber das Integral auf der rechten SeRe yon ( I I ) e i n  

uneigentliches mR der singuli~ren Stelle q sein kann. - -  Ganz dasselbe grit, wie 

analoge Rechnungen zeigen, fiir f(x)=g(x) sin qx. 

w 

Das eben behandelte Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes, der 

gleichfalls in Satz I I I  enthalten ist: 

Sate. IV. Sei f(x) eine Funktion der Eigensehaft A), die die Gestalt hat: 

f(x)--g(x) h(x), 

wo g(x) eine im Unendliehen monotone Funktion der Eigensehaft B) und h(x) eine 
periodische Funktion bedeutet. Dann gilt fiir f (x) die Fouriersche Integralformel (I I). 

Sei g(x) etwa monoton fiir x > a und x < - - a .  Ohne Beschrgnkung der 

Allgemeinheit k5nnen wir annehmen, h(x) habe die Periode 2 z~. 

Zun$chst iiberzeugen wir uns leicht, dass auch f (x)  die Eigenschaft B) hag. 

In  der Tag ist fiir b >  a: 

(2I)  

Da aber: 

+ ~  b + 2 z  

I / 
b J I  x I 

I i/i l Y' b+2k r dx 
k=1 b 

ist, so folgt aus Eigenschaft B) von g(x) die Konvergenz der in (2I) auftreten- 

den Reihe, und damR die Eigenschaft B) fiir f(x). 
Nach Satz I gilt also fiir f (x)  Formel (Io) und W(t~) und T(#) sind (fiir 

tt > o) stetig. 

Sodann zeigen wir: Zu jedem ~ > o  gibt es ein M, so dass ffir alle inter- 
40--2661. Acta mathematica. 49. Imprim6 le 29 juillet 1926. 
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valle [~, V] und alle t t > o ,  die keinem der Intervalle [ t t --kl  < d  (k=o, I, 2 . . . .  ) 
angehSren: 

(22) I f h(x) cos ttx dx] < M, ] f h(x) sin ttx dxl < M. 

Sei etwa V > ~  und sei die ganze Zahl n so gewis dass ~+2nz_--<V<~+ 

+ 2 ( n + i ) ~ .  Dann ist: 

f f ( 2 3 )  h(x)ei~Xdx = h(x)e~(z+2k~r)dx + h(x)ei~Xdx 
k=0 ~ ~+2nzt 

~+2~t ,q 

f e2~#*'t--I + f h(x) 2 nig _~ = h(x) e#'~ d x.  dx. 

Da hierin: 

~+2~ 

isg (22) bewiesen. 1 

~+27r 

I f  h(x)e#'~'dxl< f [h(x)]dx, 
~+2nz 

[e 2~#*n- I [ =< 2, 

Wir gehen nun fiber zur Untersuchung yon 9(~)" 

Nach dem zweiten Mittelwertsatze ist: 

Sei re>o ,  b>a, p>b. 

P P p* 

b b b 
Da auch hier die Beziehungen (19) gelten, en~nehmen wir aus (22): Isi , > 0  

beliebig gegeben, und enthi~l~ das Intervall (0 < ) a  _--__ l* :< ~ keine natiirliche Zahl, 

so gibt es ein bo, so dass fiir alle b~bo, alle p >  b und aUe ~ yon [a, $]: 

p --b 

(24) If f(x) cost'xdxl<~; I f  f(x)costtxdxl<~. 
b --p 

1 Dieser  e infache  Beweis  w u r d e  m i r  yon Her rn  W. WIRTINGER m i t g e t e i l t .  
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Daraus folgt sofol4 die Existenz yon 9(tt) fiir /~4:o, I, 2 , . . .  und die gleieh- 

miissige Konvergenz der dureh (2o) definierten Funkt ion 9~(/*)gegen 9(/*)in 

jedem Intervalle (o < )a<=#<=f l ,  das keine natiirliehe Zahl enthi~lt. Daraus 

folg~ wie in w 4, dass in jedem solchen Intervalle die erste Gleichung (18) gilt, 

und ebenso zeigt man dies fiir die zweite. 

Fiir die Funkt ion f(x)=g(x)h(x) sind also s~mtliche Voraussetzungen von 

Satz I I I  erfiillt (wobei Q die Menge der Zahlen o, I, 2 , . . .  ist), und damit ist 

Satz IV bewiesen. Das in der Fourierschen Integralformel ( I I ) f i i r f ( x ) a n f -  

tretende Integral  wird hier im aUgemeinen ein uneigentliches sein mit  den singu- 

l~ren SteUen o, I, 2 , . . . .  

Ein verwandter Satz ist der folgende~: 

S a t z  I V  a .  

Gestalt: 

Satz I V  bleibt richtig, wenn darin unter h(x) ein Funktion der 

h(x) =- ~ (a, cos q ,x+b ,  sin q,x) 

oo 

verstanden wird, vorausgesetet dass die Beihe ~ ([ a, I + I b, I) konvergiert und die 

nicht-negativen Zahlen q, eine reduzible Menge Q bilden. 

Da hier h(x) besehrs ist, folgt aus der Eigenschaft B) yon g(x) sofort 

aueh die Eigenschaft B) fiir f(x). Welter  ist (wenn tt-->_o und yon alien q, 

verschieden ist): 

f i ( f  f ) h(x) cos t t x d x =  a~ cos q,x cos t t x d x +  b~ sin q,x cos t t x d x  
�9 =1 ~ 

ao  

I a ,  . . I a ,  ( 
= - ~  q - ~ ( s m ( q , + t t ) v - - s m ( q , + # ) ~ ) +  - ~ 2  q , - - t t  sin (q,--#)~--sin (q,--tt)~) 

I ~ l  bq~( I ~  b, (eos(q,--/~)v--eos(q,--/~)~), - -  - cos(q, + re) ~--eos (q, + , )  ~)-- - -  
2 2 q , - ~  

und somit: 

Dieser 8atz findet sich im Wesentlichen schon bei A. PRINGSHEIM~ Math. Ann. 68 (I9IO), 
8. 367--408; 7I (I9II), S. 289--298. 
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If I i ,) h(~)r ~ ( l ~ , l + l b ,  I) ~ +iq~--~  ' 
~ = 1  

I f '  I 

und dieselbe Ungleichung erh~lt m a n f f l r l l h ( x )  s in#xdx  I. Wir entnehmen 
1 , 2  ] 

daraus, dass hier die Ungleichungen (22) gelten fiir alle Intervalle [~,~] und alle 

tt_>--o, die keinem tier Intervalle I t t --q,I  < 6 (v=I ,  z , . . . )  angeh5ren. Wie beim 

Beweise yon Satz IV folg~ daraus weiter, dass ~(tt) und ~p(#) fiir jedes # existie- 

ren, das weder Punkt noch H~ufungspunkt yon Q ist, und dass die Beziehungen 

(I8) in jedem In~ervalle [a,/~] gelten, das weder einen Punkt  noch einen tIi~ufungs- 

punkt von Q enth~lt. Damit sind aber wieder alle Voraussetzungen yon Satz I I I  

als erfiillt nachgewiesen, und somit ist auch Satz IV a bewiesen. 

w 

Ersetzen wir nun Eigenschaft B) durch die folgende: 

C) Es sei: 

lim ff~r _ o; lim ff3r ._ o, 
x ~ + ~  X x ~ - - r 1 6 2  X 

und es gebe ein a, so dass t~(~J'x' monoton ist fiir x > a und x < -  a. 
X 

Wir erkennen leicht, dass ( I ) auch  fiir jede F u n k t i o n f ( x ) d e r  Eigenschaften 

A) lind C) gilt. In  der Ta~ ist dann (wenn a > ]:Co] gew~hlt wnrde) auch f(x) 
x - -x  o 

monoton fiir x > a und x < -  a, und es ist auch: 

lim f(x) _ o ;  lim f (x)  _ o .  
x ~ + o r  X - - - X  0 x ~ - - o o  X - - - X  0 

Nach dem zweiten Mittelwertsatze ist fiir q> a, p>q:  

X-Xo Iq- -xof~ inZ(x- -x~  = Z lq_Xo ] 
q q 
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ist also e > o beliebig gegeben und bedeutet. ~o irgend eine positive Zahl, so gib~ 

es ein b, so dass fiir p > q > b  und alle Z>Zo: 

p - - q  

xo I �84176 
q - - p  

<~. 

-~-oo 

Es existiert also das Integral ff(x) sinx_xo3"(x-x~ u n d e s  ist fiir Z>Zo: 

oo - - b  

IfslxlSin lx Pf lxlS'n l  

und indem man von hieraus weiter schliesat wie in w I, beweist man die Giltig- 

keit yon (I). 

~ a n  k6nnte daher versuch~ sein zu glauben, dass Formel ( Io )auch  fiir 

alle Funkt ionen f(x) der Eigenschaften A) und C) gilt. Das ist aber nicht der 
1 

Fall. Sei etwa f ( x )=Ix l  ~. Dann ha~ f(x) die. Eigenschaften A) und C). Nach 

(7) ergib~ sich q)(o)~--o und: 

f if q ) ( # ) = 2  s m  Xdx=2tt ~ s i n x  _ ~ d x  
o X 2 o X ~ 

fiir t t > o .  

3VO0 

Das Integral f c o s t t x o d O ( t t  ) ha~ also hier keinen Sinn. Wohl aber werden 
, ]  
0 

wir im Folgenden zeigen, dass (Io) fiir jede Funktion f(x) der Eigenschaft A) 

gil~, die im Unendlichen beschrdnkt und monoton ist. Wir  schicken folgende 

Bemerkungen voran. 

Wir setzen im Folgenden stets: 

(~4) 
n 

- - n  
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(25) 

Hans H a h n .  

1 n --1 

fs( (fl, fi( ) T ( # ) :  x) I--C~ dx - - l im  x) C~ dx  + x ) - -  x dx  
X n ~  X 

- - I  1 - - n  

vorausgesetzt, dass diese Grenzwer~e existieren. Fiir jede beliebige ungerade 

Funktion f(x) ist dann O(/ ,)=o,  fiir jede gerade Funktion f ( x ) i s t  W(#)=o. 

Abgesehen yon diesen Spezialfiillen werden w i r e s  aber nur mit dem Falle zu 

haben, dass die Integrale: 

+ ~  0 + ~  - - 1  

f/(x,e'xdx,x f" f" f"x' y"x 
0 - - r  1 - - ~  

existieren. Die Grenzwerte (24) and (25) sind dann sicher vorhanden. 

Die durch (25) definierte Funktion T(g) unterscheideg sich yon der bisher 

verwende~en, durch (7) definierSen, falls sie alle beide exis~ieren, nut  dutch eine 

additive Konstante, auf die es nicht ankommt, da die Funktion W(/~) nur i n  der 

Verbindung l "  sin/~xo dW(/~) auftritt. 
d 

w 

Wir werden nun zeigen (w167 7--i6),  dass Formel ( I O )  fiir jede Funktion der 

Eigenschaft A) gilt, die im Unendliehen beschrgnkt a n d  monoton ist. 

Sei zungchst f(x) eine Funktion der Eigenschaft A), die im Unendlichen 

monoton gegen o konvergiert : 

(26) lira f (x )=o;  lira f(x)----o. 

Wir unSersuchen zuerst die zugehSrige Funktion O(/,). Ist  f (x)monoton fiir 

x > a und x < -  a, so haben wir nach dem zweiten Mittelwertsatz fiir p > q > a, 

wenn -M eine geeignete Konstante bedeu~e~: 

q q ,uq 

< I f (q )  [ �9 M.  

Wegen (26) gibt es also zu jedem ~ > o  ein b, so dass fiir b<~q<p and alle #: 
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P 

q 

Daraus folgt:  Fiir alle tt existiert das In tegra l  

n 

In tegra l  ff(x) sinx tt~x dx konvergiert  mi t  

0 
+ ~  / .  f (x)SmttXdx.  Dies letztere In tegra l  ist also 

X 

0 
0 

ist stetig fiir alle tt ~ o. 
Nun untersuchen wir die Funkt ion T(tt). 

0 

dx, und das 

n-~ m gleichm~ssig fiir alle tt gegen 

eine stetige Funkt ion  yon ft. 

so sehen wit:  q){tt) existiert und 

Wie vorhin erhalten wir: 

p ttp* 

I . costtXdx j,r I=l,(q)fO ,x I 
q ttq 

woraus wir entnehmen:  zu jedem t > o  und d > o  gibt es ein b, so (lass fiir 

b ~ q < p  und t t ~ :  

P 

q 

Daraus folgt:  ffir alle . > o existiert f f ( x )  C~ und fiir alle 

1 
+r 

gleichm~ssig gegen f f (x)c~ dx. 
1 

n 

u ~ ~ ( >  o) konvergiert ff(x) cos.x dx 
' X 

1 
- - 1  

j ' f ( x ) - - -  x - -  dx, so dass wir sehen: ~(~)ez is t ie r t  und ist stetig Analoges gilt  fiir cos # x  _ 

fiir alle tt > o. 
Zugleich haben wir bewiesen: setzen wir: 
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(27) 
nj, 

o,,(,) = J f(x) +in_~X_x dx; 

1 n - t  

+,,+,, .l,.(x>,-c~176 ++.,,++,,x - -  ' " X - -  X )  , 
' X X �9 X 

- - 1  1 - n  

so konvergiert  q),,(/~) gleichmiissig ffir alle !t_>--o gegen q)(,u) und T.(,u) gleich- 

mgssig fiir alle ff _--> (l ( >  o) gegen T(l*). 

Wie wir in w 6 gesehen haben, gilt auch hier Formel (1). Da  ferner:  

(~8) (x) sin ).(X--Xo) x) sin c f f  -x--x~ d x = f f  (*o* Z-X-dx, 

ist dieses Integral  nichts anderes als die zur Funkt ion f (xo+x ) gehSrige Funk- 

tion q)(),), und daher, nach dem eben Bewiesenen stetig fiir alle ~ > o. 

Ganz wie in w I finden wir nun fiir o < h < ) o :  

f i(x) +~n x~(x--x~ _ +o ~x -- f /(x)si_n xh(x7x~ .- x o dx = 
- ~  - c ~  

f ) /( lim '(x) cos tt(X--Xo) d,u dx = lim cos 

- - n  h h 

/, x o el q),, (u) + s in l* Xo d 'F,, (#)) 

-f (cos ~tXo d q)(u) + sin l~Xo d~tS(,u.)). 

Wegen der Stet igkeit  des Integrales  (28) konvergiert  fiir h--~o uuf der l inken 

Seite der Subtrahend gegen o. Wir  haben daher:  

+ ~  

ff/.)~in~*~ lim f(+ 
" - -  0 h - - + O  

zv h 

/XXo d O(,ui + sin #Xo d T (t*)), 

und wenn wir schreiben: 
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2 2 

(29) h--+ojlim ; (cost txodO(t t )+sint txodT(t t ) )= f 
h 0 

so kSnnen wir den Satz aussprechen: 

Satz V. Fiir jede Funktion f (x)  der Eigenschaft A), die im Unendlichen 

monoton gegen o konvergiert, gilt I/ormel (Io); darin ist die dutch (24) definierte Funk- 

tion (1)(l~,) stetig f i i r #  >= o, die dutch (25) definierte Funktion W(tt) stet(q fiir ~t > o 

und das in (IO) auftretende Integral ist im Sinne von (29) zu verstehen. 

Um auch hier den t3bergang zur Fourierschen Integralformel (I I) zu voll- 

ziehen, betrachten wir die durch (I2) definierte Funktion ~0(/*). Wir haben bier 

fiir a < q < p :  

p p* 

Ifs(.) ~ 
q q 

woraus wir in g.ewohnter Weise schliessen, dass ~0(#)fiir / ~ > o  existierk und 

dass die durch (20) definierte Funktion 99n(/~) fiir t*~ 6 (>o )  gleiehm~ssig gegen 

99(#) konvergiert; es ist also ~0(t*) fiir / , > o  stetig, und dasselbe gilt fiir /p(.u). 

Ganz wie in w 4 kSnnen wir aueh schliessen, dass in jedem Intervalle o < a ~ u =< fl 

die Relationen (I8) bestehen. Daraus folgt fiir o < h < Z: 

2 2 

h h 

 0(g) + sin d,,,. 

Vollzieht man noch den Grenziibergang h--+ +o,  so wird aus (IO)die Fouriersche 

Integralformel (I I), in der nun abet das auftretende Integral ein uneigentliches 

(mit der singul~iren Stelle t t : o )  sein kann. Wir haben also a: 

Sat~ V a. 1,'~Tr jede Funktion f (x)  der Eigenschaft A), die im Unendlichen 

monoton gegen o konvergiert, gilt die ~buriersche lntegralformel (I I). 

1 D i e s e r  S a t z  s t a m m t  y o n  A.  PRINOSHEh~I,  1. c. ,  n o t .  I S. 315 .  

4 1 - - 2 6 6 1 .  Acta mathematiea. 49. Imprim~t le 29 juiUet 1926. 
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Sei n u n  

D a n n  wird  T ( t t ) = o  und :  

w  

f ( x )  ~- I. 

(30) f sin~'X ~ x _  lO 
~(~')= J x - I 

- -  oo 

fi ir  tt --~ o 

fi ir  t t > o .  

Es ist  also fi ir  jedes  X > o :  

f (eos 

0 

t t x  o d q)(tt) + sin gXo dW (it)) - .  z ,  

woraus  m a n  ers ieh t :  f i i r  die Fu'~ktion f ( x ) = i  gilt Formel (Io); es ist in ih r  O(tt) 

die du rch  (3 o) gegebene  uns t e t i ge  F u n k t i o n ,  u n d  T ( t t ) -  o. Die  Fou r i e r sche  In te -  

g rMformel  (I I) ver l ie r t  na t i i r l ich  b ie r  j eden  Sinn.  

Sei sodann  f ( x )  die F u n k t i o n :  

(3 I) 

I f i ir  x > o 

fo(X) = o fi ir  x = o 

- -  I f i i r  x < o. 

H i e r  wird  q)(,u)=o, u n d  (fiir tt > o): 

Es ist  also: 

u n d  somi t  (fiir tt > o): 

1 

~(,)=2f 
0 

.~-o~ 

I --COSx lax d x - - 2  f co_s_~_x d x  

1 

= 2  

1 +oo  

f f I - - co s  t tx  d x - - 2  cos x dx .  
X X 

0 t t  

1 

f cos tt 2 kv ' ( t t )=  2 s i n t t x d x  + 2 . . . . . . .  , 
tt It 

0 

Es is~ also fi ir  o <  h <  X: 

~' ~} = lg ~ + C. 
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2 2 

f fsi. . sin tsxodT(tt ) == 2 - dtt.  
tt 

h h 

Vollziehen wir hierin die Grenziiberggnge ~--* + r162 h~-~ + o, so wird damus:  

f sin 7r fiir x o > o 
sin ttXo dT(#)  = 2 --  o fiir Xo = o 

tt 
o o --z~ fiir x o < o. 

Daraus ersehen wir: auchfiir die Funktion (3 I) gilt 1,brmel (Io); das in ihr auf- 
+ 0 0  + ~  

t retende Integral  / is~ dabei im Sinne des Grenzwel4es lira / zu verstehen. 
/ $  

3 h ~ + O  . 1  
0 h 

+ a o  

Zugleich sehen wir' dass das bekannte Integral 2 f  sinttx~ in g e w i s s e m t t  

0 

Sinne als (verallgemeinerte) Fouriersche Integraldars te l lung der Funkt ion (3I) 

aufgefasst  werden kann. 

Nun kSnneu wir ganz allgemein den Satz aussprechen: 

Sat~ WI. Fiir jede im Unendlichen beschrit'nkte und monotone Funkiion f(x)  
der E%'genschaft A) gilt ~brmel (Io); darin bedeulet q)(l~) eine fiir t t ~ o  definierte 
und fi~r tz> o stetige Funktion, die den Grenzwert ~ ( + o )  besitzt, wdhrend T(#) 
fiir / z > o  definiert und stetig ist; das in (IO) auftretende Integral ist im folgenden 
Sinne zu verstehen: 

1 I + a o  

0 h 1 

+ sin/~x o d T(tt)). 

In  der Tat, da f (x)  im Unendlichen monoton und beschriinl~ ist, existieren 

endliche Grenzwerte: 

lim f(x)=cl,  lira f(x)=e2. 
X ~ +  0o X 4 - -  0o 

Wir  bezeichnen wieder mit  fo(x) die FunkCion (3 I) und setzen: 

(32) f (x)  -- c, + e~ + e,_-- C, fo(X)+ fl(x). 
2 2 
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Dann ist fl(x) im Unendlichen monoton mit: 

lim fl(X)=O, lira fx(x)=o. 

Nach Satz V und den zu Beginn dieses Paragrafen gefundenen l~esultaten 

ist jeder der dre i  Summanden auf der rechten Seite yon (32) der D~rstellung (Io 

fghig; daraus erh~lt man sofort Satz VI: Offenbar ist, wenn man (30)beachtet: 

q~(+o) - -  c ,+  c2z. 
2 

Sei nun : 

Dann ist T (/~)---~o und: 

9 "  

f ( x ) =  c o x  qx (q > o). 

(33) �9 (,) = f cos qx Sinx>X dx  

f *in("+q)Xdx+I f . 
- -  oo - -  r 

Es ist also fiir jedes E > q: 

7/7 

ffir o~#< q 

fiir /~ = q 

fiir # > q .  

f (cos/~x o d q)(~e) + sin ~x 0 d T(~) )=~  cos qXo, 

0 

d. h. fiir die Funktion cos qx(q>o)  gilt Formel (m); es is~ in ihr q)(/~) die durch 

(33) gegebene unstet ige Funktion, und W(/~)~o. 

Sei sodann: 

f ( x ) = s i n  qx (q > o). 

Dann is~ ~ ( # ) = o  und: 

1 q -  ~ - - 1  

fsinqx --CO''X x--f,inqxCO'"*  --fsinqx(O ' a. ~(~) = x x ~  x 
- - 1  1 - - o o  
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mi~hin : 

1 + ~  

= f sin q~X dx -- f sin qx c~ t~x x 

1 +oo +00 

(34) T(tt) = f_SinxqX d x  --  _ 

--1 
0 

Es ist also fiir jedes ~ >  q: 

fiir o ~ t <  q 

fiir # = q 

fiir # > q .  

f (cos rex o d@(#) + sin t txodW(t t ) )=z sin qxo, 

0 

325 

d. h. f i ir  die Funktion s inqx (q>o)  gilt Tbrmel ( I O ) ;  e s  ist in ihr O(/~)=o und 

T(/,) die unstetige Funktion (34)- 

IO .  

Wir bezeichnen wieder mit fo(X)die Funktion (3 I), se~zen 

f(x)-~fo(X) cos qx  (q > o), 

und wollen zeigen, dass auch fiir diese Funk~ion Formel (Io) gil~. 

beweisen wir die Gil~igkeit der Formel (1). Fiir [Xol< ~ < ~ ist: 

J . ] t xJ  ~ X ~ X o  d x = -  f ( x o + x ) S i n ~ X d x  = cos q ( x o + x ) S i n ~ X d x  
X �9 X 

, (fsi.( +)xdx+f ) - c o s  qx  o q sin q)X d x  + 
2 

i ( f cos (Z+q)Xdx_ fCos (Z - -q )Xdx ) .  4 -  - sin q x o 
2 X X 

Zun~chs~ 
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Wi r  entnehmen daraus: zu jedem t > o  und ~ > o  gibt es ein b, so dass 

fiir b ~ ~ < ~ und a l l e  der Bedingung J Z-- q [ ~ ~ geniigenden nicht-negativen ). 

die Ungleichung gilt: 

x~+~ 

.ro+~ 

To--- ~ 

Da Analoges fiir f f ( x ) S i n ~  x~ dx gilL, sehen wir, dass fiir alle nicht- 
, ]  - -  o 

negativen ~ + q das Integral  (I) existiert, und dass fiir ~, ~ q + d die Ungleichung 

gilt: 

xo+b 

Indem man yon hier aus weiter  schliesst, wie in w I, beweist man die Giltig- 

keit  yon (I). 

Das Verhal ten des Integrales  (i) an der Stelle Z = q  wird charakterisiert  

durch die Beziehung: 

(35) h--ol'mIff{x''i"(q+a'(*--*~ f ( x , ' i "  l q - a ) ' - x ~  - -  x - x o  - , 
- - a o  - - m  

In  der Tat,  jedenfalls  ist (fiir jedes b > o): 

xoTb xo+b 

xo--b xo--b 

sin (q--h)(x--Xo) dx t  = o. 
- I 

Ferner  ist fiir b > ] x o ]: 

+ ~a zo -- b 
f +  f f(x)sin(qth)(x-x~176 

xo+b --r 

-~-c~ 

f = (cos q(Xo+X)--cos q(xo--x))sm (q+h)x--sin (q--h)x dx 
X 

b 



~lber eine Verallgemeinerung der Fourierschen Integralformel. 327 

-4-00 

f sin qx  cos qx  sin hx  
= - -  4 sin qxo x 

b 

d x  

+ar +00 

b b 

Daraus  entnehmen wir: zu jedem ~ > o  gibt es ein b, so dass f i i r o < h = < q :  

+ ~ xo--b ]. f + f f ( x )  s i n ( q + h ) ( x - x ~ 1 7 6  

xo+b - -~  

Diese Ungleichung zusammen mit (36) aber ergibg die Behauptung  (35). 

Nun  wenden wir uns zur Untersuchung der zu unsrer Funkt ion f ( x )  ge- 

hSrigen Funkt ionen q)(~) und T(/~). l)a f ( x )  ungerade, ist q~(/~)=o. Fiir 

-->_ o und # q ist: 

T (g) : 2 f cos q x l --C~ ~t X d x 2 f c o s  - -  qx  cos ,tt X d x  
X �9 X 

0 1 

f I - -COSt tXdx  f (cos (~+ q)x = 2 cos qx 
X X 

o 1 

1 +co -4-Qc 

f  -oos. f co: f = 2  qx  d x - -  -X-dx --  
X 

o /~-~-q [ ~--q [ 

dx ,  

d x  

woraus sich ergibt:  

1 

(37) f oos 
0 

und somR: 

qx  s i n # x d x +  cos (~t+q) + 
# + q  

c o s  ( t , - q )  2 t ,  

t t - q  t te--q ~' 

(3s) ~ ( ~ ) = l g l ~ - q ~ l  + c. 

Fiir das Verhal~en yon T(~t) an der Stelle q folgt  hieraus: 

lira (T(q + h ) - - T ( q - - h ) ) = o .  
h ~ O  
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Betrachten wir die durch (27) definierte FunkCion T,,(#), so ist: 

~.(,)_v(,)___.fco.qx.O..Xd foo;. foo:x --- x ~ d x  + dx ,  
X 

n n(~+q) n~#-  q[ 

woraus sich ergibt, dass Tn(tt) gleichm~issig gegen T ( # ) k o n v e r g i e r t  in jedem 

Intervalle  (o ~ )  a ~#_--<fl, das den Punk t  q nicht  enth~lt. 

Nun ist nach Schliissen, die schon wiederholt  durchgefiihr$ wurden, fiir 

jedes lnterval l  (o ~ )  a ~ # ~ fl: 

f,(.> Sinx_xoa(X--XO)dx = ,,--=lira fsin # x  0 d T,,(,u), 

mi thin  wenn [a, fl] den Punk t  q nicht  enthifl~: 

f f ( x )  Sin fl(X--XO) d x  _ / . sin a(x--xo) f X--Xo .] (x) f ~ _ x  ~ d x  = sin # x  o dT(u).  

Fiir $ > q und o < h < q erhal ten wir, indem wir diese Formel  auf die Inter-  

valle [o, q--h] und [q+h, 4] anwenden:  

f '' .o>.x j ) - -  ' f (x)  sin (q --  h)(x--Xo) d x 
Z - - X  o X - - X  o 

q--h 

= f sin #xodT(,u) + f sin#xodT(#). 
0 q+h 

Vollziehen wir hierin den Grenziibergang h--* + o und se~zen: 

(39) 

q--h ~r 

)~m( f.~...oa~'(.)+ f.'n..o'~'(.))-- fs~...o'~'(.), 
o q+h 0 

so erhal ten wir bei Beachtung yon (35): 

+ ~  
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Und  da, wie bewiesen, Formel  (I) gilt, folg~ daraus durch den Grenziibergang 

-~ + ~ der Satz: 

Bedeutet fo (x) die Funktion (3 I), so gilt fiir fo (x) cos qx (q>o) die Formel (io), 
in deren Integral gemdss (39) an tier Stelle ~=q der Cauchysche Hauptwert zu 
~ehmen ist; es ist in ihr 0 ( . ) = 0  und T(/z) die Funkt ion  (38). 

W e g e n  (37) kann diese Formel  auch so geschr ieben werden: 

(4o) 
o 

- cos qx fiir x > o  
2 

o fiir x = o ,  

7g 
- - -  cos qx fiir x < o ,  

2 

wobei links wieder an der Stelle q der Cauchysche Haup twer t  zu nehmen ist. 

Formel  (40), die natiirlich auch durch direkte Rechnung gewonnen werden kann, 

ist in gewissem Sinne die Fouriersche Integraldars te l lung der auf  ihrer rechten 

Seite s tehenden FunkCion. 

i i  

In  ganz derselben Weise  kann der Fall:  

s = f o  (x) sin qx (q>o) 

behandeR werden, wo wieder fo(X) die Funkt ion  (3 I) bedeutet .  Ganz wie in w ~o 

beweist  man die Gilt igkeit  der Formeln (I) und (35). 

Da  diesmal f(x) gerade, ist ~V(.)=o. Fiir .>=o  und # q  ist: 

+ ~  1 +oo +r f sin/~x. /"sin  in, a.+f o:X x ' 0( . )=2 s i n q X x - - a x = 2  J qx x COSx e 

0 o I~-ql I*+q 

woraus sich ergibt: 

1 

(4i) O,(~)=2fsinqxeo~dx+COS(.+q) e o s ( ~ - - q )  ~ + 1 2q 
l~ +q I~--q q + ~ q--l~--q~--.  ~' 

o 

und soreR: 

(42) O(/z) = lg] q + "1 + C. 
I q - ~ l  

4 2 - - 2 6 6 1 .  Aeta mathematica. 49. I m p r i m 4  le 30 juille~ 1926. 
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Fiir das Verhalten yon O(g) an der Stelle q gilt  aueh hier: 

lim (~(q + h)--q)(q--h))=o. 
h ~ 0  

Indem man weiter schliesst, wie in w Io, finder man:  

Bedeutet fo(X) die Funktion (31), so gilt fiir f(x)=fo(X ) sin qx(q>o) die For- 
reel (IO), in deren Integral an der Stelle g=q der Cauchysche Hauptwert zu nehmen 

ist; es ist in ihr O(#) die Funkt ion  (42) und T ( ~ ) = o .  

Wegen (41) kann diese Formel  auch geschrieben werden: 

+ c o  

cos g x  ~ - ~  d g  = 

~ 
- s m  qx fiir x ~ o 
2 

-- - s m  qx fiir x _--< o 
2 

(q>o) 

wobei links wieder an der Stelle q der Cauchysche Hauptwer t  zu nehmen ist. 

I 2 .  

Nun nehmen wir f(x) in der Form an: 

fl(x)=g(x) cos qx oder A(x)=g(x) sin qx (q>o),  

wo g(x) im Unendliehen monoton gegen o konvergiere." 

lira g(x)=o;  lim g(x)=o. 

Sei g(x) monoton fiir x > a  und x<--a .  Wir  untersuchen die zu .fl(x) 
gehSrige Funkt ion  *(~): 

+ a o  

�9 ,,, fg(x) cos qx Sinx X dx. 

Da ftir a < ~ < ~ :  

fa( ~) sin (fsi.(~,+q)x~x+ f ~_-- ), cos qx I*X dx=Ig(~)  s in(  q)X dx 
X 2 X 

gibt es zu jedem e > o  ein b, so dass fiir b=<~<~ und alle / , ~ o :  
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I fg(x)cos qxSinxtlXdx] <~; ]fg(x) c~ ~---Xdx I x  

Duraus folgg: fiir alle /~ exisfiierfi q)0)(/z), und die durch (27) definierte Funkt ion  

q).(#) konvergiert  fiir ulle /~ gleichm~issig gegen O0)(#). Es ist also @o)(/~) eine 

fi~3" alle lz >~ o definierte und stetige Funktion. 
Nun un~ersuchen wir die zu f~(x) gehSrige Funkt ion  ~(#):  

~tll(,)= f g(x) ~ o ~  qx'-~~ x ,x  ~ x -  f .(x) ~o~ ~x ~~200 ~x 
- - 1  1 

Hier  haben wir fiir a < ~ < ,  l und  t e ~ o  und =~q: 

- - 1  

--  f g(x) cos qx COSxgX dx.  

--r 

7 

f ~cx) cos qx ~ X d x =  g(~) 
X 

COS (~ ~-q)x dx ~ - f  c O s x  ("--q)x d X ) x  

(~+q) f* I ~-q I ~* 

(f +f~x) _ _ ig@) c oSXdx dx ; 
2 X 

(/~+q) ~ ]te--ql~ 

u n d  somi t  gibt es zu jedem ~ > o  mad ~ > o  ein b, so dass fiir b < ~ < ~  und 

~>_-o, ]~-q]->_~: 

If I IJ "g/x' g(x) cos qx c~ lXXdx < e ,  cos q X ~ x - - - a x  
X 

r --7 
d e .  

Daraus folgt: fiir alle /,-----o und =~ q existiert ~l)(~.t), und die durch (27) definierte 

Funkt ion T.(/~) konvergiert  in jedem Intervalle  (o ~ )  a ~ /~  ~ fl, das den Punklb q 

nicht  enth~lt, gleichm~ssig gegen T(1)(I*). Es ist also T(1)(/z) eine fiir alle ~ ~ o 

und ~ q definierte und stetige Funktion. 
Fiir das Verhal ten yon wc1)(/,) an der Stelle q finden wir: 

(43) lim ( T  0) (q + h)-- T I') (q-- h))=o.  
h~O 
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In der Tat, es ist: 

- ~ c  

(~) ~ f g(x) T( ')(q+h)--T (7 - h ) : = - -  co+ Cq + h ) . + -  co+ ( q - / ! ) +  ++ 
cos q x 

X 

- - -  - ~' fg (x )  cos  (2q+h)x--COSx (zq--h)Xdx" 

Bezeichnen wir die zu g(x) gehSrige Funktion T mit  ~P(~ so ist also: 

(44) T(')(q + h)--T( ' ) (q--h):  ~ ('/t (~ + h)--T(")(2q--h)). 

Da g(x) im Unendlichen monoton gegen o konvergicr~, ist aber zufolge w 7 ~(o)(#) 

stetig fiir /~>o. Durch (44) ist also (43) bewiescn. 

VSllig analoge Rechnungen ergeben fiir die zu f2(x)=g(x)sin qx gehSrigen 

Funktionen q)(tt) und qf(/t): es ist @~2)(~t) defi~2iert und stelig .flit t t > o  und @q, 
wShrend T(2)(Ft ) f i i r  alle t s>o definiert u~d stetig ist; u~d es ist: 

(45) lim (q)(2)(q + h)-- &(2)(q_ h))= o. 
h - - 0  

Nun wollen wir zeigen, dass auch fiir die jetzt be t rach~ten Funktionen 

j~(x) und re(x), (falls sie die Sl,enschaft"',, A) haben) Formel (I) gilt. Wir  setzen 

zu dem Zwecke: 

- " " : ' x )  s i n  Z ( X - X o )  
,,-(~,(~.)-..:/'.r,(~) +i" "+ (~ -: +-~ ,+x ; 1(~>(J+):~jj_t ...... x --xo 

+ X - -  X 0 
dx. 

Wir fiihren die Untersuchung fiir fl(x) durch; fiir f~(x) geht sie analog vor 

sich. Es ist: 

- 1 - ~  

I(~)(~) - - / g ( x  o + x) cos q(x o + x) sin~Xx dx 
- a r  

= cos  qxofg(xo + x) cos q x Sinx)~X d x - -  sin qxo f a(xo + x) sin qx sin )~Xdx. 
X 
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Da ebenso wie g(x) auch g(xo+X ) i m  Unendlichen monoton gegen o konvergiert,  

folgt  aus dem oben fiber q)(~) und �9 (2) bewiesenen, dass das In tegra l  

das Integral  

~-zc 

fg( ~o + x) cos q~ sin z~' dx  
x 

- -o r  

. fg  (x0 + x) 
:r 

sin )~x 
sin qx - -  dx 

x 

fiir alle 9. ~ o, 

fiir alle i~ >_ o und 4 = q 

existiert und 

alle ~ o  und 

aus (45)" 

stetig ist. Es existim4 also das In tegra l  I(~)().) und ist stetig ffir 

#-q. Hinsichtl ich seines Verhaltens fiir ~ = q  entnehmen wir 

lira (I(~)(q + h)--l(~)(q--h))=o. 
h~O 

Endlich zeigen wir mit  Hilfe wiederholt durchgefi ihrter  Schliisse: zu jedem s > o  

und (~>o gehSrt  ein b, so dass ffir alle der Ungleichung ~ q + 3  geniigenden ).: 

+ ~o - - b  

x sin  x--xo  x X Xo 

yon hier aus schliesst man wie in ,~ I: geniigt fl(X) (ode," f~(x)) de," Bedingung A), 

so gilt fiir f ,(x) (bzw..f~ (x)) die I, brmel (1). 

Ganz wie in w IO erhalten wir nun den Satz: Bedeutet g(x) eine im Une~d- 

lichen monoton gegen o konvergierende Funktion, so gilt j~r  jede tier beideu l"u~k- 

tionen g(x) cos qx u~d g(x) sin qx(q>o), falls sie die E~qenschaft A) hat, Formel 

(Io), in der an der Stelle ~=q der Cauchysche Hauptwert zu nehmen ist. t 

Wie schon wiederholt, k5nnen wir hier weiter schliessen, dass unter  den 

genannten Voraussetzungen auch die Fouriersche Integralformel  (II) gilt, in der 

wieder an der Stelle ) . - q  der Cauchysche Hauptwer t  zu nehmen ist. ~ 

Genaue r  gesp rochen :  da im Fal lc  g(x) cos q x  die F u n k t i o n  e/,(/t), im Fal le  g(x) s in  q x  die 

F n n k t i o n  ~P(/~) fiir / t = q  s t e t ig  bleibt ,  m u s s  im e r s ~ n  Fal le  n u t  vom zwei ten,  im zwei ten  Fal le  

n u r  yore e r s t en  S u m m a n d e n  des I n t e g r a n d e n  cos t tx0 d r  ~t:r o d~P(l~) der Cauchysche  I laupt -  
wcr t  geb i lde t  werden.  

A, l 'gxN(~snmM, Math .  Ann.  68 (I91O) , S. 398, 399. 
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w  

Wir fassen nun die Resultate der ~ 9 - - I2  zusammen. Sei: 

f(x)=:g(x) cos qx (q>o), 

wo g(x) im Unendlichen monoton und beschrSnkt sei. Wir setzen wie in (32): 

g(x)  = c, + + c , -  + g ,  (x), 
2 2 

wo ,)r die Funktion (3 x) bedeuget, und: 

e l :  lira g(x), e ~ :  lira .q(x); 

dann konvergiert g i(x) im Unendlichen monoton gegen o. 

Wir  bezeichnen nun die zu  cos qx, fo(X) cos qx, gl(x) cos qx gehSrigen Funk- 

tionen @ und T der Reihe nach mit O* (~), T* (/~); O** (tt), W** (/~); O*** (re), T*** (/~). 

Da W*(~)--o und O**(/~)=o ist, erhal~en wir fiir die zuf(x)  gehSrigen Funktionen 

und T: 

2 2 

und die Resultate der ~ 9--x2 ergeben: O*(/~) ist die Funktion (33); q~***(#)is~ 

stetig fiir / ~ o ;  T**(/~) und ~g***(~) sind stetig fiir # ~ o  und ~-q, und es ist: 

l i r a  (t/s** (q d- h) - -  tits*" (q - -  h ) ) =  o ;  
h ~ 0  

lira (T*** (q + h)-- T'** (q--h))=~o; 
h~O 

und wit erhalten den Satz: 

Sat~ VII. Fiir jede Funktion f (x)  der Eigeusehaft A), die die Gestalt hat 

f (x)--g(x)  cos qx (q>o), wo g(x) im U.endliehen besc.hriinkt und monoton ist, gilt 
Formel (Io): 

,(/ = - -  cos ~xodO(t t )+sin #xodW(l~ , 

0 

wo im zweiten S ummanden an der Stelle q der Cauchysche Hauptwert zu nehmen ist. 

Genau so finden wir: 
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S&t~ VII a. Die Aussage yon Satz V I I  gilt auch fiir f(x)--g(x) sin qx (q>o), 

nur dass nun im ersten Summanden an do" Stelle q der Cauchysche Hauptwert zu 
nehmen ist. 

w I4. 

Wir betmchten nun allgemein den Fall, dass f(x) die Gestalt hat: 

. f (x)=g (x) h(x), 

wo g(x) im Unendlichen mouoton gegen o konvergiert, und h(x) eine periodische 
Funktion bedeutet. 

Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit k5nnen wir annehmen, h(x)habe die 

Periode 2~. Die Funktion g(x) sei fiir x>a  monoton. 

Wi t  untersuchen zun~chst die zu f(x) geh5rige Funktion O(tt). Sei: 

ao 

(46) h(x) ~ an + ~, (ak COS kx + bk sin kx) 
2 

k--1  

die Fouriersche Reihe yon h(x). Sei N irgend eine natiirliche Zal. Wir setzen: 

N 
It* (x) =: _an + ~ (ak cos kx + bk sin kx) 

2 
k = l  

und nehmen die Zerlegung vor: 

h (x) = h* (x) -f h** (x). 

Entsprechend zerlegt sich dann q)(~t) in: 

m - r  + @ .  

~ber  q)*(tt) sind wir durch w 7 und w I2 vSllig orientiert: es existiert q)*(g) 

und isb stetig fiir alle g>_--o und ~ x ,  2 , . . . ,  N, und es ist: 

lira (q)*(k+h)--O*(k--h))=o (k=I ,  2 , . . . ,  AT). 

Wir haben noeh q)**(/,) zu unt~rsuchen. 

Es ist naeh dem zwei~en Mittelwertsatze fiir a < ~ < V :  

(47) f g(x)h**(x) sin ttx dx --g(~) f h*'(x) sin ~xdx .  
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Nach (23) aber ist, wenn n e i n e  geeignete ganze Zahl bedeutet :  

f f  e~'~O"n--'f h**(x)eO"dx= h**(x)eO"dx . e,~,,o,~ I- + h**(x)eO**dx, 

und hierin is~: 

le')..,~,,-II<=2; 

Ferne r  ist offenbar: 

Es ist also 

I f /'''l.l''.. 
, ~ + 2 z  

f h**(x) e~k~dx=o 
g 

f , h** (x) e'" ~ d x .  =:-. -. . . . . .  �9 e 2 ' ~ t ~  - -  I 

g 

( k =o ,  I, 2, . . . ,  .N). 

eine analyt ische Funk t ion  yon it, die fiir /2=o,  I, 2, . . . ,  N regul~ir ist. Aus der 

Periodizi tgt  yon e ~"i~ und der Ungle ichung 

I/ I :  h**(x)e~t'*dx :<= Ih**(x)l 
z g 

dx 

folgt  nun sofort:  Zu jedem 6 > 0  gibt es ein M, sodass fiir alle Interval le  [~, ~*] 

und alle tt=>o, die keinem der Interval le  [:t--l'l<c~ (k---N+ I, N + 2 , . . . )  ange- 

hSren, die Ungle ichungen gelten: 

I., If..Ix, cos...xl .; If..cx, 
r z, 

Aus (47) ergib~ sich nun:  zu jedem ~ > o  und 6 > 0  gib~ es ein b, sodass fiir 

b < ~ < ~  und fiir alle tL ~ o, die keinem der Interval le  [$ t - -k [<~  ( k - - N +  I, N +  2. . . )  

angehSren, die Ungle ichungen gelten: 

�9 sin rex 
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Daraus  schliessen wir in bekannter  Weise:  die Funkt ion  O**(#) existiert  und ist 

s tet ig ffir alle t : ~ o ,  die : V N +  I, N + 2 ,  . . .  s in& 

Zusaramen mi~ dem vorhin fiber q)*(u) festgestel l ten ergib~ das, da in den 

obigen 10berlegungen die natfirliche Zahl N ganz beliebig war: Die Funktion 

O(I*) existiert und ist stetig fiir alle tt >--_ o, die 4= I, 2, . . .  sind, und es ist : 

lira (q)(k + h)-- q)(k--h))=o 
h~0 

(k=I,  2, ...). 

Ganz ebenso beweist man: Die Funktion T(~) existiert und ist stetig fiir alle 

t~>o, die ~: I, 2, . . .  sind, und es ist: 

lim (T(k+ h)--~(k--h))=o 
h~0 

( k = I ,  2 , . . . ) .  

Nun beweisen wir wieder die Gilt igkeit  der Formel (I). Das Integral :  

f j I(Z) = f (x)  si-n-)'(x-x~ dx  = f ( x  o + x) s_in Zx dx  
X - - Z  o X 

ist die zu f ( x  o +x) gehSrige Funkt ion  q). Nach dem eben Bewiesenen existiert  

es also und ist stetig ffir ) ~  o und 4=I, 2 . . . ,  und es ist: 

(49) lira (I(k + h ) - - I ( k - - h ) ) - o  (k= I, 2 , . . .  ). 
h~0 

Ferner  gib~ es zu jedem e > o  und d > o  ein b, sodass fiir alle )., die keineln der 

Intervalle  [ X-- k] < ~ (k =  f, 2 , . . . )  angehSren: 

+ ~  - b 

b - - o o  

Also gilt bier, falls f (x )  die Eigenschaft  A) hat, Formel  (I) im folgenden Sinne: 

Bedeutet ~ irgend eine positive Zahl und ist {g,} eine Folge positiver Zahlen mit 

lira g , = +  ~ ,  die keinem der lntervalle ]~- -k]<d (k~--I, 2 , . . . )  angehb'ren, so ist: 
q p ~  ~ 

(50) f(Xo ) = L ~ ,--oo lira f f(x) sin X--XoZ~(x--x~ a , .  

43--2661. A c t a  m a t h ~ i c a .  49. Imprim6 le 30 juillet 1926. 
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Wieder gilt 

enth~lt: 

Hans Hahn. 

fiir jedes Intervall o < a ~ f l ,  das keinen der Punkte I, 2, . . .  

/ I  

I (fl)-- [(a) ---- t (cos/~x o d q) ~ )  + sin # x o d T (#)). 
a ]  

Sei nun Z > o  und ~ I, 2 , . . . .  [St die ganze Zahl n so gew~i.hlt, dass 

I 
n < 2 < n +  ~, und bedeuten ho, h~, . . . ,  h,, positiven Zahlen < - ,  so gilt also: 

2 

n - - 1  

I(it) .-  ([(k+hk)--I(k--hk))--I(ho):  
k : l  k~O 

k + l  hk~. 1 

f (oos + 
k + h  k 

+ f (cos/~x o d~(/~) + sin I~Xo dT(l~)). 

n + h  n 

Vollziehen wir hierin den Grenziibergang hk--*+o (k--o, I , . . . ,  n), so erhalten 

wir wegen (49) und der Stetigkeit yon I(Z) fiir ~=o :  

I(Z) = f cos 
o 

gx o d~ (g )+  sin t~x o dT(l,), 

Z ;L 

worin f soviel bedeutet, wie h~+olim j ' ,  und an den Stellen ~ : ~ ] r  (1r 2 , . . . ,  7 ~ ) d e r  

0 h 

Cauchysche ttauptwert zu nehmen ist. 
Beachten wir (50), so kSnnen wir also den Satz aussprechen: 

Satz VIII.  ~Tir jede Funktion f (x)  der Eigenschaft A), die die Gestalt hat 

f (x)=g(x)  h(x), wo g(x) im Unendliehen monoton gegen o konvergiert, und h(x) eine 
z 

Funktion der Periode p bedeutet, gilt Formel (IO). Es ist in ihr f i~  Sinne von 

0 

;t 

limh...~ f TM verstehen, fiir ~. ~- 2 Pk~ (k= I, 2 , . . . )  der Cauehysehe Hauptwert zu nehmen, 

h 



Uber eine Verallgemeinerung der Fourierschen Integralformel. 339 

4 ~  

und der Grenzwert f = l i m  f in Weise zu bilden, dass ). ausserhalb der 

o o 

Intervallel),---2kz I p  < ~  (k= I ,  2, . . . )bleibt ,  wo ~ > o  beliebig klein sein kann. 

Auch hier kann der trbergang zur Fouriemchen lntegralformel (I I)voll-  

zogen werden. Es is~ fiir a < ~ < ~ :  

f f(x) cos l~xdx- g(~) / h(x) cos 

Aus (22) folg~ also: zu jedem ~>o  und ~ > o  gibt es ein b, sodass fiir b=<~<~ 

und alle #>_--o, die keinem der Intervalle I # - - k l < ( i  ( k - o ,  I, 2, . . . )  angehSren: 

*l --:~ 

Daraus folgt, dass die durch (I2) definierte Funktion 90(#) fiir alle # > o  und 

=V I, 2 , . . .  existiert, und dass die durch (20) definierte Funkfion 9~(#) in jedem 

Intervalle o < a ~ # ~ f l ,  das keinen der Punkte  I, 2, . . .  enth~l~, gleichmi~ssig 

gegen 99(/~) konvergiert. Ganz analoges gilt fiir ~(#). In bekannter Weise folg4 

dam.us, dass in jedem solchen Intervalle [a, fl] die Formeln (I8) gelten, woraus 
wir weiter schliessen: 

Satz VIII  a. Fiir jede Funktion f(x)  der Eigenschaft A), die die Gestalt hat 
f(x)~--g(x) h(x), wo g(x) im Unendlichen monoton gegen o konvergiert, und h(x) eine 
Funktion der Periode p bedeutet, gilt die Fouriersche Integralformel (II); das in 
ihr auftretende Integral ist so zu verstehen wie in Satz VIII. 

• I 5 . 

Nunmehr  sei .f(x) selbst eine periodisehe Fu~ktion. Ohne Beschr~inkung der 

Allgemeinheit kSnnen wir annehmen, sie habe die Periode 2z. Um die Bezeich- 

nungen yon w I4 verwenden zu kSnnen, schreiben wit f(x)=h(x), und zerlegen 

wie in w I4 h(x)in h*(x)+h**(x), und bezeichnen die zugehSrigen Funktionen 
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Was (/)*(it) anlangg, entnehmen wir unmi~telbar aus ~ 8, 9: 

(5 1 ) 

) (;~ q)*(o)--O, q)'(it)-- ztaoin ( ~  I), (D* (1)-- Z (~ ~ +a,2 ' q) '(tt)=,t,  + a ,  in ( I ,  2), 

o. (.,=~ (~. + o, + . ) ,  o . ( , , ,_~(~+o,+. )  ~n(., ~,, 

q)*(N)~-~v(~ +a,+ ... Ta~._a+ a-;). ~*(it,--7~(~ +a~q- ... -~ a~.) f i ir i t>N. 

Es ist also O*(it) konstant  in (o, I), (I, 2), . . .  ( N - - I ,  3~) und fiir i t > N ,  und 

es ist: 

ak q)* (k) --  ~P* (k-- o) ~ ~ ak m" (+  o ) -  q~" (o) = ,~ a,~, a)* (k + o ) -  m* (k)= ,~ , 2 2 2 
(k--l, 2 , . . . ,  .N). 

Es handelt  sich noch um die Untersuchung yon q)**(#). Fiir jedes Inter-  

vall (o < )  g ~ It =< • ist: 

~f "n:  I j"  h** (x) sl x dx - ~ h** (x) sin tt x dx. 

Aus den Ungleichungen (48) folgg also: zu jedem r > o  gibt; es ein b, sodass fiir 

I 
b=<g<~2 und o_ - -< i t~N+ -:  2 

~1 - ' ;  If If ~''(x> sin~-t-Xdx I 
"; - -  )1 

Es existiert also q)** (it) fiir o ~ p _--< N + [ .  2 
Wir  gehen nun an die Berechnung yon ~**(~), und wollen zeigen, class 

sie aus: 
ao  

h " ( x ) ~  ~ (a~ ~os kx+b~ sin kx) 
k = N + l  

durch gliedweise In tegra t ion  effolgen kann. 

Bekanntl ich ist durch 
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r 

I (ak sin k x - -  bk cos kx) (52) H ( x ) - -  ~ k 
k = ~'-~- I 

ein unbestimmtes Integral von h**(x), durch: 

I ( a k  (53/ ~/(x) = -  ~_~ 
k - - N - !  1 

cos kx  + bk sin kx) 

ein unbestimmtes Integral yon H(x) gegeben, und die Reihen (52), (53) konver- 
gieren gleichIn~ssig (als Fouriersche Reihen totalstetiger Funktionen). 

Durch zweimalige partielle Integration finder man: 

f 
�9 _s!_n ttx]~ /sin ttx cos ttx~]~ h**(x)Smt-tX x j + H ( x ) ~ - - x ~ - - - t t - - x - ~ ] ~  

~2 

l /' sin ttx cos/ .x  /.~si ) 
dx  + H (x) ~2-x~- -  - 21. x ~ n : ,  

r 

I (ak sin kx- -bk  
k = N + l  

cos kx) sin ttxl'~ 
~ x - - j ~  

- -  ~ ~ ( a k c o s k x + b E s i n k x ) ~  x~ -- t t  --x~--] 
k - = N + l  

f l in x cos,,x " 
- E ~ (~coskx+b~si-k~)V--~.~--2t, x~ t~s, 

k : = N + l  

Aufgefasst als Funl~ionen yon ~ oder yon ~ sind die auf der rechten Seite auftre- 
tendeu Reihen gleichmi~ssig konvergent: die beiden ersten wegen der gleichm~- 
sigen Konvergenz der Reihen (52) und (53), die dritte, weil die darin auftretenden 

(fiir o < tt _--< _N + 121 zwischen endlichen Schranken bleiben. Es kann Integrale 

also der Grenziibergang ~--* + oo gliedweise vollzogen werden: 

f  ..Ixl  i-x = 
- -0o 

+ ~  

| f / s in t tx  cost tx  tt~s_in:x_)dx. I (ak cos kx+bk sin kx) ~2 xi  - -2t t  x ~ 
k = N + l  

--oo 
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Wie  zweimalige partielle Integru~ion lehrt, ist aber (fiir 

-~-cJO 

f (ak COS kx  + bk sin kx) s!n__l~x dx-- 
X 

-{-3 

- - 3  

/ s in /zx  cos t tx  
cos kx  +bk sin kx) ~2- x~-- --  2tt- x~ 

k > N , o < l ~ < = N + ~ ) :  

 ,Tx) ft '~ - -  dx,  

sodass wir schliesslich haben: 

f �9 . f kxl sin h*'(x) S-m t-tX dx  " ~_~ (ak cos kx  + bk sin " #X dx,  
X X 

k - = N +  I 
- - a o  - - o o  

womit  die Behauptung,  dass @**(/z) durch gliedweise In tegra t ion berechnet  

werden kann, bewiesen ist. 

i 
Naeh w 9 ist aber fiir k - - N + I ,  N+ 2 , . . .  und o=<~t=<N+ -: 

2 

es ist also: 

f( ak COS k x +  b~. sin kx) sin # x  dx:=o, 
X 

- - a r  

! 
q)**(tt)=o fiir o < # ~  N +  --- 

2 

Fiir diese Wer te  yon tt s t immen also die Wer te  yon q)(/t) mit  den durch (5I) 

gegebenen Wer ten  yon q)* (tt) iiberein. Und da dabei N ganz beliebig war, haben 

wir ganz allgemein: 

(k~--I, 2, . . . )  

(k=I,  2, . . .). 

Ganz ebenso finder man (abgesehen yon einer additiven Konstante,  auf  die es 

nicht ankommt): 



Uber eine Verallgemeinerung der Fourierschen Integralformel. 343 

T ( # ) = o  fiir o < t t < i ;  T(~t)=~r(bt+b,+ ... +bk) fiir k < # < k + I  (k=1, 2 , . . . )  

~ ( I ) = z b " 2  ~ft(k)=~(bt A- " -l-b~-l+ ~ ~) (k--HI, 2, . . . ) .  

Infolgedessen ist: 

2 

f (cos 

o 

ttXo dO(tt ) + sin ttXo dq~(tt))= 

---rr176 - ~ (akcoskxo+bksinkxo))  fiir 
k = l  

n < ) . < n +  I, 

: (cos 
o 

/~x o d q)~u)+ sin I~Xo dT(tt))= 

= ~r + ~ (a~. cos kxo + bk sin kxo) + I (a,, cos nxo + b~ sin nxo) . 
2 

k=l  

Bat  nun f (x )  die Eigenschaft A), so gilt: 

ao 

f(Xo) : a~ + .~, (ak cos kxo + bk sin kxo) 
2 

k = l  

und wir erhalten somit: 

Sat~ IX. Ist f (x )  eine periodisehe Funktion der Eigenschaft A), so gilt For- 
reel (IO); und zwar reduziert sich dann die rechte Seite yon (Io) auf  dic l'buriersche 
Reihenentwicklung yon f (Xo). 

Wir sehen also, dass unsere Formel (IO) die s~mtlicheu konvergenten Fou- 

rierschen Reihen umfasst. 

w 16. 

Nun behandeln wir noch den Fall: 

f (x )  : ~ fo(x) h (x), 

wo fo(x) die Funktion (3I) bedeutet, und h(x)periodisch ist. Wieder kSnnen wir 

annehmen, h(x) habe die Periode 2z. Wir stellen dieselben t~berlegungen wie 

in w I4 an. 
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Aus ~ 8, t o  und II entnehmen wir: O*(#) ist stetig fiir f f ~ o  und 

I, 2, . . . ,  N, und es ist: 

lim (0" (k + h)--q)~ (k--h))--o 
h - - 0  

W*(ff) ist stetig ffir f f > o  und =t = I, 2 , . . . ,  N, und es is~: 

lim (T* (k Jr h)--W" ( k -  h))= o 
h ~ 0  

(k=~, 2, . . . ,  N); 

(k=I, 2 , . . . ,  .N). 

Wie in w I4 sehen wir: a)**(ff) und T**(ff) existieren und sind stetig fiir o ~ # <  

< N +  [. Daruus folgt (da N beliebig ist): O(ff) existiert und is~ s~etig fiir f f > o  

und 4=I, 2, . . . ;  tiO'(~) existiert und ist stetig ffir t t > o  und 4=], 2 , . . . ,  und es ist: 

lim ((l)(k + h ) - - q ) ( k - - h ) ) = o ,  lim (T(k  + h)--  ~tS(k--h))=o 
h.--.O 1 , ~ 0  

(k=I ,  2 , . . . ) .  

Da auch alles fiber das Integral I(;t) in w I4 Bewiesene bier giltig bleibt, er- 

halten wir: 

8&t~ X. Die Aussage von Satz V I I I  gilt auch fi'ir jede Fuuktion der Eigen- 

schaft h), die die Gestalt hat: f (x ) - fo(x)h(x) ,  wo fo(X) die Funktion (3 I) bedeutet, 

und h(x) die Peniode p hat. 

Die 13berlegungen yon w 8 gest~tten es nun, die Siitze VI[I ,  IX, X zusam- 

menzufassen. Sei f(x)=g(x)h(x),  wo g(x) im Unendlichen beschrs und too- 

no,on, h(x) periodisch ist. Wie in w 8 setzen wir: 

WO: 

g(~) :c ,  +~ e, + e,~,,Vo(~) +g,(x) ' 

. c 1 = lira g(x), c~=  lim g(x).  

Dann konvergiert g~(x) im Unendlichen monoton gegen o. Wir  finden, wenn 

zuniichst wieder h(x) die Periode 2 z  und die Fourierreihe (45) hat: Die zu f (x)  

gehSrige Funktion q)(tt) existier~ fiir ff ~ 0 und ist stetig fiir g =~0, I, 2 , . . . ;  die 

Funktion T~u) existiert und ist stetig ffir /~>0 und 4 =I, 2 , . . . .  Es ist 

e ( +  o)-- r ~. 

und es gilt: 

c'+c2 ao I;m (m(l.~-Id--a)(l---b~L=~r c, + c,, (k=x,  2, ) �9 - - -  "t~/; 
2 2 h ~ + 0  2 

lim (~(k + h) --  T(k--h))=z~. cl +co bk, 
h ~ + o  2 
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Satz XI. [st f (x)  eine Funktion der Rigenschaft A), die die Gestalt hat." 

f (x )=g(x)  h(x), ,vo g(,~) im U,~e,dli~h~, b~.eh,'a;~t ,,,,d ~o,,oton r , , ,a  h(x) die 
+ ~ 1..., 

Periode p hat, so gilt 1,'ormel (IO). Dabei ist in ihr ,+f = ,--+lim f z ~  8etzen, ,VO ~, 

0 0 

eine beliebige I,'olge positiver Zahlen mit 2,-+ + ~ bedeutet, deren Gh'eder keinem 

der lntervalle l ~ - - 2 i ~ l  < d (k=I ,  2, . . . )  angeh6ren (, ei,,e beliebige positive Zahl), 

i. 

, wenn ~ zwisehen 2n~  und 2(n+ I)~ liegt, der Grenzwert zu rer- 
P P 

o 

und unter 

stehen ist." 

f = lira 
h o ~ + o  . . . . .  h n - - + O  

0 

2k~z 
-h , .  p ~ 

f + f )  
p -~ h k _  1 ~ - + h  n 

+ lim ((/)(h)-- �9 (o)) + cos . . . . .  + h -- (~ -- h 
h--+o p -- p 

k--1 

2keg ( ~  (2~7~ h ) - - z P ' (  2k~ q-sin ) xolim - - - - -~  - - h ) ) } -  h--+,) \ --p 

w I7. 

Nun wollen wir annehmen, f (x)  hube die Gestalt: 

(54) f (x )  = ~, (ak cos q~.x + bk sin qkx), 
k - - I  

wo alle qk>o, und die Reihe 
oo 

(55) ~ (I.~-I + I~,~1) 
k = l  

konvergent sei. 

Wir zerlegen f ( z )  in f~(x)+f~(x), wo 

IL(x) = Y ,  a~ cos  qkx;  
k = l  

~(x)---ff_j bk sin qkx. 
k = I  

4 4 ~ 2 6 6 1 .  Act~  mathemat iea ,  49. I m p r i m 6  l~ 31 j u i l l e t  1926. 
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Entsprechend zerleg4 sich q)(/z) in q)~u)+q)~(/z); da aber f~(x) ungerade, ist 

(P~(/~)=o, mithin ~(/z)--(D~(/~). Da die Reihe fiir f~(x) gleichm~issig konvergiert, 

is~ fiir jedes endliche Intervall [~, V]: 

fl(x) s!n ~X  d x  sin . . . . . .  ~ x  dx, x : / j  ak COS ql:x X 

wo die rechts stehende Reihe wieder gleichm~ssig fiir alle ~ und ~] konvergiert, 

so dass die Grenziiberg~nge ~--*--oo, ~--~ + ~ gliedweise vollzogen werden kSn- 

hen. So erhalten wir: 

-~-~.  ~-ao  

a)(g) f.A(x) Sinx Xdx f sin Ftx =-- :  - -  ak COS qkx . . . . . .  d x ,  
x 

_ _ ~  k : l  - - r  

wo die rechts s~ehende l~eihe wieder gleichm~ssig in # konvergiert. 

Aufgrund der Resulta~e yon w 8 und 9 ersehen wir daraus: die Funk~ion 

q)(#) ist (fiir # ~ o) konstan~ in jedem Intervalle, das keinen Punkt  qk (k= I, 2. . . )  

enth~lt; sie is~ stetig in jedem yon allen qk verschiedenem Punkte,  w~ihrend sie 

in den Punkten  qk unstetig ist gem~ss: 

qJ(qk + 0 ) - -  ~(qk) = ~- at.; q ) ( q e ) - - q ) ( q k - o ) =  -z" ak ( k= I ,  2,. . .). 
2 

Ebenso finder man: die Funktion T(tz) ist (fiir ~ o )  konstant  in jedem Inter- 

valle, das keinen Punkt  qk(k=x, 2 , . . . )  enth~ilt, sie ist stetig in jedem yon allen 

qk (k=I ,  2 , . . . )  verschiedenem Punkte,  w~hrend sie in den Punkten  qk unstetig 

ist gem~ss: 

T ( q k  + o) - -  T(qk)  = ~ b �9 
2 k ,  

- - -  g 

2 

Daraus folgt unmittelbar: 

Bat~ X I I .  I s t  f ( x )  gegeben durch (54), wo die Reihe (55) konvergiert, so g i l t  

Formel  (xo); und  zwar  reduziert  sieh die reehte Seite yon (io) a u f  die Reihe  (54) 

fi~r X=Xo.  
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w I 8 .  

Nunmehr nehmen wir an, f (x )  babe die Gestalt: 

f (x )  : g  (x) h(x), 

wo g(x) im Unendlichen besehr~Lnkt und monot~n sei, und h(x)gegeben sei durch: 

00 

(56) h(x) = Z (ak cos qkx+ bk sin qkx), 
k ~ l  

WO die qk eine monoton ins U~endlichen waehsende Folge positiver Zahlen bedeuten, 

und wieder die Reihe (55) konvergiere. 

Wir  nehmen mit g(x) wieder die Zerlegung (32) vor: 

g(x )  - el + + + .q , (x ) ,  
2 2 

und kSnnen uns, da wir fiber den Beitrag des Summanden ct +__co durch w 17 vSllig 
2 

informiert sind, auf die Betruchtung der beiden anderen Summanden beschri~nken. 

Es bedeute also im Folgenden g(x), entweder die Funktion fo(X), oder eine Funk- 

tion, die im Unendlichen monoton gegen o konvergiert. In beiden F~llen kon- 

vergiert g(x) im Unendlichen mono~n  gegen o. 
X 

Ist  g(x) monoton ffir x>a,  so gilt fiir a < ~ < ~ :  

f (x )  s in / ,x  dx  = g )  h(x) sin I.*X dx 
X 

g r 

-- "~'/(~' ~1 ( f f ak cos qkx sin ~x  dx  + b, 
- ~ 

sin qkx sin ~x  dx)  . 

Nun gehSrt zu jedem ~ > o  ein M, so dass, wenn Ft_-->o allen Ungleichungen ge- 

nfig4 I#--qkl > ~ (k~-~I, 2 , . . . ) ,  fiir aUe ~ und ~* die Ungleichungen bestehen: 

I/c~ IS sin kxsin  x xl < M, 
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und mithin ffir alle ~ und V: 

f ( x ) - -  x dx  < . M .  (Jail+Ibm.I). 

Es gibt also zu jedem e > o  und 6 > 0  ein b, sodass fiir b ~ < V  und alle t t ~ o ,  

die den s~mtlichen Ungleichungen ]tt--qk] ~ 6 (k=I ,  2 , . . . )  geniigen, die Unglei- 

chung grit: 

x) sin t tXdx I ? x  I 
Wie immer entnehmen wir hieraus: Far  alle ~ > o  und =t=q~ existiert; ~(~) und 

ist s~etig. In  jedem Intervalle (o_<--_)a<=#<#, das keinen der Punkt~e qk ent~hiiR, 

konveNiert die dureh (27) definierte Punktion O,, (#) gleiehm~ssig gegen O(~). 

Und die anMogen Aussagen gelten fiir W(~). 

Um das VerhaRen yon O(~) und ~(~) an der Stelle qk festzustellen, 

setzen wir: 

h*(x) = h ( x ) - - ( a k  c o s  + bk s i n  qkx). 

Die zu f*(x)=g(x)h*(x) geh5rige Funktion q) bleibt dann nach dem eben Bewie- 

senen f i i r  t~q~ stetig; es verh~[t sieh also die zu f(x) gehSrige Funl~ion @(~) 

fiir tt~---qk so wie ~ / g(x) (ak cos qkx+bk sin qkx)Si~n#~Xdx, woraus n a c h w  IO~ II~ 
J X 

12 sofort folgt: 

lira (O(qk + h)-- ~(q~--h)) = o, 
h ~ O  

und ebenso beweist man: 

lim (T (qk + h) - -  W ( q k - -  h)) : o .  
h~O 

In  gewohnter Weise folgern wir aus diesen Resultaten, dass das Integral: 

q-oo 

I ( Z ) - -  ( f ( . ) s i n  k(x--x o) 

- - o o  

dx 

fiir alle Z>__o und 4=qk (k=I ,  2 , . . . )  existiert und stetig is~, dass: 
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lira (I(qk + h)--I(qk--h)) = o 
h ~ O  

ist, dass falls f (x)  die Eigensehaft A) hat, fiir jede Folge positiver Zahlen 2~ mit 

2, ~ + c~, die keinem der Intervalle J2--qkJ < d (k= I, 2 , . . . )  angehSren: 

f(Xo ) = I lira I().~) 

ist, und dass fiir jedes Intervall (o =<) a --<_/z --<_ fl, das keinen der Punkte qk enth~iIt: 

= / 

ist. Daraus ergibt sich: 

(cos/ZXo d (/)(It) + sin/~x o d hu(/z)) 

Satz XIII.  Ist f ( x ) - g ( x ) ,  h(x), wo g(x) entweder die dutch (3I) definierte 

Funktion fo(X) bedeutet, oder im Unendliehen monoton gegen o konvergiert, und h(x) 

die Bedeutung (56) mit konvergenter Reihe (55) hat, so gilt, falls  f (x)  die Eigen- 

schaft A) hat, und d > o  so klein gew(ihlt werden kann, dass es eine Folge positiver 

Zahlen ~, mit  2,---~-t-~ gibt, die keinem der Intervalle I ) . - -qk l<~ (k--I ,  2, . . . )  

angehb'ren, fformel (1o). )Es ist in ihr [ = lim I zu setzen und f i ir  Z=qk (k=I ,  z , . . . )  
J J 
0 0 

der Cauehysehe Hauptwert zu nehmen. 

Dureh Kombination yon Satz XI I  und X I I I  erhalten wit: 

Satz XIV. Ist f (x)=g(x)h(x) ,  wo g(x) im Unendliehen beschrffnkt und mono- 

ton ist, und h(x) die Bedeutung (56) mit konvergenter Reihe (55) hat, so gilt, falls  

f (x )  die Eigenschaft A) hat, und d > o  so klein gewh'hlt werden kann, dass es eine 

Folge positiver Zahlen 4, mit ).v--~+oc gibt, die keinem der Intervalle J ).--qkJ < d 
+ ~ ~ ,  

( k = I ,  2 , . . . )angehbren,  Formel (I O). E8 ist in ihr ( =  lira Fzu  setzen und unte," 

0 0 

f , wenn q,,<Z<qn+i ist, der Grenzwert zu verstehen." 

0 



350 Hans Hahn. 

qt--ht qk + l - -hk  + l 

f-- lira ( f  + ~' f + f )  1 ~ + 0 , . . . ,  bn-~-~ 0 
0 0 k = l  qk+h k qn+h n 

+ k {cos qkx o lim (q)(qk + h)-- @(q~--h))+ sin qkx o lim (T(qk + b)--T(qk--h))}. 
/ , ~ 4  0 h ~ + 0  

k = l  

w I9. 

Zum Schlusse betrachten wir noch Funktionen f(x), denen folgende Eigen- 

schaft zukommt: 

D) Es sei f (x)  im Unendlichen quadratisch integrierbar (d. h. es gebe ein 
q - - a  

so dass die beiden Grenzwerte lim I ( f ( x ) ) ~ d x  und lim / (f(x)) ~ dx  endlich a, 
q ~ + ~  J q ~ +  ~ ,~ 

a - - q  

ausfallen). 

Wir erkennen sofort: hat f ( x )  die Eigenschaften A) und D), so gilt 

l%rmel (I). In  der Tat, die Schwarzsche Ungleichung ergibt fiir jedes Inter- 

vall [~, V]: 

If  x, sin x  x-x~ _ xo 
r 

< i " 1 ~/ , o~(=))=~x)~ ~I ~ f I =" x-xo~(X-X~ 
.q 

wo M eine geeignete Konstante bedeutet. Daraus folg4: zu jedem ~ > o  gibt es 

ein b, so dass fiir b=<~<V: 

I .i. ,xxo, ' 
> X - -  X 0 

woraus in bekannter Weise die Behauptung folg4. 

Wir definieren wieder q)(~) und T~u) dutch (7). Genau wie eben ergibt die 

Schwarzsche Ungleichung, dass q)(/~) und T(/~) fiir alle ~ ~ o existieren, und dass 

auch hier die Beziehungen (8) gleichmissig erfiillt sind. Daraus folgt, dass 
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d~(/~) und W(g) fiir alle g ~ o  stetig sind, und ganz wie in w I gelangt  man 

zum Satze: 

Satz  XV. FtTr jede T'unktion der Eigenschaften A) und D) gilt Formel (io). 
" f r 

Sei /~~ Ft~ . . . . .  /~n, " "  eine monotone Folge negativer  Zahlen mit /~i~--~--~, 

und /~,/~.~, . . . ,  tt , . . .  eine monotone Folge positiver Zahlen mit ~,~-~ + ~ .  W i t  

setzen: 

(57) 

dann ist: 

(ss) 

t t  p t  gn ftn 

t �9 

~n t~n 
t ~  tw  

Pn #n 

qP(")(~t):=/JZ(x,)cos~txdx~ ~)(") (~) : / f ( ~ )  

Pn #n 

sin i~x dx; 

g 

o,,,,(.) = f . ( , , , ( . )  a . ,  =: 0 o 

(59) lim q)(")(/~) = ~(g) ,  lim T(")(~) = T(I*). 

Wi r  zeigen: die Folge der qD (n)(~), sowie die Folge der ~0 ('~)(;u) ist im Intervalle 

(Or + OO ) im Mittel konvergent. 

In  der Tat, nach dem Parsevalschen Theorem fiir Fouriersche Integrale  ist: 

t t ~  

0 ~z~ ~h 

Aus Eigenscha~ D) yon f (x)  ergibt sieh hieraus unmit telbar:  zu jedem ~ > o  gibt  

es ein N, so dass fiir n 1 ~  N, n 2 ~ N :  

f (~(nl)(~)--~(1~)({L))2 d~fL ~ E~ f (~(nl)(~)--~/(?~)(~)) 2 d~[~ 
o o 

womi~ die Behauptung  bewiesen ist. 
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Es konvergieren also die ~(")(p) im Mittel gegen eine Funktion ~*(~t), die 

~)(~)(tt) gegen eine Funktion ~*(~t). Bekanntlich folgt daraus fiir alle p, _--> o: 

t.~ t t  

0 0 

lim f ~p(')(tt)d,u = f ~*(#) d!t. 
0 0 

Wegen (58) und (59) kann das geschrieben werden: 

# 

= 

0 

und durch Einsetzen in (IO) erhalten wir: 

Satz XVI. �9 �9 T. Fiir jede l'unkt~on f(x)  der E~gen~'chaften A) und D) gilt: 

f(Xo) = ~ f (~*(~t)cos ttXo + ~0" (g)sin !.tWo)d#; 

0 

dabei bedeuten qp*(~t) und ~p*(tt) die Funktio,nen, gegen die die dutch (57)definierten 
Funktionen q~(")(tt) bzw. lp(')(tt) im IntervaUe (o, + ~ )  im Mittel konvergieren, wenn 
~t,', ~ -- ~ , ~t~-~ + ~ . 

Der Unterschied gegeniiber der Fourierschen Integralformel ( ix) i s t  der, 

dass wit nicht behaupten kSnnen, dass ~*(tt) und ~*(#) durch die Integrale (I2) 

gegeben sind, da diese letzteren nicht zu existieren bruuchen. Doch ergeben be- 
kannte S~tze: 

Sat~ XVII. F~gr jede Funktion f (x)  der Eigenschaften A) und D) gilt die 
Fouriersche Integralformel (II), falls die dutch (I2) definierten Fu,nktionen qD(~t) und 
~)(tt) abgesehen yon einer Nullmenge existieren. 

In der Tat, da die ~(n)~u) im ]Vfittel gegen q~*(te) konvergieren, kann aus 

ihnen eine Teilfolge ~(,,i)(/~) herausgegriffen werden, die fiir alle tt >_--o, abgesehen 

yon einer Nullmenge, gegen 9~*(#) konvergiert: 

tt 

t t n  i 

" f f  f (~)= lira (x) 

t t v i  

cos ttx dx. 



Uber eine Verallgemeinerung der Fourierschen Integralformel. 353 

Wenn aber ~(tt) existiert, stimmt d~eser Grenzwert mit ~(#) iiberein; und dasselbe 
gilt fiir ~p*(tt) und ~p(#). Also folgt Satz XVII  aus Satz XVI.  

Nach einem Satze yon M. PLA~CHEREL ~ existieren ~(tt) und ~p(tt), abgesehen 
+or 

yon einer Nullmenge, sicher dann, wenn das Integral / (f(x))2 (log x) 2 dx  existiert. 
. ]  
0 

1 M a t h .  A n n .  76 (1915) , S. 3 1 5 - - 3 2 6 .  

v 

4 5 - - 2 6 6 1 .  Acta mathematica.  49. lmprim~ le 11 aoflt 1926. 


