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Introduction.  

1. II y a v in~  ans, J~.NSEN t a publi6 dans les Acta mathematica u n m &  

moire important sur les fonctions convexes et les in~galit6s qui s'y rattachent. 

D~s lots le r61e des fonctions convexes en l'Analyse est devenu de plus en plus 

manifeste. 

Une fonetion f (P) ,  ddfinie pour les points d'un domaine convexe, est dite con- 

vexe, si pour deux points quelconques t)1 et t)2 du domaine et pour toutes les valeurs 

positives t, et t 2 telles que t~ + t, = I, on a 

f ( t ,  t)1 + t 2 P~) ~ t , f (P~) + to.f(P~). 

La signification gl~Jtm~trique de cette in~galit6 est 6vidente. 

2. Cela 6rant, consid6rons une forme bilin6aire ~ un hombre fini de vari- 

ables 

n 

j=:lk=l 

des coefficients quelconques, r6els ou non. 

D~signons par ~';/a~ le maximum de I A (x, Y)I sous les conditions 

rn 1 ~ 1 

(,) ~ l x ~ l  ~--< ~; ly~ ~ ,. 
j--1 k=l 

l j .  L. W. V. JENSEN, Sur  les fone t ions  convexes  ct  les inSgal i tds  en t re  les va l eu r s  

m o y e n n e s ,  Acta math. t .  3o (z9o6), p. I75--193. 

59--2661.  Ado maChem~ica. 49. lmprim6 le 11 janvier 1927. 
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Dans les eas a = o ou fl = o ,  les conditions respectives ( I )  seront, par des 

raisons de Continuit6, remplac6es par 

(I') ] Xj ] ~_~ I (j -~ i,  2 , . . . ,  m) 011 I Yk I ~ I (It = I, 2 , . . . ,  ~l,). 

3. Ces pr61iminaires pos6s, nous sommes s m6me d'6noneer le th6or~me 

que voici. 

I.  La  fonction log M~ ~ est, dans le triangle 

(2) a ~  I,  f l ~  I, a + f l ~  I, 

une fonetion convexe du point (a,~). 1 

Ce th6or~me eontient en germe tous les r6sultats du travail  pr6sent, en 

partieulier eeux concernant les fonctionnelles lin6aires, qui de leur c6t6 embmssent  

sous un aspect g6n6ral les th6or~mes de MM. W. H. YOUNG, IV. HAUSDORVF s e t  

IV. RIESZ s sur l 'extension de la formule de Parseval  et d 'autres probl~mes de 

caract~re analogue. I1 s 'agira no tamment  des fonctions eonjugu6es et de cel~aines 

suites de facteurs atta~h6es aux s6ries de Fourier  et en particulier de telles qui, 

dans un eel~ain sens, ne ehangent  pas le cara~t~re de la s6rie. Dana la derni~re 

pal4ie de ee travail, en re tournant  s notre premier th6or~me, nous discutons la 

question de la r6alit6 des valeurs des variables qui fournissent  le maximum. Nous 

y verrons qu'il y a une diff6rence essentielle entre le tr iangle (2) et le tr iangle 

compl6mentaire o =< a, o _--< fl, a + fl ~ I. Nous finissons par donner des indica- 

tions, d'ailleurs peu satisfaisantes, sur la vMidit6 de notre th6or~me dans le carr6 

eompos6 des tr iangles dont  nous venons de parler. 

D~monstration du Th~ori~me I. 

4. Nous ddfinirons les nombres a', a, a' par les relations 

(3) a + a ' =  I, a a = I ,  a ' a ' =  I, 

c'est-h-dire que 

1 I1 en ressort  que Ma~ et routes ses puissances ~ des exposants positifs sont  aussi convexes. 
F. HAUSDORFF, Eine Ausdehnung des Parsevalschen Satzes fiber Fourierreihen, Math. 

Zeitschr. t. I6 (i923) , p. i 63 - - i69 .  On y trouve une liste des t ravaux relatifs de M. YouxG. 
s F. RIESZ, ~ b e r  eine Verallgemeinerung der Parsevalschen Formel, Math. Zeitschr. t. 18 

(I923), p. I I 7 - - I24 .  



Sur les maxima des formes bilin~aires et sur les fonctionnelles ]in6aires. 467 

(3') I a '  I I a 

No ta t ions  analogues  pour  la  le t t re  fl et  pour  d ' au t res  lettres.  

On a d m e t t r a  toujours  

0 ~ I ,  O ~ f l ~ I ;  a ~ I ,  b ~ I .  

L a  d6monst ru t ion  de not re  th~or~me se fonde  ent i~rement  sur  l ' in6gali t6 

connue de HSLDER 1 

(4) 
, )i I ~ 1 =  < I~, ~Jl ~ 

j ~ l  \ j = l  

qui r6sulte imm6dia temen t  de ce que x a est, pour  a > I e t  pour  x ~ o, une fonc- 

t ion convexe de x. On peu t  encore pr6ciser cette in6galit6 en r appe lan t  le fair  

que le signe d'6galit6 intervient seulement dan," le ca. o~ le rapport [gj I~: [~j. I ~' et 

l'amplitude du ln'oduit ~j~j son# ind6pendants de j .  

On aura  encore besoin du cas paxticulier  su ivant  de (4): 

(4) Ix~l~,~,,+~ =< I~1 ~ , Ix~l~ 
3-1 :1 } 

Off O ~ al, O ~ as, a, + a~ .... I ,  h, et h~ 6rant  des hombres  r6els quelconques.  

5. E n  posan t  

7~, n 

(S) Z t =  ~_~ajkxj ( } = I , 2 , . . . , n ) ;  Yj=~gjkylr ~ =  1 , 2 , . . . , ~ n ) ,  
j=l k=l 

on pou r r a  6crire 

(6) 

(7) 

A (x, U) = Y, ~ Y~ = Uk X k  
j = l  k=1 

En 6crivant  alors les condit ions (I) sous la fo rme  

j = l  k=l 

I O. HOLDER, Ueber einen Mittelwerthssatz,  GS~ng. Nachr. 1889, p. 38--47. Cf. aussi 
JENSEN, l. C. p. 182. 
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nous altons mont rer  que l'expression 

( ;  (a/ ~, I x~ I ~' 
k = l  

varide sous la In'emidre d~r conditions (7), et l'expression 

vat,de sous la seeonde de ee, �9 conditions, admettent au,~8i 3 I ~  comme maximum. 

en se d6barrassant des conditions (7), on pourra dire: 

Les rapports 

(9) ] A (x, y) ] : xj [a g, 

(m) Xk b, : x j~  

Ou, 

admette,nt le m~me maximum ~ 1 ~ .  

En effet, on a d'abord, en appliquant l'in6galit6 de HSlder ~ (6), 

(Ii) (y  l ) ~ ( lx lo) 

C'est-'~-dire que le rapport  (9) ne pourra  ddpasser le rapport  (Io'). 

D'au~re par~, d'aprbs la remarque dont on a fair suivre l'in~galit~ de HS1- 

der, on pourra, pour des yk arbi~raires, d6terminer  les xj de fa~on qu'il y ai~ 

dgali~d entre les deux membres de (I i), e~ alors aussi les rapports (9) e~ (Io') 

seront ~gaux. I1 y a done ~galit6 entre les maxima de (9) et de (Io') et 

d~s lors, par sym~trie, aussi entre eeux de (9) et de (Io). 

6. Montrons main tenant  que tout ~?Istt'me (xj; y~) qui rend [ A (x, y)[ maximum, 

sous les conditions (7), satisfait  aux relations 

(12) 
I ~ l = ~ l x ~ l  ~-1 ( i =  1,2,.. . ,~n); 

I x ~ l = ~ l y ~ l  ~-~ (k= ~,~,...,n). 
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En effet, d6sig-nons un instant par # le maximum de ]A (x, y)] sous la pre- 

mibre des conditions (7), les yk 6rant fix6s. L'in6galit6 (I i) et notre remarque 

ajout6e ~ l'in6galit6 de HSlder montrent que pour que ce maximum soit at~eint, 

il faudra choisir les xr de faqon que les rapports 

et alors les rapports 

a 

I yj[a':lxj[a~l ~j[a:q:[xjla 

I Yjl: Ixj lo-,--  ,~ 

soient ind6pendants de j e t  qu'il en soit de m~me des amplitudes des xj )~. I1 vient 

et alors on aura les ~quations 

I L l==,lx~l ~-, 

Or, si l 'on consid~re un syst~me (xj; y~) qui rend ] A (x, y) ] maximum sous les 

conditions (7), ce sysf~me rendru encore IA (x,y)[ maximum, si l'on fixe les yk 

et ne fair varier que les xj. Alors le premier syst~me des 6qu~tions ( I2)se  

trouve 6tabli. Le second sysf~me en r6sulte par sym6trie. 

7. Cela 6rant, d6signons par (a, ~), (a~, #t), (a2, #2) trois points du triangle 

(2), situ6s en ligne droite, le point (a, #) s6parant les deux autres. Posons encore 

pour abr~ger M~# = M, M~,#, ~- ~[~ et M~,~, = M~. Notre th6orbme revient alors 

~. l'in~galitd 

M <= M~-~ ,  M~ ".-o, = M/ ,  M~,  (~3) 

off t~+ t . - ~ I .  

Or, des relations (I2) et de ce qu'on a dit au sujet du maximum de (IO) et 

de (io'), on obtient imm6diatement que tout syst~me (xj; yk) qui fournit le maxi- 

mum de ]A (x, Y) I, sous les conditions (7), satisfait aux in6galit~s 

De 1~, 
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(I3') 

a~ - - , ~ ( a - - ~ ) a ~ '  + . ([--  Z)a; 

On t rouve  par  nn  calcul  simple 

2 - - -  ~-_L a s - - a .  
~2 0 ~ - - ~  I 

Marcel Riesz. 

D~terminons  main~enant  ~ et  ~ de fa~on qne ~ 

b ~ : [ ~ ( b - - l ) b ~ ' +  ( [ - -~)  b. 

~ '  ~ - f i i  _ _  ~,' ~ - ~ ,  
~ =  ~ ~ - ~  fi, ~ - ~  

A d m e t t o n s  un  ins t an t  que les points  (a, fl), (al, ill), (a_~, ~ )  soient  tels que les 

valeurs  s et  g, qui son,  tou jours  positives, soient  aussi ~ I. Alors  on pour ra  poser 

darts (4'), hL ~ ( a - -  I) a~', h~ ~ a, a~ -~ ;% a~ = ~ - - ~  et, en r emplagan t  les x j  par  les 

y~, h~ ~ (b--i)b~' ,  h~ ~ b, a~ ~ / z ,  a s ~ ~ .  I1 v iendra  alors, en t e n a n t  encore 

compte  des in~galit~s (7), 

et  de 1s grs aux re la t ions  faciles '~ v~rifier s a s t~ ~ a 1' tl, ~fl i  tl ~ fi2' t~, 

(y lx lo,) ~ I'a " ~ ~ 

P a r  1~, l ' in6gali t6 (I3') se r~dui t  k l ' in~gali t6 (I3). 

"8. Tou t  rev ien t  donc s examiner  les in~galit6s 

__ al ~ - - g  ~ I ; / .L-- f l2 'a - -g l  < I, 
% a - - a ,  ~ a~- -a  -- 

OU les indgali tds dquivalentes  

1 Jusqu' ic i  i l  aura i t  suffi  de supposer  que nos  po int s  se t ro u v en t  dans le carrd o _-< a ~ z, 
o _ - < p = < i .  

Cf. pour  u n  calcul  ana logue  F. HAUSDORFF et F. RZESZ, l. c. 
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Remarquons d'abord, que 

tr iangle (2), on a 
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~__' < ~-~ < ~__~ 

~2 C~2 -- ~ ~ ~2 ~ " 

si les points (a,, ~)  et (aS, ~2) sont int4rieurs au 

0 < a l ' =  I -- a 1 

et, d 'une mani~re analogue, 

I1 s 'ensuit  que 

D'autre  part  en faisant  

= I - -  (~1 -}- /~I) + ~1 < ~1, 

varier a de a 1 s ~,_, le rapport  ( a - - a ~ ) : ( a ~ - - ~ )  

ira d 'une manibre continue de o "s + ~ ;  on pourra donc choisir a entre a, e t a  s 

de sorte que les indgalit4s (I4) soient remplies. C'est-s que le calcul du 

num4ro pr4c4dent et l 'in4galit~ (13) sont valables pour les extr4mit4s (al,fll), 

(as, f12) d 'un segment de droite quelconque int4rieur an tr iangle (2) et pour cer- 

rains points interm4diaires (a, fl) du segment. 

Cela signifie en langage g4om4trique que la surface qui, pour (a, f l ) in-  

t4rieur au tr iangle (2), repr4sente la fonction 4videmment continue log M:~,  

est telle que aucune de ses cordes n'est  situ4e enti~rement au-dessous de la 

surface. Je  dis que la surface est co~vexe. En effet, dans le eas contraire, 

il existerait  un  segment de droite int4rieur au tr iangle (2) et tel que l 'arc de 

courbe qui y correspond sur la surface, contienne au moins un point situ4 au- 

dessus de la corde jo ignant  les extr4mit~s de l 'arc en question. En par tant  de 

ce point et en cheminant  sur l 'arc dans les deux directions jusqu's  la premiere 

rencontre a v e c l a  corde, on aura construit  un  arc situ6 enti~rement au-dessus 

de sa corde, ce qui serait en contradiction avec le fai t  que nous venons d'6tablir. 

Notre th4or~me 4rant ddmontr4 pour l ' int~rieur du tr iangle (2), le passage au 

triangle ferm4 se fai t  par continuit4. ~ 

Seconde forme du th~or~me I et g~n~ralisation. 

9. Dans les applications, il sera souvent pr4f4rable de consid4rer, au lieu 

de la forme bilin4aire A (x, y), les substitutions lin4aires, d4finies par les formu- 

* Le r a i sonnement  qui pr4e~de tient aussi  sans  passage ~ la  l imi te  pour  les po in t s  er + ~ = ] ,  
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les (5), qui y correspondent. On pourra, p~r des raisons de sym~trie, se borner 

la substitution (Xk) portent sur les (xj). On a vu que l'expression (8), vari~e 

sous la premiere des conditions (I), admet le m~me maximum que [A (x, Y) I, varide 

sous ces conditions (x). De 1s le th~or~me, off nous avons pos~ 7 au lieu de 

II .  En  d~signant par M~,r le maximum de l'expression 

sons la condition 

log M~ 7 sera, dans le triangle 

Y lx l~ =< x, 
j = l  

0 < :  < < 

une fonetion convexe du point (a, 7). 

10. Voici mMntenant une g~n~rulisation du th~or~me I, qui se d~montre 

p~r un calcul anMogue, O~l le rble des formes lin6Mres Xk et }~. est jou6 par 

les formes X_~k et Y'~. 
at Qj 

I' .  Le thdor~rne I reste valable 

conditions 

06) 

lorsqu'on remplaee les conditions (x) par les 

m 1 n 1 

ZojlxjF<= i; 
,.,4=1 k--1 

les Q~ et les a~ ddsignant des hombres positifs. 

La gdn6ralisation correspondante du th6or6me I I  s'obtient en appliquant le 

th6or6me prdc6dent ~ la forme bilin6aire 2~akyk Xk. 

II ' .  En  ddsignant par M~ 7 le maximum de l'expression 

sous la condition 

1), 
\ k = l  

j = l  

log M~ r sera, dans le triangle (I5), une fonction convexe du point (a, 7). 
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Une application. 

11. Avant  d 'al ler  aux applications exigeant  des passages s la limite, d& 

duisons du th~or6me I I  le thdor~me suivant  dfi s M. F. R~ESZ: ~ 

Soit 

X k = ~ a j k X j  ( k =  1 , 2  . . . .  , m ) ,  

j = l  

orthogonale et nor~n2e, c'est-h-dire u~e substitution telle que pour une substitution 

tout ~yst~ne (x~) on ait 
71~ m 

ZIx I- :: Y, lx j l  ' . 

D~signons e~wore 1Jar ~ 

pour tout hombre a tel que I <: a ~ 2, 

la plus gra~de des valeurs ] ajk ]. 

IXkla-al~a:-Jl < ~ a ~Z l x j l a  a 
\ j = l  

A lots on aura 

Posons, comme d'habitude,  I - - =  a et considdrons, dans le plan (a, 7), le a 

segment de droite qui est limit~ par  les points (I, o) et (~, ~) et qui, 6videmment,  

sat isfai t  ~ l '~quation 7 = I - -  a. Ce segment &an t  situg dans le t r iangle  o =< 7--_ < a ~ I, 

on pourra  y appliquer le thdorbme I I .  Or on a dvidemment M~ ~ -~ I. De plus 

on a Ml*0 =--~J~. En effet, (cf. le n ~ 2) M~,0 sera dgal '~ la plus grande valeur 

que pourra  a t te indre  l 'une ou l 'autre  des ]Xkl, varides sous la condit ion Z]xj]-~ I, 

c'est-s s la plus grunde des valeurs [a~'k ]. I1 viendra done pour  tou t  point  

(a, y) situ6 sur ledit  segment 

. . . . .  2 - - a  
i : ~ /  < (J~lff,0)1 - 1 1 71,f* \ 1  - ,15- ~ 2 a - 1  ~ :  ~ a- 

On volt  que l 'or thogonal i t4  in tervient  tr6s peu et  que le th~or~me subsiste 

dans t o u s l e s  cas off l 'on a 

1 /. e. p. 124. Nous  rev iendrons  p l u s  loin su r  la  g6n&a l i s a t i on  du th~or~me de Pa r seva l  

donn~e d a n s  le t r ava i l  eit6 et  don t  le th~or~mc du  t ex t e  es t  un  cas  par t icu l ie r .  M. F. RxEsz a 

observ~ que  ce th~oreme par t i cu l i e r  fou rn i t  de son  c6t~, par  u n  pa s sage  ~ la  l imi te ,  la  g~n~ralisa- 
t ion  en ques t ion  du  th r  de Parseva l .  

60--2661.  .4eta malhematica. 49. Imprlm~ le 11 janvier 1927. 
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I t  I /1 

y , I  Y, lx j l  ' , 
~=i j=1 

c'est-~t-dire off la borne de la forme bilin~aire A (x, y), prise dans le sens classi- 

que, est ~ x. 

Opera t ions  b i l in~ai res  e t  t r a n s f o r m a t i o n s  l in~aires .  

12. En qu i t t an t  maint~nant  le point  de rue  alg6brique et en laissant aux 

soins du lecteur  l 'extension presqu' imm6diate de nos r6sultats aux formes biH- 

n6aires et aux subst i tut ions lin6aires ~ une infinit6 de variables, nous passons 

aux applications s l 'Analyse fonctionnelle.  

Rappe lons  d 'abord quelques fairs connus concernant  l ' i n~gra le  de Stieltjes- 

Lebesgue et les op6rations fonctionnelles.  I Ce n 'es t  que pour  fixer les id6es que 

nous nous bornons s des fonct ions d 'une seule variable, nos r6sultats s '6 tendant  

imm~diatement  ~ des champs plus g~n~raux. P o u r  ces champs, on se servira 

avec avantage de l'id~e de fonctions d'ensemble. 

Envisageons alors une int~grale de Stieltjes-Lebesgue de la forme 

2 

ff(x) (x), 

q9 (x) ~tant une fonction non d2eroissante ddfinie duns l ' intervalle x _--< x _--< ),. 

Dans les applications particuli~res de nos r~sultats, ~0 (x) sera ou bien 

identique s la variable inddpendante  x, ou bien ~0 (x) sera constante par inter- 

valles, ne croissant  que par  des sauts brusques. Dans le premier  cas, il s 'agira 

tou t  s implement  de l ' int~grale ordinaire de Lebesgue f f ( x ) d x ,  dans le second, 

l ' int~grale de Stielt jes-Lebesgue se r~duira s une somme de la forme 2~Qkf(Xk), 

1 Pour ces fairs et pour les indications bibliographiques voir entre autres: J. RADON, 
Theorie und Anwendungen der absoint additiven Mengenfunktionen, Sitzungsber. Akad. Wien, t. 
122, Abt. II a, (]913) , p. 1295--1438; T .H.  HILDEBRANDT, On integrals related to and extensions 
of the Lebesgue integrals, Am. M. S. BuU. t. 24 (I918), p. 113--144, I77--2o2. C. DE LA VALLEE 
POUSSL'% Les fonctions ~ variation born~e et les questions qui s 'y rattaehent, Bull. des Sciences 
Math. (2) t. 44 (I92O), p. 257--296. 

Duns toutes les applications qui suivent, m~me duns celles concernant des s~ries, on pourrait 
s'arranger avee l'intdgrale de Lebesgue, mais nous pr6f~rons exposer nos r6sultats dams le langage 
de l'intdgrale plus g~n6rale de Stieltjes-Lebesgue, qui permet d'une maniere naturelle de consid~rer 
s~ries et int~grales sous le m6me point de rue. 



Sur les maxima des formes bilin~aires et sur les fonctionnelles lin~aires. 475 

les xk ~tant les points de diseontinuit~ de ~ (x) et les Qk les sauts eorrespondants. 

On voi~ que, dans ce second cas, ce ne sont que les valeurs particuli~res prises 

par la fonction f (x)  aux points x~ qui interviennent clans l'int~grale. 

Dans le cas g~n~ral, l'int~grale ci-dessus se d~finit de la mani~re suivante. 

On consid~re la courbe y = 9  (x) et on forme la fonction inverse x = x (y), avec 

des conventions ~videntes pour les valeurs de x et de y qui correspondent '~ 

des segments horizontaux ou verticaux t de la eourbe. En posant alors f ( x ) =  
f(x(y)) = h(y), ~ l'int~grale ei-dessus se transforme dans une int~grale de la forme 

fD 

f h(y) dy. Si eette derni~re int~grale existe au sens de M. L~,B~S~V~,, on dir~ 

que f (x)  es~ int4grable par rapport k T (x) et on posera par d4finition 

2 

13. On dira que la fonetion f(x),  dgfinie darts le m~me intervaUe que ~ (x), 

appartient ~ la classe L~ (a = I ) , s i  ff(x)dqp(x) existe dans tout intervalle off la 

variation de q~ (x) est finie et si l'int~grale 

z 

I o d ~o(x) 

existe. 

Celg ~tant, eonsid~rons encore une seeonde fonetion non d~eroissante ~(x), 

d~finie dans un certain intervalle/z ~ x ~ ~, et la elasse L~ {b >_--- i) qui y correspond. 

Dans les d~veloppements qui suivent, les fonetions ~0 (x) et ~0 (x), une fois 

d~finies, resteront toujours les m~mes. 
f t  

14. Envisageons maintenant s la fois les classes L~ et L~ et faisons 

correspondre s chaque couple de fonetions f (x)  et g(x) tir~es des classes respee- 

t ires un nombre A (f, g) de sorte que les hypotheses suivantes soient remplies. 

t A routes les valeurs de y appar tenant  ~ un segment  vertical, il correspond une seule 

v~leur de x, l 'abscisse de t o u s l e s  points du segment;  ~ une valeur de y appar tenant  h u n  seg- 

men t  horizontal, on fait correspondre une quelconque des abscisses des points  du segment .  

La fonction h(y) sera, en g~n~ral, ind~termin~e pour les valeurs de y qui correspondent 

/~ des segments  hor izontaux;  cependant  ces valeurs formant  un ensemble d~nombrable, n 'exerceront  

aucune influence sur l 'int~grale, si l 'on la prend ~u sens de Lebesgue. 
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(t8) 
et~ 

(,9) 

a) La correspondanee est distributive, c'est-~-dire que 

A (f~ + f , ,  g, + g~) = A (f~, g~) + A (f~, gz) + A (f~, g,) + A (f~, g~) 

A(X f,  = X , A  (f, g) 

off X e~ ~u d6signent des constantes arbitraires; 

b) elle est bornde, c'est qu'il existe un hombre M tel que l'on air toujours 

1 1 ) (/, ) (20) IA(f,g)l<--_M "dqD al 

Sous ces hypotheses A (f, g) sera dire une op6ration bilin6aire ~ portant sur 
le champ (L~, Lb+). Le plus petit hombre M qui suffit pour que l'in6galit6 (2o) 

soit remplie, sera appel6 la borne de l'op6ration bilin6aire. 

On dira qu'une op6ration bilin6aire A porte sur plusieurs champs, si elle 

est d6finie pour tous ces champs, et eela d'une fa~on univoque pour les 616ments 

qui appartiennent s la fois s deux ou s plusieurs de ces chumps. La borne de 

l'op6ration d6pendra alors des exposants a et b, caract6risan~ les champs, et c'est 

prdcis6ment cette d6pendance que nous 6tudierons dans la suite. 

15. I1 r6sulte imm6diatement de l'in~galit6 (2o) qu'une op6ration bilin6aire 
a 

portant sur un certain champ (L,~, L~) est d6termin6e d'uue mani~re univoque 

lorsqu'on connalt ses valeurs pour les 616ments de deux ensembles de fonctions 

tir6s des deux classes L~ et L~, partout denses duns les classes respeetives, l'6cart 
de deux fonctions f~ et f~ ou g~ et g+ 6rant toujours mesur6 par 

1 1 

respectivemenr Mais il y e n  a plus. Admettons qu'on ne d6finisse d'abord une 

op6ration que pour les 616ments de deux ensembles tels qu'on vient de dire et 

qui, en outre, coutiennent les combinaisons lin6aires de leurs 616ments. Alors, si 

les hypotheses a) et b) sont satisfaites pour les 61~ments desdits ensembles, l'opd- 
a 

ration se ddfinit imm~diatement par continuit~ dans tout le champ (L~, L~), la borne 

1 Duns  la su i te ,  pour  s impl i f ier  l '6cr i ture ,  n o u s  s u p p r i m e r o n s ,  en  g6n6ral ,  la  var iab le  et  les 
l imi tes  d ' in t6gra t ion .  

2 Ce n ' e s t  que  pour  des  r a i sons  de r6daet ion que  n o u s  t r a i t ons  les op6ra t ions  bi l in6aires  

a v a n t  d 'avoi r  parl~ des  opera t ions  l in~aires.  
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dtant la m~me pour tout le champ que celle qui correspond de nos deux ensembles 

particuliers. 

16. Un exemple presqu'dvident d'ensembles particuliers tels qu'on vient de 

dire est fourni par les fonctions constantes par intervalles, ne pr6sentant qu'un 

nombre fini de sauts et s 'annulant dans ceux des intervalles en question off la 

variation respective de 9 (x) ou de ~p(x) est infinie. 1 

Sur bien d'autres exemples qu'il serait facile de former, le susdit a l 'avantage 

de faire imm6diat le passage aux formes bilindaires t~ un nombre fini de variables 

dont nous allons parler tout s l'heure. D'autre part, ces fonctions appartenant 
a b �9 ~ t ous l e s  champs (Le, L~), on pourra les utiliser pour dtendre l'opdration en 

passant d'un champ s un autre. Tout ddpend alors de savoir si l'opdration appli- 

qu~c ~ ces fonctions particuli~res poss~de une borne finie par rapport aux exposants 

vari6s. S'il en est ainsi, on fera l'extension en passant par continuitd de nos 

fonctions au champ complet. 

17. En ddsignant, comme plus haut pour les formes bilin6aires, la borne 

I I 
correspondant aux exposants a et b par ~/~,~ o~ a ~ a '  fl~=b' nous sommes s 

m6me d'dnoncer le thdor~me suivant, extension des th6or~mes I eL I'. 
a 

III.  Soit A une opdration bilindaire portant sur tousles champs (L~, L~,) qui 

co r re~Tonden tauxpo in t s (a=~ ,~=b)  d 'unsegmentdedro i teappar tenantautr i -  

angle (2), alors log J}/~a est une fonction convexe des points (a, fl) du segment en 

question. 

La convexit6 de la fonction log M~a suggSre encore le th6or~me suivant 

qu'on va d6montrer en m6me temps. 

I u  Chaque ~ois que l'op~ra~ion est d~finie pour les champ~' corre~Tondant h 

deux points du triangle (2), elle pourra ~tre dtendue h tousles champs corresTondant 

aux points du segment joignant les deux points donn&', cette extension dtant ddterminde 

d'une mani~re uuivoque. 

Admettons d'abord les hypotheses du thdor~me III .  Consid6rons alors les 

ensembles de fonctions f et g, constantes par intervalles et telles qu'on vient de 

dire, les intervalles 6tant fixds jusqu's nouvel ordre. En numdrotant ces inter- 

i Evidemment, ce]a ne pourra arriver que dans les intervalles extremes. 

Dans ]a ddfinition de Mo~J, on aura /t remplacer dana le second membre de (2o) le facteur 

correspondant ~ f par la borne supdrieure de ~f] au sens de Lebesgue, c'est-~-dire par le plus petit 

nombre que If[ ne ddpazse que dans un ensemble nul au plus. La ddfinition de Mao se fait d'une 

manibre a n a l o g u e .  
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valles et en d6signant les valeurs respeetives d e f ( x )  et de g (x) par xt, x~, . . . ,  x~ et 

y~, y~, . . . ,y , , ,  l'op~ration A(f ,g)  devient, pour ces fonctions particuli~res, nne 

forme bilin~aire, tandis que les intdgrales f I f  l" d 9~ et f [ g  I b d ~p se r6duisent 

des expressions de la forme Z qJlxJl~ et Z akly~l ~. 

Or il est clair qu'on aura toujours M',# < M=#, ces lettres d6signant les 

bornes respectives de la forme et de l'opdration bilin6aires. D'autre part, (a, fl), 

(a~, #~) et (a~, fl~) ~tant trois points dudit segment, le premier sdparant les deux 

autres, il viendra par le th~or~me I '  que 

et alors, ~ plus forte raison, 

Cet~e in6galit~ ayant lieu pour chaque division d'intervalles, on pourra, par ee 

qui pr6c~de, y remplacer M'~# par M,~, et alors le th6orbme I I I  se trouve d~montr6. 

Le th6orbme IV r6sulte par les remarques du n ~ I5 de la m~me in6galit6. 

18. Avant de passer aux transformations fonctionnelles, nous aurons 

poser quelques conventions dvidentes et rappeler quelques fairs connus. 

On dira qu'un ensemble est un ensemble nul ioar rapport ~ q~ (x) ou, phs  

bri~vement, un ensemble nul, si l'on peut l 'enfermer duns des systbmes d'inter- 

valles sur' lesquels la croissanee totale de ~ (x) est arbitrairement petite. Une 

fonetion sera dire une fonetion nulle par rapport ~ q~ (x) ou, plus bri~vement, une 

fonction nulle, si elle s'annule sauf peut-6tre duns un ensemble nul. Deux fone- 

tions qui ne diffbrent que par une fonction nulle ayant des int6grales identiqnes 

par rapport ~. ~(x) sur des intervalles quelconques, de telles fonctions seront 

eonsiddr~es eomme identiques. 

Quand ~0 (x)----x, e'est-~-dire duns le cas de l'int6grale de Lebesgue, les 

ensembles nuls sont eeux qu'on appelle en g6ndral ensembles de mesure nulle, 

tandis qne les fonetions nulles sont eelles qui s'annulent, sauf peut-gtre duns 

un ~el ensemble. 

Duns le cas off ~ (x) est eonstante par intervalles, les ensembles nuls sont 

eeux qui ne eontiennent aueun point de diseontinuit~ de r (x), tandis que une 

fonction arbitraire qui s'annule s t ous l e s  points de diseontinuit6 sera une fonr 

tion nulle. 
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On posera des conventions analogues en ee qui eoneerne la fonction ~p (x). 

19. On dira que B est une op6ration fonctionnelle lindaire portant sur la classe 

L$, si B fair correspondre s toute fonction f de cette classe un hombre d4termind 

B ( f )  de sorte que les hypotheses suiv~ntes soient sa~isfaites: 

a) L'op6ration est distributive, c'est-s que pour des eonstantes ~x et ~ 

quelconques, on a 

(2i) B(~,~ f~ + ,%.f~)= A~B(f~) + l~B(f~). 

b) I1 existe une eonstante M telle que 

1 

, 22 ,  a 

On salt 1 qu'il exlste alors une fonetion g6n6ratriee co (x), apparteuant ~ la elasse 

e~ L'~ ( I- + I-' ) -= I et d6terminde g une fonetion nulle l)r~s telle que 
\ a  a 

l' on ait 

Si 3I  d6signe la borne de B, e'est-~-dire le plus petit nombre qui suffit pour 

que l'in~galit6 (22) soit remplie, on aura 

1 

Ces faRs importants permettront de traduire nos r6sultats eoncernant  les 

op4rations bilin6aires en de %els concernan% les transformations fonctionnelles. 

20. Admettons qu'une transformation T =  TO e) fasse correspondre aux 

fonctions d'une cer~aine classe L a ou, plus g6n6ralement, s an ensemble de fonc- 

tions embrassant plusieurs classes L$ certaines fonctions, ddfinies ,clans le m~me 

intervalle que ~p(x), la correspondance 6taut distributive, c'est-s que pour des 

constantes arbitraires ~1 et ~ on air 

(23) 

Cf. p. ex. RADON, 1. e. p. 137I. 
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Supposons en outre que les transform6es des fonctions de la classe L a 

fassent partie d'une certaine classe L~ ou qu'elles remplissent cette classe et, de 

plus, qu'il existe un hombre M" tel qu'on air toujours 

(24) 

1 1 

a. 

Alors on dira que T e s t  une tran.~ormation fonctionnelle lingaire de L~ en L~,. 
Pour chaque couple d'exposants envisages a e t  c, nous d6signerons par M$r, off  

I I 
a - - - a  et 7 = c '  le plus petit des hombres M" qui conviennenk ce nombre 6rant 

appel6 borne de la transformation (par rapport aux exposants envisag6s). 1 

Par  les conventions pos6es plus haut et par la nature des choses, deux 

fonctions de la classe L a ou de la cl~sse L * qui ne diffgrent que par une fonction 

nulle par rapport g So (x) ou g ~P(X) respec~ivement s e n t  consid6r6es comme 

identiques. MSme le cas est admis off ni f ni T(f)  ne sent d6finies qu'g des 

fonetions nulles prgs, c'est-g-dire que ces f0nctions prennent des valeurs arbitrai- 

res, chacune dans un ensemble nul par rapport g go (x) ou g *p (x) respective- 

ment, Souvent il sera mSme naturel de ne pas s'occuper des valeurs que f ou 

T(f)  prennent dans un certain ensemble nul. Tel sera le cas p. ex. pour f ,  si 

la fonction non d6croissante SO(x) est constante par interv~lles. Alors, on ne 

s'occupera que des valeurs que f prend aux points de discontinuit6 de cette 

fonction. 

21. Cela pos6, consid6rons une operation bilin6aire A (f, g) portant sur un 

L = certain champ ( e, L~), avec la borne M. En fixant alors la fonction f ( x ) e t  en 

faisant varier g (x), ce~te operation fera correspondre g route fonction g (x) de la 

classe L~v un  hombre bien d6termin6 B (g). La correspondanee sera distributive, 

et on aura aussi 
1 1 

M '  ~ M ddsignant le plus petit nombre (ddpendant en g6ndral de f )  qui convient. 

II s'agira done d'une op6ration lin6aire pour les fonctions g (x). Alors, par ce 

qu'0n a dit plus haut, il existera une fonction to(x), appartenant g, la classe 

1 Pour  l a  s ign i f ica t ion  de M~? et  de M~o cf. l a  note  2 p. 477. 
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I I 
Lb~, o t i s - + b - ,  = I, bien ddterminde s une fonetion nulle pros et telle que 

l'on air 

a v e c  

BO)---- f 
1 1 

I1 en d~.eoule que le passage de f ( x )  s co (x)es t  une transformation fonetion- 

helle lin~aire de L a en L b' w' avec la borne M. Un raisonnement analogue pour 

le cas oh l'on aura interverti le rSle des fonctions f ( x )  et g (x) conduira ~ une 

L a' transformation de L~ en ~, avec la m~me borne. 

L ~ L~) C'est-~-dire que route op&'ation bilindaire qui porte sur un champ ( ~, 

donne lieu ~ de~tx transformations lindaires, transpos~es l'une ~ l'autre, l'une me- 
b p ar  nant de L ~ en Lw, l 'autre de L~b en L~, les bornes ~tan~ identiques. Inverse- 

ment, de telles transformations donnent toujours lieu ~ une opdration bilindaire portant 
a sur ledit champ. Admettons p. ex. que T soit une transformation de L~ en 

L~. I1 suffit de poser 

A (f, g) = f g T(f) d 

pour obtenir l'opdration bilin6aire cherch~e. 

22. Le lien intime qu'on vient d'dtablir entre les opdrations bilin~aires et 

les transformations lindaires permet d'gnoncer les th~or~mes suivants, dqujvalents 

aux thdor~mes I I I  et IV. 

u Soit T une transformation fonetionnelle lindaire de certaines classes L a 

en certaines classes correspondantes L~,  la correspondance entre a et c dtant telle 

I I 
q ue l'on nit toujours e ~ a e t  que, de plus, le point (a, y), oft a = - et 7 ~ - d~crive 

~ -  a c ~ 

un segment de droite. Alors log M*, r sera une fonction convexe des pointsdu segment. 

Y L  Chaque Ibis qu'on a u n e  transformation fonctionnelle lindaire de L$' en 

Lcr et de L"~ en Lr162 avec c 1 ~= a 1 et c.2 ~= a~, la transformation pourra Otre dtendue 

tous les couples d'exposants correspondant aux points (a, 7) :du segment joignant les 

points (a~, 7,) et (a~, 7~). 
61--2661.  A(',ta mathemat iea .  49. Imprim6 le 11 janvier 1927. 
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Applications.  

23. Soi~ f ( x )  une fonc~ion r~elle ou non, d~finie dans l ' in terval le  o =< x ~ ~, 

intdgrable  au sens de Lebesgue  et  soient  

1 

o 

(k=o,+ ~,+2,...), 

ses cons~antes de Four i e r?  

Posons  

1 1 1 

Ja = x)[adx ; Sa = [C~[ a �9 
e~ 

o 

Soien~ de plus a > I e~ e > I deux exposants  li~s pa r  la re la t ion  I + I = I. 
a e 

On au ra  les th4or~mes suivants.  

A. Si  a ~ e, et si la sdrie ~[Ck[  a est convergente, les Ck sont les constantes 

de Fourier d'une fonction f ,  intdgrable ainsi que If[ c, et il est Jc <= Sa. 

B. Lorsque a ~ e et que f est intdgrable ainsi que I l l  a, la sdrie ~lCklCsera 

convergente et Sc <= Ja. 

Ces thgor~mes sont dus s MM. W.  1=1. YOU~a et F. ]=IxusDOt~FF. ~ M. YOUNG 

ayan~ d ' abord  ~tabli l e c a s  par t icul ier  oh c est  un ent ier  pair ,  M. ]=[AUSDOI~I~I~ a 

d4mon~r~ les th6or~mes pour  l e c a s  g~n~ral. 

M. F. l~i~sz a a mon~r4 que les th~ordmes ci-dessus subsistent lorsqu'on introduit 

au lieu des fonetions e 2 ~ ,  un syst~rae quelconque de fonctions orthogonales et not'- 

redes dont le module ne ddpasse pas l'unitd, ddfinies d'ailleurs sur un intervalle quel- 

conque. Plus  g~ndralement ,  si les fonctions du syst~me ne ddpa.s'sent pas en module 

le hombre ~J~, les indgalit~s ci-dessus seront ~ remplacer pat" 

2 - - a  2 - - a  

25) Jc <= ~J~ ~ -  Sa et Sc <--_ ~ a Ja 

respeetivement. 

1 Ce n 'es t  que pour  simplifier  lea ~nonc4s que nous  considdrons ici les fonct ions e 2 k z e l x  au 

lieu des fonetions e k i x  . 

l. c. note 2~ p. 465. 

I. c. note 3, P. 455. 
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24:. On pour ra i t  ddduire ces th6orSmes comme cas par t icul iers  de deux 

auLres LhdorSmes r6sultanL, par  passage  g la  l imite,  du Lh6orSme I I  eL que le 

leeteur  pour ra  fo rmule r  sans peine. 

I1 s 'y  agiL de la convexiL6 pour  o ___< ~, =< a =< I, du logariLhme de la borne  

sup6rieure du r appo r t  

B 1 

A 

eL de celle du r~ppor t  

B 1 B 

(z ] fs (x),, 
A A 

les Cj 6rant  var i& dans le p remier  cas et f (x )  dans le second. Les  ~j sont  des 

fonct ions  donn6es arbi t ra i res ,  o r thogonales  ou non. 

Nous  pr6f6rons m on t r e r  com m en t  les th6or~mes pr6cit6s r en t r en t  dans l 'o rdre  

d' id6es de nos r6sultats  concernant  les t r ans fo rma t ions  fonctionnelles.  

25. 51ous &abl i rons  g t i t re  d 'exemple  la seconde des in6galit6s (25). 

Consid&ons un syst~me de fonct ions or~hogonales et norm6es tok (x)d6finies 

dans  l ' inLervalle A ~ x ~ B e t  telles que l 'on air I cok (x) I =< ~J~. Soil  de plus 

~0 (x) ~ x pour  A ~ x =< B eL soi~ ~p (x), dans l ' inLervalle (o, oo) 1, 6gale au  plus 

g r and  nombre  enLier compris  dans x. La  Lransform6e T ( f )  de f sera, pa r  d6fi- 

niLion, 6gale 

B 
/ *  

r = t f ( t )  ~k (t) dt, ~ 
. 2  
A 

pour  les valeurs  enti~res k de x, tandis  qu'el le sera a r b i ~ a i r e  pour  x non  entier.  

On aura  

t Dans le cas du th6or~me de Young-Hausdorff, on d6finira ~p (x) d'une mani~re analogue 
daus l'intervalle (--or, + 0o). Ajoutons qu'on pourrait 6viter les int6grales de Stieltjes-Lebesgue 
et se contenter d'intdgrales ordinaires par le proc6d6 un peu artificiel de poser, dans le cas du 
texte p. ex., ~p (x) ----- x, pour o_--< x=< 00 et T( f )= Ck pour k ~  x < k + I. 

g ~k(t)d6signe la valeur conjugu6e de ~k(t). 
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f 1 ~ 1 
(26) I T ( f ) [ - ~ d ~  -~ [C~]~; 

k:0  

de plus M~*,0 ~ ~ et M~ 1 _~ i. En  effet, la p remiere  in6galit6 r6sulte de ce que 
~'~ 

Mi*,o signifie la borne sup6rieure d e s  [Ck[, f 6rant  vari6e sous la  condit ion 
B 

f ] f ( x ) [ d x  ~ I, ~ tandis  que la seconde n ' e s t  que l ' in6gali t6 bien connue de Bessel. 

A 
1 1 

Le segment  limit6 pa r  les points  (I,O) e~ (~,~) ayan t  pour  6quation 7 =  l - - a ,  

�9 1 I 
on ~ < a ---- - < I, il r6sulte du th6or~me V I  que, chaque fois que f et [f[a sont 

a 

" "  E {  i i mtegrables ,  la s6rie Ck {c, off c -  - - - - ,  sera convergente.  L ' in6gal i t6  s 
7 I - - a  

d6montrer  r6sulte alors de la  convexit6 de log M?  ~, 1-~, assur6e par  le ~h6or~me 

V. On a en effet, tou~ comme au n ~ I I ,  

1 a--~ l--a 
1 2--a 

M, r < (Mr,0) 1 - !  1 - -  

2 2 

La  premiere  des in6galit6s (25) r6sulte pa r  un r a i sonnemen t  analogue  ou 

encore pa r  le fa i r  g6n6ral 6tabli plus hau t  savoir  que deux t r ans fo rma t ions  t ranspos6es 

a d m e t t e n t  la m~me borne, 6gale s celle de l 'op6ra t ion  bilin6aire correspondante .  

26. L ' ana logue  des th6or~mes de Young-Hausdo r f f  pour  l ' in t6gra le  de 

Four ie r  fur  d6montr6 pa r  M. TITCH~XRSH. 2 Les ra i sonnements  qui pr6c~dent 

s ' app l i quen t  sans difficult6 s ce cas-ci 3 et s d ' au t res  int6grales analogues;  nous 

avons i ' in ten t ion  d 'y  revenir  s une au t re  occasion. 

27. Passons  m a i n t e n a n t  s une au t re  applicat ion,  concernant  quelques th6o- 

r~mes que j ' a i  6tablis ailleurs ~ au suje~ des fonct ions  conjugu6es, a 

1 e l .  la note 2 p. 477 et la note I p. 480. 
E. C. TITCHMARSH, A. contribution to the theory of Fourier transforms, Proc. London 

Math. Soc. (2), t. 23 (I924), p. 279--287. 
Au lieu de l'indgalit6 de Bessel on s'appuie Surun th6or~me connu de M. PLA•CHEREL. 

4 M. RIESZ, I) Les fonctions conjugu6es et les s6ries de Fourier, Comptes rendus, t. 178 (28 
avril I924) p. 1464; 2) Sur les fonctions conjugu6es, va paraitre dans la Math. Zeitschr. 

5 Cf. aussi E. C. TITCHMARSH, Reciprocal formulm involving series and integrals, Math. 
Zeitschr. t. 25 (I926) p. 321--347. 
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D6signons par f (x)  une fone~ion int6grable an sens de M. Lebesgue dans 

rintervaUe (o, 2 ~r) et  4crivons l 'expression 

(z7) 

2 ~  

0 

Compl&ant  cer~ains rdsultats de M. FATOU, ]~. PLESSNER a d6montr6 que 

l ' intdgrale du second membre existe presque partout,  si l 'on la prend au sens 

de la valeur principale de CAUCHY. ~ 

En d6signant par L a, off a > ~, la classe des fonctions f ( x )  int6grables avec 

I f [  ~, on a l e s  th6orbmes que voici. 

A. Si la fonction p6riodique f(x) ,  de pdriode 2 ~, appartient ~ la elasse L a, 

la fonction f ( x )  y appartient 6galement, et l'on a 

0 0 

B. Soit f ( x )  une fonetion de la classe L ~ par rapport ~ l'intervalle (-- 

et formons l'intdgrale 

(29) j(.) ~ f,_.r(,),, 
- - o o  

, + ~ )  

dont la valeur 2)rincipale exi#te presque partout. On a alors u~e in6galit6 analogue 

(28), le facteur constant 6tant le m~me. 

C. Pour deux fouctions f ( x )  et g(x) apparte~ant ~ des classes compldmen- 

ta&es L a et L a', o5 I +  t - - - , - - I ,  on a, sous les hypoth&es du premier th&rOme, 
a a 

(30) 
2 ~  2 ~  2 ~  1 2 ~  1 

~lf f'(')' (') ~176 ;"'" <" l" "~ (f"(') 'a '') ' {f,. (x)," ..)" 
0 0 0 0 

et sons celles du second 

1 A. PLESSl~ER, Zur Theorie der konjugierten trigonome~riBchen Reihen~ Inauguraldisser- 
tationj Giessen, I923. 
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+o~ + ~  + ~  1 ~oo 1 

f <Ma(f 'f(x,)[adx) a (f 
les int~grales doubles existant toujours, ,4 l'on les prend au sens de la valeur 

principale de CxucitY, c'est-5-dire comme limite des int6grales ~tendues aux valeurs 

Bien entendu,  nous avons d~sign~ par  M~ la plus pet i te  constante  convenable.  

28. Les  int~grales doubles f igurant  en (3o) et  (3I) d~finissent 6v idemment  

des op6rat ions bilin~aires pour  les classes compl~men~aires L ~ et L a'. La  valeur  

de ces int6grales  res tan t  la  mSme, au signe pros, si l 'on  in te rver t i t  le r61e des 

fonct ions  f et g, l 'opgra t ion  est  sym6tr ique gauche.  I1 s 'ensui t  que M~, M~. 

On a de plus Me = I et  l 'on  d~mon~re fac i lement  que M~ > I pour  route  au t re  

valeur  d e  a et  que Ma devient  infini lorsque a t end  vers I ou vers l ' infini.  

D'au~re par t ,  il r~sulte de nos th~orSmes I I I  ou V que log M~ est une fonct ion 

I 
convexe de a : - .  En  r~sum~, log Ma et alors Ma sont des fonet ions  convexes 

I 
de a = - pour  o ~ a ~ I ,  sym~triques pa r  r appor t  g a : �89 et  von t  en croissant  

6~ 

vers l ' infini qnand  a va  de �89 g o ou g I. 

Quan~ g l 'ordre  de croissance de Me, il ressor t  des recherches de ]9I. 

TI~CH~XRSa qu ' i l  existe deux cons tantes  H et  K telles que pour  a ~ 2, 

H a  <= Ma ~ K a  ~. ~ 

Or, dans  le second de mes f r avaux  cif~s, j ' a i  d6montr6  que pour  a ent ier  

e t  pair ,  on a ]li-a < a : log 2. P a r  l a  croissance de d~a pour  a > 2, il en r6sulte 

l 'exis tence d 'une  cons tante  K telle que l 'on  a pour  tou t  exposant  a ~ 2, M~ <= Ka.  

L a  combinaison de no t re  rdsul ta t  avec celui de ~ .  TITeH~A~SH donne en d6fini- 

rive que pour  a ~ 2, 

H a < ~ M , ~ K a .  

29. Voyons  maintenan~ quel par t i  on peu t  t i rer  des r~sul tats  gdn~raux 

du t rava i l  prdsent  pour  la  d6monst ra t ion  des thdorbmes d u n  ~ 27. Nous  nous 

contentons  de quelques indicat ions sommaires .  Consid~rons p. ex. le th~orbme A. 

P o u r  a = 2, la  d6monst ra t ion  de ce th~or~me e s t  immediate .  On l 'obtienr p. ex. 

1. c. p. 324.  
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par le th6or~me de Parseval en observant que les s6ries de Fourier de f (x )  et 
de f ( x )  sont con]uguees. 

La d6m0nstration n'6tant imm6diate que pour l'exposant 2, on ne pourra 

imiter le proc6d6 suivi dans les applications pr6e6dentes, off l'on disposait de 

deux exposants distingu6s. Voici tout de m6me comment on peut ramener le 

eas d'un exposant arbitraire ~ celui, beaucoup plus facile, des entiers pairs. 

Admettons que le th6or~me A soit d6montr6 pour l'entier pair a =  2n .  

Alors, par la sym6trie gauche, le th~or~me se trouvera en m6me temps d6montr6 

pour a ' ~  2 n : ( 2 n - -  I) et enfin, par le th~or~me VI, pour tout exposang situ6 

entre a et a'. 

Comme derni~re application consid6rons le probl~me suivant. 30. 

Soit 
-~oo 

f(x) 

une sdrie de Fourier, c'est-s que les Ck, les constantes de Fourier de f(x),  

se ddterminent par les relations 

2~  

Ck= x) 
0 

e-kiX dx" 

Considdrons une suite de nombres ~k telle que, chaque lois que les Ck sont 

les constantes de Fourier d'une fonction de la classe L a, les produits ;~ Ck soient 

les constantes de Fourier d'une fonction de la classe L c. Cette fonction sera 

ddsign~e par T( f )  et appelde la transform~e de f(x),  tandis que la suite sera dire 

une suite de facteurs du type (a, c). 
I1 est tr~s facile d'~tablir, par un raisonnement connu remontant s M. 

L]~BV.SGUE et ~ M. HAAS, qu'il existe 

qu'on air 
2~r 1 

0 

Ici encore, c'est 

un nombre M, attaeh~ ~ la suite, tel 

2 z  1 

i x) lad  
0 

dvidemment, le plus petit hombre M convenable qui int~- 

resse et qui est la borue de la transformation. 

31. Les suites du type (2, 2) ne sont que les suites born~es; cela ressort 

immddiatement du thdor~me de l~iesz-Fischer. 
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Les suites du type (i, i) sont caraet6ris6es par le fair que la s6rie 

-{-ao 
, eki:r 

(33) 

of  l'accent indique la suppression de l'indice z~ro, est la s6rie de Fourier d'une 

fonction ~ variation born~e G (x). 
Ces suites ()~k) sont aussi identiques ~ celles qui transforment les fonctions 

�9 1 born6es en des fonctions bornees, c'est-s que ces suites sont en mSme temps 

celles du type (oo, oo), les fonctions born6es correspondant d'une mani~re connue 

au cas limite a ~ ~ .  

Ajoutons que, routes les fois que la fonetion G (x) donn6e par la sdrie (33) 

est ~ variation born6e, la transformation peut ~tre raise sous la forme d'une 

int~grale de Stieltjes-Lebesgue 

2z 

(34) T If(x)) = j t) d [G (t) 2~ f ( x - -  + Z0t]. 
. 2  
0 

On sait assez peu des suites du type (a, a) pour d'autres valeurs que 

a ~ I, 2, ~ .  On d6montre sans peine - -  nous y reviendrons tout "~ l'heure - -  

que, tout comme les suites des types (i, x) et (~ ,  ~)  sont identiques, il en est 

de mSme des types (a, a) et (a, a'), off, comme toujours, I + I ' - ~==I .  De plus, il 
a .6t  

est trSs facile de montrer que route suite du type (a, a) es~ bornde, c'est-s 

qu'elle est en mSme temps du type (2, 2). Pour  le voir, il suffit d'appliquer 

l'in6galit6 (32) aux fonctions e ki*. On d6montre encore assez facilement que 

route suite du type (i, i) ou (a~, m) est en mSme temps du type (a, a) pour a 

quelconque. Ce fai~ est un cas particulier du th~orSme qui suit; d'ailleurs il r6sulte 

aussi d'une maniSre directe en appliquant l'in6galit6 de HSlder s la formule (34). 

32. Les fairs qu'on vient d'indiquer suggSrent le thdorSme suivant. 

1 Les rdsu l t a t s  conce rnan t  les su i t e s  des  t y p e s  (I, I) ou ( ~ ,  ~ )  que  n o u s  avons  ind iqu6s  s0n t  

dus  ~ MM. W. H. Y o u N o  et  S. SZIDO~; W. H. YOUNG, On  Four ie r  ser ies  and  func t ions  of bounded  

var ia t ion ,  Lond. Roy.  Soc. s t .  88 (I913) , p. 561- -568 ,  On  a condi t ion  t h a t  a t r i gonomet r i ca l  

ser ies  s h o u l d  have  ~ cer ta in  form, ibid. p. 569- -574 ;  S. SZIDON, Re ihen theo re t i s che  S~tze u n d  ihre  

A n w e n d u n g e n  in  tier Theor ie  tier F o u r i e r s c h e n  Reihen ,  Math.  Zeitschr. t .  IO ( I92I) ,  p. I 2 I - - I 2 7 .  
)/I. FEKETE a mon t r6  ( 0 b e r  Fak to renfo lgen  we lche  die ,,Klasse,, einer  Fou r i e r s chen  Reihe  unver -  

~indert lassen,  Sze.qed Acta Uniw Franc.-Jos. t .  i ( i923) , p. I 4 8 - - I 6 6 )  que  lesd i tes  su i t e s  son t  auss i  
les su i t e s  de fac teurs  qui  t r a n s f o r m e n t  bien d ' au t r e s  c lasses  de fonc t ions  ( fonct ions  con t inues ,  fonc- 

t ions  in t6grab les  a u  sens  de R i e m a n n  etc.) en elles-mfimes. 
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Toute suite du type (a0, aoJ est en m~me temps une suite de type (a, a) pour 

tout hombre a situd entre a o et a'o, les bornes correspondant aux exposants inter- 

mddiab.es ne ddpassant pus la borne commune correspondant aux extrdmitds. 

Ce th~or~me sera une consdquence immediate des th~or~mes VI et V, d~s 

qu'on ~ura d~montrd que les suites des types (a, a) et (a', a') sont identiques et 

que les bornes correspondant s une suite par~iculi&re sont les m~mes, cette suite 

dtant considdr~e comme une suite du premier ou du second type. 

Or ceci ressort du thgor~me suivant qui est de caract~re sym~trique et qui, 

de son cStd, dgcoule ~ssez facilement de ce que j'ai ddmontr6 ailleurs au sujet 

du th~or~me de Parseval.: 

Pour  que la suite (2k) soit une suite du type (a, a) ou (a', a'), il faut et il 

suffit que la s~rie ~ ~k C~ D~ soit convergente, les C~ et les D~ d~signant les 

constautes de Fourier de fonctions arbitraires f ( x )  et g (x) des classes respectives 

L" et L a'. Le plus petit nombre M tel qu'on air 

(3s) [ Z  )~k Ck .Dk i ~ M If(x)lad x a [g(x)la,dx , 

est la borne commune, la suite dtant envisag~e comme suite des types (a, a) ou 
(a', a'). 

On pourrait aussi s 'appuyer sur le fair plus dldmentaire qui suit et qui ne  

fair intervenir que  des sommes fiuies. 

Pour  que la suite (~k) soit du type (a, a) ou du type (a', a'), avee la borne 

M, il faut et il suffit que (35) air l ieu pour routes les fonctious f (x )  et g(x) qui 

sont des combinaisons lin~aires ~ un nombre fini de termes des fontions e ki~, c'est- 

s des polynomes trigonom~triques, M ~tant le plus petit hombre qui y convient. 

La n~cessit~ de la condition est ~vidente. D'autre part, on voit facilement 

que la condition est suffisante; on n'aura qu'~ observer que lesdits polynomes 

sont parlour denses duns les classes respectives au sens d u n  ~ 15. 

Voici encore une g6n~ralisation qui se d~montre par un raisonnement ana- 

logue. 

1 Comptes rendus, 1. c., Math. Zeitschr. I.c. 

62--2661 Aeta matheraatica. 49. Imprim$ le 12 janvler 1927. 
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Considdrons des suites du type (a, c), avec e=>a. 1 Posons, comme plus haut, 

I I 

a e 

Cela pos~, toute suite du type (ao, Co) est aussi du type (a, e) pour tout point (a, 7) 

appartenant au segment de droite limit6 par les points (ao, 7o) et (ao', 7o'), les bornes 
correspondant aux points intermddiaires ne ddpassant pas la borne commune qui cor- 

respond aux extr6mitds. 
33. Consid6rons enfin la suite de faeteurs partieuli~re ~o=O, ~k=-+:i pour 

k%o qui transforme route s~rie trigonomdtrique 

dams sa conjugu6e 

y, ek'  

--1 q-r162 

Z i C k e k ' ~ - - Z i C k e k ' ~ .  
k=--~  k=l  

En par~ieulier, la premiere s6rie ~tant la s~rie de Fourier d'une fonetion 

f(x) de la classe L a, la seeonde sera eeUe de la fontion f(x), donn~e par la for- 

mule (27) qui, par le th~orgme h du n ~ 27, appar~ient ~r la m~me elasse. Le 

probl~me des fonctions eonjugudes rentre done dans l'ordre d'iddes des suites de 

facteurs. D'autre part, on volt que ladite sui te  particuli~re, et alors celle off 

l'on aura remplacd +_i par + I ,  est, pour tout a fin i > I ,  une suite de facteurs 
du type (a, a) avee la borne Ma. Toute translation d'indices fournissant une suite 

analogue, on en d~duit par soustraction les suites . . . .  o, o, �89 I, r , . . . ,  

I, I, �89 o, o , . . . ,  les bornes de ces suites, considdr6es eomme suites de facteurs 

du type (a, a), ~tant encore < Ma. I1 s'ensuit que les bornes des suites 

�9 . . ,  o,o,  i, i , . . . ,  I, I , O , o , . . .  sont N M a + I .  Par ces dernigres suites, on 

passe de la fonction f (x)  aux sommes partielles de sa sdrie de Fourier et l'on 

trouve en particulier 

2~ 2~ 2~ 

fls",.( )ladx=fl [ f Z CkekiZ adx~(Ma+ I)a IJ~x)ladx, 
k=m 0 0 0 

rgsultat que j 'ai d6js donn6 ailleurs sous une forme moins prdcise. 

t Pour  de telles sui tes  cf. G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD, Some propert ies  of frac- 

t ional  integrals,  tu  London Math. Soc. t. 23 (I924) , Records, p. X X X V I I - - X L I .  
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Voici nne autre cons~qence des remarques qui pr6c~dent qu'on obtient e n  

appliquant la transformation d'Abel; c'est que route suite monotone bernie ou, plus 

g~n6ralement, route suite :(~k)~ variation bornde, c'est-s telle que la s6rie 

V~-ZI~+~--~  I converge, est:encore pour tout a fini >~ une suite du ty29e (a, a). 

Questions de r~alit~, 

34. Retournons maintenant aux formes bilingaires et substitutions lin~aires 

s un nombre fini de variables et supposons que les coefficients ajk qui y inter- 

viennent soient rgels. Cela dtant, nous allons ~tablir que, rant qu'on se trouve 

dans  le triangle 

( 3 6 )  

les syst~mes (xj) et (yk) qui rendent ]A (x, y)] maximum, sous les conditions (I), 

sent rdels, chacun s un facteur arbitraire e/~ pr~s. 

I1 sera un peu plus commode d'gtablir le fair gquivalent, savoir que les 

syst~mes (xj) qui rendent 

( 3 7 )  

maximum sont, pour c>a>= I, rgels ~ un facteur arbitraire pr~s. 

Or ceci r~sulte imm6diatement du lemme suivant. 

Soient x f ,  xj", Xk' ,  Xk"  ~'-~ I, 2 . . . .  , m; k ~ I, 2 . . . .  , n) des hombres r~els 

et soit ~ : ~ + i  v une variable complexe. Admettons en outre que les deux sys- 

t~mes (xf)  et  (xj") ne soit pas proportionnels l'un s l'au~re. Soit de plus c>a>--_ I. 

Alors en posan~ 

, , 
k+ X c : ' +  a a , 

~0(~) atteint son maximum sur raxe r~el, l'infini y-compris. 

Admettons en effet le contraire, c'est-~-dire clue ~(~) at~eigne son maximum 

pour une valeur finie ~----~+i~ et telle que 74=0. Alors on aura 
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0 -o, b -v = o ,  ou - = o .  

Or on en ddduit  faci lement  en utilisanL l'in6galit~, de HSlder  eL l 'hypoth~se 

c > a, que Yon a au m~me point  

P a r  eons6quent,  il ne pourra  s 'agir  de maximum dans le point  en question. 

Le lemme ~tabli, not re  ~nonc6 en ressort, en ddcomposant les variables 

xj ~ x /  + i x / '  et les formes Xk ~ Xk' + i Xk"  en par~ies r~elle et imaginaire  eL en 

supposant  par  impossible ~ ~ i. 

35. QuanL aux points du tr iangle situds sur le cSt~ a + { / ~  i, il r~sulte 

par  continuit6 qu'il  existe toujours  des syst~mes r6els des variables fournissant  

le maximum. Mais il peuL arr iver  que la m~me valeur  maxim6e sera aussi a t te inte  

pour  des syst~mes qui ne sont pas proport ionnels  s des systbmes r~,els. I1 suffit 

de mont re r  que, pour  c = a ,  le fai l  analogue pourra  arr iver  pour  l 'expression (37). 

Or il en sera ainsi dans l 'exemple ~vident 

X~ ---- xj" ( j  - - 1 ,  2, . . ., m). 

P ou r  e = a, le rappor t  ~ . n t  constant ,  il a t te int  son maximum pour  n'im- 

porte  quel syst~me, r6el ou non. 

I1 sera utile de eonsid6rer le m6me exemple pour  c > a e t  c < a. 

Dans le premier  cas, les syst~mes fournissant  le maximum sont ceux off 

routes les variables s 'annulent ,  sauf une d 'entre  elles. De Lels sysL~mes sont r6els 

?~ un fae teur  arbi truire pros, ee qui est bien d%ceord avee le r~sulLat ~tabli au 

num6ro pr6c6dent. 

P ou r  c < a, l 'iu~galit6 de HSlder  ou l ' in6gal i~  (4') donnent  

m 1 1 1 1. 

(3s) Ix l o, 

le s o n e  d'6qalit6 n'ayant lieu que quand tous les Ix  j[ sont 6gaux. Tout  tel  

syst~me, rdel ou non, fourni ra  alors, dans l 'exemple par~ieulier qu 'on consid~re, 

le maximum de (37). 

En  r e tou rnan t  ~ la forme bilin~aire, on voit que rant  que le point  (a, fl) se 

t rouve dans le triangle 
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(39) o < a ,  o_<fl,  a + f l _ <  I, 

les syst~mes qui fournisse~t le maximum pourront ~tre r&ls ou non. 

36, En  suppr imant  main tenan t  l 'hypoth4nuse du tr iangle en question, on 

aura  le t r iangle  

(40) 

Nous allons mont re r  que pour  ehaque point  de ce dernier  tr iangle,  on pour ra  

construire  des exemples off le maximum n'est fourni que par des syst~mes non r&ls. 

En  comparant  ce fair  avec le %sul ta t  4tabli a u  n~ on voit  qu'i l  y a une 

diff4rence essentielle entre  les deux ~riangles (36) et (40), le cbt~ commun poss6dant 

r " dans un certain sens le ca actere de t o u s l e s  deux. 

P ou r  construire les exemples en question, il suffira encore de consid&er 

l 'expression (37) pour  I ~ c < a. 

En  posant  I m ~ - n  ==3 et en modifiant  un pea  l 'exemple pr4c4den~, consi- 

ddrons la subst i tut ion 

(4i) X~ = x~ - -  ~ (x~ + x~ + x~) ( j  = I, 2, 3), 

e 6rant un nombre  positif  tr~s petit. ]~[ontrons que, 6rant donn4 un  c o u p l e  

de valeurs (a, c) telles que I ~ c < a, on pourra  choisir  e assez pet i t  pour  que le 

maximum de 

(42) 
1 1 

( Ix l l  + IX.I" + Ix.I V: ( I x 1 [  a + [x. la+l.%la) -~ 

ne soit a t te int  pour  aucun systSme r4el. 
1 1 

Remarquons  d 'abord  que le rappor t  (42) a 4videmment  ta valeur  3 r a pour  

tou t  syst~me tel  que Ix l l=lx~l -~ lx~l  et  que x l + x 2 + x a ~ - o ,  p. ex. pour  le 

syst~me x 1 = I, x~ ~ e a , x a ~  e a ; chaque syst~me qui rempli t  les conditions 

pr4c4dentes 4taut  d'ailleurs, g l 'ordre pros, propor t ionnel  au syst~me part icul ier  

indiqu4. 

P o u r  voir  que le maximum n 'es t  a t te in t  pour  aucun syst~me %el, il suffit 

de mont re r  que les valeurs que le rappor~ (42) admet  pour  les valeurs r4elles des 
1 1 

variables, sont infgrieures s 3 ~ a. 

1 Le raisonnement qui suit tient pour m impair quelconque. 
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On peut admettre,  sans restreindre la g6n6ralit6, que {x,I ~ + Ix_.l" + I~l" = 3. 

En fixant alors un voisinage tr6s 6troit des syst~mes (I, I, I) et (I, I , -  I), iI est 

clair, d'apr~,s la remarque ajout~e s l 'in~galit6 (38), qu'on pourra d~terminer 

assez peti t  pour que tout  syst~me qui s un  facteur  commun ou s l 'ordre prbs, 

ne se trouve duns ledit  voisinage fournisse pour le rapport  (42) une valeur in- 
1 1 

f6rieure '~ 3 c ~. Quant  aux syst~mes qui se t rouvent  auxdits voisinages, on aura,  

suivant le eas, 

Ix, I ~ + I x_~l~ + Ix~l~=lx, l'. + Ix.I ~ + Ix~l ~-- ~(1~,1 ~-' + ladle-l+ I ~1~-')(~, + ~, + x~)+ 0 (~'). 

On a d'abord, d'apr6s (38), 1 ~ , 1 ~ + 1 ~ 1 ~ + 1 ~ 1 " ~ 3 .  D'autre  part, la valeur 

approch6e du terme n~gatif  sera, suivant le cas, - - 9 c e  ou - - ce .  

On aura  done duns t o u s l e s  cas, les voisinages en question 6rant assez petits, 

1 1 

(I x ,  I ~ + Ix~l ~ + I x ~ l ~  < 3 : -  : 
2 

1 1 

e'est-~t-dire que le rapport  (42) est infdrieur ~ 3 ~ a. 

Remarques additionnelles eoncernant la convexitY. 

37. i1 reste ~, 61ucider la question de savoir si nos rdsultats eoncernant la 

convexitd de log M~,~ subsistent duns le tr iangle (39), ou m~me duns tout  le 

car% o ~ a ~ I, o =< fl ~ I. Malheureusement,  c'est bien peu de ehoses que je 

pourrai  dire sur ce sujet. J 'esp~re pouvoir y revenir bient6t. 

Tout  d'abord, on volt tr~s simplement que, duns le cas partieulier off tous 

les ajk sont positifs ou nuls, il y a convexit~ dans tout le carr~ et rn~me duns tout 

le plan. 

En effet, soient t t et 4 des nombres positifs tels que t: + t ~ =  I. Posons 

a - - t  I a I + t~ aa, /~ = t t fit -t- 4 fig et d~signons par (xj) et (yk) des systSmes positifs 

satisfaisant aux in6gaHt~s 

m 1 m 1 

(43) ~ x j  = : ;  ~ y k ~ =  : .  
j : l  k=l 

II vient alors par l'in6galit6 de HSlder 
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Z Zai~x~yz-~- ~ Zai~ x~ y~ 

En observant maintenan~ que les syst~mes 

x / :  x0" ", y~' : y~ ~ ; x / '  : x~ ~ , y~" ---- y~ 

satisfont ~ des in4galit~s analogues s (43), les exposants respectifs dtant ~ ~ '  

I I 
a~' ~ '  notre remarque se ~rouve 6tablie. 

38. Le fair presqu'dvident qui prdc6de admet des applications assez int& 

ressantes eg remplace dans bien des cas le th6or6me I beaucoup plus cach6. 

Consid6rons s ti tre d'exemple l 'application suivante. 

Soient, pour la forme bilin6aire A ( x , y ) = ~ a j k x j y ~ ,  ~[ajk]<:G 
j = l  k=l  k : l  

(j= i, . . . .  , ) .  
j = l  

On aura alors M~,o <= G, Mo,1 <= H et par consdquent M~, ~_~ ~ G ~ H 1-~. En 

partieulier  M1 1 ~ V GH, in~galit~ due s FROBSNIUS et s ~ .  I.  SCRUR. 1 
2 '2  

L'extension aux operations bilindaires et, en particulier, aux in t~gra les  

doubles for ej j est immediate.  

39. Le fair 4tabli a u n  ~ 37 et ses g6n~ralisations ~videntes embrassent 

peu pros tout  ~ ce que je sais dire d 'aff i rmatif  sur la convexRd dans des domaines 

plus ~tendus que le tr iangle (2).  Voici main tenant  ce qui es~ de caract~re 

nfigatif. 

Considdrons la forme bilin~aire rdelle A (x, y) --- X1 y~ + X~ y.~ off X~ = x~ + x~ 

e~ X~ ----- x~ --  x~. E~udions le maximum de cette forme en supposant les variables 

de rester r~elles et de varier sous les conditions 

1 I.  SCHUR, Bemerkungen zur  Theorie der beschr~inkten Bil inearformen mi t  unendlich vielen 

Ver~nderliehen, Journ. f .  Math. t. 14 o ( I9 I I ) ,  p. I.--28, voir, en partieulier ,  p. 6. 

"- On pour ra i t  encore y ajouter  le fair presqu 'dvident  que, pour  des ajk queleonques,  il y a 

eonvexit~ dans tou t  le p lan  sur  les droites er = eonst,  et  /~ = eonst.  
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1 1 1 1 

(44) Ix, l Z + I x ,  lZ---- < ~; lyll  ~ + l u l l ? _ -  < , .  

Cela revient  g eonsid~rer le maximum de 

(45) ( I  X I  I 1-~ -{- I X~ I ~-1-~)1-~ 

sous la premiSre des conditions (44). 

On voit facilemen~ que le logar i thme de ce maximum n 'es t  p ~  convexe sur 

le segment limitd par  les points (o, o) et (~, ~). En effet, on a 21/0,0 = Mg,, ~-2 ,  

1 
M1 ~ = M~ ~ =  2 ~. D 'au t re  part ,  eu ca]culant le rappor t  

(46) 
1 1 ~l--a 1 1 a 

pour  un  syst~me arbi t raire  diffdrent des syst~mes x~-~ + x~ e~ des syst~mes off 

l 'une des variables s 'annule, on trouve une valeur plus grande que 

1 

1 1 

21-" ----(Mo,o) ~ (M, 1 t 2, 

1 Cela se volt aussi sans calcul, en observant  que pour  a = o et pour  a = ~  

- -  eL seulement pour  ces valeurs-lg - -  le rappor t  (46) ne change pas avec les varia- 

bles, et que le logarithme du minimum du rapport est concave, ce dernier  fair  ressor- 

ran t  du th~or~me I appliqud g la forme rdciproque. Le minimum et le maximum 

coincidant  pour  les ex~r~mit& du segment,  le logar i thme du maximum ne pourra  

8tre convexe. 

P a r  consequent,  s / r o n  se restreint, pour les formes r&lles, aux valeurs r&lles des 

variable~r nos th2or~mes ne tiennent plus duns le triangle (39). 

44). Duns l 'exemple qui pr4e~de, le vrai maximum est fourni  par  des sys- 

d~mes complexes tels que xl:  x 2 = I : +_ i. La  valeur du logar i thme du maximum 

est donnge par  la fonet ion log 2. (_a 2 -  2 a); e'es~-'s que ce logari~hme es~ une 

fonct ion lindaire et alors une fonct ion convexe daus le sens que nous avous 

at t r ibu4 g ee mot. On volt aussi sans peine que, duns eet exemple, le logar i thme 

du vrai maximum est convexe dans tou t  le carr4 o ~ a ~ I, o ~ ~? ~ I. 
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Nos consid6rations font  voir que si, dans le cas g~ndral, la quest ion de la 

validR~ de nos thdorbmes sera s r4soudre par  l 'affirmative pour  tou t  le carrd - -  ce 

qui d 'ail leurs parai t  peu probable - -  les relat ions (I2), desquelles nous avons 

d~dui~ nos th~or~mes pour  le t r iangle  (2), ne suffiront  cer ta inement  pas pour  

fourn i r  ee rdsultat.  En  effet, ces relat ions t iennent  dvidemment aussi pour  les 

syst~mes qui fournissent  le maximum d 'une forme bilin4aire r~elle, quand on se 

res t re in t  aux valeurs r4elles des variables. 

A 
T 

63--2661.  Acta mathematica. 49. Irnprim~ le 13 jsnvior 1927. 


