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Einleitung. 

Das grundlegende Problem der Topologie, die Aufs te l lung notwendiger  und 

hinre ichender  Bedingungen fiir die HomSomorphie  zweler Mannigfal t igkei ten,  ist 

bekannt l ich fiir zweidimension~le Mannigfal t igkei ten,  und im wesentl ichen n u t  

fiir diese, vo l l s~nd ig  gelSst, und diese haben sich daher  fri ihzeitig fiir t iefer- 

dr ingende Problemste l lungen dargeboten.  Die vorl iegende Abhandlung  beschr~nkt  

sich der Einfachhei~ halber  auf  das Studium der geschlossenen zweiseitigen Fl~chen 

beliebigen Geschlechtes ,  es is~ uber unschwer  erkennbar ,  wie man  die verwen- 

deten Methoden auch auf  andere F~lle zweidimensionaler Mannigfal~igkeiten wird 

ausdehnen kSnnen. Den Gegens tand der Unte r suchung  bilden haupts~chlich die 

stetigen Abbildungender Fl~che auf sich selbst und das sich dabei ergebende 

Fixpun]~tproblem, ftir welches eine r~tionelle Formul ie rung  durch den Begriff  der 

Fixpunktklasse und des Index jeder  Klasse erreieh~ wird. Auf  hierhergehSrige 

Resul ta te  yon G. D. B~RK~OV~ und J. W. AL~XX~DER wird ausfiihrlich einge- 

gangen. Die explizite, kombinator ische LSsung des Fixpunktproblems in der 

Allgemeinheit ,  in der es sich auffassen l~sst, ist bisher nicht  erreicht.  Immerh in  
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lassen sich mehrere ziemlich weitreichende Spezialfiille erledigen mittels einer 

Methode, die auch dartiber hinaus jedes speziell gestellte Problem anzugreifen 

gestattet, wie an einigen typischen Beispielen gezeigt werden soll. Dadurch mag 

es berechtigt erscheinen, diese Untersuchungen schon jetzt in einer ersten ausfiihr- 

licheren Mitteilung zu verSffentlichen. In zwei Vortr~gen in Hamburg I9241 und 

in Kopenhagen I9z5 ~ hatte ich Gelegenheit, die ersten Ergebnisse darzusteUen. 

Die Hiilfsmittel der Untersuchung sind die grundlegenden Begriffe der 

Fundamentalgruppe und der universellen 0berlagerungsfl~ehe. Durch diese wer- 

den aUe Betrachtungen punktmengentheoretischer Art in die Ebene verlegt. Da- 

durch bekommt der kombinatorische Teil der Untersuchung eine klare gruppen- 

theoretische Form. Zugleieh tritt  in die Erscheinung, dass die Sehwierigkeiten, 

die sieh der allgemeinen LSsung der hier betrachteten topologischen Probleme 

entgegenstellen, dieselben sind, die sich bei den einfachsten Fragen aus der 

Theorie der unendlichen diskontinuierlichen Gruppen einsteilen. Ob die LSsung 

der topologisehen Fragen yon einer Weiterentwicklung der aUgemeinen Gruppen- 

theorie zu erwarten ist, oder ob eine direkte geometrische LSsung dieser Fragen 

der Gruppentheorie neue Methoden anzuweisen im Stande ist, mSge dahingestellt 

bleiben3; in der vorliegenden Arbeit iiberwiegt die letztere Tendenz. 

It. PO~NCAR~ a hat fiir die Fl~chentopologie ein entscheidendes Hiiffsmittel da- 

(lurch geschaffen, dass er die universelle UberlagerungsflRche nichteuklidisch metrisch- 

regular darstellte und den Begriff der Fundamental~oTuppe schuf. Diese tIiilfs- 

mittel wurden yon M. D~R~ ~ bei der LSsung wiehtiger Probleme systematisch 

verwendet, dureh Einfiihrung dee ~Gruppenbildes~) weiter ausgebaut und mit der 

allgemeinen Gruppentheorie in den engsten Zusammenhang gesetzt. Die Arbeiten 

dieser beiden Autoren bilden den Ausgangspunkt dee Verfassers, jedoeh wird im 

ersten Abschnitt dieser Arbeit das fiir unsere Zweeke 575tige so ausfiihrlich 

dargestellt, dass eine Verweisung des Lesers auf friihere Darstellungen im we- 

sentlichen vermieden werden kann. ~ Es erweist sich nun als zweckm~ssig, die 

~,LTber topologische Abbildungen gesch|ossener Flfichen,~. Abhandlungen aus dem mathe- 
matischen Seminar der Hamburgischen Universit~it Bd. III,  I924. 

2 ,Zur Topologie der geschlossenen Fl~ichen,, Vortrag auf dem 6. skandinavischen Mathe- 
matikerkongress in Kopenhagen I925, verSffentlicht im Kongressbericht, Jul. Gjellerups Forlag, 
KSbenhavn 1926. 

s u eine Bemerkung yon M. Dehn, Mathem. Annalen Bd. 7I, S. II 9. 
4 Siehe besonders: Cinquieme Compl~ment h l 'Analysis Situs, Rend. Pal. XVIII ,  I9o 4. 

Mathematische AnnMen Bd. 69, 71 und 72. 
6 Zur Vervollstiindigung unserer Darstellung der Grundlagen der Untersuchung seien an dieser 

Stelle genannt: 
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universelle i3berlagerungsfl~che durch Hinzufiigung ihrer ,>unendlichfernen>> Punkte 

abzuschliessen; um diese letzteren bequem zugi~nglich zu machen, wird eine kon- 

forme Abbildung der hyperbolischen Ebene auf das Innere eines Kreises benutzt. 

Die Kennzeichnung der einzelnen Randpunkte fiihrt dann yon selbst dazu, neben 

den Elementen der Fundamentalgruppe im eigentlichen Sinn, gegeben durch end- 

liche Folgen der benutzten Erzeugenden, auch unendliche Folgen yon .Erzeugenden als 

uneigentliche Gruppenelemente zu betrachten. Ferner fiihren die n~chstehenden 

Untersuchungen in munchen Fi~llen dazu, wieder zu schwdcheren [lberlugerungs- 

fli~chen herabzusteigen, deren Auswahl yon der .jeweils betrachteten Fli~chenabbil- 

dung ubhi~ngt. Die Durchfiihrung d e r  Untersuchung bringt, wie schon oben 

angedeutet, die Aufstellung gewisser einfach auszusprechender gruppentheoretischer 

Probleme mit sich, deren Inangriffnahme in vielen Einzelfiillen mittels geolne- 

trischer (Tberlegungen gelingt. Die Methode scheint mir eines weiteren Ausbaues 

fiihig und kann d~durch vielleicht einmul der allgemeinen Gruppentheorie Dienste 

leisten. 

I. ABSCHNITT. 

Die universelle Uberlagerungsfl~che als Koordinatenfl~che. 

i. Kanonische Schnittsysteme. 

Wir beginnen mit einer anschaulichen Betrachtung, die die im w 3 einge- 

fiihrte genaue Definition des Objektes unserer Untersuchungen vorbereiten soll. 

Es sei eine geschlossene Fli~che vom Geschlecht p vorgelegt. Die Figur I veran- 

schaulicht den Fall p ~ 3. Von einem Punkt  Q der Fli~ehe aus werden die p 

Paare yon gerichteten kanonischen Kurven A1, B1; As, Be; . . . ;  Ap, Bp gezeich- 

net. Schneider man die Fl~che li~ngs dieser Kurven auf, so liisst sich die 

aufgeschnittene Fli~che in die Ebene ausbreiten und erweist sich als mi% einem 

4p-Eck homSomorph. Figur 2 veranschaulicht ein solches, indem die Oberseite 

des Polygons der Aussenseite der Fli~che der Figur I entspricht. Durchli~uft man 

auf der Aussenseite der Fli~che die Berandung der aufgeschnittenen Fl~che so, 

M. DEn•: Uber  diskontinuierl iche Gruppen,  Mathem. Ann. Bd. 7I,  19II , insbesondere 
S. 119-- I22  , 

sowie die Ein le i tung  und die ersten drei Pa ragraphen  der Dissertat ion eines Schiilers von Dehn : 

H. GIESEKING: Analyt ische Unte r suchungen  fiber topologische Gruppen,  Miinster I912. 

25 - -  26404. Acta mathematica.  50. Imprim6 le 14 septembre 1927. 
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dass man stets die berandeten Fliichenteile zur Linken hat, trod bezeichnet man 

die Durchlaufung z. B. der Kurve A 1 gegen die Pfeilspitze mit A1-1, so zeigt 

Figur 2, dass man dabei die kanonischen Kurven in der Anordnung 

B~ -1 A1 -~ B~ A~ .B~ -1 A2 -1  .B 2 A 2 . . .  Bp  -1  Ap -1  .Bp Ap 

passiert. Nun w~hle man im Inneren des 4p-Ecks einen Punkr q und verbinde ihn 

mit zwei Randpunkten des 4p-Ecks, die demselben (yon Q verschiedenen) Punkt  

Fig. 1. 

der Kurve B1 entsprechen. Dadurch entsteht auf der Fl~che eine geschlossene, 

B 1 einmal schneidende Kurve, die mit a~ bezeichnet und so orientiert werden soll, 

dass sie B 1 yon rechts nach links durchsetzt. Analog wird eine Kurve bl kon- 

struiert, die A I einmal yon links nach rechts durchsetzt und m i t a  1 nur den Punkt  

q gemeinsam hat. Die zwei Kurven sind in Figur z gezeichnet. Man konstruiere 

mi~ Benutzung desselben Punktes q weitere Kurven a~,b2,. . . ,  ap, bp durch ent- 

sprechende zyklische Wiederholung. Denkt  man sieh diese Kurven in der Figur 

I eingezeiehnet, indem man den Punkt  q auf der Riickseite der Fl~che gelegen 

annimmt, und klappt man dann zur besseren Sichtbarmachung die Fl~che der 

Figur I urn, sodass sie die Riickseite dem Beschauer zukehrt, so stellt sich das 
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System der ai, bi wie in der F igur  3 gezeichnet  dar. Dies System ist ein neues 

kanonisches Schni t tsystem; verwandel t  man  wieder die Fl~che durch Aufschneiden 

l~ngs desselben in ein 4p-Eck,  so laute~ die Berandung  desselben 

al bl a1-1 bl - I  a2 b, a~ -1 b~ -1 . . . a~ bp ap -1 b~ -1, 

wenn man sie so durchl~uft ,  dass man das Polygoninnere  zur Rechten hat.  In  

diesem Polygon stellen sich die Kurven  Ai, Bi  durch yon einem inneren P u n k t  

Q ausst rahlende Kurvenst i icke dar  (analog wie in tier Fig. 2 die as, b~); die An- 

A~ B, 

.B 3 

B3 v .~  

Fig. 2. 

o rdnung  tier gerichte~en Kurvenstiiclre um Q ist dabei die in Fig. I durch die 

Umgebung  yon Q bestimmte. 

W i r  nennen  die Systeme At, Bl und ai, bi >>zwei zu e inander  reziproke ka- 

nonische Sehnittsysteme>>. 

2. Lineare Substitutionen und nichteuklidische Metrik. 

x sei eine komplexe Variable. Der  Einhei tskreis  I x l ~  I der x-Ebene wird 

mi t  E ,  das Inhe re  yon E m i t  @ und alas ~ussere  yon E m i t  W bezeichnet.  Um 

den Zusammenhangsverh~l tnissen der durch einen P u n k t  x ~ ~ abgesehlossenen 

x-Ebene Rechnung  zu tragen,  werden wir  gelegentl ich yon q) + E + ~ als yon 

der x-Kugel  K sprechen. 
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Wir  werden es mit Transformationen yon K in sich zu tun haben, bei denen 

@, E und W einzeln in sich iibergehen. Speziell betrachten wir zun~chst lineare 

Substitutionen yon x, die solche Transformationen bewirken. Jede solche Sub- 

stitution kann in der Form 

(~) S(x) = ~ x  + ~, 
- - - = -  ~ ~ - ~ > o ,  
~x+a 

Fig. 3. 

geschrieben werden, wo a und ~ willkiirliche nur bis auf einen gemeinsamen 

reellen Faktor bestimmte komplexe Zahlen sind und a die zu a konjugiert-kom- 

plexe Zahl bedeutet; und jede Substitution dieser Form hat die verlangte Eigen- 

schaft. Die obige Substitution sei durchdas  Symbol (~)bezeichnet .  Dieinverse 
\ l - - /  

Die invarianten Punkte oder, wie wir sagen woilen, die ~Grundpunkte~ yon 

S, d. h. die beiden LSsungen der Gleiehung S ( x ) -  x, sind 

I -- +__ ] / - - ~ )  Z& (a - -a )2  + 4 f l ~  �9 ~ , , . . -  2 ~ ( , ~ -  ,~ , - -  
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Das Bfischel der Kreise durch ~ und ~2 geht bei der kreisverwandten Transfor- 

mation S in sich fiber; das gleiche gilt daher auch yon der Schar der dazu or- 

thogonalen Kreise. Ist  nun A > o, so liegen beide Grundpunkte auf E, und wegen 

der Erhaltung der Winkel wird jeder Kreis des durch die Grundpunkte bestimm- 

ten Biischels durch S in sich transformiert. Die dazu orthogonalen Kreise werden 

unter einander vertauscht, indem ihre Punkte sich l~ngs der Kreise des Bfischels 

vom >>negativen>> Grundpunkt fort und auf den >>positiven>> Grundpunkt zu be- 

wegen. Ist  A < o, so liegen die Grundpunkte invers bezfiglich E, und E gehSrt 

in diesem Fall der Orthogonalschar an. [st endlich A - - o ,  so fallen die Grund- 

punkte auf E zusammen. Man bezeichnet bekanntlich diese drei F~lle als hy- 

perbolische, elliptische und parabolische Substitution. 

Im Falle der hyperbolischen Substitution bezeichnen wir den zu E senk- 

rechten Kreis durch die Grundpunkte als die >>Achse>> von S. 

Die Substitutionen der Form (I) bilden eine Gruppe, die mit F bezeichnet sei. 

Es seien S und T zwei Substitutionen aus F. Dann gehen die Grundpunkte 

von T S T -1 aus denen yon S durch- T hervor. Substitutionen, die durch Trans- 

formation innerhalb F-ineinander iibergehen, sind also yon derselben Ar~. 

Wir fassen nun in bekannter Weise das Inhere �9 yon /~ als konformes 

Abbild der ))hyperbolischen Ebene>), d. h. der Ebene yon N. LOBATSCI-IEWSKIJ, 

auf: zwei Figuren in q) heissen kongruent, wenn die eine durch eine Operation 

aus F aus der anderen hervorgeht. Gelegentlich betrachten wir auch W als kon- 

formes Abbild derselben Ebene (mit Umlegung der Winkel), indem wir zwei be- 

zdglich E spiegelbildlich gelegene Punkte als Bilder desselben Punktes der Ebene 

auffassen. 

Der Vollst~ndigkeit halber sei noch an das iibliche nichteuklidische Abstands- 

mass erinnert :  x~ und x~ seien zwei Punkte in (P, S e i n e  Operation aus F, die 

x ~ i n d e n  Nullpunkt bringt, also S - - ( _  -a- ) u n d s o m i t a x ~  

( I -  

Dann wird die Entfernung d (x 1, x~) als Logarithmus des nun auf dem Durchmesser 

zu bildenden Doppelverh~ltnisses definiert: 

�9 - + I s (x )l 
d (xl, = log ; _ |  S 
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also 

Sins d e 2 - ( x ~ - x , ) ( x ~ - x , )  = = = - 

I- -I  S(x2)l 2 (i - -  Xl Xl) (i  - -  x2 x2) (~ (Xl' x2)" 

d(xl ,  x~) geniigt dann den iiblichen Axiomen des Entfernungsmasses. Fiir manche 

Zwecke kann man sich auch der einfacheren Funktion ~ (x~, x~) bedienen. 

Die geod~tischen Linien dieser Metrik sind die zu E senkrechten Kreise 

(die Durchmesser yon E mitgerechnet); diese entsprechen also den Geraden der 

Ebene. Eine hyperbolische Substitution entspricht einer Verschiebung der Ebene 

l~ngs der durch die hchse der Substitution dargesteUten Geruden. Die nichteu- 

klidische Entfernung d (x, S(~)) yon Punkt zu Bildpunlrt ist fiir aUe PunkCe der 

Achse die gleiche; sie heisse die zu der Substitution gehSrige ))Verschiebungsl~nge~). 

Fiir alle Punkte ausserhalb der Achse ist die Entfernung zum Bildpunkt grSsser, 

und zwar um so mehr, je weRer die Punkte yon der Achse entfernt sin& Die 

durch die Grundpunkte gehenden Kreise sind Abstandslinien zur Achse. S und 

T S T -~ haben gleiche Verschiebungsl~tnge, da Punkr und Bildpunkt auf der Achse 

yon S durch die Kongruenztransformation T in Punkt mad Bildpunkt auf der 

Achse yon T S :T -~ iibergefiihrt werden. Soll die hyperbolische Substitution S 

mit der nicht identischen Substitution T vertauschbar sein: 

S T : T S ,  

so miissen S und T S T -1 dieselbe Substitution sein. T muss also die Grund- 

punkte yon S fest lassen; T ist somit ebenfalls eine hyperbolische Substitution 

und hat dieselbe Achse wie S. Diese Bedingung ist auch hinreichend: 

Eine hyperbolische Substitution ist mit allen zu derselben Achse gehS- 

rigen Substitutionen, und nur mit diesen, vertauschbar. 

Nun seien S u n d  T zwei hyperbolische Substitutionen, die einen Grundpunkt, 

etwa den fiir beide positiven Grundpunlr~ A gemeinsam haben, w~hrend ihre ne- 

gativen Grundpunkte verschieden sind. Dann hat  auch T S T  -1 den positiven 

Grundpunkt A und einen negativen Grundpunkt, der yon den negativen Grund- 

punkten yon S u n d  T verschieden ist. Die Achsen yon S u n d  T S T -1 sind also 

nichteuldidische Parallele mit A als gemeinsamem unendlich fernen Punkt;  sie 

n~hern sich einander also asymptotisch. Die Substitution S. T S -1 T -1, der ~Kom- 

mutator)) yon S und T, hat dann auch A als Grundpunkt, kann also nur hyper- 

bolisch oder parabolisch sein. Beriicksichtigt man nun, dass S u n d  T S T -1 gleiche 

Verschiebungsl~nge haben, und ist x ein Punk~ auf der Achse yon T S T -1, so 
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sieht man, dass d(x ,  S .  T S -1 T -1 (x)) beliebig klein wird, wenn nur x der Achse 

yon S geniigend nahe liegt, d. h. auf der Achse yon T S T -~ geniigend weir in 

Richtung von A verschoben wird. Da nun bei einer hyperbolischen Substitution 

die Entfernung yon Punkt  zu Bildpunkt die Verschiebungsl~nge als untere Grenze 

hat, so folgt, dass S T S -1 T -1 nicht hyperbolisch sein kann: 

t taben zwei hyperbolische Substitutionen einen und nur einen Grund- 

punkt gemeinsam, so ist ihr Kommutator eine parabolische Substitution 

mit dem gemeinsamen Grundpunkt als Grundpunl~. 

Der Leser kann natfirlich diese S~tze auch leicht durch direkte Ausrechnung 

best~tigen. 

L 

i 
Fig. 4. 

Im Folgenden werden fast ausschliesslich hyperbolische Substitutionen vor- 

kommen. Man vergegenw~rtige sich daher die einfachsten Eigenschaften einer 

solchen an der Fig. 4: Eine Bewegung S (ohne Umlegung) der hyperbolischen 

Ebene in sich ist festgelegt, wenn man die Bilder S(x l )  und S (x.~) zweier Punkte 

x t u n d  x~ yon �9 angibt; dabei muss 

d (S (xi), S (x..)) = d (x .  

sein. Z. B. kann man S dutch Angabe des Punl~es S (o) und des Punktes S-1(o), 



200 Jakob Nielsen. 

der bei S in o fibergefiihrt wird, festlegen. S(o) und S-1(o) mfissen gleichen 

nichteuklidischen, und daher in diesem Fall auch gleichen euklidisehen Abstand 

yon o haben. (Die euklidische Drehung um den Nullpunkt gehSrt ja zur Gruppe 

F). Die Bedingung daffir, dass S hyperbolisch wird, ist, dass der dureh S -1(o), o 

und S (o) gehende Kreis E schneidet. Die in der Figur mit -- bezw. + bezeichneten 

Sehnittpunkte sind der negative bezw. positive Gruudpunkt yon S. Spiegelbild- 

liehe Lage zweier Punkte bezgl. E bleibt bei S erhalten. Die Figur 4 geht durch 

Spiegelung an E sowie durch Spiegelung an der mit L bezeichneten Geraden in 

sich fiber. Das Spiegelbild bezgl. E des Kreises durch S -1(o), o und S (o) ist die 

Gerade durch S-1(~), ~ and S(~) ,  und diese schneider also die Grundpunkte 

auf E aus. Der Kreis C mit dem Zentrum S-~(~) senkrecht zu E geht, da 

das Spiegelbild seines Zentrums bzgl. C ist, in den zu E senkrechten Kreis S(C) 

mit dem Zentrum S ( ~ )  fiber. Das Bild eines Punktes yon C bei S ist dabei 

sein Spiegelbild bzgl. L. C ist also der geometrische 0r t  derjenigen Punkte, in 

denen das euklidische Linienelement bei S kongruent transformiert wird. Ffir 

Punkte innerha[b C wird das euklidische Linienelement bei S gedehnt, ffir Punkte 

ausserhalb C verkfirzt. Speziell bemerken wir, (lass ein innerhalb C gelegener 

Teilbogen yon E bei S auf einen grSsseren Teilbogen yon E abgebildet wird. C 

ist das nichteuklidische Mittellot der yon S-1(o) and o begrenzten Strecke. - -  

Die Achse yon S soll dureh die Grundpunkte gehen und zu E senkrecht sein. 

])as Zentrum des Achsenk'reises A wird also dureh die Symmetrielinie L auf dem 

Kreise durch S-1(o), o und S(o) ausgeschnitten. Da seine Verbindungslinie mit 

S-1(o) auf ( ~ ( o ) , o )  senkrecht steht, ist A aueh senkrecht zu C und S(C). Der 

zwischen C und S(C) gelegene Bogen yon A repr~isentiert die Verschiebungslfinge. 

Offenbar kann man die Operation S dadureh ausfiihren, dass man erst eine 

Spiegelung an L u n d  danaeh eine Spiegelung an S(C) ausfShrt. Das Resultat 

dieser beiden 0perationen ist n~imlich eine Operation aus F, und z. B. alle 

Punkte yon C sind richtig transformiert. 

Der zwischen C und S(C) gelegene Teil der x-Kugel K bildet einen Funda- 

mentalbereich ffir die durch die Potenzen yon S gebildete unendliche zyklische 

Untergruppe yon F, die mit {S} bezeiehnet werde. Vereinigt man jeden Punkt  

yon C mit dem ihm bei S entsprechenden Punkt  yon S(C), so schliesst sich der 

Fundamentalbereich zu einem Torus zusammen. L~sst man einen Punkt, der aus 

einem Punkt  des Fundamentalbereichs durch eine Operation aus {S} hervorgeht, 

demselben Toruspunkt entsprechen, so ist die in den Grundpunkten punk~ierte 

x-Kugel eine t~berlagerungsfl~che des Torus. Umgekehrt werden wir sagen, der 
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Torus entstehe dutch )>Reduktion yon K mittels der Gruppe {S})>. Wir bezeich- 

nen den Torus kurz durch K mod {S}. 

3. Die Fundamentalgruppe. 

In diesem Paragraphen soll eine spezielle Untergruppe F yon I" erkl~rt 

werden, die aus unendlich vielen hyperbolischen Substitutionen besteht. 

_ 

f 
/ J 

0 P XI R )7. T 

% 
Fig. 5. 

v sei ein Winkel < - mit dem Scheitel 0 (Fig. 5). Um einen Punkt  P 
4 

des einen Schenkels schl~gt man den Kreis OQB. Die Tangente in Q schneider 

O P in T. Um T schl~igt man mit T Q als Radius den Kreis ~'. Die Senkrechte 

auf OR in R trifft z' in W. Der Massstab sei so gew~hlt, dass 0 W - ~  I is~. 

(Dann ist, wie man leich~ berechne~, OP----I }/I--~g~ v.) Endlich zeichne~ man 
2 

den durch W gehenden Einheitskreis E mit dem Zentrum O. Dieser schneider 

TQ in V. x' schneider OR in X: 
2 6 -  26404. Acta mathematica. 50. Imprim6 le 14 septembre 1927. 



Da 
(T  w )  = (TQ) = T n .  T O  

ist, schneiden sich • und E orthogonal.  Also ist in der nichteuklidischen Metrik 

z' eine Gerade und OX Q ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit  dem Basis- 

winkel v. 

Nun spiegeln wir - -  unter  Fort lassung einiger fiir das Folgende iiberfliissiger 

Linien --  die Fig. 5 an O Q. Das Spiegelbild yon O T wird dabei parallel mit  

P Q, also Lo t  auf  T Q. An diesem Lot  spiegeln wir dann noch einmal die Gesamt- 

figur und gelangen dadurch zur Fig. 5. Vergleichen wir Fig. 6 mit  Fig. 4, so 
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Fig. 6. 

sehen wir, dass wir eine hyperbolische Subst i tut ion S definieren kSnnen, die den 

Kreis ~ yon Fig. 6 in ~' iiberfiihrt: r'----S(x), x spielt fiir S die Rolle yon C in 

Fig. 4. Der positive Grundpunkt  yon S ist V(S), (in Fig. 5 mit  V bezeichnet), 

der negative U(S). Die sie verbindende Achse hat  ihr Zentrum in 01, die Ver- 

schiebungsl~nge ist ausgezogen. Es ist R ~ S (o), T ~ S(or ), und ~' ist das nichteu- 

klidische Mittellot  auf  OR. 

N u n  verfiigen wir so fiber v, dass es bei Fortsetzung dieses Spiegelungsver- 

fahrens im Vollwinkel aufgeht  und uns dabei eine gerade Anzahl yon Kreispaaren 

liefert. Es sei also 19 eine ganze Zahl grSsser als I ~md v ~ -  gewiihlt. Dann  
4P 

haben wir 2p  Kreispaare der A14 yon x und "u' und damit  2 p Subst i tut ionen der 
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Art yon S, deren Grundpunkte sich paarweise trennen. Fig. 7 zeigt die en~- 

stehende Zeichnung im Falle p ~ 2. Der ausserhalb der 4P Kreise liegende Teil 

yon �9 ist eia nichteuklidisch regul~res 4p-Eck mit dem Polygonwinkel ~ , das zp  

\ 

\ 

f \ 

F 
r 

r 

/ 

Fig. 7. 

mit B bezeichnet sei. Die in der Fig. 7 beibehaltenen ttiilfslinien veranschaulichen 

noch einmal im Zusammenhang die oben auseinandergesetzte gegenseRige Lage 

der Bilder yon o und ~ bei den 2/0 Substitutionen, der Grundpunkte, der Zentren 

der Achsenkreise, der Polygonecken und der SchnRtpunk~e der Polygonseiten mit/~. 

Es bietet nun keinerlei Schwierigkei~, die Koeffizienten a und fl der Form (I) 

fiir unsere 2 p Substitutionen aufzustellen; sie ergeben sich aus der Tatsache, dass 
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der euklidische Abstand des Punktes x-~  o yon seinen Bildpunkten bei allen 

Substitutionen und ihren Reziproken gleieh ] / I - -  tg ~ ~ ist. In der 1. c. 1 zitierten 
4P 

Arbeit ist der arithmetische Ausdruck angegeben. Hier kSnnen ~vir auf die 

Benutzung des expliziten Ausdruckes fiir die Koeffizienten der Substitutionen 

verzichten und mit geometrischen l)berlegungen auskommen. 

Nun bezeichnen wir die Seiten des Polygons B mit A~, B1 , . . . ,  Ap, B~,, wie 

im w I durch Fig. 2 ffir p -~ 3 illustriert wurde. B sei dabei so in q) angebraeht, 

dass die Achse der positiv-reellen Zahlen Mittellot yon B 1 ist und der auf/71 and 

A v geiegene Eckpunkt am niichsten unterhalb der positiv-reellen Achse tiegt. Wir  

nummerieren die Seiten yon B linksliiufig, mit B~ anfangend. Die 2p Substitu- 

tionen seien dann mit 

al, b~ . . . .  , ap, by 

bezeichnet, und zwar so, dass a~ die dritte Seite in die erste, b 1 die zweite in die 

vierte, a.2 die siebente in die ffinfte, b~ die sechste in die achte usw. fiberffihrt. 

Die yon diesen 2p Substitutionen erzeugte unendliche Gruppe heisse F :  

F =  {a~, b, . . . . .  ap, b~}. 

Es Sei beiliiufig bemerkt, dass man, wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich 

ist, den Bildpunkt, in den ein beliebiger Punkt der x-Ebene bei ei'nem beHebigen 

Element von F fibergeht, fiir alle diejenigen iv durch Konstruktion mit Zirkel 

und Lineal ermitteln kann, fiir die die regul~ire p-Teilung des Kreises mit Zirkel 

und Lineal ausffihrbar ist. 

Zwei Punktmengen der x-Ebene, yon denen die eine durch eine Operation 

aus F aus der andern hervorgeht, sollen ))~quivalent in Bezug auf/e>) oder h~ufig 

nur ,,~quivalent~> genannt werden. 

Durch die 4P 0perationen ai +-1, b~ +~ geht B in ~quivalente Bereiche fiber, 

die mit B eine Polygonseite gemeinsam haben. Ist B' ein mit B iiquivalenter 

Bereich, etwa B ' = f ( B ) ,  f ein beliebiges Element aus F, so geht B' b e i f a i  -+1 ~ 1 ,  

fb~++-lf ~ in ~quivalente Bereiche fiber, die mit B' je eine Polygonseite gemeinsam 

haben. Die Bildbereiche yon B bei allen Elementen yon F ordnen sich infolge 

der GrSsse des Polygonwinkels zu je 4P um einen gemeinsamen Polygoneckpunkt 

an und iiberdecken (9 lfickenlos mit einem nichteuklidisch regul~ren Polygonnetz, 

das ~Y heissen mSge. Die Maschen yon _N h~ufen sich gegen E. - -  Betrachten 

wir z. B. den Punkt  --  er heisse H - -  auf dem Rande yon B, in dem B 1 und 
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Ap zusammenstossen. Die an B 1 stossende Netzmasche ist al(B) zufolge der 

Definit ion von al. Die zweite an H stossende Seite dieser Masche entspr icht  in 

B der vier ten Seite A I. An A 1 stSsst bl(B). Die im Zyklus um H weiter  an- 

stossende Masche ist daher  al bl (B). N u n  miindet  eine freie, B ,  entsprechende 

Netzseite in H ein, die nitchstanschliessende Masche ist daher  a I bl al -~ (B). Setzen 

wir so den Zyklus for t  und bedenken, dass die ( 4 P - - I )  t~ ~r b~)(B) ist, so 

kommen wir zu der Relat ion 

al bl a, -1  b1-1 ae be a~ 1 b -1  . . .  ap bv gp--1 bp-1  : I 

zwischen den Erzeugenden yon F.  Die l inke Seite yon (z) sei h infor t  mit  R 

bezeichnet. Da jede Relat ion zwischen den Erzeugenden yon F offenbar in be- 

kannte r  Weise auf sukzessive Umkreisungen yon Netzpunkten  zuriiekgefiihrt  wer- 

den kann, ist R - -  I die einzige unabhgngige Relat ion in F.  F wird als abstrakte  

Gruppe  durch R = I definiert. 

iJbertri igt  man  die Bezeichnung Ar B~ der Seiten yon B auf alle Seiten 

yon N, so wird die Anordnung  der bezeichneten Netzsei ten um jeden Netzpunkt  

durch die Anordnung  der gleichbezeiehneten Kurvenenden  um den P u n k t  Q der 

Fig. I angegeben. 

In  der Fig  7 sind 4P  vom Nul lpunkt  ausgehende und in den Polygonsei ten-  

mi t ten  endende Strecken gezeichnet. Diese i ibertrage man :,tquivalent auf alle 

Maschen yon h r. In  den nebeneinander l iegenden Polygonen  B u n d  al (B) schliessen 

sich dann zwei dieser Linienstiicke zu einer o mit  a l  ( o )ve rb indenden  Strecke 

aneinander.  Diese werde mit  einer yon o n a c h  al (o)zeigenden Orient ierung und 

mit  der Bezeichnung al versehen. Ebenso wird die yon a1-1 (o) nach  o f i ihrende 

Strecke a 1 genannt .  Analog bl, a ~ , . . . ,  bp. Diese Bezeichnung wird iiquivalent 

auf die Verbindungsstrecke i rgend zweier benachbar ter  mit  o iiquivalenter Punk te  

i ibertragen. So ents teht  aus diesen Strecken ein Netz  n, das, yon der Bezeichnung 

abgesehen, mit  N nichteuklidiseh kongruen t  ist. n ha t  folgende Bedeutung:  f ( o )  

sei ein mit  x = o iiquivalenter Punkt .  Man kann - -  auf unendlich viele Weisen 

--- den Nul lpunkt  mit  f ( o )  durch einen aus Seiten yon n bestehenden W eg  ver- 

binden und fiir jeden dieser Wege  e ine-Folge  yon Erzeugenden yon F in der 

Reihenfolge aufschreiben, wie man die mit  ihnen gleichbezeichneten Seiten yon 

n passiert, aeder  dieser Erzeugendenausdri ieke stellt dann das Element  f dar. 

I s t  w ein Netzseitenweg, der f ( o ) m i t  f l  (o) verbindet,  so ist 

f l f  -1 ~- f w f -1 
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das Element  yon F ,  das f ( o )  in f t  (o) iiberfiihrt. - -  Die Dureh lau fung  des Weges  

R vom Nul lpunkt  aus f i ihr t  zum Nul lpunkt  zuriick wegen R = ]. R ist dabei 

mit  rechtslSufigem Umlauf  die Berandung  einer Masche yon n, und der oben be- 

t rach te te  Punk~ H ist der Mi t te lpunkt  dieser Masche. - -  Die Anordnung  der y o n  

einem Netzpunkt  yon n auss t rahlenden Netzsei ten wird durch die Umgebung des 

Punktes  q der Fig. 3 angegeben. 

n ist das Dehnsche Grup~enbild yon F .  7 

Vergleicht  man nun  diese Verh~iltnisse mit  den einlei tenden Bet rach tungen  

des w I, so ist sofort  klar, dass man  aus dem Bereich B durch Zusammenbiegen 

und Vereinigung ~iquivalenter Randpunkte  eine geschlossene Fl~iche vom Geschlecht  

p herstel len kann und dass dabei die Kurvenst i icke Ai, Bi,  ai, b tde r  >>reziproken 

Netze>> N und n reziproke kanonische Schni t tsys teme auf der Fl~che e r g e b e n . -  

Wi r  wollen, um den Vortei l  der  metr ischen Hii lfsmit tel  noch unmRte lbarer  an 

die Fl~che zu kniipfen, die >)Fl~che>) etwas abs t rakter  so definieren: 

Be t rach te t  man jedes vollst~indige System yon in Bezug auf  2 '  ~qui- 

valenten Punkten  yon q~ als eiuen Punkt, so ensteht  dureh diese >>Re- 

dukt ion yon q) mittels F>> eine mit  hyperbolischer  Metr ik  ausgestat tete ,  

geschlossene, orientierbare,  zweidimensionale Mannigfal t igkei t  vom Ge- 

schlecht p, die ~Fl~iche ~ = �9 rood F>>. F i s t  die >>Fundamentalgruppe>> 

und ~ die >)universelle ~berlagerungsfl~iche>> yon q~. 

4. Kurventypen and Elementklassen. 

Hieran  fiigen wir noch eine kurze ErSr te rung des Zusammenhangs  zwischen 

den Kurven  auf  q~ und auf (/), dessen vollst~ndige Aufkl~rung man bekannt l ich 

H. POINCARE (1. C. 4) verdankt :  Ein stetiges Kurvenstf ick in (1) wird durch eine 

stetige Funkt ion  k eines Paramete rs  dargestell t :  

X=]c(t), O ~  t ~  I, Ik(t) l < 

Dadurch  ist zugleich ein stetiges Kurvenst i ick auf  q~ definiert. Dasselbe Kurven-  

stiick auf T wird aber durch jede mit  der ersteren ~quivalente Bildmenge:  

x = f [k (t)], 

f ein beliebiges Element  aus F,  in 60 dargestellt .  Sind Anfangs- und Endpunk t  

des Kurvenst i ickes in q) mittels eines Elements h yon F ~iquivalent: 

k ( , )  = h ix" (o)], 

7 Man ergfinze das obige Resum6 durch DEH~TS grundlegende Dars te l lungen 1. c. 5 
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so ist die betr~ehtete Kurve auf q~ geschlossen.' In  der zweRen oben benutzten 

Darstellung ist dann f h f  -~ dasjenige Element aus T', das den Anfangspunl~ des 

Kurvenstiicks in q) in den Endpunkt verlegk Jeder geschlossenen Kurve auf  q~ ist 

au f  diese Weise ein vollstdndiges System von in einander transformierbaren Elemen- 

ten aus F, >>eine Elementklasse>>, zugeordnet. Zwei geschlossene Kurven auf 9~, die 

zur selben Elementklasse gehSren, sind >>homotow> , d. h. auf 9~ in einander de- 

formierbar, und umgekehrt. In der Tat kSnnen wir Darstellungen der beiden 

Kurven in q) 

~ =  ~(t) l o _ _ < t <  ' 
x = ~, ( t )  J 

so w~hten, dass beide Male dasselbe Elemen~ h yon /;' den Anfangspunkt in den 

Endpnnkt verlegt: 

k (,) = h [k (o)], ~ (,) = h [~ (o)]. 

Verbindet man dann zwei zum selben t-Wert geh5rige Punk~e k (t) und k~ (t) durch 

eine niehteuklidisch geradlinige Streeke und bezeichnet denjenigen Punkt, der 

diese im nichteuklidischen Abstandsverh~ltnis ~: I - -~ teilt, mit #~ (t), so is~ fiir 

jedes feste ~, (o ~ ~ ~ i), x -~ k~ (t) ffir o ~ t ~ I eine gesehlossene Kurve auf q~, 

denn es bleibr stets 

k~(~) = h [k~(o)]. 

Wir haben also auf ~ eine von einem Parameter ~ abh~ngige Schar geschlossener 

Kurven, so dass der >>Parameterabstand>> zweier Kurven der Schar stetig yon 

abh~ngt, und fiir ~ ~ o bezw. ~ ~ I haben wir die urspriinglichen Kurven, womit 

die ttomotopie derselben nachgewiesen ist. - -  Die Elementklassen yon F sind 

also den vollst~ndigen Systemen yon untereinander homotopen geschlossenen Kur- 

yen auf qg, oder wie wir kurz sagen wo]len: den >)Kurventypen>> auf ~ nmkehrbar 

eindeu~ig zugeordnek Der besonderen Elementklasse, die nur aus der Identit~. 

besteht, sind die >>der Null homo~opem>, d. h. auf q~ zusammenziehbaren Kurven 

zugeordnet. - -  Im n~chsten Paragraphen wird gezeigt werden, dass F nur hyper- 

bolische Substi~utionen ent~h~lk Zwei zu derselben, yon der Iden t i~ t  verschie- 

denen Elementklasse gehSrige Elemente yon F haben ~quivalente Verschiebungs- 

stiicke auf ihren Achsen. Diesen entspricht eine geschlossene geod~tische Linie 

auf q~, und wir kSnnen also jeden Kurventypus (mit Ausnahme der zusammen- 

ziehbaren Kurven) eindeutig durch die zum Typus geh5rige geschlossene geod~tische 

Linie auf q~ repr~sentieren. 
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5. Die Menge der Grundpunkte. 

Im zun~chst Folgenden sind alle Bezeichnungen im Sinne der nichteuk[i- 

dischen Metrik zu verstehen. - -  Fiir einen Punkt  P yon (1) bezeichne ~ (P) die 

Entfernung yon P zum niichstgelegenen mit P ~,iquivalenten Punkt. 6 hat fiir zwei 

fiquivalente Punkte den gleichen Wert. Wenn wir daher die untere Grenze yon 

(~ (P) bilden wollen, indem P in O variiert, so geniigt es, P in B variieren zu 

lassen, das ja einen Fundamentalbereich yon 1"" darstellt. W~re nun diese untere 

Grenze Null, so miisste es einen Punkt  yon B geben, und zwar notwendigerweise 

einen Randpunkt, der bei einer yon der Identit:,it verschiedenen Operation aus F 

an seinem Platz bliebe. Wenn man aber die endlich vielen Elemente aus T' priift, 

bei denen der Bildbereich yon B mit B einen Randpunkt gemein hat, so sieht 

man, dass ein solches Festbleiben eines Randpunktes nicht eintritt. Fiir innere 

Punkte einer Randseite ist das sofort aus der Erkl~irung der Erzeugenden abzu- 

lesen, und fiir die Eckpunkte yon B folgt es daraus, dass ein Kreis um einen 

Eckpunkt mit einem Radius kleiner als die halbe Polygonseite keine zwei ~qui- 

valenten Punkte im Inneren hat; ein solcher Kreis ist n~mlich aus den 4P Zipfeln 

zusammengesetzt, die die n~tchsten Umgebungen der Ecken yon B b i l d e n . -  Die 

untere Grenze yon ~ in tP ist also positiv. Also kann F keine elliptischen Sub- 

stitutionen enthalten, bei denen ja ein invarianter Punkt in �9 liegt. T' kann 

aber auch keine parabolische Substitution enthalten. Denn im Sinne der gewShn- 

lichen Metrik geht bei einer solchen jeder E im Grundpunkt beriihrende Kreis 

in sich fiber, und die Schar der dazu orthogonalen durch den Grundpunk~ gehen- 

den Kreise wird unter sich vertauscht. Im Sinne der hyperbolischen Metrik geht 

also jede Gerade mit dem Grundpunkt als unendlich fernem Punkt in eine dazu 

parallele Gerade fiber, und die Verbindungslinie yon Punkt und Bildpunkt bildet 

dabei gleiche Winkel mit den beiden Geraden. Dann sinkt aber die Entfernung 

yon Punkt und Bildpunkt unter jeden Betrag herab, wenn man nur welt genug 

in Richtung des unendlichfernen Grundpunktes auf einer solchen Geraden 

hinausgeht. 

Alle Elemente yon t7' sind also hyperbolische Substitutionen, und die untere 

Grenze von ~(P) ist die kfirzeste Verschiebungsl~nge, die bei den Elementen 

yon F auf~ritt. Es sei noch bemerkt, dass die Anzahl der Elementklassen, deren 

Verschiebungsl~nge eine gegebene L~nge L nicht fibersteigt, endlich ist. Wir 

kSnnen n~mlich ffir jede Elementklasse ein repriisentierendes Element (im All- 

gemeinen auf verschiedene, jedoch nur endlich viele Weisen) so ausw~hlen, dass 



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Fl~chen. 209 

die Achse desselben durch den zentralen Fundamentalbereich B hindurchschneidet. 

Wir k5nnen dann in B den Anfang eines Verschiebungsstiickes auf der Achse 

w~hlen. Der Endpunkt desselben liegt dann in einer Entfernung ~ L vom 

Anfangspunkt, also in einer Entfernung ~ L + 0 vom Nullpunkt, wenn Q den 

Abstand der Ecken von B vom Nullpunkt angibt. Der Bildbereich yon B bei 

dem betreffenden F-Element muss also an einem Kreis mit dem Radius L + (~ 

um den  Nullpunkt Tell haben, und das ist nur fiir endlich viele Elemente der 

Fal l  Wir haben also: 

In jeder unendlichen Folge yon F-Elementen, in welcher keine zwei 

Elemente in einander transformierbar sind, geht die Verschiebungsl~nge 

gegen ac. 

Zu jedem Element von F gehSrt also ein Paar getrennter Grundpunkte auf 

E. Aus w 2 folgt, dass vertauschbare F-Elemente zum selben GruDdpunktepaar 

gehSren und umgekehrt. Zwei nicht vertausehbare Elemente kSnnen auch nicht 

etwa einen Grundpunkt gemeinsam haben, denn nach w 2 miisste ihr Kommutator  

dunn eine parab01ische Substitution sein, und solche gibt es nicht in F. Die 

(abz~hlbare) l~Ienge G der Grundpunkte ist also eindeutig in Paare zusammen- 

gehSriger aufgeteilt. U und F seien ein solches Paar. Diejenigen Elemente 

yon F, die zu diesem Paar gehSren, also dieselbe Achse haben, bilden eine 

Abelsche Untergruppe yon F. f~ und ~ seien zwei solche Elemente, l~ und 4 

ihre Verschiebungsl~ngen. Dann hat entweder flJ:2 oder f~f~- ~ die Verschiebungs- 

l~nge I l l - - l e l .  Und da die iY[enge der zu der Achse gehSrigen Verschiebungs- 

l~ngen nach unten begrenzt ist, muss es eine kleinste, l, geben, die in allen an- 

deren aufgeht, f sei das zu l gehSrige Element, wenn wir etwa V als den 

positiven Grundpunkt w~hlen. Wir nennen f das zu der Achse, oder genauer 

zu dem geordneten Grundpunktepaar U V gehSrige ))prim~re~) Element. f - 1  ge- 

hSrt dann zu VU. Die betraehtete Untergruppe besteht dann aus allen positiven 

und negativen Potenzen yon f .  F hat also keine anderen Abelschen Untergrup- 

pen als unendliche zyklische. Ein Verschiebungsstiick der L~nge 1 auf der Achse 

stellt dann auf ~ offenbar die der Achse entsprechende geschlossene geodiitische 

Linie genau einmal durchlaufen dar. l ist aber nicht notwendig der kleinste 

Abstand zweier ~quivalenten' Punkte auf der Achse; denn die geschlossene geo- 

d~tische Linie auf ~ kann Doppelpunkte haben. Einem solchen Doppelpunkt 

entspricht auf �9 ein Schnitt der Achse yon f mit der Achse eines aus f durch 

Transformation hervorgehenden Elements. 

Nun seien /)1 und Pe zwei Eckpunkte des Netzes ~, also zwei mit dem 
9 ~ 7 -  26404. Acta mathematica. 50. Imprim~ le 14 septembre 1927. 
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Nullpunkt ~quivalente Punkte, lind L die sie verbindende nichteuklidische Gerade. 

Eine Drehung um /)2 durch den Winkel z bringt sowohl ~ als L mit sich zur 

Deckung. (Von der Bezeichnung, die ~ tr~gt, ist dabei zuniichst abgesehen). /)1 

gehe bei dieser Drehung in P3 fiber. Eine Netzseiten tragende Gerade dutch 

/'1 geht in eine Netzseiten tragende Gerade durch t)3 fiber, und diese beiden 

Geraden bilden mit L gleich grosse gleichliegende Winkel. Eine Verschiebung 

S l~ngs L, die /)1 in P3 fiberffihrt, bringt daher sowohl n als L mit sich zur 

Deckung, und das gleiche gilt fiir die Potenzen yon S, die P1 in weitere Netz- 

eckpunl~e iiberffihren. Da nun v~)n einem Netzeckpunkt nur 4P Netzseiten 

ausgehen, so muss eine bestimmt gewiihlte Netzseite durch /)1, wenn nicht bei 

S selbst, so doch bei einer Potenz S m in eine gleichbezeichnete Netzseite fiber- 

gehen. Diese Potenz S m ffihrt dann das Netz n einschliesslich Bezeichnung in 

sich fiber, gehSrt also zu iv'. (Ffir gerades p hat man bereits ~ = I, vgl. 1. c. 1 

S. 248 ). Das F-Element S "~ hat L zur Achse, wir haben also: 

Jede Gerade, die zwei Netzeckpunkte verbindet, ist Achse in F. 

Dabei iindert sich offenbar an dem Vorhergehenden nichts, wenn man die 

Netzeckpunkte in 5/ start in n wi~hlt, oder wenn man einen Eckpunkt yon n 

mit einem solchen yon N verbindet. - -  Es ist aber nicht jede Achse in F yon 

dieser Art, z. B. enthalten die Achsen der Erzeugenden weder Eckpunkte yon n 

noch yon N. 

Insbesondere sind die die Netzeinteilungen bildenden Geraden Achsen aus F. 

Nun sei i ein Intervall auf E und k ein zu E orthogonaler Kreis durch 

die Endpunkte yon i. Ferner sei P ein mit dem Nullpunkt iiquivalenter Punkt  

im Inneren von k; es gibt solche, da die Dimensionen der Netzmaschen gegen 

E unbegrenzt abnehmen. Der durch P gehende Durchmesser ist dann Achse in 

F u n d  hat  den einen Grundpunkt in i. Ist ferner il ein zu i fremdes Intervall 

auf E und Pi ein mit dem Nullpunkt ~quivalenter Punkt  im Inneren eines 

Orthogonalkreises k~ fiber il, so ist der zu E orthogonale und durch P und P1 

gehende Kreis Achse in ~' und hat seine Grundpunkte in i und i i. Zusammen- 

fassend haben wir also: 

Die Richtungen der durch einen Netzeckpunkt gehenden F-Achsen liegen 

iiberall 4icht um den Punl~. - -  Die Menge der Grundpunkte ist fiberall 

dicht auf E und zwar so, dass zwei beliebig vorgegebene Intervalle 

auf E ein Paar zusammengehSriger Grundpunk~e enthalten. 
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6. Entwicklung der Punkte des Einheitskreises nach der Fundamentalgruppe. 

Die Funkte des Einheitskreises E stellen die unendlich fernen Punkte der 

hyperbolischen Ebene dar. Ein Punkt R yon E bestimmt in jedem Punk~e P 

yon �9 eine Richtung, die Richtung der yon P ausgehenden niehteuklidischen 

Halbgeraden, die R a]s unendlieh fernen Punkt ha~. Ist  insbesondere P ein 

Eckpunk~ des Netzes n, so ist zugleieh eine d e r 4 p  yon _P ausgehenden Netzseiten 

ausgezeichnet, n~mlich diejenige, die mit dem ttalbstrahl P R  den kleinsten 

Winkel bildet; nur i n d e m  speziellen Falle, wo P R  in die Riehtung der Haupt- 

diagonale einer an P stossenden l~etzmasehe f~llt, hut man die Wahl  zwischen 

zwei gleichbereehtigten Netzseiten. Sehen wir zun~ehst yon diesem Ausnahme- 

fall ab, so kSnnen wit yon P aus auf der ausgezeichneten l~etzseite zum n~ehsten 

Netzeckpunkt fortsehreiten, von diesem aus wieder auf der fiir diesen Punk~ aus- 

gezeichneten l~e~zseite weitergehen u. s. f. ~Ian erh~ilt so einen (yore Ausnahme- 

fall abgesehen eindeutig bestimmten) Iqe~zseitenweg, der so genau wie mSglich 

auf den gegebenen unendlich fernen Punk~ R zustrebt, und diesem :Netzseitenweg 

entspricht nach der Bezeichnung der Netzseiten eine unendliche Folge yon Er- 

zeugenden yon F.  Diese h~ngt ausser yon R nur noch yon dem Ausgangspunkte 

P ab. Wir w~hlen denjenigen Netzpunkt als Ausgangspunkt, der in unserem 

Abbild @ der hyperbolischen Ebene in den Nullpunkt 0 f~llt, und sprechen das 

soeben dargestellte folgendermassen aus: 

Die Radien des Einheitskreises, die durch die Ecken des Fundamental- 

bereichs B gehen, treffen E in 4P Punkten, die in linksl~ufiger Reihenfolge, mi~ 

dem zun~chst unterhulb der positiv-reellen Achse liegenden anfangend, mit 

R l , ~ 2 ,  �9 " " , R A P  

bezeichnet seien. Die durch sie auf E bestimm~eu In~ervalle 

seien mit 

R1 R2, R2 R~, . . . ,  RAp-1 RAp, RAp R1 

[a,], [b1-1], Ea,-1], [b,], [b . l , . . . ,  

bezeiehnet. Der Radius, der den Punkt  al (o) enth~,lt, t, rifft also E in tier Mitre 

des Intervalles [all und analog. Nun sei @ ein beliebiger Punkt yon E. Er liege 
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z. B. in [al]. 

gezeichnete. 

schreiben 

Dann  ist die yon o nach a~ (o) fiihrende Netzseite die fiir o aus- 

Wi r  bezeichnen dann al als die ))erste Konvergen te ) )yon  Q und 

Um nun die fiir den Netzeckpunkt a~ (o) ausgezeichnete Netzseite zu finden, ver- 

legen wir diesen Punk t  in den Nullpunkt ,  und suchen also die erste Konvergente 

v o n  a 1 1 ( q ) .  

Es mSge etwa al-l(Q) in [bel gelegen sein. Dann nennen wir albe die 

).'zweite Konvergente~ von Q und schreiben 

= . ,  

Wir  haben hierdurch die Lage von Q auf E genauer umschrieben, denn dass 

a l - '  (Q) in [be] liegt, bedeutet  ja, dass Q in a I ([be]), dem Bilde yon [53] bei der 

Operation al, gelegen ist; das ist ein Teilintervall yon [al] ; es werde mit  [a~b2] 
bezeichnet. Nun sucht man welter be-la1-1 (Q) auf. Dieser Punk t  mSge in 

[a 3 1] fallen. Dann  haben wir 

Q liegt dann in 

ks ( q )  - , ,  '. 

t~' 1 (bo ([a3--1])) ~ -  a I ([b 2 a3 -1 ] )  : [(/1 b.~ a3--1],  

welches ein Teilintervall yon [ai b.2] ist. Durch unbegrenzte Fortsetzung dieses 

Verfahrens gelangt  man zu einer Folge yon Konvergenten yon Q: 

k~ (Q), k~ (Q), k 3 (Q) , . . .  in inf., 

die die Abschnitte einer unendlichen Erzeugendenfolge 

/~ (Q) -~ al b~ a3 -1 . . . in inf. 

darstellen. Ihnen  entspricht  auf  E eine Folge yon ineinandergesehachtel ten Inter- 

vallen 

[a,], [a~ b.2], [a, b~ a3-~] , . . ,  in inf., 

die alle den Punk t  Q im Inneren enthalten.  Wir  nennen k(Q)die ,)Entwicklung 

des Rundpunktes  Q nach der Gruppe F>>. Es wird sich zeigen, dass diese Ent- 

wicklung den Randpunkt  vollstiindig bestimmt, und dass sieh die Rolle, die der 
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Randpunkt in Bezug auf die Fundamentalgruppe spielt, in seiner Entwicklung 

wiederspiegelt. 

Um diejenigen Erzeugendenfolgen, die als Entwicklungen yon Randpunk- 

ten auftreten kSnnen, n~her kennen zu lernen, miissen wir die oben angedeutete, 

sich unbegrenzt verfeinernde Intervalleinteilung yon E eingehender betrachten. 

Man kann die dazu nStigen Betrachtungen leicht auf Grund der Definition der 

erzeugenden Substitutionen etwa an Hand der Figur 7 durchftihren; start dessen 

verwenden wir jedoch im Folgenden elementargeometrische Schliisse in der hyper- 

I \ ' .  \ '  ~'f2" .."" 

i "-, 

F 

J 

u. 
Fig. 8. 

bolischen Ebene. Wir betrachten einen Netzpunkt Po und zwei an Po stossende 

benachbarte Netzmaschen L und M, die etwa die yon Po ausgehende Netzseite 

al +~ gemeinsam haben. Die zwei yon Po ausgehenden Halbstrahlen l und m, 

auf denen die yon Po ausgehenden Hauptdiagonalen dieser beiden Netzmaschen 

liegen,-bestimmen ein Segment des unendlichfernen Gebildes E, das dem In- 

tervall >~erster Ordnung>> [al] entsprieht, wenn Po dem Nullpunkt entspricht. Nun 

gehen wir l~ngs al § yon Po zum benachbarten Netzeckpunkt P1. Die 4/9 yon 

P1 ausgehenden Halbstrahlen, auf denen die yon P~ ausgehenden Hauptdiago- 

nalen der um P~ angeordneten Netzmaschen liegen, bestimmen auf E 4P Seg- 

mente, welche, so fern sie dem Segment [aj] a~gehSren, durch Unterteilung desselben 
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die Intervalle  >>zweiter Ordnung>~ (ira obigen Beispiel [aab2] ) bestimmen. Das 

Segment  [al] wird yon P ,  aus durch Parallele zu 1 und m bestimmt.  Diese Pa- 

rallelen zeigen yon /)1 aus ins Innere  der betrachteten beiden Netzmaschen, denn 

(siehe die fiir p ~ 2 skizzierte F igur  8) die yon P ,  nach /)2 fiihrende n~chste 

Seite bl +1 der Masche L hat  mit 1 ein (ins Innere yon L fa l lendes)gemeinsames 

Lot;  das sieht man daraus, dass die N o m a l e n  P1 $1 und P~S2 von s und P~ 

auf 1 mit ba spitze Winkel  S a/)1/)2 und S e Pe Pa bilden, ni~mlich Teile des spitzen 

Polygonwinkels.  Betraehtet  man nun die durch Halbst rahlen yon/)1  aus bestimm- 

ten, zu den einzelnen Erzeugenden gehSrigen Segmente auf E,  die die Unter- 

tei lung des zu Po gehSrigen Intervalles erster Ordnung [a,] bewirken, so finder man: 

i) Das zu aa -1 ~ P ,  Po gehSrige Segment  yon E wird durch die Halbs t rahlen 

r u n d  s ausgeschnitten,  fiillt also ganz ausserhalb [a,]. In der E, ntwieklung eines 
Ra~dpunktes folgen also niemals zwei zu einander reziproke JErzeugende unmittelbar 

nach einander. 
2) Das zu bt + 1 ~  P1P2 gehSrige Segment  auf E wird durch die t ta lbstrah-  

len r u n d  t ausgeschnit ten.  Ein Tell desselben, n{imlich das durch I u n d  t aus- 

geschnit tene Segment,  fiillt also innerhalb [al]. Entsprechendes gilt am anderen 

Ende yon [a,] fiir die yon /'1 ausgehende Seite b1-1. 

3) Fiir die iibrigen 4 P - - 3  yon P t  ausgehenden Seiten fiillt das zugehSrige 

Segment  ganz innerhalb [aa]. 
Wir  miissen also unsere friihere Definition folgendermassen vervollstSndi- 

gen: I s t  h~ das Zeichen fiir eine beliebige Erzeugende, so ist das Interval l  zweiter 

Ordnung [hlh~] definiert als der Durchschnitt yon [hi] and hl([h_~]). Dann  ist 

[h i hi -a] leer; [hi he] ist ein echter Tell von ha ([h~]), wenn h2 eine der beiden Er- 

zeugenden ist, die unmit te lbar  auf hi folgen, wenn man die Netzmasche in dem 

einen oder anderen Sinne umkreist ;  fiir die iibrigen 4 P - - 3  Wer te  von h e ist 

[h~he] mit h~ ([h~])identiseh. 

Wi r  best immen nun die Intervalle drifter Ordnung [hi h~ hs] n~her, also die 

Gesamthei t  der E-Punkte ,  deren dri t te Konvergente  ]c~ = h 1 h 2 h 3 lautet.  Das ist 

offenbar der Durchschni t t  yon [h~] and  ha ([he h3]), und [h 2 h3] ist ja  nun vollst~n- 

dig definierk 

I) Wenn  nun [ha he] ~ hl([he]), also h e einer der 4 P - - 3  nichtspeziellen Wer~e 

in Bezug auf hi ist (obiger Fall  3), so fiillt ja  h, ([h~]) und daher auch h i ([h~ ha] ) 

ganz in [hl], und also ist [h~ heh3] = h~([h~h3]). 
2) Wenn  h e = ha -1, so liegt h I ([h~-lh~] ausserhaib [ha], also []h h~ -~ h~] ist 

leer (obiger Fall  I). 
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3) Wir  haben also nur noch den obigen Fall 2 zu betrachten, wo h.~ auf  

der Netzmasche in einem oder dem anderen Sinne auf h 1 folgt, und halten uns 

der Kiirze halber wieder an das spezielle Beispiel der Figur  8. Das Interval l  

erster  Ordnung [ai -1] in Bezug auf den Punk t  P~ wird durch die Halbst rahlen 

u und v best immt (v soll symmetrisch zu u sein in Bezug auf die yon P2 aus- 

gehende Netzseite a1-1), u schneider 1 im Mit te lpunkt  der Masche L. v schneider 

nicht l. Denn  die Parallele zu l durch /)~ f~llt aus demselben Grunde wie frii- 

her  ins Innere  der 1Vfasche L. Von den 4 P - - I  mSglichen Interval len zweiter 

Ordnung [b 1 hal in Bezug auf /)1 fallen also 4 P -  2 ganz innerhalb des zu /)o 

gehSrigen Intervalls  erster Ordnung [a~]; und fiir alle diese ist also [a I b~ hal 

a~ ([b~ ha]). Wi r  haben also nur  noch [a 1 b 1 al -~] zu betrachten.  Das Interval l  

zweiter Ordnung [b~ al-1] in Bezug auf /)1 ist, wie wit  wissen, nu t  ein Tell yon 

bl [a~-X], indem n~mlich das dureh u und v best immte Segment  auf  das yon r 

und v best immte ~besehnittem> wird. Bei tier Bildung des Durchsehni t ts  Yon 

al ([b, al-1]) und [al] wird das Segment  aber noeh welter  beschnitSen, indem nur  

das yon l u n d  v best immte Segment  yon E als Interval l  drifter Ordnung [al b, a~ -~] 

in Bezug auf P0 iibrigbleibt. 

Indem wit  nun fiir immer den auszuschliessenden Fall forttassen, dass zwei 

zu einander reziproke Erzeugende unmit te lbar  auf  einander folgen, haben wir das 

Ergebnis:  

[h~ h2 ha] ist im Allgemeinen mR hi ([h~ ha]) identiseh und nur in dem spezi- 

ellen Fall ein Teilintervall  yon h~ ([h2 hs]), wenn hj h, ha in dieser Reihenfolge auf  

der Berandung der Netzmasehe auf einander folgen. 

Es ist nun klar, dass diese Sehlussweise sieh unver~ndert  fortsetzen liisst, 

solange wi t  uns im Sinne der Fig. 8 auf  der oberhalb 1 gelegenen t t~lf te  der 

Masehe L befinden. Wir  haben also fiir r < 2p:  

Das Interval l  r-ter Ordnung [h~ h ~ . . .  h~] ist definiert als der Dureh- 

sehnitt  yon [h~] und hl([h~ha...hr]); es ist im Allgemeinen mit 

h~ ([h~ h a . . .  h,]) identiseh (indem dies Interval l  ganz innerhalb [hi] fitllt) 

und nur  in dem speziellen Fall  ein echter  Teil yon hl([h~ h a . . .  h~]), 

wenn hx h~ . . .  h~ in dieser Reihenfoige auf  der Berandung der Netz- 

masche auf einander folgen. 

W i t  haben zu dem obigen Beweis nu t  noeh fiir den Fall r = 229 die Be- 

merkung hinzuzufiigen, dass die Parallele zu 1 dureh P2p-~ zwar nieht mehr  ins 

Innere  yon L fiillt, wohl aber, was wir allein brauehen, in das Segment  erster 

Ordnung in Bezug auf  P~v-~, das zu der Netzseite P2v-~ P~p gehSrt. Dies letztere 
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Segment wird durch die durch P2p-1 gehende Hauptdiagonale yon L u n d  den 

dazu ill Bezug auf P~p-1 P~p symmetrisch gelegenen Halbstrahl w begrenzt, und 

der Winkel yon w u n d  P~p-1 P2p ist gleich dem Winkel P~.p-1 P ~  Po, sodass w 

und 1 sich nicht schneiden. 

Wir kSnnen dieses etwa auch so ausdrScken, dass ein Intervall r-ter Oral- 

Rung [h 1 he . . .  hrl, wo h~ h e . . .  hr auf der Berandung der Netzmasche auf einander 

folgen, fiir r _--< 2 p zwar existiert, aber sozusagen ))kleiner, ist, als ein ))normales~) 

Intervall r-ter Ordnung, und zwar um so mehr, je gr5sser r ist. Wir werden nun 

noch zeigen, dass es solehe Intervalle ftir r >  2p nicht mehr gibt. 

Das zeigt die Figur 8 unmittelbar, indem das Intervall erster Ordnung in 

Bezug auf P2p, das zu P~v P2p+l gehSrt, offenbar ganz ausserhalb des (lurch l 

und m ausgeschnittenen zu Po gehSrigen Intervalles erster Ordnung [ai +1] fi~llt. 

Fig. 8 zeigt aber noch mehr: 1 ist niimlich eine der Teilungslinien durch P21,, die die 

zu diesem Punkr gehSrigen 4P Intervalle erster Ordnung auf E bestimmen. Von 

diesen 4P Intervallen fallen nur 2 p -  I (ganz oder teilweise) innerhalb des durch 

w u n d  1 bestimmten Intervalles 2p-ter Ordnung in Bezug auf Po, und zwar ge- 

hSren diese zu den 2 p ~ I Netzseiten, die bei rechtsli~ufigem Umlauf um P.,p zu- 

n~chst auf die Seite t)2p P2v-1 folgen. (In dem Beispiel der Fig. 8 sind das die 

mit a1-1, b~ -1 und al +1 bezeichneten Netzseiten.) Die niichstfolgende Netzseite 

durch P2p, die erste unterhalb l, (in der Figur b~ +~) geh5rt zu einem Intervall, 

dessen eine Begrenzungslinie l i s t ;  dies Intervall hat also mit dem betrachteten 

zu Po gehSrigen Intervali 2p-ter Ordnung gerade noch den unendlich fernen 

Punkt R~ yon l gemeinsam. Sehen wit also vorl~ufig yon dem ganz spezielien 

Fall der Entwicklung der Teilungspunkte R~ und der damit iiquivalenten Punkte 

ab, so sind die als Entwicklungen auftretenden Erzeugendenfolgen durch die 

folgenden drei Eigenschaften festgelegt: 

I) Es folgen hie zwei zu einander reziproke Erzeugende unmittelbar auf 

einander. 

2) Es kommen nie Tei|folgen yon mehr als 2p auf der Berandung einer 

Netzmasche aufeinanderfolgenden Erzeugenden vor. 

Erzeugendenausdriicke, die diese beiden Bedingungen erfiillen, sind yon M. 

DEHN als reduzierte Ausdr~i'cke bezeiehnet worden. (Math. Ann. 72 (I912), S. 414; 

zyklische Vertauschung der Glieder des Ausdruckes kommt bier nicht in Frage.) 

Randpunktentwicklungen sind also ))geradeste)) Wege im Netz n und lassen sich 

nicht durch Anwendung der definierenden Relation yon F verkiirzen; sie schliessen 

sich der geraden Linie, die den Ausgangspunkt mit dem entwickelten unendlich 
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fernen Punkt verbinden, so eng wie mSglich an, worauf wir unten noch genauer 

eingehen werden. Sie haben aber noch fiber das Dehnsche Reduktionsverfahren 

hinaus die folgende dritte Eigenschaft: 

3) Auf eine Teilfolge yon 2p Erzeugenden, die die Berandung einer Halb- 

masche bilden, folgt stets eine derjenigen 2 p - - I  Erzeugenden, die vom Endpunkt 

der Italbmasche aus nach derjenigen Seite der Maschenhauptdiagonale zeigt, auf 

der die betreffende Halbmasche liegt. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen geht zugleich hervor, dass jede unter 

Berficksichtigung dieser drei Forderungen im iibrigen aber beliebig gebildete 

unendliche Folge yon Erzeugenden eine Folge yon ineinandergeschachtelten Inter- 

vallen auf E bestimmt. Jede solche Fo]ge yon Intervallen hat einen - -  und wie 

wir sehen werden nur einen - -  Punkt  als Durchschni~t, und fiir diesen Punkt  

stellt die Erzeugendenfolge die Entwicklung dar. 

7. Spezielle Ausffihrungen fiber Randpunktentwicklungen. 

a) D i e  E n t w i c k l u n g  der Te i lungspunkte  R i .  Wir betrachten die Entwicklung 

des Teilungspunktes R 1. Er bildet die Grenze zwischen den Intervallen erster 

Ordnung [al] und [bp]. Wir haben also die Wahl  zwischen a 1 und bp als erster 

Konvergente yon R1, und es wfirde keinen Vorteil bringen, durch eine willkfir- 

liche Festsetzung hier eine bestimmte Wahl vorzuschreiben. Wenn man aber eine 

bestimmte Wahl, z. B. ]c 1 ( / t l )=  al getroffen hat, so sind die folgenden 2 p - - i  

Konvergenten bestimmt (man vergleiche wieder die Figur 8): 

k2p (R1) -~ al bl a1-1 b1-1 . .  �9 ap bp ap 1 bp-1 
2 2 2 

im Falle eines geraden p, und 

k2p (~1) = a l  bl a1-1  bl 1 . . .  ap-1 bp 1 ~p 11 bpll ap+l bp+l 
2 2 2 2 2 2 

im Falle eines ungeraden p. Dann ist man im Punkte P~p der Figur 8 angelangt 

und hat  nun wieder die Wahl  zwischen al und bp. Hier kann man nun geltend 

machen, dass der Entwicklung k (R1) eine unendliche Folge yon ineinander ge- 

schachtelten Intervallen entsprechen soll, und man hat dann die bei der ersten 

Wahl  getroffene Entscheidung zu wiederholen; andernfalls en~spricht der (2p + I)- 

ten Konvergente kein Intervall auf E. Somit bekommen wir ffir / t  1 eine Ent- 

wicklung, die entweder aus der periodischen Wiederholung des obigen Ausdrucks 
28---26404. Acta mathematica, 50. Imprlm6 le 14 septembre 1927. 
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k2p (R1) oder aus der periodischen Wiederholung des damit infolge der Relation 

R-~-i  gleichwertigen Ausdrucks besteht, und diese beiden Ausdriicke yon k (R1) 

betrachten wir als gleichwertig. Das Element k~p (R1) hat die Maschenhauptdia- 

gonale 1 der Figur 8 als Achse und Po P2p als Verschiebungsliinge. R 1 ist somit 

der positive Grundpunkt dieses Elements. 

Ganz iihnlich geht es bei der Entwicklung der iibrigen Ri. Auch diese sind 

Grundpunkte yon Achsen, die ganz aus Maschenhauptdiagonalen bestehen, nur 

bilden fiir p > 2 im Allgemeinen erst mehrere solche zusammen ein Verschiebungs- 

stiick, sodass die periodische Wiederkehr erst nach Durchlaufung mehrerer Halb- 

maschen beginnt. Diese Perioden ergeben sich leicht aus der Anordnung der 

Netzseiten auf einer Masche und um einen Netzeckpunk~, und zwar jedesmal 

wieder in zwei gleichberechtigten Ausdriicken. Wir kSnnen auf ihre explizite 

Aufstellung verzichten und geben nur als Beispiel die Entwicklung yon R~ im 

Falle p = 3 : 

]~|8 (Re)  - -  bt  - 1  ao, bo a.2 - 1  b,, - 1  a a �9 bs - 1  a a b 3 as - 1  ba - I  ai ' ba - 1  a l  bl ax 1 b1-1 a.2 

= a  lbl - l a I  - l b  aaaba - 1 . a  2be - la~  - l b  lalbL - l . a  ab~ - l a a  - l b  2asbe -1,  

und k (R~) ist die periodische Wiederholung des einen oder des anderen dieser 

beiden husdriicke fiir kls (Rs). B o ist der positive Grundpunkt yon k~8 (R~), der 

Durchmesser durch R s ist die Achse dieses Elements, und ein Verschiebungsstiick 

besteht aus drei aneinandergereihten Maschenhauptdiagonalen. 

Aus dieser zyklischen ZusammengehSrigkeit der l~Iaschenhauptdiagonalen 

bestimmt man dann auch leicht, in welche Systeme yon untereinander iiquivalen- 

ten die Teilungspunkte R I , . . . ,  R~p zerfallen. Fiir p = 2 sind keine zwei der 8 

Punkte ~quivalent; fiir p ~ 3  ist R~~R6~R~o und damit auch Rs~R~2~R~, und 

weitere Xquivalenzen bestehen nicht, es gibt also auch fiir p ~ 3  8 nicht ~qui- 

valente Ri. 
Nun sei R* ein Punkt  yon E, der mit keinem der Punkte Ri zusammen- 

f~llt, der aber im Laufe des Entwicklungsprozesses einmal in einen dieser Punkte 

verlegt wird. Dann ist k 1 (R*) eindeutig bestimmt; ist 

(k, (R*)) -~ (R*) # R~, 

dann ist auch ks (R*) eindeutig bestimmt, usw. So sei etwa noch kr-~ (R*) ein- 

deutig bestimmt, aber dann 

(kr--1 (l]~"~)) - 1  ( R  "~) = R j .  
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Das bedeutet also, dass R* ein in~erer Punkt  yon Intervallen erster, zwei te r , . . . ,  

( r - -  I)-ter Ordnung ist. Bei der Bestimmung der r-ten Konvergente yon R* haben 

wir daher dieselbe Wahl  zu treffen, wie bei der Bestimmung der ersten Konver- 

genre yon Rj, und beide Entscheidungen sind mSglich, ohne die Forderung der 

Intervulleinsehachtelung zu verletzen. Wir  bekommen also auch fiir k (R*) zwei 

Ausdriicke, n~mlich 

wo wit fiir k (Rj) die friiheren zwei Ausdriicke haben. - -  R* ist also ein Teilungs- 

punkt zwischen zwei Intervallen s4er Ordnung fiir alle s ~ r. 

b) Jeder Randpuukt ist dutch seine ~Entwicklung eindeutig bestimmt. Dieser 

Satz ist mit der Behauptung identisch, dass eine unendliche Folge yon ineinander- 

geschachtelten Intervallen erster, zwei ter , . . .  Ordnung als Durchschnitt einen 

Punkt und nicht ein Segment hat. Eine solche Folge sei durch die Entwicklung 

k = e  l e , e ~ . . ,  in inf. 

gegeben; das Intervall r4er Ordnung ist also durch die r-re Konvergente 

~r ' - -  el e~ . . .  er 

bestimmt. (Es ist immer das abgeschlossene Intervall gemeint.) Angenommen 

nun, diese Interv~llfolge h~tte als Durchschnitt das (abgeschlossene)Segment 

Xo Yo. Alle Punkte dieses Segmentes haben dann die Entwicklung k, und kein 

anderer Punkt  yon E hat diese Entwicklung. Alle Punkte des Segmentes el -~ (X o I7o) 
haben dann die Entwicklung e~ e 3 . . .  Es sei X 1 Yl das Segment, das alle Punkte 

mit dieser Entwicklung enth~lt; wir brauchen die Frage, ob X1 Y~ mit el -~ (X o Yo) 

identisch oder grSsser ist, nicht zu entscheiden, jedenfalls ist X 1 ]71 grSsser als 

Xo. Y0. Die Intervalle erster Ordnung liegen n~mlich innerhalb der entsprechen- 

den, die Seiten des Fundamen~albereichs B bildenden Kreise, und diese spielen 

fiir die Erzeugenden die Rolle des Kreises C der Fig. 4 fiir die dortige Substitu- 

tion S; vgl. die Definition der Erzeugenden in w 3. Jedes Teilintervall yon [eli 

wird also durch die Operation e~ -1 vergrSssert. Ebenso bilden wir nun das Seg- 

ment e~ -1 (X 1 Y1) und das dieses enthaltende Segment X~ Y~, das aus allen Punk- 

ten mit der Entwicklung e 3ea . . .  besteht, u. s. w. Die Intervalle dieser Folge 

X0 Y0, X~ ~Y1, X~ Y e , . . ,  kSnnen nieht zu einander fremd sein, da sie wachsende 

L~nge haben. Wenn aber zwei Intervalle dieser Folge einen Punkt  gemeinsam 
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haben, so miissen alle Punkte  beider Intervalle dieselbe Entwicklung, nitmlieh die 

Entwicklung des gemeinsamen Punktes  haben, und das widerspricht der Tatsache, 

dass das kleinere yon beiden bereits alle Punkte  mit  dieser Entwicklung ent- 

hal ten sollte. 

e) Periodische Entwicklungen bestimmen Grundpunkte yon F and umgekehrt. 

W e n n  ein Randpunk t  P die Entwicklung 

e I e ~  . . . e r  e r + l  �9 �9 �9 

hat,  so hat, wie die Definition der Entwicklung besagt, (et e~ . . .  er) -1 (P) die Ent- 

wicklung er+l e,+2 . . . .  W e n n  nun P eine Entwicklung hat,  die aus der perio- 

dischen Wiederholung der Teilfolge e 1 e , . . .  er besteht, so hat  (e 1 e . , . . ,  er) -1 (i~ 

dieselbe Entwicklung,  also ist zufolge b) 

(e, e~ . . .  er) -1 (P) = P 

und somit P ein Grundpunkt  des Elements 

f ~ e I e 2 .  . .  e r .  

Und zwar muss P der positive Grundpunkt  yon f ,  P - ~  V (f) ,  sein, wie aus der 

Auffassung der Entwicklung als eines auf den betreffenden unendlich fernen Punk t  

zustrebenden mSglichst geraden Netzseitenweges folgt. - -  Ein anderer Punk t  P* 

mSge nun die Entwicklung 

k(P*) ~- hi h2 .. �9 hm- el e2 . . .  er- el e~ . . . e . . . . . .  

mi t  tier friiheren Periode f haben. Es sei h I h e . . .  h~ = h gesetzt. Dann  ist 

also 

also 

k (h -1  ( /~v))  = ]c ( /))  ---~ )[: ( V ( f ) ) ,  

h -~ ( F  ~) = V ( f ) ,  

P * = h ( V ( f ) ) =  V ( h f h - ' ) =  V ( h ~ . "  h,, .e ,  . . .  e, �9 h,, ~ . . .  h , - ' ) .  

Nun soll gezeigt werden, dass auch umgekehr t  jeder Grundpunkt  yon F 

eine (rein oder gemischt) periodische Entwicklung hat.  

Es sei 1-~ U ( f ) V ( f )  die Achse eines Elements f (Fig. 9). In  einem Punkte  

A yon 1 errichte man ein Lot  A B  yon solcher L~nge, dass der Parallelenwinkel 

A B V ( f )  die GrSsse z bekommt. Man trage auf  der Verl~ngerung yon A B die 
4P 
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Strecke B C gleich der halben Netzmaschenseite s ab und errichte in C das Lot 
2 

G CH auf A C. Dann ist G CB ein rechtwinklig gleichschenkliges Dreieck mit 

der Kathete s_ und dem Basiswinkel - = ,  ebenso wie das aus Maseheneekpunkt, 
2 4/) 

5iasehenseitenmit~te und Masehenmittelpunkt gebildete Dreieek. Man kann sieh 

also ein der Netzmasehe kongruentes Polygon so geleg~ denken, dass B Mittel- 

punkt und G H  Seite ist. L sei die dureh G und H gelegte Abstandslinie zu l; 

sie sehneide die Verlii.ngerung yon A C in D, ihr Abstand yon l ist grSsser als 

8 
die NetzmasehenseRe s, denn B C = - ,  und A B ist wegen der gefordert:en Paral- 

2 

lelenwinkeleigensehaft grSsser ats -.s Das Spiegelbild yon L in l heisse L'. 
2 

f 

 }y(f 
ulf/ < .,4, x A t f A) 

F i g .  9. 

Nun verschiebe man das Dreieck G B H  so, dass die SeRe B G  in ihrer 

Geraden V ( f ) B G  gleite~ und das Dreieck in eine Stellung G~B1H1 gelangt, in 

der G~ auf der yon l abgewandten, konvexen Sei~e yon L, auf der ,) Aussenseite )> 

yon L, zu liegen kommt. H beschreibt bei dieser Verschiebung eine Abstands- 

linie zu B V(f) ,  //1 f~llt also auch auf die Aussenseite yon L. Das Lot B I I  

yon B1 auf 1 ist dann grSsser als BA, der Parallelenwinkel I B  1 V(f)also kleiner 

als A B V ( f ) ,  d. h. kleiner als G B C =  G1B1C~. Das Mittellot CIB~ des Dreiecks 

G1BIH 1 schneider also verI~ngert die Gerade l, wenn iiberhaupt, in einem Punkte 

A1 zwischen I u n d  U(f ) ;  mit anderen Worten, das gemeinsame Lot yon G1H ~ 

und 1 liegt n~iher an H 1 als an Gt, und daher hat  H 1 einen kleineren Abstand 

yon l als G1. (Das Umgekehrte ist der Fall, wenn man das Dreieck in der umge- 

kehrten Richtung verschiebt, so dass also G1 and daher auch//1 innerhalh L f~llt). 
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Nun denke man sich, dass G1 ein Netzeckpunkt sei und dass es sich um 

die Entwicklung des unendlich fernen Punktes V(f) handle. Die fiir G: aus- 

gezeichnete Netzseite f~llt dann in den Winkelraum, der yon G1 H: und der dazu 

bezgl. GiV(f) symmetrischen Linie gebildet wird (iibrigens ausschliesslich der 

Grenzen, denn da V(f) nicht zwei Achsen angehSren kann, ist GI V(f)  nieht 

Achse, also speziell nicht Maschenhauptdiagonale) und hat die L~inge yon G~H1, 
ihr Endpunkt liegt also 1 n:iher als ihr Anfangspunkt. Nun mSge der dem 

Nullpunkt entsprechende Netzeckpunkt 0, yon dem der der Entwicklung ent- 

sprechende Netzsei~enweg k(V(f)) ausgeht, ausserhalb der durch L u n d  L' be- 

grenzten streifenfSrmigen Umgebung yon 1 liegen. Der Weg k muss sich dann, 

solange er ausserhalb dieses Streifens verliiuft, mit jeder neuen Seite 1 n~hern. 

Es gibt aber nur endlich viele Werte  des Abstandes yon Netzeckpunkten zu 1 

unterhalb einer gegebenen Schranke, da sich diese Abstiinde ja bei der Verschie- 

bung ] periodisch wiederholen. Also muss k nach endlich vielen Schritten inner- 

halb des Streifens LL' kommen, wenn k nicht schon yon vorneherein innerhalb 

dieses Streifens begann, und kann dann diesen Streifen nicht mehr verlassen. 

Nun begrenzen die Lore A D und f(A)f(D) mit 1 und L einen Bereich, der zu- 

sammen mit seinem Spiegelbild in 1 einen Fundamentalbereich fiir die Gruppe 

der Potenzen yon f auf dem Streifen darstellt. Dieser enthiilt nur endlich viele 

Netzeckpunkte. Und in dem Augenblick, w o k  zum ersten Male in einem Netz- 

eckpunkt eintrifft, der aus einem friiher passierten durch eine Potenz yon f her- 

vorgeht, setzt die periodisehe Wiederholung der betreffenden friiheren Teilfolge 

aus der Entwicklung ein. - -  Damit is$ die Behauptung bewiesen. 

d) Die Grundperiode gehSrt zu dem primh'ren Element. Wir verlegen den 

Nullpunkt 0 in einen Netzeckpunkt des periodischen Tells des Netzweges k(V(f)), 
sodass w i r e s  mit einer rein periodisehen Entwicklung k (V( f ) )  zu tun haben. 

Nun sei h das zu der Achse yon f gehSrige prim~re Element mit V :  V(f)  als 

positivem Grundpunkt. Wir bilden das Bild k (1) ~ h (/c(V)) des Weges k(V) bei 

h. Dieser Netzweg stellt dieselbe Entwicklung dar, er geht nur yon einem ande- 

ren Punkte, n~mlich h (0) aus. k (1) kann nicht zu k ganz fremd sein, da k ja bei 

einer Potenz yon h mit einem Teilweg yon k zur Deckung komm~. Aus der 

Eindeutigkeit der Entwicklung folgt aber, dass k und )~(1) nicht Punkte gemeinsam 

haben k5nnen, ohne dass k (1) ganz auf k liegt, h (0) liegt also auf k, und k besteht 

aus der periodischen Wiederholung des h darstellenden Wegstiickes Oh(O) von 

k. Dies Wegstiick k~nn nicht selbs~ wieder aus periodischen Wiederholungen 
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eines noch kiirzeren Wegstiicks bestehen, da h nicht Potenz eines anderen Ele- 

mentes ist. Die zu der Achse gehSrige Grundperiode entspricht also dem pri- 

m~ren Element. 

e) Alle zu den Teilungspunkten RL , . . . ,  R~ p iiquivalenten Punkte b'eten bei der 

Intervallteilung auf. Jeder mit einem der Punkte B~ ~quivalente Punkt S yon E 

ist Endpunkt einer aus :Maschenhauptdiagonalen bestehenden Achse l. Errichtet 

man in einem auf 1 gelegenen Netzeckpunkt das Lot auf l, so besteht auch 

dieses aus einer ~r triff~ also das Netz erst wieder in der 

Entfernung 2 Q yon l, wenn wir die Entfernung vom Maschenmittelpunkt zum 

Mascheneckpunkt Q nennen. 2 ~ ist aber gr5sser als der Abstand yon 1 und L 

in Fig. 9. Denn dieser Abstand ist kleiner als G B +  B A ;  nun ist G B : Q  

und B A  < Q. Fig. 8 zeig~ n~mlich, dass die yon einem Punkt (dort P~) in der 

Entfernung Q yon tier MaschenhaupMiagonale zu dieser gezogene Parallele einen 

Parallelenwinkel ~ ~ bilde~. Ein Netzseitenweg, der mi~ beliebigem Anfangs- 
4P 

punk~ die Entwicklung ]~(S) darstellt, muss also, nuchdem er innerhalb des zu 

l gehSrigen Streifens L L '  gelangt ist, notwendig einmal einen Netzeckpunkt auf 

1 passieren. D e r  bei der Entwicklung yon S fortgesetzt verlegte Randpunkt 

f~llt also einmal in eine der Lagen R~.; S spielt ~lso die Rolle des Punktes 

R* in a). 

f) Zusammenfassende Veranschaulichung der Randpunktentwicklung an einem 

Vierecksnetze ~. Da der Begriff der Randpunk~entwicklung in der vorliegenden 

Arbeit eine wichtige Rolle spielt, mSge das bisher ausgefiihrte noch mit etwas 

anderen WorSen ausgedriickt werden, um die Einfachheit des Verfahrens der 

Anschauung nahe zu bringen. Man denke sich die 2p Durchmesser durch die 

Punkte R~, . . . ,R~p  und alle dazu 5quivalenten Geraden gezeichnet. Dadurch ist 

der u um jeden mi~ dem ~Nullpunkt ~quivalenten Punkt  in 4P gleiche 

Sektoren geteilt. Durch die Gesamthei~ dieser nichteuklidischen Geraden ist @ 

mit einem neuen Netz, dem Netze ~, iiberzogen, dessen Maschen regul~re Vierecke 
7c 

mit der Seite ~ und dem Winkel - -  sind, die also zu je 4P um eine gemein- 
210 

same Ecke angeordnet sin& In jeder u ist die eine Diagonale 

Seite des Netzes n, die andere Seite des Netzes N. Die Entwicldung eines 

Randpunktes geht nun so vor sich, dass man, mi~ dem Nullpunkt anfangend, 
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jedesmal in dem betreffenden Netzeckpunkt den Sektor bestimmt, der den Rand- 

punkt enth~lt, und in diesem zum diagonal gegeniiberliegenden Netzeckpunkt 

fortschreitet. 

Die Menge der unendlich fernen Punkte der das Netz v bildenden Geraden 

ist mit  der Menge der Intervallteilungspunkte auf E identisch. Diese Menge 

bildet eine echte Teilmenge der Menge der Grundpunkte yon F: und schon diese 

Teilmenge, die die Grundpunkte fiir die Elemente einer endlichen Anzahl yon 

Elementklassen aus F enth~lt, liegt iiberall dicht auf E. In der Hauptsache 

ist der Sachverhalt nun so, dass 4 P - - I  der um einen mR dem Nullpunkt ~qui- 

valenten Punkt  liegenden Sektoren auf E Intervalle m-ter Ordnung bestimmen, 

wenn der Punkt  mit dem Nullpunkt durch einen aus m - - I ,  aber nicht weniger, 

Seiten des Netzes ~ bestehenden Streckenzug verbunden werden kann; hierzu 

kommen allerdings noch nach dem Friiheren einige Sonderbestimmungen fiir 

Erzeugendenfolgen in der Reihenfolge der Relation. Dass diese Intervalle beliebig 

klein werden, wenn n u r d e r  betreffende mit dem Nullpunkt ~iquivalente Punkt  

geniigend nahe an E liegt, also m geniigend gross ist, ist ein anschaulicher 

Beweis fiir die Richtigkeit des Eindeutigkeitssatzes b). 

g) Kombinatorische LSsu~g des Homotopieproblems. Wir beweisen zun~chst 

den folgenden Hiilfssatz." 
Die yon den 4P an einen Netzeckpunkt stossenden Maschen gebildete Figur 

hat auf dem unter c) definierten Streifen LL'  nicht Platz. 

Offenbar brauchen wir diesen Satz nur in dem Fall zu beweisen, dass die 

Mittellinie 1 des Streifens durch den betrachteten Netzeckpunkt P geht. Unter 

e) haben wir schon bewiesen, dass der Abstand yon l u n d  L kleiner als die 

L~nge 2 Q der Maschenhauptdiagonale ist. Wir werden nun beweisen, dass der 

Endpunkt einer yon einem Punkt  yon l unter dem W i n k e l ~ g e g e n  die Normale 
4P 

abgetragenen Strecke von der L~nge 2 (~ auch noch ausserhalb L f~lR. Damit 

wird der Hiilfssatz bewiesen sein, denn eine der yon P ausgehenden Maschen- 

hauptdiagonalen bildet mit der Normalen von l einen Winkel < . Zum fol- 
4P 

genden Nachweis siehe Fig. :o. 

PP3 ist die Maschenhauptdiagonale, die mit dem Lore PP1 auf 1 den Win- 

kel ~ bildet. P M = M P 8  ~Q. PPI und PP2 sind die sie einschliessenden 
4P 
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Netzseiten, 01 und 0f deren Mitten, M 0 1  U1 und MO~_ U~. also die Mittellote auf 

diesen Seiten. P M O  1 ~ P M O e - -  z UoSU1 ist eine zu P M  senkreehte und 
4 P '  

zu M 0 1  b~ und MO.~ Ue parallele Gerade. M S  ist also gleich der Strecke B A  

der Fig. 9, und wir fanden unter e), dass diese kleiner als Q ist. S f~llt also 

zwischen M und P. Nun zeigt eine Betrachtung der Netzmasche, dass oder zur 

halben Netzseite gehSrige Parallelenwinkel grSsser als 7~ und kleiner als z ist. 
4P 2p 

P O,~ is~ die hatbe Netzseite, und P O ~ U 2 :  �9 
2 

z J~ ~___z da p ~ 2 .  Also schneiden sich 
2 2 / ) -  2 p '  

sehneiden sieh aueh ~;~S U~ und 1 

nieht. Der Abstand MA des Punk- 

tes 3// yon 1 ist daher grSsser als 

MS. Nun werde die in Fig, 9 

mR A B  G bezeiehne~e gebroehene 

Linie mit gleieher Bezeiehnung auf 

Fig. I O iibertragen. B fifllt dann 

zwisehen A und 3I  wegen A B =  

M S  < M A .  Es isg B G = M P 3  ~- q. 

Die Linie L ist definiert als die 

durch G gehende Abstandslinie zu 

l. Pa muss nun, wie behauptet, 

auf die Aussenseite yon L fallen, 

denn M P  a geht von einem hSheren 

O._P bildet mit 1 den Winkel 

0~ U~ nnd l nicht, und daher 

P3 

6 
Pz 

A P 
Fig.  10. 

t 

Punkte des Lores M A  aus als B G, und bitdet mit diesem Lore einen kteineren 

Winkel; es ist n~mlich A M P <  O ~ M P = M B G  ~ ~ .  - -  Darer  ist der Hiilfs- 
4P 

satz bewiesen. 

Nun s e i l  die Achse eines Elementes f und k = k ( V ( f ) ) e i n  Netzseitenweg, 

der die Entwicklung yon V ( f )  darstellt. Der Anfangspunkt sei so gew~hlt, - -  

indem wir nStigenfalls ein Anfangsstiick des Netzseitenweges for~lassen - -  dass 

k eine rein periodische Entwicklung darstellt, f"(k),  n < o, ist ein Netzseiten- 

weg, yon dem k ein Tell ist; dadurch ist sozusagen k nach riickw~rts verl~ngert. 

L~sst man n gegen -- ~ gehen, so bekommt man einen nach beiden Seiten un- 

endlichen, die Achse 1 innerhalb des Streifens L L '  begleitenden, singularit~ten- 
29--26404.  Acta mathematica. 50. Imprim6 l~ 14 septembre 1927. 
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freien Netzseitenweg, der mit K o bezeichnet sei. Es wird gefragt, ob K o dutch 

l eindeutig bestimmt ist, ob also die Periode der Entwicklung dutch Angabe der 

~lement&lasse bis a~lf zyklische Vertauschung eindeutig bestimmt ist. Wir kennen 

einen Spezialfall, in dem diese Frage zu verneinen ist, n~mlich den Fall der aus 

Maschenhauptdiagonalen bestehenden Achsen. Von diesem sehen wir daher jetzt 

ab. Angenommen nun, eine audere Wahl des Anfangspunktes fiihrte uns zu 

einem mit K o analog gebildeten nach beiden Seiten unendlichen Netzseitenweg 

K1, der nicht mit K o identisch ist. Ko und K 1 kSnnen wegen der Eindeutigkeit 

der Entwicklung keinen Punkt  gemeinsam haben. Sie begrenzen einen nach 

beiden Seiten unendlichen, bei f periodisch sich wiederholenden Teilstreifen, der 

ganz im Inneren des Streifens L L '  liegt. Dieser Teilstreifen kann daher nach 

dem Itiilfssatz keinen Netzpunkt im Inneren enthalten. Ko ist also mit K 1 nur 

durch einzelne Netzseiten verbunden. Betrachten wir eine Netzmasche, zu der 

zwei dieser Netzseiten gehSren, so muss diese wegen der beiden ersten Eigen- 

schaften der Entwicklungsausdriicke (w 6) entweder auf K o und h~ je ein aus 

2 p - - I  Seiten bestehendes Randstiick, oder auf dem einen Weg ein aus 219 

Seiten bestehendes, auf dem anderen ein aus 2 p -  2 Seiten bestehendes Rand- 

stiick haben. Der letztere Fall wird aber durch die dritte Eigenschaft der Ent- 

wic.klungsausdriicke unmSglich gemacht, wie man an dem ()bergang zur n~chsten 

der kettenfSrmig aneinandergereihten Maschen zwischen K o und K1 sofort er- 

kennt. Jedes Glied dieser unendlichen Maschenkette hat also 2 p -  I Seiten auf 

K o u n d  2 p - - I  auf K~, dann geht die Achse 1 aber durch alle Maschenzentren 

und steht auf zwei gegeniiberliegenden Netzseiten jeder Masche, niimlich allen 

h o m i t  K I verbindenden Netzseiten, senkrecht. Es gibt nur endlich viele nicht 

~quivalente Achsen dieser Art, die man durch Betrachtung der Mittellote der 

Netzmaschen leicht bilden und durch die Erzeugenden darstellen kann. Sie sind 

ebenso wie die aus Hauptmaschendiagonalen bestehenden Achsen Symmetriellnien 

der drei Netze. - -  Wir haben also zusammenfassend folgenden Satz: 

Bei der Entwicklung der positiven Grundpunkte aller Elemente einer 

Elementklasse bekommt man dieselb e (nur bis auf zyklische Vertauschung 

bestimmte) Periode. Nut  fiir endlich viele (n~mlich weniger als 8p) 

Elementklassen ergeben sich zwei Ausdriicke fiir die Periode; diese 

sind entweder vermSge der Relation identisch (Fall der aus Maschen- 

hauptdiagonalen bestehenden Achsen) oder durch Transformation mit 

einer Erzeugenden in einander iiberfiihrbar (Fall der aus Maschen- 

mittelloten bestehenden Achsen). 
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Dem ersten Ausnahmefall entspricht, wie wir wissen, eine Unbestimmtheit 

in der Entwicklung selbst, indem wir einmal eine freie Wahl zwischen zwei 

Konvergenten haben. Im zweiten Ausnahmefall ist die Entwicklung eindeutig 

bestimmt, man bekommt aber die eine oder die andere Periode, je nachdem ob 

man sich der Achse des Elements yon der einen oder der anderen SeRe n~hert, 

d. h. je nachdem ob man bei Durchlaufung der Achse in Richtung auf den 

positiven Grundpunkt den Nullpunkt zur Rechten oder zur Linken hat. 

Hiermit ist zugleich fiir die kombinatorische LSsung des Transformations- 

problems, die man M. DErI~ 8 verdankt, eine neue Ableitung gegeben. Zwei 

geschlossene Kurven auf der Fl~che sind dann und nur dann homotop, wenn 

irgend zwei ihnen entsprechende Elemente von F in einander transformierbur 

sind (w 3). Man schreibe zwei diesen Elementen entsprechende Erzeugenden- 

ausdrficke zyklisch und ffihre sie durch identische Umformungen und Anwen- 

dungen der Relation in neue Formen fiber, in denen sie die ffir Entwicklungen 

charakteristischen drei Eigenschaften haben. Das ist zufolge dem Vorherge- 

henden stets mSglich, und das Ergebnis ist im Allgemeinen eindeutig bestimmt 

und zwar ffir die beiden Elemente dann und nur dann dasselbe, wenn sie in- 

einander transformierbar sind. Ffir die endlich vielen Ausnahmef~tlle kann man 

sich die beiden mSglichen Formen etwa in einer Tabelle aufschreiben, so dass 

man sofor~ erkennen kann, ob die gegebenen Elemente auf Perioden aus dieser 

Tabelle fiihren, und damit a u c h  in diesem Fall sofort die Entscheidung treffen 

kann. 

Wie man sieht, unterscheidet sich diese Methode nur dadurch yon der 

DEHNschen LSsung, dass sie durch die Forderung der obigen dritten Eigenschaft 

die Reduktion der Erzeugendenausdrficke noch weiter treibt. Demgem~ss wird 

die Zahl der Ausnahmef~lle, die zwar bei DEIt~r aueh schon sehr speziell sind, 

abet doch noch unendlich viele Elementklassen umfassen, auf endlich viele Klas- 

sen eingeschr~nkt. Die beiden yon DEaN genannten Beispiele ffir die Ausnahme- 

fiille, 1. c. s S. 414 bezw. S. 42o, entsprechen Elementachsen aus Maschenhaupt- 

diagonalen bezw. 

bestehen. Es sei 

dende gegeben: 

und 

Masehenmittelloten, bleiben also auch hier als Ausnahmefiille 

daher noch ffir P = 2 folgendes Beispiel ffir das Unterschei- 

c c = a l  - l b l  - lb .~  -1  a I b I a I 1 

fl = a1-1 b~ a.~ b2 -2 a~ i 

s M. DEIIN, Transformation der Knrven auf zweiseitigen Fl~ichen. Math. Ann. 72 (I912) 

S. 413--42I. 



228 Jakob Nielsen. 

sind reduzierte  Ausdriicke im Sinne DEHNS; wenn sie also in e inander  transfor-  

mierbar  sein sollen, so muss nach der LSsung DEI:SS a durch Transformat ion  

mittels einer Erzeugenden aus einer zyklischen Yer tauschung yon fl hervorgehen.  

Es ist a =  b~-:fl bl, wie man dureh zweimalige Anwendung der Relat ion bestiitigt. 

Der  Ausdruek a ha t  aber nicht  die obige dri t te  Eigenschaft ,  da auf  be-: a~ bl a~-: 

n icht  a~ -~ folgen daft .  a ist daher  in 

a'=a1-1 bi -I  a 2 be-: ae -1 b: 

umzuformen;  dieser Ausdruck hat  alle drei Eigenschaften,  stellt  also die zu der 

Achse yon a gehSrige Per iode  dar. Aus dem analogen Grunde  ist fl in 

f l " -  b 1 a 1 - 1  b 1 - 1  a~ b2 -1 a,~-: 

umzuformen.  Und nun sind a' und fl' zyklisch gelesen identisch. Die beiden 

Elemente  gehSren eben nicht  einer Ausnahmeelementklasse  im hier  benutzten 

Sinne an; die entspreehende Aehse ist keine Symmetriel inie  der Netzeintei lungen.  

h) Zusammenhang zwischen den Entwicklungen zusammengehSriger Grund- 

punkte, f sei ein Element  aus /?; dessen posit iver Grundpunk t  V( f )  e twa eine 

rein periodische Entwicklung habe, die aus der periodischen Wiederho lung  des 

Ausdruckes f=e~ e~. . .  e, besteht.  Wie  laute t  dann die Entwicklung yon U(f), 

dem posit iven Grundpunk t  yon at 'a?  Die periodische Wiederho lung  yon e , - ~ . . ,  el -~ 

hat  die beiden ersten Eigenschaf ten  der Entwicklungsausdri icke,  aber nicht  not- 

wendig die drit te.  Aber man  kann dann diesen Ausdruck,  wie wir  wissen, mit- 

tels der Rela t ion so umformen,  dass er die dri t te  Eigenschaf t  erh~lt. Beispiel: 
Es sei fiir p =  2: 

]g(V(f))=bl a i - '  b1-2 b2 al"  bla1-1 bl =2 b2 ~/1". . .  

Bildet man dann  den Ausdruek:  

a: 1 b.2-: b: ~ a I bt 1 . al-1 b - 1  bl~ al b1-1 . �9 

so hat  er nicht  die dri t te  Eigenschaft ,  da auf b: a I b1-1 at -1 nieht  b2 - 1  folgen darf.  

Man formt  ihn daher  um in 

al -1 . b - 1  b~ a.~ b~ a2 - 1  be - 1  �9 b2 - 1  b~ a~ b 2 a.2 -1 b.2 - 1  . . . ,  

und in dieser Form s t e l l t . e r  die Entwicklung yon U(f) dar. Man sieht, dass 

diese selbst dann nicht  rein periodisch zu sein braucht ,  wenn diejenige yon V(f) 
es ist. - -  
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Bildet man aus den Perioden von k(V( f ) )  und k(U(f))  analog wie unter 

g) zwei nach beiden Seiten unendliche, die Achse yon f begleitende periodische 

Netzseitenwege K 0 und K~, so liegen diese beide ganz auf dem zur Aehse gehS- 

rigen Streifen L L'; sie haben also naeh dem ttiilfssatz unter g) keinen Netzeck- 

punkt zwischen sich, sondern h5chstens einzelne Netzmaschen oder Ketten aus 

solchen; sie k5nnen Netzeckpunkte oder Streckenziige gemeinsam haben, ohne 

ganz zusammenzufallen, - -  s i ehe  obiges Beispiel. - -  Wenn in k (V( f ) )ke ine  

Teilausdriicke yon 2p im Sinne der Relation aufeinanderfolgenden Erzeugenden 

vorkommen, so fallen K o und K 1 zusammen, und das kann auch der Fall sein, 

wenn solehe >>Halbmaschem> vorkommen, wie etwa fiir p = 2  bei f = a l  b~ a1-1 b 1 2. 

i) Zwei Randpuukte sind - -  yon den schon genannten Ausnahmefiillen ab- 

gesehen - -  dann und ~ur daun h'quivalent, wenn ihre Entwicklungen gleich e~Tdige~, 

d. h. bis auf nicht notwendig gleich grosse Anfangsabschnitte iibereinstimmen. 

Dieser Satz ist unter g) fiir alIe die]enigen Randpunkte bewiesen, die Grundpunkte 

yon F sind, indem ffir diejenigen Ausnahme-Grundpunkte, die Endpunkte yon 

aus Maschenhauptdiagonalen oder Naschenmittelloten bestehenden Achsen sind, die 

friiher gekennzeichnete Doppeldeutigkeit der Periode zu beriicksichtigen ist. Wir  

haben den Satz daher jetzt nur fiir solche Randpunkte zu beweisen, die nieht 

Grundpunkte sind, deren Entwickhng also nicht periodisch ist, und zu sehen, 

dass dabei keine neuen Ausnahmefi~lle auftreten. 

Es seien also P und Q zwei Punkte yon E, die nicht Grundpunkte sind, 

und f ein Element aus F, fiir welches Q=f(P). Es kann hSchstens ein solches 

Element geben, denn wenn auch Q = f t  (P) gegeben ist, so folgt f - i l l  (p)=f-l(Q)= p. 

also f lf1--~ , f = f l ,  da P nicht Grundpunkt ist. (Flit zwei iiquivalente Grund- 

punkte ist dagegen das die Aquivalenz vermittelnde Element aus F nieht voll- 

sti~ndig bestimmt; es gibt unendlich viele solche.) Wenn man nun die Entwiek- 

h n g e n  yon Q und P vergleichen soll, so kann man Q nach P verlegen, indem 

man gleichzeitig den Nullpunkt 0 nach O~=f -1 (0) verlegt: Die Netzseitenwege 

/c und k (1~, die die Entwicklungen k(P) Und /~(Q) darstellen, streben dann yon 

zwei verschiedenen Netzpunkten 0 und 0~ aus demselben unendlich fernen Punkte 

P zu. Man verbinde 0 und 01 mit P durch zwei Halbstrahlen h u n d  hi. Die in P 

endigende Gerade, beziiglich deren die h und hi tragenden Geraden symmetrisch 

liegen, heisse s. L sei eine Abstandslinie zu h auf der yon h I abgekehrten Seite 

und L1 eine Abstandslinie zu h 1 auf der yon h abgekehrten Seite, und die Ab- 

sti~nde h L and hi L1 seien gleich dem Abstand l L in Fig. 9. t sei ein Lot auf 

s in einem Punkte A, das L u n d  L 1 in B u n d  Bt schneider. Das yon t, L u n d  
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L 1 begrenzte  Gebiet  mit  Ecken in B, B1 und P heisse w. Die yon 0 bezw. 0~ 

ausgehenden Netzwege k bezw. k (1) verlaufen ganz innerhalb des Abstandes 1L 

der Fig. 9 yon h bezw. h 1. Beide ver laufen also yon einem gewissen P u n k t e  an 

ganz in w. W e n n  k und k (1) einen P u n k t  gemeinsam haben, so fal len sie yon 

diesem an ganz zusammen, da P nicht  Endpunk t  einer  aus Maschenhauptdiago-  

nalen bes tehenden Achse ist. W i r  haben also nur  zu beweisen, dass /c und k (I) 

nicht  zu e inander  ganz f remd sein k5nnen. In  diesem Fall  enthal ten  sie zwischen 

sich ein Teilgebiet  yon w. Da nun h, s u n d  hi asymptot isch gegen e inander  

verlaufen, so konvergier t  die Liinge B B1 gegen das Doppel te  des Abstandes 1 L 

der Fig. 9, wenn man A auf  s in Rich tung  yon P verschiebt.  Man kann  daher  

A so wi~hlen, dass die im Hiilfssatz unter  g) be t rachte te  F igur  im Gebiete w 

nicht  Platz  hat. k und k m enthal ten  dann auf  w keinen Netzeckpunkt  zwischen 

sich. Genau wie un te r  g) folgt  dann, dass das obengenannte  Teilgebiet,  das 

k und k (1) auf w begrenzen miissten, aus einer Maschenket te  besteht, die eine 

aus Maschenmit te l lo ten gebildete Symmetriel inie  hat.  Das ist unmSglich, da ,P 

nicht  Endpunk t  einer solchen Linie ist. 

j) F~lndarnentalfolgen. Defini t ion:  Eine unendliche Folge 

) ; , f ~ ,  �9 �9 �9 

yon Elementen  yon F heisse eine Fundarnentalfolge, wenn die Punkt fo lge  

A (o), (o),... 

gegen eine~ Punkt yon E konvergiert. Is t  P der Grenzpunkt  der le tz teren Folge, 

so wird gesagt, dass die Fundamenta l fo lge  ))zu P gehSrt~. Is t  dann x ein be- 

l iebiger P u n k t  yon q) (oder yon T), so konvergier t  auch die Punk t fo lge  

f l  (x), f~ (x), . . . 

gegen P. Schneider ngmlich ein Kreis  x um /)  mit  dem Radius ~ den Einheits- 

kreis in Q und R, so zeichne man einen Kreis  J. durch Q und  R, der z yon / )  

t r enn t  and  dessen Punk te  yon x einen grSsseren nichteukl idischen Abstand haben,  

als x vom Nul lpunkt ;  das ist mSglich, weil • und s Abstandsl inien zur selben 

nichteuklidischen Geraden  sind. W en n  dann N so gross gewi~hlt ist, dass f,~ (o) 

fiir alle n > N  dem yon ~ und dem Bogen Q P R von E begrenzten Zweieck an- 

gehSrt, so ha t  f , (x)  fiir alle n > N  yon P einen euklidischen Abstand  < e . -  Auf  

einem Kreis  durch den Nul lpunkt  0 und die Grundpunk te  yon f~ l iegen die 

Punk te  U (f,,), 0, fn  (o), V(f,,) in dieser Reihenfolge.  Also hat  V (f , )  yon f~ (o) einen 
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enklidischen Abstand < V I - -  I f~' (0)I ̀2 , also von to einen Abstand < V I - i fi, (o)I ~ + r,~, 

wo r,~ den Abstand zwisehen fi~ (o) und P bedeu~et. Die Folge der Randpunkte 

V(f~), V(fe) . . . .  
konvergiert also gegen to. 

Nun gilt die folgende Umlcehrung: Jede Folge 

A, 
yon Elementen yon F, in der kein Element unendlieh oft vorkommt und fiir welche 

die Randpunk4fotge 
V(f,), V(~) . . . .  

gegen einen Punkt  P yon E konvergier~, ist eine zu P gehSrige Fundamentalfolge. 

Beweis: Die Folge If~(o) l, If2 (o) 1, . . .  konvergiert gegen ~, da in der ge- 

gebenen Folge kein Element unendlich oft vorkommt und ein Kreis um o m i t  

einem Radius < I nur endlich viele mit 

o gquivalente Punkte enth~lt. ~ set be -  f ~ 

P 

BI 

gewghlt, dass fiir alle n > N sowohl V(f~) \ ~ , ~ ~  
dem Segment A1B 1 angehSr k als auch \ - -  ~" 

[ fi~ (o) [ > O C ist. Dann gehSr~ der Punkt ~ / 
fn(o) ffir a l l e n  > N dem Kreisbogen- ~ ~ 

viereck PAl CDBlto  an, hat also yon P 
F i g .  1 1 .  

einen Abstand < 2, w. z. b. w. 

Eine spezielle unter den zu einem Randpunkt P geh6rigen Fundamentalfolgen 
wird durch seine Konvergenten kl (P), k̀ 2 ( P ) . . .  gebildet. Diese Elemente sind ngm- 

itch alle verschieden, nnd die Punkte k~ (o), k̀ 2 (o) . . . .  gehSren alle einem Streifen an, 

der durch zwei Abstandslinien zum Radius 0 to im Abstande 1L der Fig. 9 be- 

grenzt wird. Die Folge k, (o), k̀ 2 (o) , . . .  konvergiert also gegen P. 

Die Folge V(kn) der positiven Grundpunkte  der Konvergenten konvergiert 

also auch gegen t ~ Wenn also die Entwicklung yon V(k~) mit der Entwicklung 

yon to alle Konvergenten bis zur Ordnung m (n) gemeinsam hat, so wgehst m (n) 

mit n fiber aUe Grenzen. 
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II.  ABSCHNITT. 

Automorphismen der Fundamentalgruppe und zngeh6rige Transformationen 
des Einheitskreises in sich. 

8. Definition der Automorphismen. Ein hinreiehendes Kriterium fiir ihre 
Festlegung. 

Unter einem Automorphismus der Gruppe 1,' versteht man eine isomorphe 

Abbildung yon F in sich, d. h. eine Korrespondenz zwischen den Elementen yon 

F, die folgende drei Eigenschaften hat: 

a) Jedem Elemente f yon F entspricht ein und nur ein Elemel)t f '  yon F. 

b) Jedes Element f '  yon F entspricht einem und nur einem Eiemente f yon F. 

c) Die Gleichung f l '  "f~' ~-fa' besteht dann und nut  dann, wenn die Gleichung 

f l  "f~ = f 3  besteht. 

Hieraus folgt, dass wenn man f l  und f2 und daher auch f3 gleich der Iden- 

tit:it setzt, die Elemente f / ,  f2' und f3' einander gleich und daher ebenfalls gleich 

der Identitiit werden; die Identit~it entspricht also sich selber; daraus folgt welter, 

dass dem Element f-~ das Element vf S-1 entspricht. Einem prim~iren Element 

entspricht ein prim~ires Element_ Zwei ineinander transformierbaren Elementen 

entsprechen zwei in einander traasformierbare Elemente, sodass auch die Gesamt- 

heir der Klassen in einander transformierbarer Elemente bei einem Automorphis- 

mus eine Abbildung in sich erfiihrt. 

Wir bezeichnen einen solchen Automorphismus yon F mit dem Buchstaben 

I oder mit f - * f '  und das dem Element f bei I entsprechende Element f '  oft 

auch mit ,ft. Die Korrespondenz f ' - * f  ist auch ein Automorphismus und wird 

mit I -~ bezeichnet. Sind die Automorphismen 11 (f---*f') und f~ ( f ' - ~ f " )  gegeben, 

so ist auch f - - * f '  eia Automorphismus, tier mi~ I~ I~ bezeichnet wird. Mi?~ dieser 

Kompositionsregel bilden die hutomorphismen yon F eine Gruppe, die mi~ ~ be- 

zeichnet sei. 

Ein Automorphismus I ( f - ~ f )  wird durch Angabe der Elemente 

al', b/, . . . ,  a / ,  b /  

vollstiindig bestimmt. Wir denken uns diese als Ausdrticke in den Erzeugenden 

ar b; gegeben. I -~ sei in analoger Weise dureh a~", b/' gegeben. Substituiert 

man in a[ '  fiir a1 . . . .  , bp die Ausdriicke at', . . . .  bp', so erh~l~ man ai, nachdem 

man nStigenfalls unter Anwendung der Grundrelation 
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R (al . . . .  , bp)-~ al  bl a~ -1  b ~ - I . . ,  ap bp ap -1  bp - 1 =  I 

den Erzeugendenausdruck vereinfacht hut. Die urspriinglichen Erzeugenden lassen 

sich also durch die gestrichenen ausdriicken. Wegen R ( a l , . . . ,  bp)= I ist 
p ! 

t ~ ( a 1 ' , . . .  , b p ' ) =  I; substituiert man hier fiir die a i ,  bi ihre Ausdriicke durch die 

ai, bi, so kann die letztere Gleichung durch evtl. wiederholte Anwendung der 

ersteren gefolgert werden. 

Umgekehrt entsteht die Aufgube, zu entscheiden, ob 2p vorgelegte Elemente 
t 

a l , . . . ,  bp' durch ihre Zuordnung zu den Erzeugenden a~ , . . . ,  bp einen Auto- 

morphismus yon F herstellen oder nicht. Wir stellen vorerst nur ein h i n r e i c h e n -  

des Kriterium dafiir auf, dass das der Fall ist. Dies Kriterium wird bei allen 

sp~ter herangezogenen Beispielen verwendbar sein. 

Im Folgenden halte man die beiden Bezeichnungen ))Erzeugendenausdruck)) 

und ))Element der Gruppe>) auseinander. Zwei Erzeugendenausdriicke s ( a l , . . . ,  b~) 

und t ( a l , . . . ,  bp) stellen dann und nur dann dasselbe Element dar, wenn der Er- 

zeugendenausdruck s t  -1  das Einheitselement darstellt; alas ist dann und nur dann 

der Fall, wenn er sich identiseh in a~ , . . . ,  b~ als ein Produkt yon Transformierten 

yon R ( a l , . . . ,  bp) und /~-1 durstellen l~sst: 

m 

s t  - l ~  H h i ( a l , . .  bp) ~ , R (~ ,  ,b,,)h, - l ( ~ , . , b , ) ,  
i = 1  

wo die h~ irgend welche Erzeugendenausdriicke sin& 

Das in Frage stehende Kri~erium ist nun das folgende: Es seien s~ , . . . ,  s.2p 

2p Erzeugendenuusdriicke, durch die die 2p Elemente a~', . . . .  , bp' festgelegt werden: 

r al = s ~  ( ~ , . .  , b~) 

b~' = 8~ ( ~ , . . . ,  b~), 

und es se ien folgende zwei Bedingungen erfiillt: 

a) Es ist identisch in den Erzeugenden 

R ( s a , . . . ,  Sen) -~- h (a~, . . . , bp) R +~ (al , . . . , bp) h- ' .  (I) 

fl) Es gibt 2p Erzeugendenausdriieke t i ( a ~ , . . . ,  b ~ ) , . . . ,  t 2 t , ( a ~ , . . . ,  bp) so, dass iden- 

tisch in den Erzeugenden gilt: 

t, (8~, �9 �9  8 ~ ) - =  a~ 

3 0 - - 2 6 4 0 4 .  Acta maghcmatica, 50.  I m p r i m ~  lo 15 s e p t e m b r e  1927 .  
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t~p (st, �9 . . ,  sev) ~ by. 

D a n n  erzeug t  d ie  K o r r e s p o n d e n z  

at --+ ai' , . . . ,  b p - )  bp' 

e inen  A u t o m o r p h i s m u s  yon F .  

B e w e i s :  Wir  bezeichnen die Ersetzung der Erzeugenden a I durch den Erzeu- 

gendenausdruck s 1 ( a t , . . .  , bp), u. s. f. bis bp durch s.2p als die ~Substitution S)), 

ebenso al durch t t ( a ~ , . . . ,  bp) u. s. f. his bp dutch  t~v als ;Subs t i tu t ion  T)>. Dann 

ist nach fl) T S die identische Substitution. S stellt also einen Automorphismus 

der f r e i e n  aus 2p Symbolen a t . . . .  , bp erzeugten Gruppe her. Dann ist auch 

S T ~  I, denn es ist 

S = S . T S = S T . S ,  

also S T die identische Substitution. Dureh Ausiibung yon T auf  die Ident i t~t  

(I) folgt  deshalb: 

R ( a x , . . . ,  b v ) ~ h ( t , , . . . ,  tw) R -+t(tl , . . . , t~p)h -~, 

also 

wenn 

R ( t , , . . . ,  t~p) = z ( ~ , , . . . ,  bp) R •  t ( ~ , , . . . ,  bo) t - ' ,  (2) 

h - t  (t, . . . .  , t~ , ) - -  Z ( a ~ , . . . ,  bp) 

bezeichnet wird. 

Nun ist zu zeigen, dass die Korrespondenz 

al"--~ ai',  . . . , bv---~ bp ' (3) 

den obigen Forderungen a), b) und c) geniigt. Sei also f ein beliebiges Element  

aus F u n d  w ( a l , . . . ,  by) einer der Erzeugendenausd14icke, die f darstellen: 

f =  ~' (al ,  �9 � 9  b,). 

Wegen der Forderung c) muss dem Element  f dasjenige Element  entsprechen, 

das man  erhiiit, wenn man in w die Erzeugenden a , , . . . ,  bp dutch  a ~ ' , . . . ,  b~ er- 

setzt. Wir  sehreiben daher:  

f = s (w) = w ( 8 , , . . . ,  8~) (4) 

und haben zu zeigen, dass wit  hierdureh immer zu demselben Element  f '  kommen, 

unabh~ngig davon, welchen der f darsgellenden Erzeugendenausdriicke wi t  zu 

Grunde legen. Jeder  f darstellende Erzeugendenausdruck hat  aber die Form 
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~ ( ~  . . . .  , 4 )  = ~ (~, ,  � 9  4 ) -  n r , ( ~  . . . .  , 4 )  R " r , - ' ,  
i 

wo die ~i auf die Werte + I und -- I besehr~nkt werden kSnnen. Also ist 

i 

also wegen (I): 

S ( w ) / ~ -  r i ( 8 1 ,  . . . , 82p ) . h ( e l ,  . . . , bp) 1~ T-vii ( e l ,  . . . , bp) h - 1 .  r i - l l  

S(w) HhiR~ihi-l~ 
i 

und dieser Erzeugendenausdruck ste[lt dasselbe Element f '  dar wie S(w). Damit 

ist die Forderung a) erfiillt. 

Ferner sei f '  ein beliebiges Element aus F u n d  

f ' = ,  (~1, �9 � 9  4 )  

eine seiner Darstellungen. Es ist zu zeigen, dass es bei der durch (4) hergestell- 

ten Korrespondenz (3) aus einem und nur einem Element hervorgeht. Wir  schrei- 

ben duher 

l - -  r (v)---- ~ ( t l , . . . ,  4 , ) .  

Es ist niimlich 

s (v (tl . . . .  , t~p)) = s ( T  (v (~1 . . . . .  4) ) )  = v (~, ,  � 9  4 ) .  

Eine andere Darstellung 

V 1 = V .  1 1  ~ i  R ~ / r i  - 1  

desselben Elementes f geht durch S aus 

r (v~)==-  T ( v ) .  n , . , ( t , ,  . . . ,  t ~ ) n  ~ ' ( t~ ,  . . . ,  4 , ) " , - 1  
i 

hervor, und wegen (2) ist dies 

~- T(v) 11 hi.R~ih~ -1, 
i 

stellt also dasselbe Element f dar wie T(v). Damit ist die Forderung b)erfiillt. 

Dass nun auch die Forderung c) erfiillt ist, folgt aus dem Charakter yon S als 

einer Substitution. - -  Die Korrespondenz (3), festgelegt durch die Substitution 

S, erzeugt also einen Automorphismus. 

q . e . d .  
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Der dazu reziproke Automorphismus wird dutch S -~-~ T festgelegt; den Erzeu- 

genden entsprechen dabei die Elemente 

a~"= t~ (a~,..., b~);...; bp"= t~ (a~,..., b~). 

9. Erhaltung der zyklischen Anordnung der Grundpunkte bei Automorphismen. 

Es sei ein Automorphismus I, f - - * f ' ,  gegeben. Einem prim~ren Element fo 

entspricht ein prim~ires Element fo' und den positiven Potenzen yon fo die posi- 

riven Potenzen yon fo'. Zwei Elementen, deren gerichtete Achsen zusammenfallen, 

entsprechen also zwei Elemente, deren gerichtete Achsen ebenfalls zusammenfallen. 

Wir  kSnnen also sagen, dass [ eine umkehrbar eindeutige Abbildu~g der Menge G 
der Gru~dpunkte auf sich selbst hervorruft, indem wir dem negativen bezw. posi- 

riven Grundpunkt U(f)  bzw. V0r ) den Punkt U(f ' )  bezw. V(f') zuordnen. - -  

N u n  gilt der folgende 

Satz 1: Die zykli~.che A~zord~ung der Jlenge G auf E bleibt bei dieser Abbildung 

G--~ G1 erhalten. 
Beweis:  Wir greifen, um dies zu zeigen, auf das im I. Abschnitt benutzte 

~qetz ~ zuriick, dessen Netzeckpunkte aus allen mit dem Nullpunkt ~iquivalenten 

Punkten yon (P gebildet werden. Der gegebene Automorphismus I vermittelt 

eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge der •etzeckpunkte auf sich selbst, 

indem man dem Punkte f(o)  den Plmkt  f '  (o) entsprechen l~sst. Der ~qullpunkt 

0 entspricht dabei sich selbst. Nun verbinde man 0 m i t a  1' (o) durch ein gerad- 

liniges Segment~ das mit der Bezeichnung a 1' und einer yon 0 nach a 1' (o) zei- 

genden Pfeilspitze versehen wird. Analog fiir die iibrigen gestrichenen Erzeu- 

genden und deren Reziproke. Die liingste unter diesen 4/9 Strecken habe die 

L~nge 1. (Alles ist im Sinne der nichteuklidischen Metrik zu verstehen.) Die 

Bilder dieses yon 0 ausstrahlenden aus 4P Strecken bestehenden Sternes bei allen 

Elementen yon F bilden in ihrer Gesamtheit ein >)Netz>) n', dessen Eckpunkte in 

die Eckpunkte yon n fallen, n' ist zwar kein Netz im eigentlichen Sinn, da sich 

die Netzstrecken im Allgemeinen auch ausserhalb der ~qetzeckpunkte iiberschnei- 

den werden, abet es bestehen offenbar folgende Tatsachen, die wir allein gebrau- 

chen werden: Wenn man yon 0 aus durch einen Netzseitenweg w auf n zu dem 

Netzeckpunkt P gelangt, so gelangt man zu dem P bei [ entsprechenden :Netzeck- 

punkt _P', indem man auf n' yon 0 aus denjenigen- Weg w' beschreibt, der aus 

den gestrichenen Netzseiten ebenso gebildet ist, wie w aus den ungestrichenen; 

kommt man yon /)  aus durch den Weg w~ auf n zu P~, so kommt man yon /r  
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aus durch den Weg w~' auf n' zu Pl'. Bedeuten die Namen der Wege zugleich 

Erzeugendenausdrficke, so ist 

f = W W l  w - 1  

das Element, d~s P in Pi fiberfiihrt, und 

f ~ W' Wl v W t-1 

V3 ~_ 

w, 

0 

E \  \ C 

co2 

Fig. 12. 

das Element, das P '  in PI' fiberfiihrt. - -  Die Seiten der •etze ~ und n' sind 

einander umkehrbur eindeutig zugeordnet. 

Nun sei M'  die Menge der Netzeckpunkte, die yon 0 einen Abstand ~ l 

hat, M das Bild yon M' bei I - i  und L der Radius eines Kreises um den Null- 

punkt, der M im Inneren enthgit. Irgend zwei Netzeckpunkte, deren Abstand 

L ist, gehen also bei I in zwei Netzeckpunkte fiber, deren Abstand > 1 ist. 

Wenn nun zwei Netzseiten yon n' einen Endpunkt oder inneren Punkt  gemeinsam 

haben, so gibt es einen Endpunkt der einen, der yon einem Endpunkt der an- 

deren einen Abstand < l h~t; sie sind also bei I BiIder zweier Seiten yon ~, 

die sich niiher als bis auf den Abstand L kommen. 
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Nun seien f~ und f~ zwei Elemente yon ~; V 1 und V~ deren positive Grund- 

punkte und k (1) und ]c (2) die Entwicklungen yon V 1 und V.2, die wir als yon 0 

ausgehende und gegen V 1 bezw. V~ strebende Netzseitenwege gezeichnet denken 

(Fig. I~). (Es wird nicht ausgeschlossen, dass f~ = f - 1  ist, in welchem Falle V 1 

und V~ ein zusammengeh5riges Grundpunktepaar ist.) /)1 und Pe seien Punkte 

auf k (~) bezw. k (~), yon denen an diese periodisch sind. )~t und ttL sind zwei solche 

Abstandslinien zur Achse yon f l ,  dass jeder Punkt  ausserhalb des Abstandsstrei- 

fens )~t u I yon dem Teilwege /)i V~ einen Abstand > L hat. Analog sind 22 und 

/t~ erkl~irt. C ist ein Kreis um den Nullpunkt, dessen Radius so gross ist, dass 

er diese vier Abstandslinien schneider, und dass jeder Punkt  ausserhalb C yon 

dem Teilstiick P~ 0 P.2 des aus k (1) und ]~(~) gebildeten Streckenzuges W einen 

Abstand > L hat. Von den vier Abstandslinien brauehen wir nur alas Stiick 

yon E bis zu den ersten Sehnittpunkten mit C. Der Teil yon ~, der ausserhalb 

des Abstandsstreifens )~ teL, ausserhalb )~., !t2 und ausserhalb C liegt, besteht aus 

zwei Gebieten w I u n d  ~o.2, yon denen jedes einen der TeilbSgen V~ Ve yon E als 

Randstiick hat. - -  Nun bilden wir auf n' den Streckenzug W', der W entspricht. 

Dieser besteht aus Teilstiicken OPt' und 0P2', wenn P~'=I(P~) und P2 ' : I (P~)  

ist, ferner einem bei f /  periodischen Stiick, das yon P /  aus gegen Vl'-~ V(f/) 

strebt und sieh also zwisehen zwei zur Aehse yon f /  gehSrige Abstandslinien 0~ 

und a~ einsehliessen l~sst; und endlich analog einem bei ~ '  'periodischen Stiick, 

das yon P2' aus gegen V2"- V(f2') strebt und sieh zwischen zwei zur Achse yon 

f2' gehSrige Abstandslinien (~ und a s einschliessen l~sst. Ferner sei F ein Kreis, 

der diese vier Abstandslinien schneider und das Teilstiick _P/O P~" yon W' ganz 

umschliesst. Der ausserhalb der Abstandsstreifen Qj a~ und Q~ a.~ und ausserhalb 

F gelegene Teil yon q) besteht aus zwei Gebieten v~ und ~ ,  yon denen ]edes einen 

der TeilbSgen F~' V~' auf E als Randstiick hat. Jeder stetige Weg, der eiuen 

Pun~t yon ~ mit einem Pu~kt von ~ verbindet, tr~'t  W'. 

Nun seien f~ und f~ zwei Elemente, deren positive Grundpunkte V~ und V~ 

demselben Teilbogen V~ V~ yon E, etwa dem zur Begrenzung yon wl gehSrigen, 

angehSren. Wir bilden die Folge der Punkte f ~  (o) und f ~  (o), wo r alle positiven 

ganzen Zahlen durchli~uft. Diese Punkte liegen auf KreisbSgen, die durch V~, 

0 und U(f~) bezw. //-4, 0 und U(f~) gehen. Man bestimme eine so grosse Zahl 

ro, dass alle Punkte der beiden Folgen fiir r >  r 0 dem Gebiet w~ angeh5ren. Dann 

lassen sich auf dem Netze n fiir alle r >  r0 Netzseitenwege q~ ausw~hlen, die 

73 ~ (o) und f~  (o) verbinden und dabei ganz innerhalb w~ verlaufen, q~ hat nach 

Konstruktion yon W einen Abstand > L. Das Bi ld  qr' Yon q~ bei I trifft also 
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~icht W'.  qr' verbindet auf n' die Punkte f ' r  (o) and f ' r  (o). Nun konvergiert 

f3 'r (o) fiir r -* ~ gegen V 3' = V(J j )  und A 'r (O) gegen V4'. Diese Punktfolgen 

gehSren also yon einem geniigend ~oTossen r an zu den Gebieten ~ oder ~2, und 

sie miissen zu demselben dieser beiden Gebiete gehSren, da q/  nicht W'  trifft. 

Also liegen Va' und V 4' auf demselben der durch VI' und V 2' auf E bestimm- 

ten BSgen. 

Die zyklische Anordnung yon vier beliebigen Grundpunkten auf E bleibt 

also bei Automorphismen erhalten, w. z. b. w. 

In  dem Satz I ist ein (m. W. nirgends publizierter) Satz yon M. DEaN 

enthalten, den mir Herr  Dehn vor Jahren miindlich mitgeteilt hat: 

Die Achsen zweier Elemente yon F schneiden sich oder schneiden sich 

nicht, je uachdem ob die Achsen zweier diesen Elementen bei einem Auto- 

morphismus yon F entsprechenden Elemente sich schneiden oder nicht 

schneiden. 

Wesentliche 12r des Dehnschen Beweises finden sich in dem obigen 

Beweis wieder. Aus diesem Satz zog Dehn die Folgerung, dass auch der topolo- 

gische Schnittzwang yon Kurventypen bei Automorphismen erhalten bleibt. In 

der Tat: Es s e l f  ein prim~res Element u n d s  ein Verschiebungsstiick auf seiner 

Achse. P~ und P~ seien zwei ~quivalente. Punkte auf s, P~ ~- h (P~). Dann schneider 

die Achse yon h f h  -1 diejenige yon f in P2, und das bleibt bei Automorphis- 

men erhalten. Die Anzahl der untereina~der ~icht 5quivalenten Schnittpu,kte der 

Achsen eiuer Elementklasse ist also dieselbe fiir zwei Klassen, die sich bei einem 

Automorphismus entsprechen. Wenn es zwei solche Punl~e /)1 und ~ auf s nicht 

gibt, wenn also die Elementklasse einem Kurventypus ohne notwendige Doppel- 

punkte entspricht, so gilt dasselbe fiir den Kurventypus, der zu der bei einem 

Automorphismus entsprechenden Klasse gehSrt. Genau ebenso sieht man ein: 

Die Anzahl der untereinander nicht h'quivalenten Schnittpunkte der Achsen aus zwei 

Elementklassen --  also die topologisch notwendigen Schnittzahlen zweier Kurven- 

typen - -  bleibt bei Automorphismen erhalten. 

Drei Punkte I, 2 und 3 auf E mSgen in der Anordnung I 2 3 einen links- 

l~ufigen Umlauf um ~ bestimmen. Die bei I entsprechenden Punkte kSnnen dann 

in der Anordnung I' 2' 3' einen linksl~ufigen oder rechtsl~ufigen Umlauf bestim- 

men. Aus der  Erhaltung der zyklischen Anordnung yon vier beliebigen Punkten 

folgt leicht, dass ein beliebiges Tripel I 2 3 diese Entscheidung zugleich fiir alle 

Tripel f~llt. Je  nachdem in dieser Weise die Orientierung der zyklischen An- 

ordnung der Grundpunktmenge G auf E bei G--~ G~ erhalten bleibt oder um- 
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gekehrt wird, sprechen wir yon Automorphismen erster Art  oder zweiter Art. Die 

Untergruppe, die aus den Automorphismen erster Art gebildet wird, is~ ein 

Normalteiler vom Index 2 der Gruppe ~ und werde mit ~0 bezeichnet. 

io. Die durch einen Automorphismus bestimmte topologische Randabbildung. 

In w 5 wurde gezeig~, dass die Grundpunktmenge G liberal1 dicht auf E 

ist. Jeder Punkt  P yon E ist also Grenzpunkt einer monoton gegen P konver- 

gierenden Grundpunktfolge G1, G.2,.. . ,  und die Folge der bei einem Automor- 

phismus I entsprechenden Grundpunkte GI', G2', �9 �9 �9 ist nach w 9 ebenfalls monoton; 

ihr Grenzpunkt heisse P ' .  Jede aildere gegen P konvergierende Folge yon 

Grundpunkten fiihrt wegen ~ 9 zu demselben Punkt  P'. Wenn P selbst ein 

Grundpunkt ist, so ist P' der P bei dem Automorphismus entsprechende Punkt, 

wie man sofort aus der Erhaltung der zyklischen Anordnung folgert. Wenn P 

nicht Grundpunkt ist, so ist auch P' nicht Grundpunkt, wie durch Betrachtung 

�9 yon I 1 folgt. Ordnen wir nun in allen F~illen dem beliebigen Punkte P yon 

E den Punk~ P '  als Bildpunl~ zu, so haben wir eine dutch I bestimmte topologische 

Abbildung yon E auf sich selbst vor uns. Der Umlaufssinn wird bei dieser Ab- 

bildung E - ~ E I  erhalten oder umgekehrt, je nachdem I ein Automorphismus 

erster oder zweiter Art ist. 

Der Sachverhalt kann kurz so gekennzeichnet werden: Die prim~iren Ele- 

mente yon F bilden eine zyklisch geordnete Menge; diese erfiihrt bei Automor- 

phismen unter Wahrung der Anordnung eine umkehrbar eindeutige Abbildung in 

sich, die in eine topologische Abbildung einer Kreislinie auf sich eingebettet 

erscheint. Aus den leicht zug~inglichen Eigenschaften der topologischen Trans- 

formationen eines Kreises in sich kann man daher Riickschliisse auf die Eigen- 

schaften der Au~omorphismen ziehen. 

I i. Einige S~tze fiber Automorphismen yon F. 

Es sei I ein Automorphismus yon T: Ein Element f ,  das bei I sich selbst 

entspricht, f •  heisse ein Fixelement bei I, ein Element f ,  das in sein Reziprokes 

iibergeht, jr: ~ f - 1 ,  ein Invertelement bei /. Die Fixelemente bei I bilden eine 

Untergruppe yon F,  die mit H (I) oder kurz mit H bezeichnet sei. - -  Wenn I 

tier identische Automorphismus I 0 ist, H(Io)= F, so ist jeder Grundpunk~ Fix- 

punkt der Abbildung E--* Eio, und diese ist daher die identische Abbildung. 
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Die Abbildung E --~ E~ werde mit g (E) bezeichnet. Ihre Fixpunkte - -  wenn 

es solche gibt - - b i l d e n  eine abgeschlossene Punktmenge auf E. Die Restmenge 

besteht aus endlich oder abz~Lhlbar vielen fixpunktfreien Intervallen. 

a) I sei ein nicht identischer Automorphismus erster Art. Dann bleibt bei 

g (E) der Umluufssinn erhalten, und jedes fixpunktfreie Intervall wird &rher ~uf 

sich selbst abgebildet. Alle Punkte eines solchen Intervalls werden dabei in der 

gleichen Richtung verschoben, und das Intervall bleibt daher auch bei g~ fix- 

punktfrei. Die Fixpunktmenge yon g'~ ist daher mit der.~enigen yon g identisch. 

Das gilt inbes0ndere f i i r  die zur Fixpunktmenge gehSrigen Grundpunkte, also 

hat I n genau dieselben Fixelemente wie L I-Iierbei war aber angenommen, dass 

g (E) iiberhaupt Fixpunkte hat, sodass als deren Restmenge fixpunktfreie Inter- 

valle entstehen kSnnen. Zu den Fixpunkten yon g (E) brauchen nicht notwendig 

Grundpunkte zu gehSren, wie wir spi~ter an Beispielen sehen werden. Jedenfalls 

folgt also, 4ass H ( P  ~) = H(I )  ist, sobaid H(I)  4= I .  

Wenn umgekehrt f ein Element ist, fiir welches f i  4=f, aber f• so 

folgt, dass g (E) fixpunktfrei und also H ( I ) =  I i s t .  Das ist insbesondere der 

Fall, wenn I Invertelemente hat, da diese bei 12 Fixelemente werden. Ferner ist 

es der Fall, wenn I ~ = I ist: Bei alien yon der Identitgt verschiedenen Auto- 

morphismen endlicher Ordnung ist g (E) fixpunktfrei. 

Wir betrachten etwas ngher den Fall eines Automorphismus I erster Art, 

ffir welchen es ein Element f derart gibt, dass 

f ~ # f , f •  

ist. n sei der kleinste positive Exponent dieser Art. V sei der positive Grund- 

punkt yon f und g die zu I geh5rige Randabbildung. Wir bilden die aus den 

Punkten 

V, g (V), g= (V) . . . .  , g"-~ (V) 

bestehende Pnnktmenge W; diese n Pnnkte sind alle versehieden, d a f b e i  keiner 

niedrigeren Potenz von L als der n-ten, Fixelement ist. V~ und V~ seien zwei 

bei positivem Umlauf um E aufeinanderfolgende Punkte und 

= 

Dann bewirkt g" eine zyklisehe Vertauschung yon W um einen Schritt, und g 

ist eine Potenz, etwa die ~ te, yon .q": 

~ r ~ I  (mod n). 
3 1 -  26404. Actamathemat ica .  50. Imprim~ le 15 septembre 1927. 
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Wi r  kSnnen nStigenfulls I durch  I ~ ersetzen und nehmen daher  r~--- I an. 

g ver tauscht  also die n Segmente,  die W auf  E bestimmt,  zyklisch. Es kann 

daher  keine niedrigere Potenz  yon g, als die n4e, FixpunkCe haben, und es ist 

H ( I  m) ~ H ( I )  = I,  fiir I ~ m ~ n - -  I. 

Die Fixpunk~menge bei g* in einem der n Segmente  geht  durch die Potenzen  yon 

g in die F ixpunktmenge  bei g~ in den fibrigen Segmenten  fiber. W i t  haben also 

1~ ( I  m) ~- I, ffir m ~ o (rood n), 

H ( I "  = H 

n heisse der charakteristische Exponent yon L n ist unabhgngig  yon der Auswahl 

des obigen Elements  f .  Fiir  Automorphismen endlicher Ordnung  ist der charak- 

terist isehe Exponent  gleich der  Ordnung;  im Fall H ( I  m) = H(I)  fiir alle m sei 

die Zahl I als charal~er is t ischer  Exponen t  yon I definier~: 

Sa~z 2:  Ein Automorphismua erster Art  mit einem charakteristischen ~Exponen- 

ten > I ruft eine fixpunktfreie Bandabbildung hervor. 

b) I sei ein Automorphismus zweiter Art. Die zugeh5rige Randabbi ldung 

kehr t  den Umlaufssinn urn, ha t  also genau zwei Fixpunkte .  I ha t  also hSchstens 

ein primdres FixelemenL I s ist ein Automorphismus erster  Ar t  mit  dem cha- 

rakter is t ischen Exponenten  i, da g~(E)jedenfalls zwei F ixpunkte  hat.  Fixele- 

mente  yon I f entsprechen entweder  Inver te lementen  yon I oder  sie t re ten zu 

Paa ren  auf, deren Elemente sich bei I vertauschen.  Is t  I yon endlicher  Ordnung,  

dann  notwendig  yon der Ordnung  2. 

Beispie l  1: 

/ a 1 - - ~  b~ 

bl ~ a~ 
p ---- 2; 1: [ a~ ~ bl 

b~ ~ a 1 

I ~ = I. Pr imgres  Fixelement :  a~ b~ a l - '  b~-L Alle Elemente  sind involutorisch 

gepaart ,  speziell z. B. a~ -~ b~ -~ a2 b~ mit  seiner Reziproken,  - -  

Wi r  beweisen noch den folgenden 

Sa tz  3:  Jede Untergruppe endlicher Ordnung yon ~o ist zyklisch.* 

* Der Satz folgt  unmi t t e lba r  aus L. E. J. BROUWER, {)~ber topologische Involut ionen,  w 3, 

Amsterd .  Proceedings Yol. X X I ,  N:o 9 (I919). 
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Beweis:  Sei ~ eine Gruppe der 0rdnung n aus Automorphismen erster Art, 

/)1 ein beliebiger Punkt yon E und Pi ,  P 2 , . . . ,  P~ die Punkte, die Pi  bei den zu 

den verschiedenen Elementen yon ~ gehSrigen Randabbildungen entsprechen. 

Diese Punkte sind sicher verschieden; andernfalls miisste niimlich ein zu ~ ge- 

hSriger Automorphismus einen yon diesen Punkten unge~indert lassen, aber alle 

Elemente yon ~ sind yon endlicher Ordnung, bestimmen also nach Satz 2 fix- 

punktfreie Randabbildungen. Jedes Element yon ~ bewirkt eine Vertauschung 

dieser n Punkte unter Wahrung ihrer zyklischen Anordnung auf E und des 

Umlaufssinnes. Ein Element aus ~, das einen der Punkte in einen seiner Nach- 

barn iiberfiihrt, erzeugt also ganz ~, w. z. b. w. 

12. Innere Automorphismen. 

Die Zuordnung 

1 ~ f - i  l f ,  (5) 

wo f ein festes Element yon F i s t  und l die Gruppe F durchl~iuft, ist bekannt- 

lich ein Automorphismus yon F,  fiir den der Name ~>innero" Automorphismus>> 
oder >>kogredienter Automorphismus~) iiblich ist. StelR man ihn durch die Sub- 

s~itution 

dar, wo 

diese Darstellung die Bedingungen a) und #) des w 8. 

und 

also 

a, 

bp - +  w - 1  ( a  1 . . . .  , bp)  b p  w ( a l ,  . . . , bp)  

w ein das Element f darstellender Erzeugendenausdruck ist, so erfiillt 

Man hat n~mlich 

t~---> W--I R w  

W .---> w - - l  w w -~----~ W ,  

w al w l ---> al 

und analog. 

Wi t  bezeichnen den Automorphismus (5) mit Iof. 
mus 1---* l', so ist I .  Io/ der Automorphismus 

Ist  I der Automorphis- 
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1-+f l l ' f  

und wird mit I/ bezeichnet. - -  Es ist 

I o : ,  . Io: . ,  = I o : , : ,  

und 

Ferner ergibt sieh 

und 

Der Automorphismus 

(r0s) -~ = I0 s -~ .  

1--1 

/--1: 

1-1 Io::  

I -~ I o / I :  

l "--> I1-1 

l-~ f ~b-~ f 

Z - ,  f~ - I  l f~ .  

1-1 Iof I =  Io/~ (6) 

ist also wieder ein innerer Automorphismus: 

Die Gruppe der inneren Automorphismen ist ein Normalteiler yon 30 

und ~. Sie werde mit ~ bezeichnet. ~ ist mit T' holoedrisch isomorph. 

Die Automorphismen I und I/  sollen als ,~verwandt>> bezeichnet werden. 

Das ist eine symmetrische und transitive Eigenschaft. Die Gesamtheit der 

Automorphismen If, wo I ein fester Automorphismus ist und f die Gruppe F 

durchli~uft, also eine >>~ebengruppe,~ des Normalteilers ~ in ~, soll als eine >>Auto- 
morphismenfamilie>) bezeichnet werden. - -  Fiir diesen Begriff habe ich in den 

1. c. ~ und 1. c. 2 angegebenen Publikationen die Bezeichnung ~Isomorphismen- 

klasse>> verwendet; da es indessen iiblieh zu werden seheint, unter einer Klasse 
yon Elementen einer Gruppe eine Gesamtheit yon ineinander innerhalb der Gruppe 

transformierbaren Elementen zu verstehen, verwende ich hier ebenfalls das Wor t  

~,Klasse~> in diesem Sinn (wie auch im I. Abschnitt) und gebrauche fiir die obige 

Gesamtheit das ~Vort , Familie~,. - -  Unter einer ~ Automorphismenklasse~ wird also 

eine Gesamtheit yon innerhalb ,~ ineinander transformierbaren Automorphismen 

verstanden. Die Klasse der Identitiit besteht nur aus dem identischen Automor- 

phismus. Die Familie der Identit~t wird yon der Gruppe ~ aller inneren Auto- 

morphismen gebildet. 
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I3. Die Funktionalgleichung der Randabbildungen. 

Bei dem Au~omorphismus (5) wird ein beliebiger Grundpunkt G1 inf - l (G~)  

fibergefiihrt. Die zugehSrige topologische Randabbildung, g (E) in der Bezeich- 

nung yon w I I, is~ also bier speziell f -1  (E). Bezeichnet also H die mit ~ holo- 

edrisch isomorphe Gruppe aller dutch Automorphismen hervorgerufenen Rand- 

abbildungen g(/~) und H o ihren ~0 entsprechenden Normalteiler, bei deren 

Abbildungen der Umlaufssinn auf E erhalten bleibt, so ist F, als Abbildungsgruppe 

yon E allein aufgefasst, ein Normalteiler yon H o, entspreehend dem Normalteiler 

yon ~o" 

Man beaeh~e, dass, wenn gl (E) dureh den Automorphismus I 1 und g~ (E) 

dureh [e hervorgerufen wird, dann I1/:,a die Randabbildung ge (gl (E)) hervorruft. 

Im Folgenden werden im Allgemeinen, wenn keine Missverst/indnisse zu beffirchten 

sind, keine Klammern um die Funktionsargumente gesetzt. 

Entsprich~ nun g dem Automorphismus /, so besagt die Gleichung (6) des 

w I2, wenn man sie als Aussage fiber die Randabbildungen deutet und noch 

f -1  s~at~ f liest: 

gfg-~ -=ft. (7) 

(7) besagb, angewand~ auf einen beliebigen Punkt  P yon .E: 

gfP-=f• P. (8) 

Man fiberzeugt sich auch  leich~ auf einem etwas mehr direkten Wege yon der 

Richtigkeit dieser fundameutalen Funktionalgleichung (8), indem man P als Grenz- 

punki~ einer Grundpunktfolge auffass~ und (8) zun~chst fiir GrUndpunl~.e best~igt.  

Ist I durch die Zuordnung 

a I - - ~  a l '  , . . , b~ --* b v' 

gegeben, so is~ (8) mit dem System yon 2p Funk~ionalgleichungen 

g al P = a / g  P 

(9) 

g bpP~bj  g P 

gleichbedeutend. 



246 Jakob Nielsen. 

I4. Struktur der flxpunktfreien IntervaUe. 

Es sei I =4= I 0 ein hutomorphismus erster Art, g die zugehSrige Randabbil- 

dung, H(I)  die Gruppe der Fixelemente bei / ,  und es sei H(I)  =~ I angenommen. 

h sei ein Fixelement bei L Dann ist nach (8): 

ghP -~ -hgP .  (Io) 

g i s t  ah'o mit allen Eleme~ten yon H vertauschbar. Die Operation h fiihrt also 

Fixpunkte von g E in Fixpunkte und Nichtfixpunkte in Nichtfixpunkte fiber, sie 

bildet also ein fixpunktfreies Intervall wieder auf ein solches ab. Wenn bei 

einer Operation h 1 aus H ein Punkt eines fixpunktfreien Intervalles il in einen 

anderen Punkt  desselben Intervalles iibergeht, so muss i I bei h~ ganz in sich 

iibergehen; die i~ begrenzeuden Fixpunkte miissen also die Grundpunkte yon h 1 

sein. Ein solches Intervall werde ein >)periodisches Intervall>) genannt. Ist  n~m- 

lich P ein Punkt  yon il und kennt man g i 1 auf dem Stiick yon /) bis hi P, so 

is~ g damit wegen (Io) in ganz il bekannt. - -  Ist andererseits i ein fixpunkt- 

freies Intervall und ist der eine Intervallendpunkt ein Grundpunkt, so muss er 

Grundpunkt eines Fixelements h sein, und dann haben i und h i Punkte gemein- 

sam, also h i - ~  i, also ist der andere Intervallendpunkr der andere Grundpunkt 

yon h, und i ist periodisch: 

Satz 4: l~]s gibt zwei Arten vo~ fixpunktfreien Intervalle~, ~aperiodische~ und 

>>periodische>>. Die aperiodischen Intervalle werden yon Nichtgrundpunkten 

begren~t und enthalten X'ein Paar beziiglich der Fixelementgruppe H 

5quivalenter Punkte. Die periodischen Intervalle werden dutch ein zu- 

sammengehSriges Paar yon Grundpu~kten begrenzt. Ist h das zu diesem 

Paar geh6rige prim&'e (Fix-)Element, so gibt es keine a~deren Paare 

beziiglich H h'quivalenter Punkte iu i, als solche, die sich bei einer Potenz 

yon h entsprechen. 

Wenn also P ein beliebiger Punkt  yon E ist und H P  die Menge der 

Punkte bedeutet, die aus P durch die Operationen yon H hervorgeht, so hat 

H P  keine B~ufungspunkte im Inneren der fixpunktfreien Intervalle. Jeder 

Grundpunkt eines Fixelements h ist aber H~ufungspunkt yon H P ,  da die Menge 

H_P bei h in sich iibergeht. Dabei kann man stets P a l s  Nichtfixpunl~ w~hleu, 

dann besteht H P  aus lauter Nichtfixpunkten wegen (IO). Jeder Grundpunkr 

eines Fixelements ist also H~ufungspunkt yon Nichtfixpunkten, es kann also 
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keine ganz aus Fixpunkten bestehenden Intervalle geben, da jedes Intervall Grund- 

punkte enth~lt (w 5). Gibt es ausser den Grundpunkten yon h noch andere 

Fixpunkte auf E,  so sind die Grundpunkte yon h auch Hi~ufungspunkte yon 

Fixpunkten: 

Die Menge der Fixpunkte bei g (E) ist abgeschlossen und nirgends dicht. 

I~ dem Fall, wo H(I )  eine unendliche zyklische Gruppe ist, und nur 

in diesem Fall, kann es isolierte Fix-Grundpunkte geben. 

5. Beispiele. 

Beispiel 2: Wir betrachten als Beispiel denjenigen Automorphismus yon F, 

bei dem al in a 1 bl iibergeht und alle iibrigen Erzeugenden unge~ndert bleiben; 

er sei mit A bezeichnet: 

_/1: (al--~ at bl). 

Das Kriterium des w 8 zeigt, dass .4 ein Automorphismus ist. Die zugehSrige 

Randabbildung sei mit s (E) bezeichnet. 

H(A)  enth~lt jedenfalls die yon b i , a 2 , . . . ,  bp erzeugte Gruppe. A ist also 

yon erster Art. Die Fixpunktmenge yon s (E) heisse 3/. Bei allen 0perationen 

aus H geht M in sich und die Intervallmenge E ~- M in sich fiber (w I4). Wir 

wollen die S~ruktur yon M und E - - M  nigher bestimmen. 

Es ist 

An: (a l~  ai b, n) 

fiir positives und negatives n, und daher 

a i - - 1 A  n ~--~ bl-n a1-1 . 

Der positive Grundpunkt dieses Elements hat eine Entwicklung, die aus der 

periodischen Wiederholnng von bl-~al - I  besteht, denn diese erfiillt die fiir Ent- 

wicklungen charakteristischen Bedingungen (w 6). Diese Entwicklung geht fiir 

n--* ~ gegen die Entwicklung yon  U(bl) (d. h. sie hat fiir wachsendes n immer 

hShere Konvergenten mit dieser gemeinsam), fiir n - - ~ -  ~ gegen diejenige yon 

V(bl). Der Bildpunkt von U(al)bei den positiven bezw. negativen Potenzen yon 

konvergiert also gegen die' Endpunkte der Achse yon bl, so dass diese ein 

periodisches Intervall i begrenzt, dessen Punkte bei ~ yon V(bl) fort und gegen 

U(bl) bin verschoben werden. - -  Ebenso hat man 
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a 1 A n = a 1 b l  n ,  

die Entwicklung yon V(al , , )  konvergier t  also fiir n ~ :~ gegen diejenige yon 

V(a~blal-1), fiir n - - ~ -  ~ gegen diejenige yon U(alblal- l) .  V(a~) l iegt also in 

einem periodisehen Interval l  j ,  das yon der Achse yon a~ bl a1-1 begrenzt  wird. 

Die Bilder yon i und j b e i  allen Operat ionen aus H sind wieder fixpunkt- 

freie periodische Interval le ,  begrenzt  yon den Achsen der jenigen Elemente,  in die 

b~ bezw. a~bla~ -~ durch Trans format ion  mit  den Elementen  aus H iibergeht. 

~Es soll gezeigt werden, dass es keine a~deren fixpm~ktfi'eie~ Intervalle als diese gibt. 

Die Menge der Punkte ,  die keinem dieser (offenen) Interval le  angehSren,  heisse 

~ I  1. Wir  haben also zu zeigen, dass ~)i~ mit  M identisch ist. 

Es sei P ein beliebiger P u n k t  yon ~]I~ und 

k = ~1 ~2 e3 . . . . . .  

seine Entwicklung.  Die ei bezeichnen einzelne Erzeugende oder deren Reziproke. 

Der  Punk t  (el e.~ ... e r ) - l P  sei mit  Pr  bezeichnet. Nun  gel ten folgende Lagen- 

beziehungen der In terval le  i und j zur In terval le in te i lung fiir die Gruppenent-  

wicklung (w 6): U(/h) l iegt  in dem Interval l  erster  Ordnung [b1-1], V(bl). in [b~], 

also l iegt  [al -I] ganz im Inneren  yon i. Da  P ausserhalb i liegt, ist also 

el=4=a~ -~. Ferne r  liegen V(a~bla~ -~) und U(a~b~al-1) = V(albl- la~ -1) beide im 

Inne ren  yon [a~], also liegt auch j ganz in [a~]. W e n n  nun e~ + a 1, so ist e 1 

Fixelement ,  also gehSrt  auch P1 : el -1 P zu M 1, da MI bei allen Operat ionen aus H 

in sich iibergeht. Nun  sei e, das erste unter  den e;, das nicht  F ixe lement  ist, wenn 

ein solches i iberhaupt  vorkommt;  dann ist e,~ : cq und nicht  : a~ -~. P,_~ liegt 

dann in [al] aber ausserhalb j .  Dann  gebSrt  Pn zu i oder ist Endpunk t  yon i, 

denn es ist 

a l - l j =  E - - i -  ~}'(~)1)- U(bl). 

Also is~ e,~+l = bl -+1, da e,~+l nieht  zu e,, reziprok ist. Sei e twa e,~+l = b~. Dann  

gibt es zwei MSglichkeiten:  En tweder  sind alle e,,+m = bl; dann ist P n =  V(bl), 

P,,-I = V(al bl al-1), also ist auch P F ixpunkt  bei 4. Oder Pn gehSr~ zum Durch- 

schnit t  yon [bl] und i. Dann  f~llt das Bild yon P~ bei einer geniigend hohen 

Potenz  yon b1-1 ausserhalb [bl]. Es gibt also ein solches m ~ I, dass 

e n + l  = e n + 2  = �9 " " = e n + m  = b l ,  

e n - { - m + l  = a 1 - 1 .  
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Dann ist 

P n + m + l  ~ a l  bl - m  a l - l  p n  1, 
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und das ist wieder ein Punkt yon M~, da a I bl -mal -1 Zll H gehSrt. Also gilt 

fiir die Entwicklung yon P~+m+~ dasselbe, was wir soeben fiir den Anfang der 

Entwicklung yon P erkannt haben, und wir haben: In der Entwicklung eines 

beliebigen Punktes P yon ~/I1 k5nnen ausser den Erzeugenden bl, a s , . . . ,  bp, die 

s~mtlich Fixelemente sind, nur noch Teilfolgen a t b~ m a~ -x mit beliebigen positiven 

und negativen Werten yon m vorkommen. Solche Teilfolgen stellen fiir sieh 

auch Fixelemente dar. Also gibt es in k(P) beliebig hohe Konvergenten, die 

Fixelemente sind, und da (nach w 7, J) die Punk~e F (k,) gegen P konvergieren, 

ist P H~ufungspunkt yon Fixpunkten, also selbst Fixpunkt, w. z. b. w. 

Die Menge M der Fixpunkte (die also mit _M~ identisch ist) is~ nach w I4 

nirgends dieht. Alle Intervalle sind periodisch. Kein Fixpunkt ist gemeinsamer 

Endpunkt zweier Intervalle, da es mehr als zwei Intervalle gibt, also irgend 

zwei Intervalle yon verschiedenen Aehsen begrenzt werden. Jeder Fixpunkt ist 

also H~ufungspunkt yon Intervallendpunkten. Die Menge der Fixpunkte ist also 
perfekt (and nirgeuds dicht). Sie besteht aus den Grundpunkten aller derjenigen 

Elemente, in die b~ und a~ b~ al -~ durch Transformation mit Fixelementen iiber- 

gehen, und allen tt~ufungspunkten soleher Punkte. 

Nun sei h ein beliebiges Fixelement. Die Entwieklung yon V(h) ist durch 

einen Ausdruck der Form 

gegeben, wo a und fl nach dem Vorhergehenden Ausdriicke aus b~, a e , . . . ,  bp 
sowie Komplexen a~b~'~al -~ sind. Da nun wegen R ~  I: 

a 1 b 1 a l  - ]  - -  bp ap bp -1  ap - 1 . . .  b 2 a 2 b~ - 1  a~ - 1  b I 

ist, so ist h ~ - a f l a  - I  dureh bl, a s , . . . ,  bp ausdriickbar, und wir haben: 

Die Fixelementgruppe H(A) wird dutch bl,a~,..., bp erzeugt. 
Es ist leieht, einen Fundame~talbereich fiir H ( A ) i n  @ zu konstruieren, 

worauf wir spKter (w 48) zuriickkommen. Hier soll nur bemerkt werden, class 

man einen Fundamentalbereieh fiir H(- / )  auf der Menge E - - M  offenbar erh~lt, 

indem man ein Segment yon i bildet, dessen Endpunkte sich bei bl entspreehen, 

und ein Segment yon j, dessen Endpunkte sich bei al bl a1-1 entsprechen. 
3 2 - - 2 6 4 0 4 .  Acta mathematica. 50. Imprim~ 1o 15 septembre 1927. 
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Die Gruppe H (A) ist eine fi'eie Gruppe, d. h. zwischen den Erzeugenden 

bl, a s , . . . ,  bp bestehen keine anderen Relationen als Identit~ten. Die sp~itere 

Kons~rukfiion eines Fundamentalbereichs fiir H ( A )  in q) wird das miihelos er- 

kennen lassen. Man kann sich auch leicht direkt davon iiberzeugen, indem man 

aus dem Netz n, dem Dehnschen Gruppenbild yon F, alle mit a 1 bezeichneten 

Ne~zseiten fortlgsst. Der mit dem Nullpunkt zusammenh~ngende Teilkomplex 

des so abge~nderten Gruppenbildes bildet einen ~>Baum;>, d. h. er enth~lt keine 

geschlossenen Ziige, woraus die Behauptung folgt. Die Fixpunktmenge M auf 

ist identisch mit der Menge der H~iufungspunkte der Eckpunkte dieses Baumes. 

Wenn zwei Intervalle gegeben sind, deren jedes einer topologischen Ab- 

bildung auf sich selbst ohne innere Fixpunkte unterworfen ist, so sind diese 

Abbildungen bekannttich 9 stets dhnlich, d. h. es gibt eine r Abbildung 

des einen Intervalls auf das andere, durch welche die topologische Abbildung 

des einen Intervalls auf sich selbst in diejenige des anderen Intervalls auf sich 

selbst transformiert wird. In unserem Falle gilt speziell: Ist h ein Fixelement 

bei _// und i, das yon der Achse yon h b 1 h -1 begrenzte fixpunktfreie Intervall, 

so geh~ Zil aus ~ti durch Transformation mit h hervor, da nach (Io) auf ganz 

E die Gleichung Z = h). h -~ gilt. Entsprechendes gilt fiir die mit j bei H ~qui- 

valenten In~ervalle. Vergleichen wir ~i und Z j, so sind diese nicht durch ein 

Element aus F in einander transformierbar; denn i ist nicht mit j bei F ~qui- 

valent, j ist n~imlich mi~ E - - i - - V ( b l ) - - U ( b ~ )  ~quivalent bei al, wie oben schon 

benutzt wurde. Es gibt aber eine durch einen Automorphismus hervorgerufene 

Randabbildung, die Zi in Zj transformiert: Es sei n~mlich I der folgende Auto- 

morphismus erster Art: 

I :  

~I ~ a l  - I  

b I --~ a I bl - I  a l  - I  

ai --~ b1-1 ai bit  

bi -'-) b1-1 bi bl~ i ~ 2, . . . ,  p 

und g (E) die zugehSrige Randabbildung. Da bl in a 1 b1-1 a, -1 und U (a~)in V(a,) 

iibergeht, ist g i - ~ j .  Ferner best~tigt man sofort durch Einsetzung, dass 

A I = I A  

9 H. KNESER: Reguliire Kurvenscharen auf den Ringfliichen, w 3. Math. Ann. 91 (1924). 
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ist. Diese Vertauschbarkeit zweier Elemente einer Gruppe schreiben wir in der 

Form: 

- / / ~ L  

Infolgedessen gilt auch fiir die Randabbildungen: 

~ g ,  

also ist g l g - ~ = ~ .  Somit geht ~j aus i i  durch Transformation mit g hervor. 

Zusammenfassend haben wir also: 

Bei / /  gehen die Abbildungen irgend zweier fixpunktfreier Intervalle 

auf sich durch Transformation mit einer durch einen Automorphismus 

erster Art hervorgerufenen Randabbildung (einer Operation aus H0) 

aus einander hervor. Sind speziell die beiden Intervalle mit einander 

~quivalent, so geh5rt der Transformator zu F, und zwar zu H(_//). 

Beispiel 3: Wir betrachten als weiteres Beispiel noch den mit / /  ver,wancl- 

ten Automorphismus 

also: 

a 1 --, b 1 al 

bl --* al --1 bl ai 
/ / ' :  

a~ --~ a 1 - 1  a 2 a 1 

bp al 

~)a ZU [0al die Randabbildung a~ - i  (E) gehSrt, gehSrt zu A'  die Randabbildung 

~ '=  al-1 )~. 

Da U(al) in i und V(al) in ?" liegt, ist Z'i ein Teilintervall yon i und i ' j  ein 

Intervall, das j als Teilintervall enth~lt. Da eine topologische Abbildung eines 

abgeschlossenen Intervalles auf einen echten Teil seiner selbst stets mindestens 

einen Fixpunkt hat, so muss 2' mindestens je einen Fixpunkt in i und j haben. 

~s  soll nun gezeigt werden, class Z' nur zwei Fixpunkte hat und Class diese nicht 

Grundpunkte si~,d, dass also zwei aperiodische Intervalle entstehen. Die Potenzen 

yon ~/' sind: 
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f l t 2 ~ / l ~ c q A  a 1 

A t 3 " ~ - ~ d 3 a J A  ~ a l A  al  

- ~ t n : - Z ~ n a l A n - - 1  a l A n - -  2 �9 . . a3A a l  

also 

- / z r n ~  j ~ n a l  bl n - - J  a l  bl n -  2 . , . a l  bl cq �9 

Ferne r  ist (w I2): 

/ / t - - l _ _ ~ - - I  
--:- ~/l al--  1 

A-- 1 

also ana log  wie oben, fiir ,n > o: 

t _ n _ _  --?~ 

- -  b~ n a~ - 1  bl n - 1  r q - -  1 . . . bz~ a l - -  1 b~ a 1 -  1 �9 

Man h~t  also 

b j A , n ~ a l  1 b l - X  a1 -1  b l - 2  . . . a , - '  b~ - ( ' ~ - ' )  a~ - 1  . b~ �9 a~ b, n - ~  a l  �9 �9 �9 b,  ~ a~ bl a~ 

b l , l , - n = a  1 bl  - 1  aa ba - 2  . . .  a~ b ~ - "  �9 b~ �9 b ,"  a ,  - 1  bx n - 1  a1 -1  . . . bl  a a - ' ,  

und somit  fiir die Entwick lung  der G r u n d p u n k t e  derselben: 

+ 1  . . . . bl+l b1+1 b1+1 ]c ( V (baA,  )) : a ,  - ~  b a - '  aa - a  ba - ~  a~ - ~  b l - r  a~ - 1  . . . ,  

k ( V(blA+--I )) = a 1 b 1 - 1  a 1 b l - 2 . . ,  a I b l :  ( , - 1 )  g l "  b~ +1 b l  +--1 bl  -+-1 �9 �9 �9 

V(b~+,~n) konvergier~ also fiir n--* ~ gegen den Punk~ P+  mi~ der En~wicklung:  

k (P+) - -  Ctl - I  b1-1 a1-1 bl -~ a~ -1 bl - a  . . . in inf. 

und  fiir n - - * - - ~  gegen den P u n k t  P -  mi t  der  En~wicklung:  

k (P - )  : aa b~ -a  a~ bl - z  a~ b~ -~ . . , in inf. 

D~ diese En twick lungen  n icht  periodisch sind, sind P+  und P -  n icht  Grund-  

punkte .  Wie  die En twick lungen  zeigen, l iegt  P+ in [a~ -~] und P -  in [a~], sie 

werden also durch  U(b~)  und V(b~)  yon e inander  getrennt ,  b~ ist nicht  Fixele- 

men t  bei _//', und  die E n d p u n k t e  der Achse yon b~ i iberstreichen duher  bei den 
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Potenzen yon ~.' fixpunktfreie Intervalle. Da nun diese beiden Intervalle yon 

demselben Punktepaar P+ P -  begrenzt sind, gibt es nur diese beiden Intervalle 

auf E. ~ (E) erzeugt also zwei aperiodische Intervalle, getrennt durch zwei Fix- 

punkte, die nicht Grundpunkte sind, w. z. b. w. 

Insbesondere ist also kein Grundpunkt Fixpunkt, ah'o gibt es ausser der 

Identith't lcei~e Fixelemente bei A',  H ( A ' ) =  i. Wenn man aber solche Erzeu- 

gendenfolgen, die als Entwicklungen yon Randpunkten auftreten; als >>Grenz- 

elemente yon F>> bezeichnet, so gibt es genau zwei Fix-Grenzeleme~ate bei A',  hi, m- 

ilch ]c(P +) und /~ (P-): Die Ausfiihrung der Substitution A'  in diesen zeigt, dass 

sie ungegndert bleiben. 

eine Fundamentalfolge, die 

gier~ dann 

16. Korrespondenz der Fundamentalfolgen bei Automorphismen. 

Es sei , re in  Automorphismus, g die zugehSrige Randabbildung und 

f l ,  A , . . .  

zu dem Randpunkt P gehSrt. Iqach w 7 J) konver- 

F(A), F (A) , . . .  

gegen P. Iqach w IO konvergiert dann 

V(fli), r(f2z), �9 �9 �9 

gegen g P. Ferner kommt in der Folge 

fl , f i ,  . . . .  

kein Elemen~ "unendlich of{ vor, da dasselbe in der gegebenen Folge gil~. Also 

is~ auch die neue Folge eine Fundamentalfolge, und sie gehSrt zu g P: 

Die Menge der Fundamentalfolgen wird bei Automorphismen umkehrbar 

eindeutig in sich iibergefiihrt, tend diese Korrespondenz der Fundamental- 

folgen legt die Randabbildung lest. 

Wenn also auch die Konvergenten kl, k~ , . . ,  des Grenzelements k ( P ) i m  all- 

gemeinen nicht wieder in die Konvergenten eines Grenzelements iibergehen, so 

bilden doch die Elemente 

klz, k2z, �9 �9 �9 

eine Fundamentalfolge, die zu g P gehSrt. 
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Nun werde angenommen, dass g E  Fixpunkte besitzt. 

ausserhalb H(I).  Dann sind die Elemente der Folge 

f , f . f . , f . , . . .  

f sei ein Element 

s~mtlich verschieden, da I n keine anderen Fixelemente hat als /.  Ferner kon. 

vergiert die Punktfolge 

V(f ) ,  V(fi), V ( f , , ) , . . .  

gegen den einen Endpunkt des fixpunktfreien Intervalles, zu dem V ( f )  gehSrt. 

Also hat man : 

Ist f nicht Fixelement bei I und hat g E Fixpunkte, so sind f ,  f i ,  f l , , . . .  

und f ,  f1-1, f i - " - , . . .  Fundamentalfolgen, die zu den Endpunkten des- 

jenigen fixpunktfreien Intervalls geh6ren, das den positiven Grun@unkt 

yon f enthh'lt. 

Dass die Intervallendpunkte Fixpunkte sind, zeigt sich dabei darin, dass diese Folgen 

bei Ausiibung einer beliebigen Potenz yon I bis auf einen Anfangsabschnitt in 

sich iibergehen. 

Hierdurch wird eine 2ffethode zur Bestimmung von Fixpunkten der Randab- 

bildung und evtl. yon Fixelementen des Automorphismus angewiesen: Da n~mlich 

die Punktfolge V(f~Q fiir n--- ~ gegen einen Intervallendpunkt, den wir etwa 

den >>positiven~ nennen kSnnen, konvergiert, muss X'(V(fp,)) fiir wachsendes n 

immer hShere Konvergenten mit der Entwicklung des positiven Intervallendpunk- 

tes gemeinsam haben. Wenn nun das Intervall periodisch ist, so ist diese Ent- 

wicklung des Endpunktes periodisch, und diese Tatsache muss in einer Gesetz- 

miissigkeit der Entwicklung k ( V(fl,,)) fiir wachse~des n zum Ausdruck komrnen, die 

nach endlich vielen Schritten erkennbar ist. 

Als Beispiel greifen wir auf den Automorphismus -4 (w 15, Beispiel 2) zuriick. 

f sei ein Element ausserhalb H(-4). In k ( V ( f ) )  kommen nieht Fix-Konvergenten 

beliebig hoher Ordnung vor, da V ( f )  nicht Fixpunkt yon )~E ist, Es sei r die 

grSsste Zahl der Art, dass die Konvergente (r--I)-ter Ordnung k,-~ Fixelement 

bei _4 ist. Dann ist 

kr ~ k,.--1 a l  +1 
und also 

kr/n = kr-1 al b~ bezw. kr-i bl-" a1-1 .  

Die Punktfolge k~ m (o) konvergiert also fiir n--~ or gegen den positiven Grund- 

punkr yon k~-i al bl a1-1 k~-11 bezw. yon k~-i b 1-1 ] ~ r l l  ' also gegen Grundpunkte 
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von Elementen, die aus b1-1 bezw. a 1 bl a1-1 durch Transformation mit Fixele- 

menten hervorgehen. - -  Dass dies Intervall in der Tat dasjenige ist, welches 

V ( f )  enth~lt, fiberlegt man sich leicht z. B. daraus, dass der die Entwicklung 

]c(V(f)) darstellende Netzweg beim Ubergang yon 1c~-1 zu ]c~ den oben genannten, 

aus den mit bl, a2 , . .  ,, bp bezeichneten Netzseiten gebildeten Baum definitiv 

verliisst. - -  Wir kSnnen also kurz sagen, dass das Intervall, zu dem ein Punkt  

gehSrt, durch seine letzte Fixkonvergente festgelegt wird 

17. Fixelementgruppen verwandter Automorphismen. 

Es sei I ein Automorphismus erster Art, g die zugehSrige Randabbildung 

und H ( I ) ~  I. Angenommen es gibt ein Fixelement h, dessen Grundpunkte nieht 

Intervallendpunkte sind. Bei der Operation h E  bleiben nur die Grundpunkte 

yon h fest. Da diese Operation die Fixpunktmenge bei g in sich fiberfiihr~, geh t  

jedes fixpunktfreie Interval[ in ein anderes fiber. Also hat hg nur die Grund- 

punkte yon h zu Fixpunkten, bestimmt also zwei periodische lntervalle, und der 

Automorphismus 

I "  Io~-i = Ih-1 

hat nur die Potenzen des zu h gehSrigen prim~ren Elements als Fixelemente; die 

Gruppe H ([h-1) ist also zykliseh. 

Beispiel 4: Der mit _// verwandte Automorphismus 

ist gegeben durch 

~4 �9 Io~;1 = .d~,7, 

J 
i 

Die Grundpunkte yon a 2 begrenzen nicht fixpunl~freie Intervalle bei / / ,  da a~ 

nicht Transformierte yon bl ist. a 2 ist primer. Also ist 

H(Aa~. -1) = {a~}, 

und bei der zugehSrigen Randabbildung entstehen zwei periodische I n t e r v a l l e . -  

N u n  werde angenommen, h sei ein prim~res Fixelement be i / ,  dessen Achse 

ein fixpunktfreies [ntervall i begrenzt. Der positive Grundpunkt yon h m5ge 

a I --~ a~ a 1 b I a2 -1 

aft ~ a 2 

ai -~a~aia2 -1, i =  3, �9 �9 P 

bi--~a~bia2 -1, i = i , . . . ,  p. 
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der negat ive Endpunk t  yon i sein. Ausser den Grundpunk ten  yon h mSge es 

noch andere F ixpunkte  bei g E geben, die dann zu 

E - -  i - -  U (h) - -  V (h) = j 

geh5ren.  Die in j gelegenen f ixpunktfreien Interval le  von g E werden dann bei 

i rgend einer Potenz  h '~ un te r  sich vertauscht ,  also hat  jeder  Automorphismus 

Ih-, n q= o, j als f ixpunktfreies Interval l .  Bei einer negat iven Potenz  yon h wer- 

den die Punk te  yon i in derselben Rich tung  verschoben wie bei g. Also hat  

L~'*, n > o, keinen F ixpunkt  in i, und 

H(h , , )  = { h } .  

Dagegen kann es einen - -  und dann offenbar n u t  e i n e n  - -  negat iven W e r t  yon 

n geben, fiir den [/~ F ixpunkte  in i hat,  fiir den also H ( I h , , )  eventuell  mehr  als 

die zyklische Gruppe {h} umfasst.  

Beispie l  5;  Bei A fgllt der negat ive En d p u n k t  des in w 15 mit  i bezeich- 

neten Interval ls  mit  dem posit iven Grundpunk t  von bl zusammen. Der  Auto- 

morphismus ~/b1-1 hat  z. B. a1-1 bl a~ oder al -a a, aa zu Fixelementen.  Also gilt: 

H(~/bl-) ist fiir n = # o , - - I  mi t  der zyklischen Gruppe {b~} identisch, fiir diese 

beiden speziellen Wer t e  von n aber umfassender.  - -  

Wi r  bet rachten die Aufgabe,  Fixelemente  fiir verwandte  Automorphismen 

zu finden, je tz t  etwas al lgemeiner:  

I sei ein beliebiger Automorphismus.  Dann  gilt  fiir b e l i e b i g e  Elemente  f 

und h aus F u n d  n > o :  

und wegen 

f 1  h -  ~,~ - ~  h h i  h i ,  . .  b i n - 1  �9 f i  n " hi~1_1 . . .  hT; 1 h~ -1 h - 1  

Setzt  man 

und 

so fo lg t  

= hT_ h 7 - ' , - / I  . . . .  h , - ,  . . . .  

h h l  "'" h i  n - 1  ~ rn 

--1 --1 . h - 1  
h i - 1  h i - ~  ' " i n ~ sn , 
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r n l h _  1 = r n + l  " h - 1  

8 n i h _  1 = 8.n--1 " h - 1  �9 

Nun betraehten wir den Fall, class die Entwicklungen der positiven Grundpunkte 

yon r~ und sn gegen Grenzelemente konvergieren: 

k ) 

Dann zeigen die beiden vorstehenden Gleichungen, dass r und s Entwicklungen 

yon Fixpunkten bei I~-i sein miissen, in t~bereinstimmung damit, dass die Dar- 

stellungen 

r = h hr h~ ... in inf. 

8 h ~ l l  - - 1  --1 = hi-~ h• ' in inf. 

bei Ausiibung yon 1~-, formal unge~ndert bleiben. (Vgl. die Entstehung der 

Entwicklungen der beiden Fixpunkte P+ und P -  im Beispiel 3, ~ 15.) Es bleiben 

hier die beiden F~lle mSglich, dass die Grenzelemente r und s aperiodisch und 

dass sie periodisch sein kSnnen. Im letzteren Fall sind wir zu eigentlichen Fix- 

elementen yon Ih--1 gefiihrt worden. In  beiden F~llen kann man folgendermassen 

weiterschliessen: Wenn f Fixelement von I oder yon einer Potenz von I i s t ,  so 

konvergiert der positive Grundpunkt yon j~rh-~)~ fiir n - - ~  gegen r und fiir 

- - ~ -  ~ gegen s. r und s bestimmen also auf E ein bei Ih-i  fixpunktfreies 

Intervall. Gibt es also zwei Fix-Grundpunkte bei ~ die durch r und s getrennt 

werden, so folgt, class Ih-1 nur die beiden Fixpunkte r und s auf E hat. 

Man sieht, dass die oben betrachteten F~lle yon dieser allgemeineren Be- 

trachtung umfasst werden: Ist  h Fixelement bei L so sind r und s die periodischen 

Entwicklungen der Grundpunkte yon h. Liegen in beiden durch diese auf E 

bestimmten Intervallen Fix-Grundpunkte yon L so folgt, dass H(Ih- i )  zyklisch 

ist. Begrenzt die Achse yon h aber ein bei I fixpunktfreies Intervall, so ist jeden- 

falls das komplement~re IntervaU, wenn es Fixgrundpunkte bei I enth~lt, bei 

Ih-1 fixpunk.tfrei. 

Endlich ist folgender Satz, dessen Richtigkeit man unmittelbar durch Ein- 

setzen priift, oft yon Nutzen: 

A u s  l• = l u n d  h ~  : 1 h 1-1 f i n d e r  m a n  f i i r  I h - 1  das  F i x e l e m e n t  h h~ . .. 

hI'~ 1 . 1 .  

33 - -  26404. Acta  mathemat ica .  50. Impr im~  lo 15 sep tembre  1927. 
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z. B. hat  man fiir den Automorphismus ( p - - 2 ) :  

das Fixelement  

Es ist iibrigens 

Man finder 

I al ~z 
I :  bl 

/ b--I 

b~ ae 

l = b~ a~ b2 - ]  a~ - l  ~ a l b l a1-1  b1-1 .  

H ( I )  = {b, ,  1}. 

a~l. = I as 1-1 

b2l, = 1 b~ 1-1, 

und kann hiernaeh fiir Ih--1, wo h ein beliebiges Element  der Gruppe {a.o, b~} ist, 

ein Fixelement  bilden, z. B. fiir h = b~ finder man so eine zyklische Fixelement- 

gruppe, erzeugt durch das Fixelement bei I~-1: 

b~ b~• ""  b~i5 �9 1 ---- b.z 2 a~ b~ a~ ~ be -2 a ~  - 1  b2 - 1  a~  - 2  . 

~8. Einteilung aller Automorphismen in Isogredienzklassen. 

In  w I2 wurden die Nebengruppen des aus allen inneren Automorphismen 

bestehenden Normalteilers ~ yon ~ als ))Automorphismenfamiliem) und die Sy- 

steme innerhalb ~ in einander tmnsformierbarer  Automorphismen als ~Automor- 

phismenklassen~) bezeichnet. Wir  r ichten nun unser Augenmerk auf  solche 

Gesamtheiten yon Automorphismen, die dutch i n n e r e Automo~Thismen in einander 

transformierbar sin& Wegen  der besonderen Bedeutung dieses Begriffs in den 

vorliegenden Untersuchungen sei ftir eine solche Gesamthei t  der Name ~Isogre- 

dienzklasse>) eingefiihrt. Die zu zwei ))isogredienten Automorphismem) gehSrigen 

Randabbi ldungen werden durch ein Element  aus F in einander t ransformiert ;  sie 

werden ebenfalls als ))isogredient)> bezeichnet. 

Zwei isogrediente Automorphismen geh5ren nach Definition zur selben Auto- 

morphismenklasse. Sie gehSren aber auch zur selben Familie. Denn man hat  
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[of l~o; 1 = I f i  f 1. (II) 

Die Einteilung aller Automorphismen in Isogredienzklassen ist also eine Unter- 

teilung der Einteilung in Familien. Der Gleiehung (II) entspricht, wenn g zu 

I gehSrt, die Gleichung 

/ g  f -1  .~_ffF1 g (I 2) 

fiir die Randabbildungen; diese lies~ man auch aus der Funktionalgleichung (8) ab. 

Der h~ufigen Verwendung wegen formulieren wir dies als 

Satz 5: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Isogredienz zweier zu 

derselben Familie gehYrigen Automo~Thismen I 1 und Is, I s = I1~-1, ist, 

dass es eine L6sung f der Gleichung h = f f z [  1 gibt, 

und stellen daneben den 

Satz 6: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Isogredienz zweier zu 

derselben Klasse geh6rigen Automorphismen 11 und Is, ~ -~ Is - I  I s Is, ist, 

dass I s mit einem mit I 1 vertauschbaren Automorphismus verwandt ist. 

Die Bedingung ist hinreichend. Gibt es n~mlieh eine Darstellung 

I ~ =  I~ �9 Ioj, I~ ~ L ,  

so folgt die Behauptung durch Einsetzung in die obige Form fiir I s. - -  Die 

Bedingung ist aber auch notwendig. Aus 

folgt n~mlich 
Is -1  L Is = Io<Z, Io<-1 

(• [3 -1)  �9 • �9 (Is Zo<) �9 z 1 - 1 =  i .  

Der mit I 3 verwandte Automorphismus I~ = 13 Iof ist also mit I1 vertauschbar. 

Ein Automorphismus I wird also jedenfalls dureh die Automorphismen der 

Familien yon I o und der Potenzen yon /, im Allgemeinen aber noeh dureh die- 

jenigen weiterer Familien in isogrediente transformiert. 

Fiir die Familie ~ selbst ist die Einteilung in Isogredienzklassen mit der 

Einteilung der Elemen~e yon F in Klassen in einander transformierbarer identiseh: 

Iof ~ ist mit allen Iorf, Z-~ fiir beliebiges f in F,  und nur mit diesen, isogredient. 

Ein Automorphismus I bewirkt eine Einteilung der Elemente yon F in Sy- 

sterne, die ~)Isogredienzklassen in Bezug auf  I>~ heissen mSgen: 

Definition: Zwei Elemente 2r und fs  yon F heissen ))isogredient in Bezug aufI)), 

wenn I f -1  u n d / f - 1  isogrediente Automorphismen sind. 



260 Jakob Nielsen. 

Dann sind, wenn g zu I geh5rL f i g  und fiz g isogrediente Abbildungen, es gibt 

also ein solches f ,  class 

A g = f f l g f - l = f f l f j - ' g  

ist wegen (8). W i t  haben also: 

Sa tz  7:  Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass f l  und f~ in Bezug 

auf I isogredient sind, ist, dass es ei~e L6su~g f der Gleichung 

A =f~; f1-1  

gibt. 

In  Bezug auf  den friiher als Beispiel benu~zten Automorphismus _// ist b I iso- 

gredient  mi~ der IdentRiit ,  denn es ist 

b 1 = al -I . a l A  �9 

Der Automorphismus f/bl-~ des Beispiels 5, w I7, geh6rt also mit  1 / z u  derselben 

Isogredienzklasse. Die zugehSrige Randabbi ldung bl ). geht  also aus )~ durch 

Transformation mit  al -~ hervor: 

b 1 i = al -i ). a i . 

Die Fixpunkgmenge bei b~ ). geht  also aus derjenigen von ;l durch die Operation 

a~ ~ hervor, und wir kSnnen das Beispiel 5 noch dadurch vervollst~ndigen, dass 

entsprechend 

die Gleichung 

besteht. 

Allgemein 

dungen:  

Satz  8:  

H ( z )  = { bl,  . , bp } 

H(-//b,--l) = { a1-1 bl a~, a1-1 a2 al, . . ., al -~ bpa~ } 

schliesst man aus der Isogredienz der zugehSrigen Randabbil- 

Sind 11 und I~ zwei isogrediente Automorphismen, Ie=I l f z ,  f-1,  so ist die 

Fixelementgruppe H(I~) eine zu H(I1) konjugierte Untergruppe yon F :  

H(I~) = f H( I1 ) f  -1 

oder anders geschrieben 

H (I ~) = H (I~)lof-~ . 
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Sara 9: Die Elemente fv~ f i i r  beliebiges n gehSren alle zu derselben Isogredie~z- 

klasse in Bezug a u f  I. 

Das zeigen die Identit~ten (n > o): 

f~n ~ f  ; , }_ t f  z,12 . -. fly--l f -1 �9 f . f z f i ,  " fz,~, 

o f } - "  ~ f x - " f s  - ( = - l )  ' ' "  f s - 1  �9 f " f--l f~ l l " "  f~-~(n__l) 

unter Beriieksiehtigung des Satzes 7. 

Beispiel 6: Der Automorphismus ~a~b# ist fiir beliebiges n mit dem Automor- 

phismus _ / / ' = A ~  des Beispiels 3 isogredient, die zugeh5rige Randabbildung 

enthglt also zwei aperiodisehe Intervalle, getrennt dureh zwei F ixpunkte /~+ und 

_P'-, die nieht Grundpunkte sind: 

Die Randabbildung geht fiir 

Transformation mit 

positives n aus derjenigen yon A '  hervor dureh 

a 1 bz n - 1  a 1 bl  n - 2  , . .  ct z bl  a l .  

Fiir P '+ erh~lt man dann die Entwieklung 

k ( .P '+)  ~ -  bl  - n a l  - 1  b l  - ( n + l )  a 1 - 1  . . . . . .  . 

Es ist leieht, die gntwieklung yon P ' -  some die Entwieklungen beider Punkte 

im Pall eines negativen n aufzustellen und zu zeigen, class sie Fix-Grenzelemente 

der betreffenden Automorphismen sind. 

I9. Automorphismen endlicher Ordnung. 

Es sei 1 #  Io ein Automorphismus erster Art und f ' ~ I  o. Es sei n die 

kleinste positive Zahl dieser Art, also die Ordnung yon L Nach w I I i s t  dann 

H (I ~) = I, m = I ,  2 , . . . ,  ~ -  I ,  

und die zugehSrigen Randabbildungen g~ fixpunktfrei, wghrend g " =  I ist. 

Wir betrachten nun die mit I verwandten Automorphismen. Es sei If-* ein 

solcher. Dann ist 

k - = f  .ors . f v  . . .  f ~ - ~  (I3) 
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ein Fixelement yon I/-1 

zeigt, und wie auch aus den allgemeinen Ausfi ihrungen in w 17 folgt. 

Nun gilt  fiir r > o nach den allgemeinen Formeln yon w I7: 

(/f--l) r- ~?.I_i . . . f/---I f--I . (14) 

Fiir unser obiges I ziehen wir fiir r =  n aus (z4) die Folgerung:  

(Ir (I5) 

Nun ist zu unte.rseheiden, ob /c ~ - I  ist oder nicht. 

a) k4= I. Dann  ist H( / I -~)  4= I, also H ( / f  1 ) = H ( ( I F 1 ) n  ). Die zu (If-x)~ 

gehSrige Randabbi ldung ist aber naeh (I5) die Operation k aus F, also ist 

, wie die Ausiibung yon ff-1 unter  Benutzung vonfzn = f .  

H ( }, 

wenn k* das zu k gehSrige primEre Element  ist. Also ist auch 

Die zugehSrige Randabbi ldung f g  bestimmt zwei periodische Intervalle, die zu 

dem prim~ren Fixelement k* gehSren. Und es ist 

(fg)n (E) = k (E). 

b) k - ~ i .  Dann ist nach (I5) 

(/i-1)-= I0 

Und n ist aueh der kleinste Exponent  dieser Art, denn aus 

(b-1),=Io 
folgt  wegen (i4): 

F = Io / /x . . . / : -~ .  

P hat  also ein Fixelement,  was nu t  fiir r =  m - n  der Fall  ist. Also sind f g ,  

(fg)~ . . . .  , (fg)"-~ fixpunktfrei und (fg)'* = I. Somit H ( I / - I ) ~  I: 

Satz  10: Alle mit einem Automo~hismus endlicher Ordnung verwandten Auto- 

mo~Thismen haben als Fixelementgruppe entweder eine zyklische GruTpe 

oder die Identitdt. Dabei verhalten sich naeh Satz 8 isogrediente Auto- 

morphismen gleichartig. 

Dies letz~ere t r i t t  aueh formal  in (13) zu Tage, wenn man dort fiir f das mi~ 

f beziiglich I nach Satz 7 isogrediente Element  hfh~ -~ einsetzt. 
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Bei dem im vierten Abschnitt behandelten Problem werden die.]enigen mit 

I verwandten Automorphismen zu bestimmen sein, zu denen fixpunktfreie Rand- 

abbildungen gehSren. Es wird also nach den]enigen Isogredienzklassen beziiglieh 

I der Elemente yon F gefragt, deren Elemente L5sungen der Gleichung 

f j ) f •  f l - -1  = I (I 6) 

sin& Es wird sich sparer ergeben, dass diese Gleiehung nur eine endliche Anzahl 

yon nicht isogredienten LSsungen hat und dass sieh die Anzahl der als LSsungen 

auftretenden Isogredienzklassen beziiglieh I aus der Darstellung yon I ablesen lgsst. 

20. Abbildung der auf E gelegenen vollst~ndigen Systeme gquivalenter Punkte 
bei Automorphismen. 

Es sei P ein Punkt yon E. Die Menge tier Punkte f P ,  wenn f ganz F 

durchl~uft, sei m i t  F P  bezeiehnet. / ~ P  ist iiberall dieht auf E;  denn wenn i 

ein beliebiges Intervall auf E und f ein Element ist, dessen positiver Grundpunkt 

in i liegt, und dessen negativer Grundpunkt yon P verschieden ist (ein solches 

gibt es nach w 5), so liegt f " P  fiir geniigend grosses n in i. Ist  I e i n  beliebiger 

Automorphismus, g die zugehSrige Randabbildung und g P =  Q, so ist g (FP)~ -F  Q 

wegen der Funktionalgleichung (8).  Die vollst~ndigen Systeme iiquivalenter 

Punkte werden also durch g auf einander abgebildet. 

Angenommen nun es sei 

g ( F P )  - F P  

Dann ist etwa g P = f P .  Das Element f ist hierbei nieht vollst~ndig bestimmt, 

falls P Grundpunkt ist. Als >>eharakteristisehes Element>> f(P)des Punktes P yon 

E sei, wenn P Grundpunkt ist, alas primiire Element yon F,  das P zum positiven 

Grundpunkt hat, und sonst immer das Element I definiert. Dann ist der >>Aqui- 

valenzfaktor>> f des Punktes P bei der Abbildung g nur bis auf eine willkiirlieh 

bleibende Potenz des charakteristischen Elements bestimmt: 

g P = f P  =ffCP)~ p =fCf P)~fp. 

Wenn nun h ein beliebiges Element aus F i s t ,  so ist nach (8): 

g h P =  hig P = h z f P =  h , f h  -1 . h P. 
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Die f{quivalenzfaktoren aller Punkte yon F P  bei I bilden also eine Isogredienzklasse 

in Bezug auf I -I. Diese ist vol lkommen bestimmt, wenn P nicht  Grundpunk t  

ist. W e n n  nun F P  einen F ixpunk t  bei g enthal ten  soil, e~wa den P u n k t  h P, 

so is~ nach der letzten Gleichung 

also 

oder  

hsfh-1 _=flhpl 

f =  h F  1 h �9 h-~ f (hp)~ h = hi -~ h �9 f(P) ~ 

f f(P)-~ = h,-* h. 

Die notwendige und hinreiehende Bedingung dafiir, dongs F P Fixpunkte bei I ent- 

hdlt, ist also, dcu.s do" ][quivalenzfaktor eines beliebigen Punktes von F P  bei Hinzu- 

fiigung einer geeigneten Potenz seines charakteristischen Elements in die Isogredienz. 

klasse der Identith't beziiglieh 1 - I  fh'llt. 

I I I .  A B S C H N I T T .  

Stetige kbbildungen. 

2i .  Topologische Abbildungen der Fl~che q~ auf sich. T-Funktionen. 

Die Fl~che 9~ ( ~  O rood F,  w 3) werde einer  topologischen, d. h. einein- 

deut igen und ste~igen Abbi ldung ~ auf  sich selbst unterworfen,  q sei ein P u n k t  

yon 9, q'-= v q der Bildpunl~, x o einer der Koord ina tenwer te  yon q, x o' ein sol- 

cher  yon q'. Nun sei x ein beliebiger P u n k t  yon ~) und W ein stetiges Kurven-  

stfick in q), das yon x o nach x ffihrt. W liegt fiber einem stet igen Kurvenstf ick 

w auf  9 '  Das stetige Kurvenstfick,  das fiber ~ w liegt und in xo' beginnt,  mSge 

in x' endigen. Dann  schliess~ man leicht aus der Eigenschaf t  yon (/), universelle 

Uberlagerungsfl~che yon ~ zu sein: x' h~ingt nur  yon x, nicht  yon W ab. Jedem 

Punk te  x is~ also eindeutig ein Bi ldpunkt  x ' :  t (x)zugeordnet. Einer  Umgebung 

yon x (die man  zun~ichst so klein w~ihlen kann, dass sie kein P aa r  bei F 

~quivalenter Punk t e  enth~lt) entspr icht  eine Umgebung yon x'. Zwei verschie- 

denen Wer t en  yon x entsprechen zwei verschiedene Wer t e  von x'. Durch  Be- 

t r ach tung  der reziproken Abbi ldung v-lq~ folgt, dass alle diese Beziehungen um- 

kehrbar  sind. Die Funkt ion  x'~-t(x) best immt also eine topologisehe Abbildu~g 

t @ yon (l) auf  sich, bei der zwei dquivalente Punkte stets wieder in zwei iiquiva- 

lente Punkte ~bergefiihrt werden. Umgekehr t  wird durch jede Abbildung t q) mit  
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dieser Eigenschaft eine topologische Abbildung , 9  festgelegt. Alle Funktionen 

t(x) dieser Art bilden eine Gruppe die mit T bezeiehnet sei; jede solche Funk- 

tion t(x) wird hinfort, als eine T-Fu~ktion bezeichnet, t �9 >>liegt fiber,> , 9 .  Bei 

der Bestimmung yon t war die Wahl yon q, ~o und x 0' zum Teil frei. Es sei 

also t~ eine zweite fiber , 9  liegende T-Funktion. Dann liegt t~ t ~ fiber der 

identisehen Abbildung yon 9, ist also ein Element f aus F, eine >,Deektransfor- 

marion der universellen ?3berlagerungsfliiche>>. Also ist t~=ft, und wir haben: 

Jede topologische Abbildung von go auf sich bestimmt eine Familie 
verwandter T-Funktionen, deren Mitglieder aus einander dureh Hinzu- 

ffigung einer Operation aus F hervorgehen. 

22. Funktionalgleichung der T-Funktionen. Induzierte Automorphismen. 
Abbildungsklassen. 

Es sei t eine T-Funktion und f e i n  Element aus F. Dann ist t f  t -1 eine T- 

Funktion, die fiber der identischen Abbi[dung yon ~ liegt, also ein Element f '  

aus F:  

t f t - l = f  '. (17) 

Dies zeigt, dass F ein Norma~teiler yon T und die Zuordnung f--*f' ein Auto- 
morphismus I yon F i s t ,  der als >>dutch t induziert>> bezeichnet sei. t geniigt also 

in ganz @ der Funktionalgleichung 

t f x  = f r t x ,  (18) 

die mit tier Funktionalgleichung (8) der friiher betrachteten Randabbildungsfunk- 

tionen g(E), (w 13) , fibereinstimmt und, wie diese, mit einem System yon 2p 

Funktionalgleichungen entsprechend (9) gleichbedeutend ist. Der Wert  yon t in 

einem Fundamentalbereich yon F bestimmt also t in ganz @. 

I~ach (18) ist t mit allen Elementen der Fixeleinentgruppe H(I) und nut  

mit diesen Elementen yon F vertauschbar. 

l~un sei h ein Element aus F. Die mit t verwandte T-Funktion h t indu- 

ziert dann nach (17) wegen 

ht f t  -1 h - l=h f ' h-1 

den mit I verwandten Automorphismus [h-1. Die ganze Familie der fiber *q0 

liegenden T-Funktionen induziert also eine Automorphismenfamilie, woraus sich 

Bin Einteilungsprinzip ffir di~ , ergibt: 
34--26404. Acta mathematlca. 50. Imprim6 le 16 septembre 1927. 



266 Jakob Nielsen. 

Jeder topologischen Abbildung yon ~ auf sich ist eindeutig eine Fa- 

mille yon Automorphismen yon F zugeordnet. Zwei Abbildungen yon 

werden zu derselben Abbildu~gsklasse gerechnet, wenn ihnen dieselbe 

Automo~Thismenfamilie zugeordnet ist. 

Insbesondere heisst eine Abbildung ~ q~ ))zur Klasse der Identitdt gehb'rig~), wenn 

ihr die Familie ~ der inneren Automorphismen zugeordne~ ist. Eine der zuge- 

h5rigen T-Funktionen induziert dann den identischen Automorphiumus, ist also 

mit alien Elementen yon F vertauschbar. 

Wird I 1 durch t I und I~ durch t_~ induziert, so wird durch t~ t I der Auto- 

morphismus I 1 ~ induziert, wie (i8) zeigt. Die Gruppe T ist also mit ~( isomorph TM, 
und dabei entspricht der Einheit Io yon ~ derjenige iNormalteiler T o yon T, des- 

sen Elemente den identischen Automorphismus I 0 induzieren. Die Gesamtheit 

T~ derjenigen T-~unktionen, die Automorphismen aus der Familie ~ der Iden- 

titbit induzieren, bildet also ebenfalls einen Normalteiler yon T, da ~ Normal- 

teller yon ~ ist. Bezeichnet endlich (v) die Gruppe aller topologischen Abbildungen 

yon ~ auf sich und (~)0 die Gesamtheit derjenigen % die zur Klasse der Identit~t 

geh5ren, so ist also (Z)o ein Normalteiler yon (z), und die ~)Gruppe der Abbildungs- 

klassen~ ist durch jede der vier holoedrisch isomorphen Faktorgruppen 

( ~ )  T "~ H 
(*)o Ta ~ 1" (I9) 

gegeben, wo H nach w 13 die Gruppe der durch Automorphismen hervorgerufenen 

Randabbildungen bedeutet. 

2 3. Jeder Automorphismus wird yon T-Funktionen induziert. 

Satz 11: Die yon den topologischen Abbildu~gen yon q~ hervorgerufe~Ten Automorphis- 

me~familien e~thalten alle Automorphismen yon F. 

Dieser Satz ist yon M. D~HN aufgestellt worden, der mir friiher einen 

ffir p----2 ganz durchgefiihrten Beweis mitgeteilt hat; dieser Beweis operierte 

auf der Fl~che ~ selbst unter Benutzung der am Schlusse yon w 9 angegebenen 

Dehnschen S~itze. Hier  soll der Beweis so gefiihrt werden, dass wit zu einem 

gegebenen Autolnorphismus eine zugehSrige T-Funktion in �9 konstruieren, und 

zwar indem wir zwei geeignet gewiihlte Fundamentalbereiche yon F topologisch 

10 Hier wird die im n~ichsten Paragraphen  zu beweisende Tatsache vorweggenommen,  dass es zu 

jedem A u t o m o r p h i s m u s  T-Funkt ionen gibt, die ihn induzieren. 
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so auf einander abbilden, dass in ~quivalenten Randpunktpaaren der durch die 

Funktionalgleichung (I8) geforderte Zusammenhang besteht. Wir stellen uns 

zun~chst start des in w 3 definierten Fundamentalbereiehs B einen fiir die vor- 

liegende Aufgabe besser geeigneten her, der durch eine leicht zu fibersehende 

Ab~nderung aus B entsteht. 

i sei eine der Zahlen 1, 2 , . . . ,  p. Die Achsen von a~ und bi schneiden sich 

in einem Punkte Di. Nun werden der Reihe nach gebildet: das Bild der Achse 

yon bi bei ai, also die Achse yon ai bi ai -1, alas Bild der Achse yon a~ bei dieser 

letzteren Operation, also die Achse yon ai bi ai bi-Xai - 1, das Bild der Achse yon 

ai bi ai 1 bei der l~eziproken dieser letzteren Operation, also die Achse yon ai bi ai -1 .  

bi" ai bi -1  ai -1 ,  das Bild der Achse yon a~ b~ ai bi 1 a - - i  bei der Reziproken der 

letzteren Operation, also die Achse yon k~ ai ki -1, wo ki den Kommutator ai bi 

ai -~ bi -1 bedeutet. Die beiden zuletzt erhaltenen Elemente sind ki bi ki  -1  und ki ai ]~i -1 .  

Setzt man nun dieses Verfahren unbegrenzt fort, indem man jeweils zwei mal 

das zuletzt erhaltene Element direkt als Transformator verwendet und dann zwei 

real das reziproke des zuletzt erhaltenen Elements verwendet, so erh~lt man nach 

jeweils vier Schritten Elemente der Form ki ~ bi ]~i - n ,  ki n a i  ]ci - n  fiir wachsendes n. 

Die Grundpunkte aller dieser Elemente konvergieren also bel Fortsetzung des 

Prozesses gegen V(k~). Die Schnittpunkte der Achsen je zweier aufeinanderfol- 

gender dieser Elemente seien der Reihe nach mit 

.Di, Di  0), Di(2),... 

bezeichnet. Wiederholt man dasselbe Verfahren mit Vertauschung der Rollen yon 

a~ und b~, so erh~lt man eine neue Elementfolge, deren Grundpunkte gegen U (ki) 

konvergieren und die zur Entstehung einer Reihe von Schnittpunkten 

D i ,  Di  (-1), Di (-2) . . . .  

Anlass geben. Dasjenige Teilgebiet Z~ yon @, das ausserhalb aller dieser Achsen- 

kreise und innerhalb des Achsenkreises yon ki liegt, ist ein im Sinne der nicht- 

euklidischen Metrik konvexer Bereich, der bei der Gruppe {k~} in sich fibergeht. 

Denn bei ki wird die Achse von ki in sich verschoben, und das andere, aus un- 

endlich vielen Seiten bestehende Randstfick Q~ yon Z i  wird so in sich verschoben, 

dass jede Seite die drei n~chstfolgenden iiberspringt und in die vierte fibergeht. 

Speziell ist 

ki Di  (-2) ~ -Di (+2). 

Die Figur Zi geht durch Spiegelung an 0 Di in sich fiber, Di (2) und Di (-2) haben 
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also gleichen Abstand von E und liegen daher auf denjenigen Or~ogonalkreisen 

ki (~;" und Ci zu E und zu der Achse yon ki, die die Rolle der Kreise S ( C ) u n d  

C in der Figur 4 spielen. 

Nun seien die Eckpunkte des in w 3 benutzten Fundamentalbereichs B an- 

fangend yon dem Schnittpunkt tier Seiten B~ und Av (er wurde in w 3 H genannt) 

folgendermassen bei linksliiufigem Umlauf bezeichnet: 

Q, Q,1 Q,~ Q,~ Q.~ Q.~ (~  Q~.- .  Q~ ~ Q~ (~.  

Dann ftihrt bi -1 den Punkt  Q/+1 in Q/1 und as b~ a~ -1 den Punkt Q~I in Qi, also 

ki den Punk~ Q~+~ in Qi fiber (i mod 19): 

ki  QiA-1 = (li bi (li -1 .  bi - I  @.t-1 -~- ai bi ai - 1  ~ i  I ~-  Qi. 

Q~ und Qi+I haben gleiehen Abstand yon E, also liegt Qi+~ auf Ci und Qi auf 

k~ 6'i. Die Kreise Ci und ki+~ Cs+~ sehneiden sich in Q~+~. Der yon Q~+~ nach Ds (-2/ 

fiihrende Teilbogen yon 6~ heisse ls. Der neue Fundamentalbereich t2 yon F wird 

dann begrenzt von li, ks li und dem Teilpolygon D, (-~) Di (-1) Di Ds (~) Ds (2) des Rand- 

stiickes r yon Zs fiir i = I, z, . . .  , p. 

Die Randstticke yon t2 sind paarweise bei ai, bs und den aus diesen zu- 

sammengesetzten Operationen ki iiquivalent. Dabei ordnen sich die mit Y2 gqui- 

valenten Bereiche um ]eden der mit Ds/~quivalenten Punkte zu ]e ffinf an; einer 

der vier Winkel, die bei dem Schnitt der Achsen yon ai und bi entstehen, wird 

n~mlich noeh dureh die Streeke li geteilt. Um ]eden der mit Qi iiquivalenten 

Punkte ordnen sieh die mi~ t2 ~quivalenten Bereiche zu je p an, wie aus dem 

Folgenden noeh ersichtlich sein wird. 

Die Figur 13 veranschaulicht die Beziehung der Fundamentalbereiche B 

und t2 zu einander, und zwar ftir denjenigen Teil dieser Bereiche, der durch die 

nichteuklidische Gerade Q1 Q-2 abgeschnitten wird. Die Figur entspricht dabei 

p - =  2, wobei speziell die Achse yon k~ Durchmesser yon E wird und mit der 

Geraden Q~ Q.~ zusammenf/illt; im fibrigen ist aber die gegenseitige Lage und Beziehung 

der einzelnen Teile der Figur fiir p > 2  dieselbe. Der betrachtete Teil yon B be- 

steht aus V + I + I I  + I I I  + IV, der entsprechende yon Y2 aus V + I '  + I I '  + I I I '  + IV'. 

Dabei ist, wie man leieht aus der Figur abliest, 

I ' =  ai I ,  I I ' =  bl I I ,  

I I I ' =  as bl II1, I V ' =  b 1 al IV. 

Die die Berandung dieses Teiles yon B bildenden Geraden, also in tier Be- 
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nennung  yon w 3 die Seiten A 1 und B l des Netzes N, setzen sich in 52 zusammen 

~us den Gerudenstiicken, die IV'  yon I I ' ,  I I '  yon- V, V yon I '  und  I '  yon I I I '  

t rennen.  Die Pfei le  t r~genden Geraden sind die Achsen der ~ngesehriebenen 

Elemente.  - -  

Die Achsen yon ICl, Ice , . - . ,  ke liegen ganz uusserhalb einunder, wie z. B. die 

Entwieklungen ihrer  Grundpunkte  zeigen; nur  fiir p = 2  fal len die beiden Achsen 

gunz zus~mmen wegen 

t:l ~ k 11C~ ~ I. 

E 

\ ' 

O 2 0 k ,  Q ,  

Fig. 13. 

kl 52 hat  mit  ~Q die Strecke k i l l  gemeinsam, kj 52 wird durehsetzt  yon den 

Achsen yon 

kl, kl ke kl- : ,  . . . ,  k: Icp k:- : ,  

die alle zwischen V(kl) und U (kp) auf E aufsitzen. 52 grenzt  un die >>Achsenziige>> 

e l , . . . ,  ep (Rundstiieke der Z 1 . . . . .  Z~). k 1 52 grenzt  also un die Achsenziige 

kl e l s e 1 ,  ki ee, �9 �9 kiep. 

Die yon Q~ ~usgehende freie Seige yon k~ 52 ( f i i r /9>2)  entspriehg der Seige k2 l~ 

yon 52, ~n welehe k~ 52~ grenzt;  an diese freie Seite grenzg Mso kl k~ 52, und dieser 

Bereieh grenzt  an die Aehsenziige 

kl ke Ql, kl k~ ee = ki ee, Icl k2 Q3, - �9 kl k2 ep. 

An die der Seite k3 1 s yon 52 entsprechende freie Seite Icl ke ks l~ yon k I k e 52, die 

(fiir p > 3) als freie Sei te  yon Q1 uusgeht,  grenzt  nun  k 1 kg_ ks 52. Dies Verfuhren 
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setzt man 

aber wegen 

im Zyklus um Q~ fort, bis man zu k ~ k ~ . . ,  k~ ,D kommt. Dies ist 

mit  kp -~ D identisch, grenzt also l~ings I~ an .Q. Um Q~ ist also bei rechtsliiufigem 

Umlauf  ein Zyklus yon p Bereichen 

D, k 1D, k i k  2D, . . . ,  k l k ~ . . .  ]Cp-l~Q=kp -1 D 

angeordnet.  Aus Symmetriegri inden folgt  nun, dass der Winkel  zwischen den yon 

27g 
Qi ausgehenden Strecken I~--1 und k~. li die GrSsse hat. Speziell fiir p ~ z  

P 
liegen diese Strecken also auf  derselben Geraden. 

Die obigen p Bereiche stossen an diejeni~en p ( p -  I) Achsenziige, die aus 

Q1, Q~, . . . ,  Qp durch die Operationen 

I, kl, k lk~, . . . ,  k l k ~ . . .  ]~p--I 

hervorgehen. Die zyklische Anordnung der Endpunkte  dieser Achsenziige auf  E 

ist aus der Anordnung der p Bereiche um Q1 und der Lage der (~i zu Y2 leicht 

abzulesen. 

Endlich brauchen wir fiir p > 2  noch ein System yon t t i i l fsl inien:  m~ sei eine 

geradlinige, gerichtete Strecke, die yon D~-~ )nach  Di (2) fiihrt  (i rood p). mi schneider 

also yon D ein gleichschenkliges Dreieck z/i mit  der Grundlinie mi und der Spitze 

Q; ab. D 0 sei der Teil yon D, der nach For tnahme dieser p kongruenten Dreiecke 

iibrig bleibt. Die Dreiecke 

~tl, kl ~t.2, k, k, ~4~, . . . ,  k, k~ . . . kp-1 ~/p 

ordnen sich zu einem regul~ren p-Eck .4 mit  dem Mit te lpunkt  Q, an. Die 

Seiten desselben sind 

m,, kl m~, kl k~ m s . . . . .  k, k~ . . . kv-1 m~. 

Die Ecken desselben sind die Punkte  

D1 (2), kl D~ (~), k, k~ D ,  (2), . . . ,  kt k,  . . . kp 1 Dv('2)=kv -1 Dp(~):Dp ( 2). 

Der  Fundamentalbereieh D ist  dutch Do+-4 ersetzbar. 

Nun sei K diejenige Untergruppe yon F,  die yon kl, k_,, . . . ,  kp erzeug~ wird. 

K ist wegen (2o) eine fi 'eie Gruppe mit  ,v--!  Erzeugenden. Mit K D  sei die 
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Gesamtheit der mit t2 bei K ~quivulenten Bereiche bezeichnet. Bildet man nun 

entsprechend dem obigen Zyklus yon p mit t2 ~iquivulenten Bereichen um Q1 

die analogen Zyklen um Q2 . . . .  , Q~ und welter um die mit Q~ ~quivalenten Ecken 

der schon erhaltenen Bereiche u.s.w., so erschSpft man durch dieses u 

gerade ganz Kt2.  I s t  k ein beliebiges Element aus K, so grenzt kt2 an die 

Achsenziige k@l, �9 �9 k@p. Jeder Achsenzug k@i ist Querschnitt yon E, und der eine 

der Teile, in die er q) zerlegt, ist ein (nichteuklidiseh-)konvexes Gebiet. Der Durch- 

schnitt aller dieser konvexen Gebiete, wenn i ~ I, 2 . . . .  ,19 und k ganz K durchl~uft, 

ist eln konvexes Gebiet H, dessen Rand yon allen k@~ gebildet wird; denn jeder der 

Querschnitte k@i yon E hat alle iibrigen auf seiner Hohlseite. Nun ist offenbar 

K ~ =  K(~o+ A) = /7 .  

Ist also f ein Element in f f  aber ausserhalb K, so hat dns konvexe Gebiet f H 

~nit H hSehstens Randpunkte yon H gemeinsam, q) wird also in dieser Weise 

dureh K und seine Nebengruppen in konvexe Gebiete aufgeteilt. 

Im Falle p : e ,  wo das ~Ans~tzstfiek>~ 1/ verschwindet und d 0 mit O identiseh 

ist, ist K zyklisch, und H wird yon @t und @.~ begrenzt, die ihre Endpunkte auf 

E gemeinsam haben und beide dureh k~=ke -x in sich verschoben werden. 

- -  Die Berandung yon B entsprieht der Anbringung des kanonisehen 

Sehnittsystems der Fig. I auf ~o. Die Berandung yon ~ entspricht einer anderen 

oft benutzten Aufschneidung der Fl~tche, n~mlich der Verwendung von p selb- 

st~tndigen Riickkehrschnittpaaren, deren Kreuzungspunkte durch i0 ~>Ziigel~ mit 

einem beliebigen Punkt  der Fl~che verbunden sind. Denkt man sich in Fig. I 

~uf der Fl~iche ~o die geschlossenen geod~ttischen Linien eingezeichnet, die die 

Achsen der as und bi darstellen, so erh~lt man 19 zu einander fremde Puare yon 

Riickkehrsehnitten. Ihre Kreuzungspunkte werden dutch die geod~tischen Segmente 

l~ mi~ Q und durch die gerichteten geod~tisehen Segraente mi mit einander ver- 

bunden. So entsteht Fig. I4 (P-~3), in welcher die A~ und Bi fortgelassen und 

die Achsen durch die Namen der zugehSrigen Substitutionen bezeichnet sind. 

Ferner ist noch die Lage der die Achsen der ki darstellenden geschlossenen geo- 

dgtischen Linien angedeutet, die je einen Torus von der Fl~che absehniiren. 

Im Palle p ~ 2  gibt es nur eine yon diesen, und diese geht durch Q; die ms fallen 

dann mit den l~ zus~mmen. 

1Yach diesen vorbereitenden Betraehtungen fiihren wir nunmehr den Beweis 

der obigen Behauptung durch. Es sei also ein beliebiger Automorphismus I 

( f - -* f )  yon F gegeben. Es soll ein $2 entsprechender Bereieh t2' konstruiert 
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werden; entsprechende Dinge werden dabei stets dureh Hinzuffigung eines Akzents 

gekennzeichnet. Das Resultat des w 9, dass die zyklische Anordnung der Grund- 

punkte bei I erhalten bleibt, wird best~indig verwendet. 

Die Achsen yon a/ und b/ sehneiden sich in D/. Analog wie oben leiten 

wir hieraus eine Elementfolge 

b /  P t t - 1  e b t p b / - 1  p - 1  
( l i  ~ Eli ~)i t a i  ~ ( l i  i a i  ~1i ~ �9 �9 . 

Fig. 14. 

ab; die zugeh5rigen Achsen schneiden sich in Di', D,i (I)', D~ (2)', . . .  Die Grund- 

punkte dieser und der analogen Folge konvergieren gegen die Grundpunkte yon 

ki'=-ai' b/a/-1 b/-1. Dem konvexen Bereich Z~ entspricht ein konvexer Bereich 

Z/  als Zwischengebiet aller dieser Achsen, begrenzt yon der Achse yon ki' und 

einem >)Achsenzuge~) Q/. 

Nun sei K'~-K1 die yon k~' , . . . ,  k /  erzeugte Untergruppe yon F u n d  k' das 

Zeichen ffir ein beliebiges Element aus K'. Jedem Achsenzug kQi entspricht nun 

ein Achsenzug k'Q/. Die Menge der Endpunkte der Achsenziige k'Q/ geht aus 

der Menge der Endpunkte der kQi durch die zu 1 gehSrige Randabbildung g E 

hervor. Sie hat also dieselbe zyklische Anordnung wie diese. Jeder k',o/hat also 
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alle iibrigen auf seiner ttohlseite. Zusammen bestimmen also die/c't~' ein konvexes 
Gebiet 1I', wie die kQi dos konvexe Gebiet / /  bestimmten. 

Nun liegen auf dem Rande yon 11' die Punkte D~ ('~)' and D, (-2)' in derselben 

zyklischen Anordnung wie die entsprechenden ungestrichenen Punkte auf dem 

Rande yon H. Zieht man also geradlinige, gerichtete Strecken mi' yon D (-'~)' nach i - 1  

Di (2)', so schneiden diese aus / / '  ein konvexes Polygon s aus. Ebenso bilden 

die Strecken 

mi', /ci' me', ki' Ice' m~', . . . ,  kl' k~ ' . . .  ]c'~-i m'p 

die Seiten eines konvexen Polygons _d', dos mit m 1' an t) o' grenzt; die Ecken 

(2  I )  D l ( 2 ) '  , ka' D~ (2)', k~' k2' D~(~)',..., k~' k.~'.., k'~,-~ D~ (~)'= k~ '-~ D~,(2)'=l)v (-~1' 

liegen nihnlich auf dem Rande von H '  in derselben zyklischen Anordnung wie 

die entsprechenden ungestrichenen uuf dem Rande yon H. Durch Ausiibung Mler 

Elemente yon K'  und gergleich mit den betreffenden Elementen aus K folgt 

n l l n ~  ( l a s s  

K'  (I2o' + A')----- lI '  

ist. Is~ f ein Element in F aber ausserhalb K, so wird H dutch die Operation f 

auf die andere Seite eines der H begrenzenden Achsenziige kQi verlegt, da f H 

mit H h5chstens Randpunkte yon H gemeinsam hat. Aus der Erhaltung der 

zyklischen Anordnung der Grundpunkte b e i g E  folgt, dass dann ouch f ' / / *  yon 

11' durch das betreffende k'Q/ getrennt ist, dass diese beiden Gebiete also keine 

inneren Punkte gemeinsam haben. 

Nun kSnnen wir den Beweis dodurch zu Ende bringen, dass wir eine geeignete 

topologische Beziehung zwischen Y2 o + _// u n d  t?o' +_//' aufstellen. Der Symmetrie 

halber, und um ein spi~ter erforderliches Nebenresultat bequem zu erhalten, stellen 

wir erst einen zu t? analogen Bereich her: Ql' sei ein beliebiger Punkt  im Inneren 

yon A' .  Er wird mit den Ecken (2~) yon _//' durch geradlinige Strecken ver- 

bunden, die in dieser Reihenfolge mit 

k (  11', kl' k.~' l,', kl' k~' k~' 13', . . . ,  ki' ke' . . . k~' lp '= lp' 

bezeichnet werden. _//' wird dadurch in iv Dreiecke 

"~fl ' ,  ~1 ~' z J 2 ' , "  " ", ]61' ' ' ' ]r ~f~o' 

35  - -  26404. Acta mathematica. 50. I m p r i m 6  le 16 s e p t e m b r e  1927.  
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zerlegt. Dann sei D' der Bereich, der aus D o' durch Hinzufiigung der Dreiecke 

J l ' + J 2 ' + "  +L/p' entsteht. J~' hat m/' als Grundlinie und 

Q ' - k  '-1 k ' - '  " " k j  -1 Qj' 
i - -  i - - 1  i - - 2  

als Spitze. D' wird begrenzt yon 1/, ki' l /  und dem Teilpolygon Di (-2)' Di (-1)" Di' 

Df (1)' Di (2)' yon e~' (i = I, 2 , . . . ,  P). Die Randstiicke vo~ D' sind paarweise bei ai', b/ 

und den aus diesen zusammengesetzten Operatione~ k/  ~quivalent. 

D' ist ein konvexer Bereich. Auf keiner der Seiten yon D' gibt es ein 

Paar bei F fiquivalenter Punkte, abgesehen yon den Endpunkten der auf den Q~' 

liegenden Seiten; das folgt daraus, dass �9 durch die Gesamtheit der Bereiche 

F D '  einfach und liickenlos iiberdeckt wird. (Auf die Tatsache dass den ai' und 

b;' Kurventypen ohne Doppelpunkte entsprechen, wurde schon am Schluss yon 

w 9 im Anschluss an Dehn aufmerksam gemacht.) 

Eine Umlaufung yon D und die entsprechende Umiaufung yon D' ergeben 

in q) offenbar den gleichen oder entgegengesetzten Umlaufssinn, je nachdem I yon 

erster oder zweiter Art ist. 

Nun sei s irgend eine gerichtete Seite yon D und f s  die damit ~quivalente 

( f i s t  also eines der Elemente ai -+1, bi +-~ oder ki -+ ~). s' sei die entsprechende Seite yon 

D' unter Beriicksichtigung der richtigen Durchlaufung. Dann ist f ' s '  die damit 

~q~fivalente. Nun sei t eine beliebig gew~ihlte topologische Abbildung yon s auf 

s'. Dann ist f ' t f  -~ eine topologische Abbildung yon f s  auf f '  s'. L~iss~ man 

s je einen Repriisentanten ]edes Paares ~quivalenter Seiten yon D durchlaufen, 

so kommt man zu einer ~opologischen Abbildung des Randes yon D auf den 

R a n d  yon D'. Dann sei t eine topotogische Abbildung yon D auf D', die auf 

dem Rande yon D mit der schon definierten iibereinstimmt, t geniig~ dann auf 

dem Rande yon D der Funktionalgleichung 

(22) t f x = f '  t 

fiir die in Frage kommenden Elemente f ,  die die Randseiten ~quivalent auf 

einander beziehen. Ubertr'~gt man nun diese Abbildung t D auf alle mit D ~iqui- 

valenten Bereiche f D ,  nunmehr fiir beliebiges f in F, mit Hiilfe der Gleichung 

(22), so erh~ilt man eine topologische Abbildung t yon �9 auf sich, die (22) geniigt, 

also eine T-Funktion, die I induziert. Damit ist unser Ziel erreicht. 

Wir  wollen fiir sp~itere Zwecke diese T-Funktion noch auf besondere Art 

w~hlen. Die Geraden des Netzes N, also die Bilder der kanonischen Kurven A~ 
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and B~, ergeben in t~ 419 geradlinige Querschnitte, von denen .~e vier yon jedem 

der Punkte Qi nach benuchbarten auf @t und q~-i gelegenen Seiten yon ,Q fiihren. 

Ygl. Fig. I 3. Keine zwei dieser Quersehnitte treffen einander ausserhatb der Punkte 

Qi. Sie zerlegen t~ in 4P + I konvexe Polygone. Ihre Bilder bei t sind Jordan- 

bogenquerschnitte in t~'. Nun kann man die ibbi ldung t unter Beriicksichtigung 

folgender Wiinsche w~hlen: 

I. Bei der friiheren Auswahl des Punktes Q~' in A '  sorgt man d~fiir, dass Q~' 

nicht uuf einer Geraden des Netzes N liegt. 

2. Bei der Auswahl der topologischen Abbildung der einzelnen Randseiten yon 

Y2 auf die entsprechenden yon ~ '  sorgt man dafiir, dass die Bilder der yon den Qi 

verschiedenen Endpunkte der Querschnitte yon t~ nicht ~uf Geraden des Netzes 

~r fallen. Das ist mSglich, denn die Achsen der a~' a n d  b~" liegen nicht auf Ge- 

raden des Netzes N. Diese Geraden sind n~imlich Achsen yon Elementen, denen 

Kurventypen mit notwendigen Doppelpunkten entsprechen. 

3- Die Ausdehnung der topologisehen Abbildung auf das Innere yon t] nimmt 

man folgendermassen vor: Jeder der Querschnitte yon t~ wird zuniichst irgendwie 

topologisch auf diejenige geradlinige Strecke abgebildet, die die bereits festgelegten 

Bildpunkte seiner Endpunkte verbindet .  Das ist mSglich, weil 52' konvex ist. Nun 

ist der Rand jedes der konvexen Teilpolygone yon t~ auf den Rand des entsprechen- 

den, ebenfalls konvexen Teilpolygons yon O' topologisch abgebildet. Diese Ab- 

bildung dehnt man irgendwie topologisch ~uf das Innere der Te~lpolygone ~us. 

Bei der durch diese T-Funktion festgelegten, zu I gehSrigen topologischen 

Abbildung yon q9 ~uf sich sind die Bildkurven A~' und Bi' der kanonischen Kur- 

yen Ai und Bi aus einer endlichen Anzahl yon geod~tischen Linienstiicken zu- 

sammengesetzt, deren Endpunkte ausserhalb der Ai und Bi liegen. Die 2p Kurven 

A(, B~' haben daher mit  den 2~ Kurven Ai, Bi nur endlich viele Schnittpunkte. 

24. T-Funktionen mit vorgeschriebener Funktionalgleichung und vorgeschrie- 

benen Werten in endlich vielen Punkten yon O. 

In diesem Paragraphen soil der Satz I I des vorigen Paragraphen folgender- 

massen erweitert werden: 

Sat~ 12: Wenn ein Automorphismus yon F u n d  ei~e endliche A~2zahl unter ein- 

ander nicht 5quivalenter Punkte von@ beliebig vorgegeben sind, so gibt 

es T-Funktionen, die den gegebenen Automor2hismus induzieren u~d in 

den gegebenen Punkten beliebig vorgeschriebene (unter einander nicht 

ffquivalente) Werte haben. 
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I-Iiilfssat~. 1: Es gib~ eine topologische Abbildung v yon r auf sich yon der 

Klasse der Identitiit, die die n vorgegebenen (verschiedenen) Punkte 

d , ,  d~, . . . ,  d,, in die n vorgegebenen (verschiedenen) Punkte dl '  , de' ,  �9 � 9  dn'  

fiberfiihrt. 

Das ist unmittelbar zu sehen: Man verbinde di mit di '  durch einen geo- 

diitisch-polygonalen Weg c~ der Art, dass keine zwei der c~ einen Punkt  gemeinsam 

haben, und schliesse c~ in ein geschlossenes geodiitisches Polygon ein, dessen Inheres 

d~ heisse, so dass keine zwei der Polygone einander treffen. Dann unterwirft 

man jedes ~i einer topologischen Abbildung ~ auf sich, die d / in  d/' fiberffihrt und 

auf dem Rande yon & die Identitiit ist. Ausserhalb der d,- ist ~ die Identitiit. 

Dann gibt es eine fiber ~ liegende T-Funktion, die den identischen Automor- 

phismus I o induziert, n~imlich diejenige, die einen Punkt  yon q), der fiber einem 

ausserhalb aller ~i liegenden Punkt yon ~ liegt, in sich iiberffihrt. 

HiilfssatT. 2: Es gibt eine I 0 induzierende T-Funktion, die einen beliebigen Punkt  D 

des FundamentMbereichs B in al D fiberffihrt. 

Wir kSnnen annehmen, dass D der Nullpunkt 0 ist, da wir sonst nur mit 

einer I o induzierenden T-Funktion zu transformieren brauchen, die D in 0 fiberfiihrt 

(Hiilfssatz I). Die Seiten yon B seien wieder linksliiufig numerier~, yon dem 

Schnittpunkt yon B I u n d  Ap anfangend. P, Q, R seien drei innere Punkte der 

dritten Seite yon B, in dieser Reihenfolge bei linkslis Umlauf. 0 wird mit 

Q und mit dem auf der ersten Seite yon B gelegenen Punkte a 1 Q durch eine gerade 

Strecke verbunden. _P wird mit al P und R m i t a  1 R so durch einfache Polygon- 

querschnitte in B verbunden, dass diese den Weg Q 0 (al Q) zwischen sich ent- 

halten. Diese beiden Querschnitte werden auf die Strecken v--~I, o~u_-- < I  und 

v = - - I ,  o ~ u ~ f  einer u-v-Ebene topologisch abgebildet, ferner P Q auf u = o ,  

I ~ v ~ o ,  Q R  auf u = o ,  o_->v~--I; durch die Festsetzung: wenn x auf ( u , v )  a b -  

gebildet ist, soll al x auf (u+ I, v} abgebildet werden, ist dann die Abbildung des 

Stfickes (a 1 ~P) (al Q) (al R) der ersten Seite yon B auf u-~ I, I ~ v ~  -- I festgelegt. 

Endlich wird Q 0 (al Q) auf v=o ,  o ~ u ~  I abgebildet und die Abbildung irgendwie 

zu einer topologischen Abbildung 7 des Teilstfieks P R (a I R) (a~ P) yon B auf das 

Reehteck o__<u__< I, -- i ~ v G  i ergiinzt. Dureh die obengenannte Festsetzung wird 

7 zu einer Abbildung des ganzen aus diesem Teilstfick durch die Gruppe {a~} 

hervorgehenden Teiles w yon q) auf den ganzen Parallelstreifen -- I ~ v ~  I erg~nzt. 

Dieser Parullelstreifen wird nun der topologischen Abbildung 
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u'=u+ I-Ivl ,  v '=v  
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auf sieh unterworfen,  und diese vermittelst  7 zu einer Abbildung t von ~o auf 

sich zuriickfibertragen. In  den mit  eo i~quivalenten Bereichen, yon denen ~a keine 

zwei einen Punk t  gemeinsam haben, wird t durch 

t f x = f t x  

und ~usserhalb dieser Bereiche uls die identische Abbildung erkliirt. Dann  ist 

t eine T-Funktion, die I o induziert und 0 in al 0 iiberfiihrt. 

Aus der Vertausehbarkeit  yon t m i t  jedem Element  f aus F folgt, dass t 

den Punk t  f 0 in f a  1 0 fiberfiihrt. 

I-Ii:llfssatz 3: W e n n  in @ n unter  einander nicht  iiquivalente Punkte  Dl, D ~ , . . . ,  D~ 

und n weitere Punkte  DI' , D~ ' , . . . ,  D,~' so gegeben sind, dass D i mi t  

D I ' , . . . ,  D~ mit D,~' i~quivalent ist, so gibt es eine I o induzierende 

T-Funktion, die D i in D l ' , . . . ,  D~ in D~' fiberffihrt. 

Man stelle sich zuniichst auf Grund yon Hfilfssatz 2 2pn T-Funktionen ti, h 

her, die siimtlich I o induzieren und folgende Eigenschaften haben:  h sei das 

Zeichen fiir eine beliebige Erzeugende yon F.  D ?  sei der in B gelegene, mit  Di 

i~quivalente Punkt .  Dann  soll tr den Punk t  Di ~ in hDi ~  alle Dj, j + i ,  in 

sich fiberffihren. Dazu ist es nur  nStig, bei der Kons t rukt ion  yon ti, h dasjenige 

Teilstfick yon B, in dem ti,~ nicht, die identische Abbildung ist (das also dem 

beim Beweis yon Hiilfssatz 2 mit  P R (al R) (al P) bezeichneten Teilstiick entspricht) 

so zu wi~hlen, dass es keinen der Punkte  Dj~ enthitlt, was offenbar stets 

mSglich ist. Dann  ffihrt t~',h," t~,h~ den P'unkt Di ~ in h~ h~ DO fiber. Man kann 

+1 t +i bilden, die Di ~ in Di fiberffihrt, und  also eine Kombinat ion ti aus t~:a~,... , T,% 

eine Kombinat ion  ti', die D~ ~ in D~' iiberffihrt. Endlich sei t(o=t~ ' t~ -~ gesetzt. 

Dann  gilt: 

I) t (i) ist als >>Produkt>> von T-Funktionen wieder eine T-Funktion. 

2) t(;) induziert  /o, da alle >>Faktoren>> dies tun. 

3) t (~) f i ihrt  Di in De' fiber. 

4) t (~) ffihrt alle Dj, j # i ,  in sich fiber, also auch alle mit  Dj i~quivalenten Punkte.  

Dann  ist 

t O)  t(2) t (3)  . . . t (~) 

die verlangte Funkt ion.  
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Htilfssatz 4: Wenn in q)n unter einander nieht :,iquivalente Punkte D~, . . . ,  D,  

und n weitere unter einander nicht iiquivalente Punkte D / , . . . ,  D~' ge- 

geben sind, so gibt es eine I 0 induzierende T-Funktion, die D l in 

D / , . . . ,  D~ in D,/ fiberfiihrt. 

Die gegebenen Punkte mSgen fiber den Punkten d l , . . . ,  d,, dl ' , . . . ,  d,/ yon 

liegen. Dann sei v eine zur Klasse der Identit~t gehSrige topologische Abbild- 

ung yon ~ auf sich, die d~ in d~ ' , . . . ,  d,~ in d~' fiberffihrt, und t eine fiber ~ liegende 

und I 0 induzierende T-Funktion (ttiilfssatz I). Dann ist t D~=D/', . . . .  t D~:D,",  
wo D / '  mit D / , . . . ,  D~/' mit D,/ ~tquivalent ist. Perner sei t~ eine I o induzie- 

rende T-Funktion, die D / '  in D / , . . . ,  D~" in D,/fiberffihrt  (Hfilfssatz 3). Dann 

ist t~t die gesuch~e Funktion. 

Nunmehr ergibt sich unmittelbar der an die Spitze dieses Paragraphen gestellte 

Satz 12: 

I sei ein beliebiger Automorphismus yon T', ferner seien D ~ , . . . ,  D,~ und 

D/, . . . .  D,/ zwei beliebig vorgegebene Systeme yon je n u n t e r  einander nicht 

iiquivalenten Punkten yon O. t sei eine T-Funktion, die I induziert (w 23). t~ 

sei eine T-Funktion, die I 0 induziert und die n u n t e r  einander nicht ~quivalenten 

Punkte tD~, tD~, . . . ,  tD~ in DI ' ,D/ , . . . ,D~/  fiberffihrt (Hfilfssatz 4). Dann 

ffihr~ die T-Funktion tit  D~ in D / , . . . ,  D, in D~' fiber. Und t~t induziert den 

Automorphismus I. I o : L  

25. T-Funktionen, die den Nullpunkt festlassen. 

Es sei I ein beliebiger Automorphismus yon F. Dann liisst sich nach Satz 

I2 eine T-Funktion t finden, die s induziert und dabei die Bedingung t(o)-~o 

erffillt, t entwirft yon dem Netze n ein topologisches Bild tn=n' in @. Be- 

zeichnen wir wie frfiher auf n die Netzseite, die vom Nullpunkt 0 nach a 10 ffihrf, 

mit al und einer Pfeilspitze, and analog ftir die fibrigen Erzeugenden, so ist t al 

ein Jordanbogen, der yon 0 nach a /O ffih~ und mit a /bezeichnet  sei, und ana- 

log. I3bertr~gt man diese Bezeichnungen auf alle ~quivalenten Netzseiten, so 

stellen die beiden einander einbeschriebenen, topologisch regul~ren Netze n und 

n' den Automorphismus I in derselben ansehaulichen Weise dar, wie dies i m w  9 

dureh die dort mit n und n' bezeichneten Netze gesch~h. Der Untersehied ist, 

dass die Netzseiten yon n' jetzt im allgemeinen nicht mehr geradlinig sind, daffir 

aber sich ausserhalb der Netzeckpunkte nicht mehr fibersehneiden. 

Der Punkt yon ~, fiber dem der Nullpunkt 0 liegt, wurde in w I mit q 
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bezeichnet. Sei w ein Weg auf 9, der yon q ausgeht und naeh q zurfickkehrt. 

Das Kurvenstfick W in @, das fiber w liegt und yon 0 ausgeht, mSge in f 0 

endigen. So ist jeder gesehlossenen Kurve w auf ~v mit dem Anfangspunkt q ein- 

deutig ein Element f aus F, und zwei miteinander unter ~'esthaltung yon q homotopen 

Kurven dasselbe Element yon 1 ~" zugeordnet. 

Die T-Funktionen mit F ixpunkt  0 bilden eine Gruppe. lh r  entspricht ein- 

eindeutig die Gruppe der topologischen Abbildungen von ~ mit Fixpunkt  q. Das 

Bild der yon q ausgehenden Fl~Lchenkurve a~ bei der Abbildung ~ 9, fiber der 

t @ liegt, ist die yon q ausgehende Fl~chenkurve va~--al ' ,  fiber der die Netzseite 

a~' von n' liegt und der also das Element a~' zugeordnet ist. Es k5nnen also 

die neuen Erzeugenden an  den Bildern der kanonischen Schnittkurven umnittel- 

bar abgelesr werden. 

Solange man keinen Punkt  yon ~o auszeichnet, sind den geschlossenen Kurven 

auf ~0 die Elementklassen yon F u n d  den topologischen Abbildungen yon ~ die 

Automorphismenfamilien yon 17 zugeordnet. Nach Wahl eines beliebigen Punktes 

q yon ~p sind den geschlossenen Kurven auf ~p mit An~angspunkt q die einzelnen 

Elemente von F und den topologischen Abbildungen yon ~ mit Fixpunkt q die 

einzelnen Automorphismen yon ~' zugeordnet. U~d dabei kommen alle Automor- 

phismen vor. 

26. Eine Normalform f~ir die DarsteUung der Automorphismen von F. 

Die im vorigen Paragraphen benutzten Netze ~ und n' k6nnen dazu ver- 

wandt werden, mn Darstellungen des Automorphismus I abzulesen. Irgend ein 

Netzseitenweg auf n, der yon 0 nach a~'O ffihrt, ergibt einen Ausdruck in den 

a l , . . . ,  bp, der das Element a~' darstellt, und analog ffir die fibrigen Erzeugenden. 

Es soll nun gezeigt werden, dass jeder Automorphismus in der besonders einfa- 

chen Form dargestellt werden kann, die ffir das Kriterium des w 8 benutzt wurde, 

dass es also eine solehe Darstellung 

a i ' : ( ~ i ( a l , . . .  , bp), b i 'm[~i (a l , . . ,  bp) (23) 

gibt, die einen Automorphismus der fi~eien Gruppe {a~ . . . .  , by} darstellt und bei 

tier / t  (al . . . .  , ~v) eine Transformierte yon / ! / ( a l , . . . ,  by) +1 ist. 

Sei u~ ein Punkt  yon @, der weder auf n noeh auf n' liegt, und u~, u~ , . . .  

die Gesamtheit der mit u~ ~tquivalenten Punkte. Jedem stetigen geriehteten Kur- 

venstfick in q), das alle Punkte u~ vermeidet, entspricht in Bezug auf jeden der 
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Punkte ui eine bestimmte Arcus~inderung. Zwei Netzwege auf n (oder n') mit 

gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt, die in allen ui die gleiehe Areus~nderung 

ergeben, kSnnen sich nur durch solche Teilstiicke unterseheiden, die unmittelbar 

hintereinander im entgegengesetzten Sinn durchlaufen werden, da ja jede Netz- 

masehe ein ui enthiilt. Netzwege ohne solche Teilstiicke mSgen ~)einfach)) heissen. 

Jeder Netzseite yon n' entspricht dann eindeutig ein einfacher Netzseitenzug yon 

n, der dieselben beiden Netzeckpunkte verbindet und in allen ui dieselbe Arcus- 

~nderung hervorruft und umgekehrt. (Ersetzt man jeden Teilbogen der Netzseite 

yon n', der einen Querschnitt einer Masche ] I  yon n bildet, durch denjenigen 

Teilbogen des Randes yon M, der mit dem betraehteten Quersehnitt zusammen 

den zu M gehSrigen Punkt  u,: nicht umschliesst, so wird man zu einem zusammen- 

h~ngenden Weg auf ,n gefiihrt, der sich eindeutig auf den gesuchten einfachen 

Netzseitenzug auf n reduzieren l~isst.) Dadurch mSge man zu den Ausdriicken 

(23) fiir die a l ' , . . .  , bp' gelangen. Bei Vertausehung yon n und n' m5ge sich 

a , =  ( a s ' ,  �9 � 9  ( a L .  � 9  

ergeben. Dann muss offenbar ide~tisch in den ai, bi 

gelten und analog. DurchlKuft man yon 0 aus die Maschenberandung 

a s' b (  a l  ' - x  b~ ' - I  . . . ap'  b v'  ap ' - ~  bp ' - ~  

yon n', so erh~lt man in Bezug auf den im Inneren dieser Masche liegenden 

Punkt  u 7 die Arcus~nderung + 2 z  oder --2z,  je nachdem t die Indikatrix erh~lt 

oder umkehrt (dabei ist Rechtsdrehung als positive Arcus~nderung gerechnet)und 

in allen iibrigen ui die Arcus/inderung o. Also ergibt auch die Durchlaufung 

des Netzseitenweges 

von n in uz die Arcusis + 2 z und in allen iibrigen u.i die Arcusitnderung o. 

Dieser Netzseitenweg auf n besteht dann aus der Berandung derjenigen Masche 

yon n, die ug enth~lt, und eventuell offenen Netzeitenziigen yon n die an diese 

angesetzt sind und unmittelbar hinter einander im entgegensetzten Sinn durch- 

laufen werden. Dann ist aber 

R ( a , , . . . ,  t i p ) ~ h ( a s , . . . ,  bp) R ( a , , . . . ,  bp) -+1 h -1, 

identisch in den a,., bi, womit die friihere Normalform erreicht ist. 
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Mann kann sieh diese Uberlegung auf der Fl~ehe ~ selbst folgendermassen 

veranschaulichen: u sei der Punkt von ~, fiber dem die ui liegen. Die in u 

punktierte Fl~iehe ~ heisse q~*. /~ ( a l , . . . ,  bp) ist dann auf r eine auf die Punktie- 

rung zusammenziehbare Kurve, also nicht mehr homotop o. Die Fundamental- 

gruppe yon ~* ist die freie Gruppe mit den Erzeugenden a l , . . . ,  bp. Dann ent- 

sprechen die Kurven al" , . . . ,  b~' dem Primitivsystem a l , . . . ,  tip dieser Gruppe, und 

das Bild yon R wird wieder eine einfaehe auf die Punktierung zusammenziehbare 

Kurve. W~hlt man noch insbesondere t so, dass ~ ~ in u einen Fixpunkt hat, was 

man naeh Satz 12 kann, so liegt t auch fiber einer topologischen Abbildung yon ~ .  

27. S-Funktionen. Stetiger Zusammenhang zweier zu derselben Automorphis- 
menfamilie gehSrigen stetigen Abbildungen der Fl~che. 

Unter einer ~> S-Funktion>>, genauer: einer >~zum Automorphismus I gehSrigen 

S-Funktion>) s(x) wird eine fiir Ix]< I definierte eindeutige stetige Funktion yore 

Betrage < I verstanden, die der Funktionalgleichung 

8 f x  = f s 8  x (24) 

genfigt. Die S-Funktionen enthalten also die T-Funktionen, sind aber im allge- 

meinen nicht, wie diese, eindeutig mnkehrbar, sodass die S-Funktionen keine 

Gruppe bilden. 

Eine S-Funktion s @ liegt fiber einer eindeutigen stetigen Abbildung a ~ yon 

~0 auf sich. Die in dieser Weise entstehenden eindeutigen stetigen Abbildungen 

yon q~ auf sich mSgen als a-Abbildungen bezeichnet sein. •ber derselben Ab- 

bildung a~  liegt .~ede >>mi~ s verwandte S-Funktion>> hsq), wo h ein beliebiges 

Element aus F ist. Diese induziert den Automorphismus /h--X. Die in w 22 

bewirkte Klasseneinteilung der topologischen Abbildungen ~T kann also auf die 

a-Abbildungen erweitert werden: 

Zwei a-Abbildungen yon ~ werden zu derselben Abbildungsklasse ge- 

rechnet, wenn ihnen dieselbe Automorphismenfamilie zugeordnet ist. 

Es soli nun gezeigt werden, dass die Menge der eine Abbildungsklasse aus- 

machenden a-Abbildungen yon q~ stetig zusammenh&~gt, dass also diese Klassenein- 

teilung sich unter den B~ovw~schen  Begriff der Abbildungsklasse subsumiert. ~ 

11 L. E. J. BROUWER: Sur  la  no t ion  de , C l a s s e ,  de t r a n s f o r m a t i o n s  d ' u n e  Iaul t ipl ic i t6 ,  Procee- 
d ings  u  In te rn .  Congr.  of Math .  Cambr idge  1913, und :  l~num6ra t ion  des c lasses  de reprdsenta-  

36--26404.  Acta mathematica. 50. Imprim6 lo 18 septembre 1927. 
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Es seien also o o und a~ zwei o-Abbildungen yon q0, s o und s 1 zwei beziehungs- 

weise fiber a o und al l iegende S-Funktionen,  die denselben Automorphismus I in- 

duzieren, x sei ein beliebiger P u n k t  yon @. Dann  sei st (x) der Punkt ,  der die 

nichteuklidische Verbindungsstrecke yon So (x) und s~ (x) im nichteuklidischen Ab- 

standsverh~ltnis t: ( : - - t )  teil t  ( o ~ t ~ I ) .  Die so ffir [ x ] < I  definierte Funk t ion  

st(x) ist eindeutig und stetig und hat  einen Bet rag  < I ;  sie genfigt auch der 

Funkt ionMgleichung 

, , f  x = 

Denn um s t f x  zu erhalten,  muss man die yon so fx  nach s l f x  f i ihrende Strecke 

zeichnen und im Verh~tltnis t: ( I - - t )  teilen. Diese Strecke ist aber wegen so fx -~  

frSoX und s l f x : f ~ . ~ l x  das Bild der yon sox nach s:x  f i ihrenden Strecke bei 

j ) ,  woraus die Behaup tung  folgt, st ist also fiir jedes o ~  t ~ I  eine zu I gehSrige 

S-Funkt ion und zwar fiir t :  o bezw. t--~ I die gegebene Funkt ion  s o bezw. Sl. Die 

e inparametr ige Schar at, o ~  t ~  I, yon a-Abbildungen yon ~, fiber der st liegt, 

stellt den geforder ten  stet igen Zusammenhang yon co und al her. 

Insbesondere kann man bei gegebenem a 0 die ~-Abbildung a~ als eine zur 

Klasse yon a 0 gehSrige topologische Abbildung, al.~o s~ als eine zu I geh5rige 

T-Funkt ion w~ihlen. Jede  a-Abbildung kann also stetig in eine topologische Ab- 

bildung fibergeffihrt werden. Aus der Tatsache, da~,~s der Brouwersche Abbilduugs- 

grad :~ bei stet iger Anderung  der Abbi ldung ungeii~Ldert bleibt, fol~o~ dann, dass 

der Abbildungsgrad einer a-Abbildung yon ~ gleich + I  oder - - I  ist, je nachdem 

die zugehSrige Automorphismenfamil ie  aus Automorphismen erster  oder zweiter 

Ar t  besteht. 

28. Stetiger Anschluss der Rand~bbildung. 

Es sei I e in  beliebiger Automorphismus yon F,  s q) eine zu I g e h S r i g e  S-Funk- 

t ion und g E  die zu I gehSrige Randabbi ldung (w IO). Danu wird s q) dutch g E  

abgeschlossen, d. h. die beiden Funkt ionen  s und g zusammen best immen eine 

stetige Abbildung der abgeschlossenen Kreisscheibe q ) + E  auf  sich. 

Zum Beweise dieser Behaup tung  ist Folgendes nachzuweisen: Es sei P ein 

t ions  d ' u n e  sur face  su r  une  a u t r e  surface,  Compte s  rendus ,  t. 17i p. 8q(x92o).  Diese le tz tere  Arbe i t  

u m f a s s t  den  obigen Satz,  - -  Se lbs tvers t / ind l ich  s ind  zwei zu  ve r sch iedenen  A u t o m o r p h i s m e n f a m i l i c n  

gch5r ige  a -Abb i l dungen  yon ~ n i ch t  s t e t ig  in e inande r  f ibcrf i ihrbar .  

1~ L. E. J. BROUWER: Ober  A b b i l d u n g  yon Mann ig fa l t i gke i t en ,  w I; Math .  A n n a l e n  Bd. 7 I, 

S. 97 ft. 
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beliebiger Punk t  yon E und P1, P2, P ~ , . . .  eine gegen P konvergierende,  im 

iibrigen beliebig gew~hlte Folge yon Punk ten  yon @; dantt konvergiert die Punkt- 

folge s P1, s P2, s P3, . . .  gegen g P. i5~ sei der im zentralen Fundamenta lbere ich  

B yon F gelegene, mit  P~ iiquivalente Punkt ,  and  

2, 3 , . . .  

Da der nichteuklidische Abstand yon 0 und P,~ beschr~nkt bleibt, ist such der 

Abstand yon 2~ 0 und f~ P~ =P,~  beschri~nkt, also f~ 0--~P fiir n--~ oo. Die Ele- 

mente  f~ bilden also eine zu P geh5rige Fundament~lfolge  (w 7, .i). Dann  bilden 

die Elemente f~ i eine zu g P geh5rige Fundamenta l fo lge  (w 16), also f,~ ~ 0 ~ g P 

fiir n ~  ~ .  l~u~ g e h S r e n  alle Punkte  s P~ dem Bereich s B an, haben also einen 

beschri~nkt bleibenden Abstand yon 0; also folgt  f~ x s P . - ~  g P fiir n--~ oo. Es ist 

aber nuch der Funkt ionalgle ichung fiir s 

also s P~ ~ g P ffir n--~ ~ ,  w. z, b. w. 

I n  dem besonderen Fulle, wo I der identisehe Automorphismus I o und g E 

also die identische Randabbi ldung ist, ist es leicht, den stet igen Anschluss yon 

g E an s @ direkt  zu erkennen,  ohne den Begriff der Fundamenta l fo lge  zu benutzen. 

In  w 2 wurde die Funk t ion  ~ (xl, x~) definiert; da sie gleich Sin ~ der halben nicht- 

euklidischen En t f e rnung  von x i und x~ ist, ha t  man  

(f(xl), f(x2) )=  ~ (gg 1, x2) 

ffir jedes f aus F .  Nun  ist die Funkt ion  s in dem ~etzt be t rachte ten  Fall  mit  

.~edem f vertauschbur.  Also ist 

A ( x ) =  ~(x, s(x) ) = 6 (f (x) ,  f ( s  (x ) ) )=  ~ (f(x), s ( f ( x ) ) )=A  (f(x)) 

fiir jedes f aus F. A(x) hat  also in ~Lquivalenten P u n k t en  denselben W e r t  and  

ist daher  in q) beschr~inl~, da es in B beschr~nkt  ist. Aus 

�9 J ( x )  = ( I - I x [  2) ( I -  18 (x)[2) <  ons 5. 

folgt  s(x)--.x fiir [x]--~I, also stetiger Anschluss der identischen Abbildung 

auf E .  
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Der Einheitlichkeit halber wird nun g E oft :nit s E bezeichnet, sodass yon 

s (@+E)  gesprochen werden kann. Man achte aber darauf, dass s E  nicht yon 

der besonderen Funktion s q) im einzelnen, sondern nur yon dem durch s indu- 

zierten Automorphismus abh/~ngt. Jeder Klasse yon a-Abbildungen yon r ent- 

spricht also eine Familie verwandter Randabbildungen, und die Methode dieser 

Arbeit besteht wesentlich darin, solche Eigenschaften der Abbildungen, die der 

Klasse zukommen, aus der zugehSrigen Randabbildungsfamilie abzulesen. An die 

Stelle der Untersuchung stetiger Abbildungen in zwei Dimensionen wird also die 

Untersuchung topologi~'cher Abbildungen in ei~2er Dimension gesetzt. 

Man kann s (x) zu einer auf der ganzen komplexen x-Kugel K definierten 

Funktion erweitern, indem man auch das Aussere ~ yon F als universelle Dber- 

lagerungsfl~iche yon ~v auffasst. Wir setzen dazu lest: Jedes Punktepaar x und 

I= (~ ist der konjugiert komplexe Weft  zu x) soll fiber dem gleichen Punkt  yon 
x 

liegen, s (x) wird dann in W ebenf~lls dureh Spiegelung an E definiert, sodass 

allgemein gilt 

I 
8 ( X ) ' - - - -  - - - - - -  

Die stet~ige Abbildung s K yon K auf sieh hiingt stetig mit einer topologisehen 

Abbildnng yon K auf sieh zusammen, hat also wie diese den Grad + I oder - - I .  

Daraus folgt, dass bei der Abbildung s K jeder Punk~ yon K als Bildpunkt-auftritt. 

z9. Regul~re und singul~re Punkte beziiglich einer Untergruppe yon F. 

Definition: Es sei F 1 eine beliebige Untergruppe yon F. Ein Punk~ P der 

komplexen Kugel K heisse ~beziigh'ch I"1 reg,uliir>>, wenn es eine 

Umgebung yon P gibt, die kein Paar bei F 1 /iquivalenter Punkte 

enth~lt, andernfalls ~bez@bch F~ si~guld'r~. 
Alle Punkte yon @ und W sind beziiglich F 1 regular, da sie bezfiglich F 

regular sin& Die beziiglich 1~'1 singul~iren Punkte sind also auf E zu suchen. 

Jeder regul~ire Punkt besitzt eine nur aus regul~iren Punkten bestehende Umge- 

bung. Jeder Grundpunkt eines Elementes yon Fj  ist offenbar singuliir bezgl. F 1, 

und das Gleiche ist fiir jeden g~ufungspunkt solcher Punkte der Fall. Sei m die 

~r der Grundpunkte der Elemente von _~ und M die durch ttinzufiigung 
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der I-I~ufungspunkte von m entstehende ))abgeschlossene Hiille yon m~). Es soll 

gezeigt werden, dass die Menge der beziiglich F~ singul&'en Punkte mit der Menge 

M identisch ist. 

Es sei P ein beziiglich F~ singul~rer Punkt und i ein P enthaltendes Seg- 

ment yon E. Die zu beweisende Behauptung besagt, dass i einen Grundpunkt yon 

F 1 enthiilt. 

Hfilfssatz: Es seien 0, P, Q, R vier Punkte in dieser zyklischen Reihenfolge 

auf E. a und ~ seien zwei hyperbolische Substitutionen b i t  gleicher Verschie- 

bungsl~nge und negativeb Grundpunl~ in 0. Q sei der positive Grundpunkt yon 

a, R derjenige von ~. Dann ist der Verschiebungsbogen P--a  P auf  E ]cleiner als 

C P  D 

Fig. 15. 

der Verschiebungsbogen P - - ~ P .  Denn es sei 7 eine hyperbolische Substitution 

b i t  0 als positivem und P a l s  negativem Grundpunkt und solcher u 

lgnge, dass 7@=R.  Dann ist f l = T a y  --1 und ~ P ~ - T a 7  1 P ~ T a P ~ _ 7 ( a P ) ; d e r  

Bogen P - - a  P wird durch 7 zu P - - ~ P  gedehnt. Durch zweimalige Anwendung 

erweitert b a n  diesen Hiilfssatz zu dem Fall, dass der negative Grundpunkt von 

nicht in 0 sondern in einem Punl~ 01 liegt, der deb  yon P und Q freien 

Bogen 0 R yon E angeh5rt. 

Nun seien A und B die Endpunl~e des obigen Segments i (Fig. ~5). a sei 

eine hyperbolische Substitution b i t  A als positivem und B als negativeb Grund- 

punkt, deren Verschiebungsl~nge kleiner als die kleinste in der Gruppe F vor- 

kobbende  Verschiebungsl~nge ist. C P D  sei ein P enthaltendes und so klein 

gew~hltes Intervall, dass es ausserhalb seines Bildes bei a liegt. (C trennt also 

P and a D.) C wird mit B und D b i t  A durch zu E senkrechte Kreise verbun- 

den. Dadurch wird eine Ubgebung u yon P bestimbt, n;,imlich das in der Figur 
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gezeichnete Kre isbogendre ieck  und sein Spiegelbild in E.  .Nun sei f ein solches 

E lement  yon F~, dessen Grundpunk*e beide nicht  dem In te rva l l  A B = i angehtiren.  

D a n n  werden die P unk t e  yon i naeh  dem Hii lfssatz durch  f st:arker verschoben,  

als dureh a. Fttllt man  yon C und D die nichteukl idischen Lote  auf  die Achse 

yon f ,  so en tha l ten  diese u zwisehen sich, f u  ha t  also mi t  u keinen Punk* ge- 

meinsam. Da  nun  P beziiglich T'~ singuliir sein soll, so gibt  es ein solches Ele- 

men t  f~ in F1, dass f~u mi t  u Punk*e gemeinsam hat,  und mindestens  einer der 

Grundpunk*e yon f~ muss also in i liegen, w . z . b . w .  

W e n n  die Grundpunk*e yon F~ iiberall dicht  auf  E liegen, so ist ~1 mi t  E 

identisch. So ist fiir F selbst ganz E singuli~r. A n g e n o m m e n  nun, die Grund-  

punk*e yon F~ seien nicht  iiberall dicht  auf  E.  D a n n  besteht  die Menge E - - M  

der reguliiren Punk'-re auf  E aus endlieh oder  abziihlbar vielen In terva l len ,  deren 

Gesamthe i t  sich bei Ausi ibung i rgend eines Elementes  yon F 1 reproduziert ,  da die 

Menge m der Grundpunk*e yon F~ und also auch M sich dabei  reproduziert .  

Ganz analog wie i m w  I4 folg4 nun:  W e n n  eines der  E - M  bildenden In te rva l le  

ein P a a r  bei ~'1 i iquivalenter Punk t e  enthiilt, so wird es yon der Achse eines 

Elements  yon F~ begrenzt,  und  es enthiilt  dann nu r  solche Paa re  yon bei F~ 

i iquivalenten Punk*en, die sich bei einer Potenz  dieses  Elementes  entsprechen.  

Das In te rva l l  m f g e  dann  ein >)beziiglich F1 periodisches Interval1,) heissen. ,,Be- 

ziiglich F~ aperiodische Intervalle,~ en tha l ten  kein P a a r  bei F 1 / iquivalenter Punk*e, 

und ihre Endpunk~e sind n icht  Grundpunk*e  yon F v 

30. Abbildtmgen der zu Untergruppen von F geh~rigen lj~oerlagerungs- 

fliichen yon 9. 

Es sei F 1 eine Un te rg ruppe  yon T'. Fass t  m a n  jedes vollst/indige System 

yon bei F 1 ~quivalenten Punk*en yon �9 als einen Punk* auf, so gelang~ man  zu 

einer t~berlagemmgsfl.~ehe yon q~, die als die ,>zu F I  geh f r ige  (~berlagerungsfliiche 

yon q~:,~ oder  als ,,oo ~ o d  FI,~ bezeichnet sei. 60 ist die universelle i3berlagerungs- 

fl/~che yon a) rood F1, und F1 ist die zugehf r ige  Gruppe  der Deck*ransformat ionen  

yon @ fiber (P rood ~'1.13 
N u n  sei s e i n e  S-Funkt ion  und I der durch s induzierte Au tomorph i smus  

1~ q~ mod F~ ist im Allgemeinen keine ,,regultire* Oberlagerungsfliiche yon ~0 (s. z. B. WEYL, 
Die Idee der Riemannschen Fliiche, S. 5o!, so dass nicht yon einer Gruppe von Decktransformationen 
yon ~ mod F 1 tiber ~ gesprochen werden kann. 
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yon F. Notwendige und hinreiehende Bedingung daffir, dass s fiber einer ein- 

deutigen und stetigen Abbildung yon @ rood F 1 auf sich liegt, ist, dass zwei bei 

F 1 /tquivalente Punkte dutch s wieder in zwei bei F 1 ~quivalente Punkte fiber- 

gehen, also, zufolge (24), dass /~  dureh I isomorph in sieh transformiert wird. 

Diese Bedingung ist insbesondere stets erftil]t, wenn man als F~ eine aus 

Fixelementen bei I bestehende Untergruppe yon F nimmt. Es sei / /1 eine solche 

Gruppe und q)rood H1-~@1 gesetzt. Angenommen, hi, h~, h3 , . . ,  sei ein (endliches 

oder unendliches) System yon Fixelementen bei L das H i erzeugt. Nun sei s 1 

eine I induzierende S-Funktion, die den Nullpunkt 0 festl~tsst (w 24). Ein System 

yon Kurvenstfieken in @, die in 0 anfangen und beziehungsweise in h~(0), h2(0) , . . .  

endigen, liegt fiber einem Fundamentalsystem gesehlossener Kurven auf @1. 

Diese gehen wegen sl ~ hi, i = I, 2 , . . . ,  bei s I q)l in Bildkurven tiber, die mit ihren 

0riginalen homotop sind, und dasselbe ist daher fiir ulle gesehlossenen'Kurven 

auf @, der Fall. Da nun nach w s@ und s 1@ und daherauchs@lunds~@~ 

stetig zusammenhingen ohne Unterbreehung der Giiltigkeit der Funktionalgleichung, 

ist dusselbe ftir die ursprfinglich betraehtete Abbildung s �9 t der Fall. 

Insbesondere kann man f fir //1 die umfassendste Gruppe ihrer Art, also die 

friiher mit H ( I )  bezeiehnete Gruppe aUer Fixelemente bei I nehmen. Der Rand 

yon @ rood H wird dureh die Punktmenge E rood H gebildet. Den.ienigen Punkten 

yon E, die bezfiglich H regular sind (w 29) , kann man aber den Charakter yon Rand- 

punkten dadurch nehmen, dass man, wie am Schluss yon w 28 ausgeftihrt, die ganze 

komplexe Kugel K als doppelt z~iMende universelle Uberlagerungsfl~che yon ~v 

auffasst und diese rood H reduziert. Ein beztiglieh H regul/irer Punkt yon E wird 

dann ein gewShnlieher Punkt yon 1{1 = K n~od H. Ein bezfiglich H periodisehes 

Interval] anf E (w 29) gibt zu keiner Berandung yon K~ Anlass, da ihm auf K 1 eine 

singularit~tenfreie gesehlossene Kurve entspricht, die es fiberlagert. Wohl aber 

bieiben die Endpunkte beztiglich H aperiodiseher IntervaUe auf E - -  wenn es 

solehe gibt --- Randpunkte von K~. 

Angenommen nun, es treten keine beziiglich H aperiodischen Intervalle auf. 

Dann hat K i keine Randpunkte. Ki wird yon K - - M  mit der Randmenge M 

iiberlagert, wo M die Menge der beztiglich H singul~ren Punkte ist. H ist die 

zugehSrige Gruppe der Decktransformationen. Wenn nun H yon einer endlichen 

Anzahl, etwa v, yon 0perationen erzeugt wird und man um die Grundpunk~e 

derselben je einen Kreis so zeiehnen kann, dass diese einander paarweise bei den 

erzeugenden 0perationen entsprechen und ganz ausserhalb yon einander liegen, 
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so ist H e i n e  f re ie  Gruppe m i t r  Erzeugenden und It~ = K rood H e i n e  geschlossene 

Fliiche vom Geschlecht r (Vgl. den Schluss yon w 2 ffir r = I). 

Der  oben bet rachte ten  S-Funkt ion s (x), die nach w 28 auf ganz K erkliirt ist, 

entspr icht  eine stetige Abbildung s / t~  yon K1. Bet rachten  wir wieder zuni~chst 

eine mit  s stetig zusammenhiingende S-Funk~ion s~, die den Nul lpunkt  0 festliisst. 

Oben wurde geze i~ ,  dass jedes Kurvenst i ick in @, das 0 mit  einem mit  0 bei 

H i~quivalenten P u n k t  verbindet,  fiber einer geschlossenen Kurve  yon K 1 liegt, 

die mit  ihrem Bild bei s 1 K~ homotop ist. t i l e r  kSnnen wir nun offenbar die 

Bedingung,  dass das Kurvenst i ick in �9 verlaufen soll, dahin abschwiichen, dass 

es in K - - M  verlaufen soll; auf diese Weise ergibt sich, dass alle yon dem 0 

entsprechenden Punk t  ausgehenden gesctflossenen Kurven  yon K l mit  ihrem Bild 

bei sl KI homotop sind, d. h. dass die Abbild.~o~g s~ der gesehlossenen Flffehe Ix~ 

zur Khisse der Ide~#itgit geh6rt. Dasselbe gilt dann fiir die ursprfinglich be~zrach- 

fete Abbildung s/(1, da sie mit  sa h~ stetig zusammenhiingt,  also zur selben Klasse 

gehSrt. - -  Man sieht, dass K~ die sehwg~?hste Uberlagerungsfliiche yon ~v ist, auf 

der zu der gegebenen S-Funkt ion s e i n e  stetige Abbildung yon der Klasse der Iden- 

t i t~t  gehSrt;  denn K~ ents teht  ja, indem man K mittels der ~o~fa,s'se~dsten Gr,uppe 

yon mit  s vertausehbare~ J~2lementen voJl F,  n~imlich H(I ) ,  reduzier~. 

3 I �9 

Es sei a eine stetige 

punkt  yon a ~ : 

IV. A B S C H N I T T .  

Das Fixpunktproblem. 

Klasseneinteilung der Fixpunkte einer stetigen Abbildung. 

Abbildung (a-Abbildung, w 27) yon ~ und q ein Fix- 

a q - - q .  

x o sei ein fiber q l iegender P u n k t  yon q) und s die fiber a liegende S-Funktion,  

fiir welche 

s x o - -  x o 

ist. I s t  nun f ein Element  aus F ,  so hat  die ebenfalls fiber ~r l iegende S-Funk- 

t ion f s f  -1 in f x o  einen (fiber q liegenden) Fixpunkt .  Induzier t  s den Automor-  

phismus /,  so induziert  f s f  -1 den damit  isogredienten Automorphismus 
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SoS. I .  Ios-~ = Isss-~ 

Vgl. (i I), ~ 18. Demgemiiss sollen nun auch zwei dureh eine Operation aus /~ 

in einander transformierbare S-Funl~ionen, s und f s f  -1, als isogrediente S-Funk- 

tionen bezeichnet werden. Zwei solche haben also iquivalente Fixpunktmengen. 

Jedem Fixpunkt yon a ist also eine Isogredienzklasse yon kutomorphismen 

yon F zugeordnet (w I8). Diese bildet eine Teilmenge der zu a gehfrigen Auto- 

morphismenfamilie. 

Definition: Die Gesamtheit derjenigen Fixpunkte yon a99, denen dieselbe Iso- 

gredienzklasse zugeordnet ist, wird als eine >>Fixpunktklasse>> bezeichnet. 

Es seien qt and q,~ zwei Fixpunkte. von a 99, s 1 eine fiber a liegende S-Funk- 

tion, die einen fiber ql liegenden Fixpunkt hat, s, eine solche, die einen fiber q, 

liegenden Fixpunkt hat. Wenn nun ql und q,2 zur selben Fixpunktklasse gehfren, 

so sind sl und s~ nach Definition isogrediente S-Funkfiionen , hubert also iiquiva- 

lente Fixpnnktmengen, also besitzt s~ auch einen fiber q~ gelegenen Fixpunkt. 

Wenn andererseits ql und q, nicht zur selben Fixpunktklasse gehfren, so sind 

sl und s~ nicht isogredient, also speziell nicht identiseh, und s~ besitzt also keinen 

fiber q~ gelegenen ~ixpunkk Wenn der roll s~ induzierte Automorphismus Fix- 

elemente hat, so reproduziert sich bei diesen die Fixpunktmenge yon sl @ wegen 

(24). Wir haben also: 

Satz 13: Wenn eine iiber a99 liegende S-Funktion sq) gberhaupt Fixpunkte besitzt, 

so iiberdeckt ihre FTxpunktmenge die Punkte einer und nur einer Fix- 

punktklasse yon a99, und diese vollstdndig, und zwar im Allgerneinen un- 

e,dlich oft. 

Die Frage naeh einer eineindeutigen Representation aller Fixpunkte von a99 

wird in w 33 be antwortet werden. 

Eine nur auf 99 selbst operierende, geometrische Definition der Klassenein- 

teilung der Fixpunkte yon a99 kann so ausgesprochen werden: Es seien qi und q, 

zwei Fixpunkte yon a99 and k ein yon ql n~eh qe fiihrendes geriehtetes stetiges 

Kurvenstfick uuf 99. Dann fiihrt auch ak yon ql nach q~, also ist k (ak) -1 eine 

geschlossene Kurve auf 99. Dann und nur dann, wenn man k so wiihlen kann, 

dass k (ak) - i  eine der Null homotope, d. h. auf  99 zusammenzieITbare Kurve wird, ge- 

h6ren ql und q~ zur selben Fixpunktklasse yon ~99. Denn dann und nur dann 

liegen fiber q~ und q~ gleichzeitig Fixpunkte einer fiber a99 liegenden Abbildung 

sO, und man wis k als ein diese letzteren verbindendes Kurvenstfick in @. 

Insbesondere gehfren also nile Punkte eines aus Fixpunkten yon a99 be- 
37--26404. Acta mathematica. 50. Imprlm6 le 18 septembre 1927. 
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s tehenden Kont inuums auf ~0 derselben Klasse a n . -  Die Ausbrei tung der Menge 

der FixpunkCe einer Klasse h~tngt gewissermassen yon der zufiilligen Gestal t  der 

Abbi ldung a i m  Kleinen ab; man  wird vermuten,  dass man eine best immte Fix- 

punktldasse durch stetige Ab~inderung yon a e~dweder ganz zum Verschwinden 

br ingen oder durch einen einzigen P u n k t  repr~isentieren kann. Wi r  suchen zu- 

niichst nach einem hinreich'enden Kr i te r ium daffir, dass sich eine bestimmte Fix- 

punktldasse nicht  durch stetige Abitnderung yon a zum Yerschwinden br ingen l~isst, 

class sie also der be t rachte ten  Abbildungsklasse eigentfimlich ist (w 35--37),  und 

greifen sodann das Problem an, die Anzahl  und die gegenseitige Verlcnfipfung 

der einer gegebenen Abbildungsldasse eigentiimlichen, topologisch notwendigen 

Fixpunktklassen zu best immen (w 38 u. ft.). 

32. Endlichkeit der Klassenzahl. 

Es sei eine beliebige a-Abbildung a~  yon ~ auf sich vorgelegt,  s q) sei 

i rgend eine fiber a~  liegende S-Funktion und I der durch s induzierte Automor-  

phismus. B sei ein Fundamenta lbere ich  yon F,  etwa die in w 3 definierte zentral  

gelegene Netzmasehe yon N. ql sei ein F ixpunk t  yon a~,  x l der darfiber gele- 

gene Punk t  yon B. Dann  ist sxl  mit x~ ~tquivalent, etwa s x l = f l x  1. Also hat  

sB an der Netzmasche f~B Teil. sB ist aber ein Teilbereich eines mit  E kon- 

zentrischen kleineren Kreises, hat  also nur  an endlich vielen Netzmaschen Teil, 

etwa an 

f , B , f ~ B  . . . .  , f m B .  

Jedem Fixpunk~ yon a~ wird also dureh das obige Verfahren  eines dieser m Ele- 

mente  zugeordnet.  Zwei Fixpunkte ,  denen dabei dasselbe Element,  etwa f,., zu- 

geordnet  wird, t re ten  gleiehzeitig als F ixpunkte  bei f i - l s q )  in die Erscheinung,  

gehSren also zur selben Klasse. Also hat  aq~ hSchste~s m Klassen yon F ixpunkten :  

Sa tz  14: Die Anzahl  der _~'ixpu~ktkla.~'.s'e~ einer a-Abbildung ist endlich. 

W i r  wollen die Klassenzahl genauer  bestimmen. Es sei x~ ein P u n k t  yon ~,  

der fiber einem Fixpunkt  yon a~ liegt, und etwa: 

8 X l ~ -  f l X 1. 

h sei ein beliebiges Element  yon F.  D an n  ist wegen (24) 

s h x 1 = h i l l  h -1 " h x~. 
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Die Aquiv~lenzfaktoren (w 2o) des vollst~tndigen Systems ~quivalenter Punkte Fx~ 

bilden also eine Isogredienzklasse in Bezug auf I -~, gunz ebenso wie in w zo ffir 

die Randpunkte ausgefi~hr~ (es gelten .~a dieselben t~unktionatgteichungen). Ist 

nun sxe=f~x~,  so gehSren die beiden Fixpunl~e, fiber denen x~ und xe liegen, 

offenbar d~nn und nut  dann zur selben Klasse, wenn es eine LSsung h der 

Gleichung 

f ~  h~A h -~ 

gibt, wenn also f l  und f~ zu derselben Isogredienzklasse in Bezug auf I -~ gehSren 

(vgl. w 18). Wi t  haben also: Die Anzahl der Fixpunktklassen yon aq~ ist gleich der 

Anzahl de~jenigen Isogredienzklassen in Bezug auf  I -~, au/ die sich die bei dem 

obigen Ve~fahren auftretenden Elemente aus der Reihe f l ,  f~. . . . .  , f ~  verteile~. 

33. Eineindeutige Representation aller Fixpunkte von a~. 

Es sei eine a Abbildung acp vorgelegt. Bildet man die ganze Familie der 

fiber a liegenden S-Funktionen: 

sl* @, s~* O, s3* q) , . . . ,  

so kommt .~eder Fixpunl~ yon o~ jedenfalls als Fixpunkt eines si*q) vor. Aber 

jeder kommt unendlieh oft vor. Wenn si* und s~* isogredient, d. h. durch eine Ope- 

ration aus /7 in einander transformierbar sind, so haben sie ~quivalente Fixpunkt- 

mengen (w 3I). Zun~chst haben wir also aus .~eder Klasse isogredienter S-Funk- 

tionen einen Reprs auszuw~hlen: Es sei 

ein vollst~ndiges 

S-Funktionen und 

8:@, s 3(p, s~q)~... 

System unter einander nicht isogredienter fiber a~0 liegender 

z l , / _ ~ ,  / ~ , .  �9 

die yon diesen induzierten Automorphismen yon F. Aber auch hier k o m m t -  wie 

schon in Satz I3 zmn Ausdruck gebracht ist - -  ein Fixpunkt yon ~ im Allge- 

meinen noch unendlich oft vor. Wenn ni~mlich Fixelemente bei In existieren, 

H(L~)> I, so reproduziert sich die Fixpunl~menge yon s,~ @nach  der Funktional- 

gleichung bei H(I~). Man hat also nut  diejenigen Fix.punkte yon s,, @ zu zi~hlen, 

die in einem Fundamentalbereich yon H(In) liegen. Diese liegen aber aueh wirk- 

lich fiber verschiedenen Fixpunkten yon G~. Zwei s Punkte dieses 
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Fundamentalbereichs entsprechen einander n~mlieh bei einem Element yon F, das 

nicht Fixelement bei In ist, die beiden Punkte kSnnen also zufolge der Funk- 

tionalgleichung (24) nicht zugleich Fixpunkte bei s~ (P sein: 

Satz 15: Wenn snq), n ~ I , 2 , . . . ,  ein vollstSndiges System nicht isogredienter, 

iiber aq9 liege~der S-l,'m~ktio~e~, L~ der dutch s, induzierte Automof 

phismus yon tv ,uJ~d fl,~ eia Fu~damentalbereieh der Fixelementgruppe 

H(L,) ist, so wird dutch die Gesamtheit der Fixpu~kte aller s~ fl~ die 

3le~ge der Fixpunkte voJ~ aqD ge~mu eimnal dargestellt. Nach Satz 74 hat 

s,~ fl,, nur fiir endlieh viele Werte yon J~ _Fixpunkte, m~d fi'ir jeden dieser Werte 

yon n wird dutch s,, fl~ eb~e Fixpm~ktklasse vo~ aq~ vollstS~dig da~yestellt. 

Es ist zweekm~ssig, diesen Saehverhalt noch in einer anderen, fiir die praktische 

Ausfiihrung oft bequemen Form auszudriicken, die an die Auswahl einer bestimm- 

ten S-Funktion anknfipft. Es sei sO eine bestimmte unter den fiber aq~ liegenden 

S-Funl~ionen und I der durch s induzie~e Automorphismus. Dann stellt f s q )  

die ganze Familie der fiber a~ liegenden S-Funktionen dar, w e n n f g a n z  F durch- 

l~uft, f l s  und f.2s sind dann und nur dann isogredient, wenn f l  und fe beziiglieh 

I isogredient sind, wenn es also ein solches f gibt, dass (Satz 7, w i8) 

A = f f l f l - '  

ist. Man hat  also ein solches System yon Elementen yon F." 

fo- , A,  f_. . . . .  

auszuwRhlen, dass jedes Element yon F mit einem yon diesen, aber keine zwei 

yon diesen unter sich in Bezug auf I isogredient sind, und alle fns@ auf Fix- 

punk~e zu untersuehen. Nur endlich viele yon diesen besitzen Fixpunkte, und 

zwar ist in einem Fundamentalbereich yon H(I f , -O  eine Fixpunktklasse einfaeh 

und vollstiindig repr~isentiert. 

34. Endliche Ausbreitung der einzelnen Fixpunktklassen. 

Mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen gilt: 

Satz 16: Es gibt einen mit E konze~#rische~ Kreis mit einem Radius Q< i~ der 

die Fixpunktmenge~ aller s,, fin (Satz 75j umschliesst. 

Beweis: Wir betrachten zunachst einen bestimmten Wert yon n und setzen 

H (L,) = H. Dann sei 
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~ 0 = I ,  1~,, k ~ , . . . ,  

eine solche Folge yon Elementen  yon F,  dass 

F = H + k ~  H + k ~  H +  ... 

eine Zerlegung yon F n~ch H ist, Mit  Benutzung  des FundamentMbereichs  B 

yon F erhiilt man  dann  in 

einen Fundamenta lbere ich  yon H.  Es ist zu zeigen, dass es Fixpunl~e yon ,%@ 

in k~B nur  f~r endlieh viele Wer te  yon r geben kann:  

In  der Tat,  sei s ~ P = P  mid P in k~B gelegen. Dann  ist 

sn (kr -1 P) = ]gri,] 1/gr (/Or -1 e) ,  

also hu t  k~z-~k~B an s , B  Tell. W e n n  nun  s , B  an 

AB, A e , . . . , f o ,  B 

nnd nur  an diesen Fundamenta lbere ichen Teil hat ,  so muss etwa 

sein. Zu jedem der m Wer te  yon # gibt  es aber h6chstens einen W e r t  yon r, 

denn wenn auch 

fiir r=bs  gglte, so w~ire 

also 

k~7~ ~/c, = f ~  

k~ k~ -1 = (kr k,- ')~,,, 

also /or k,-~zu H gehSrig im Widersprueh  dazu, dass /c,. H and  k~ H versehiedene 

Nebengrulopen yon H sein sollten. Es gibt also einen Kreis  im Inne ren  yon E,  

der die F ixpunktmenge  yon s.~ ~a fiir den in Bet racht  gezogenen W e r t  yon n 

umschliesst. D a a b e r  s,~ �9 nur  ffir endlich viele Werte  yon n F ixpunkte  hat,  glbt 

e s -  nach  Wah l  der ~,~ --~ auch, wie behauptet ,  einen Kreis,  der die Bedingung 

gleichzeitig ffir a l l e n  erffillt. 

Be t rach ten  wir  die auf den Rand  erweiterte Abbildung s,, ((P + E). Die Menge 

m d e r  Grundpunkte  von H(L~) und daher  auch ihre abgeschlossene Hiilte M, d. h. 
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die Menge der bezfiglich H(I~) singul/iren Punk*e (,~ 29) sind Fixpunk*e yon s~E. 

Wenn  nun sn 60 fiberhaupt Fixpunk*e hat,  so ist oftenbar jeder  Punk* yon m u n d  

daher  auch yon M t{iiufungspunk* yon Fixpunk*en yon s~ O. Der  eben bewiesene 

Satz I6 besagt nun, da.~; die Jlo~ge M der beziiglich H(L,) si~guldre~ Punkte mit 

der Menge aller auf E gelege~wn Hdufung,Tm~kte der Fixpu~kte vo~ sn q) ide~tisch 

ist. Denn wenn die Fixpunk*menge yon Sn ~,~ ffir beliebige Wahl  yon fl,~ keine 

Hiiufungspunk*e auf E hat,  so kann  kein bezfiglich H(I,,) reguliirer Punk* yon 

E Hiiufullgspunk* yon Fixpunk*en yon s,~ q9 s e i n . -  Es sei aber ausdrficklich 

hervorgehoben,  dass nichtsdestoweniger  die MSglichkeit often bleibt, dass bezfiglich 

H(I,)  reguliire Punk*e yon E Fixpunk*e yon s,,E sein kSnnen. 

35. Richtungsfunktion ~. Index. 

Bei der Bes t immung yon F ixpunkten  einer Abbildung in der Euklidisehen 

Ebene bedient man  sich bekanntl ich h~ufig mit  Vorteil  des Begriftes der Arcus- 

variation. In  der hier  verwendeten nichteuMidischen Metrik ist derselbe natur-  

gem~iss durch den folgenden zu ersetzen: 

Es seien x und y zwei verschiedene Punk te  yon q~. (Durch Spiegelung an 

E wird die Begriffsbildtmg auch auf T iibertragen.) Man legt den zu L" senk- 

rechten Kreis  durch x und y. Durchl~iuft man diesen in der Richtung yon x 

nach y fiber y hinaus, so sei z der Punk*, in dem man auf E stSsst, z ist also 

der unendlich ferne Punk* des yon x ausgehenden und nach y zeigenden Halb- 

strahls in der nichteuMidischen Metrik. z ist eine Funk*ion z (x, y ) y o n  x und y, 

deren expliziter Ausdruck 

Z (X, y) ='~:~--:~:u + | / r ( x -  !/) ('~--~) (I--X~) (I --X.~/) 

lautet ;  dabei entspr icht  der obigen Richtungsbes t immung die .Festsetzung, dass 

immer  der positive Wer t  der QuadratwurzelgrSsse zu nehmen ist. Fiir zusammen- 

fallende x und y verliert  die Funk*ion z (x, y) ihren Sinn. W e n n  x und y zwei 

versehiedene Punk*e auf E sind, so bleibt die Definition bestehen, und es ist 

einfaeh z ( x , y ) =  y. (Wir brauchen nur  den Fall, wo x und y beide in �9 oder 

beide auf  E liegen.) - -  Is t  f eine lineare Substi tut ion,  die E in sich iiberffihrt, 

so ist offenbar 

z (f(x), f(y)) =. f (z  (x, !/)). (26) 
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Nun sei eine S-Funktion s (@+E) gegeben. 

yon s (@+E) bezeiehnet, und 

@ + E - - H - ~ t 2  

gesetzt. Dann ist 

(x)) 

~95 

Mit H sei die Fixpunktmenge 

eine in t] eindeutige stetige Funktion vom Betrage I. 

stetige reelle Funktion 

I 
(x;  - 2 l o g  z (x,  

Aus ihr wird weiter die 

gebildet, deren Wert  im Punkte x nur mod I bestimmt ist. Jedem stetigen gerich- 

teten Weg in t~ wird nun das f d ~  ~ l~ngs des Weges, und .~eder geschlossenen 

geriehteten Kurve in s also eine ganze Zahl, der ~I~dex~ der geriehteten Kurve, 

zugeordnet. Dieser ist bei stetiger Variation der Kurve in t~ konstant, also 

insbesondere Null, wenn sieh die Kurve stetig auf einen Punkt yon t~ zusammen- 

ziehen l~sst, ohne H zu treffen. 

Als positive Durchlaufungsrichtung yon E ist diejenige definiert, in welcher 

I 
~ i  log z w~tehst, also bei der hier benutzten fiblichen 0rientierung der kom- 

plexen Ebene die.~enige, ffir welche man  �9 zur Linken hat. Diese Definition der 

positiven Durehlaufungsrichtung werde auf alle in @ + E  liegenden Jordan- 

kurven fiber~ragen. Es sei C eine in t~ gelegene Jordankurve mit einem yon Null 

versehiedenen Index, der fiir positive Durchlaufung yon C den Wert  j haben 

m5ge. Dann enth~lt C eine Teilmenge //1 yon H i m  Inneren. Jede Jordankurve 

C1 in t~, die //~ und keinen anderen Punkt  yon H i m  Inneren enth~lt, hat dann 

bei positivem Umlauf ebenfalls den Index j, wie man dureh Vermittlung einer 

Jordankurve C~ erschliesst, die im Inneren sowohl yon C wie yon C~ liegt und 

selbst H L im Inneren enth~lt. Man kann daher j als den Index der isolierten 

Teil~e~ge II~ yon H bezeiehnen. Dabei hut aueh das Vorzeichen yon j Bedeutung, 

indem es offenbar yon der gew~hlten Orientierung der komplexen Ebene unab- 

h~ngig ist. 

Man kann sich die ~-Werte an die Punkte einer unendlichbl~ttrigen, fiber 

Y] unverzweigt ausgebreiteten Uberlagerungsfl~ehe gekniipf~ denken. 
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36. Invar ianz  des Index bei topologischer Transformation. 

Es sei (mit den Bezeiehnungen des vorigen Paragraphen) C eine geschlossene 

stetige Kurve in .(2, etwa 

C:  X = X(~) ,  O __--~ U ~ I,  X(O) = X (I),  8(X(t t))  =~= X(~) .  

Dann ist ~ (x (u); s) eine stetige Funkt ion  yon u. Man fixiere einen Funktions- 

zweig durch Wahl  des Ausgangswertes fiir u = o und sehreibe die Funkt ion  

danaeh ~ (u). Dann  ist ~ ( I ) -  ~ (o) der Index yon C. 

Nun  sei ). eine beliebige, die Indikatr ix  erhaltende, topologische Abbildung 

yon q )+  E auf sich. E s  soll gezeigt tcerde~, das.~, der I~dex  yon ). C bei der Ab- 

bildung ). s~ - I  gleich dem I~sdex volt C bei s ist. Naeh dem TIETZEschen Defor- 

mationssatz ~4 gibt es eine yon einem Parameter  o ~ v ~ I stetig abhiingende Folge 

yon topologisehen Abbildungen L. yon �9 + E auf sich so, dass A0 die Identit.i~t 

und ~ = ) ~  ist. Nun sei 

und 

s~, =- ).~, s ).~,-t 

gesetzt. Hier  ist ~ (u, v) fiir jedes festgehaltene u in v stetig, und zwar gleieh- 

mi~ssig fiir alle u, also 3c (u, v) stetig im Quadrate o ~ u ~ I, o =-< v ~ I .  Dasselbe 

gilt  dann yon 

Z,, (.~ (x (u))) = Z~ .~ Z,. -~ . ~ (u, v) = .% (~ (u, v)) 
also auch yon 

(,,, V) I - . z (,,, v), ,% (.,  v ) ) ) ;  
22/~Z 

es is~ niimlieh sv (x (u, v)) 4 = ~ (u, v) ftir o ~ u ~ I, o ~ v ~ I, da diese beiden Punlcte 

die Bilder tier verschiedenen Punkte  x (u) und s (x (u)) bei 2,, sind. Fixiert  man 

also die Funkt ion  ~ (u, v) durch ~ (o, o ) =  ~ (o), so ist ~(u, o ) =  ~ (u). Dann  ist die 

yon v stetig abhi~ngende Differenz 

- ( o ,  

da sie eine ganze Zahl sein soll, eine Konstante,  also 

~(I, I ) - - ~ ( o ,  I)=~(I,O)--~(o,o)~---~(I)--~(o) w. z. b. w. 

14 Pal. Rend. 38 (1914). 
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Die obige Bedingung, dass E die Indikatrix erhalten sollte, kann nun naehtr~glieh 

leieht aufgehoben werden, da der Index yon C offenbar bei Transformation yon 

s mit der Spiegelung an der reellen Aehse E ( x ) =  x erhalten bleibt. 

Fasst man die Fl~ehe ~ als eine im gewShnliehen l~aum gelegene Fl~ehe 

auf, so wird @ zu einem Abbild ihrer universellen tJberlagerungsfl~ehe dadureh,  

dass man die aufgesehnittene Fl~ehe ~ auf einen Fundamentalbereieh yon F ab- 

bildet. ])as schliesst mannigfaehe Willkfir in sich. Wenn man dureh zwei Aus- 

ffihrungen dieser Operation zu zwei Abbildungen der universellen ~berlagerungs- 

fl~ehe yon ~ auf @ gelangt ist, so gehen diese dureh eine T-Funktion in einander 

fiber. Sind mittels der beiden Abbildungen zwei einander entspreehende S-Funk- 

tionen fiber einer a-Abbildung o ~ konstruiert, so werden diese dureh die T-Funk- 

tion in einander transformiert. Der obige Inwtrianzsatz gibt uns also dos Reeht, 

von dem Index einer isolierten, zur selben Fixpunktklasse gehfrige~t Fixpunktmenge 

yon a 9o sehlechthin zu sprechen. 

Insbesondere haben ~quivalente Fixpunktteilmengen isogredienter S-Funk- 

tionen denselben Index. 

Yon dem Reeht, eine S-Funktion mit einer beliebigen T-Funktion zu trans- 

formieren, ohne die Indizes ihrer Fixpunktmengen zu ~ndern, wird noch weiterhin 

Gebrauch gemacht. 

37. Index einer Fixpunktklasse. Indexsumme ~. Allgemeines Fixpunktproblem. 

Es sei wieder eine Abbildung o~  vorgegeben, s @ sei eine darfiber liegende 

S-Funktion, I der durch s induzierte Automorphismus. # sei ein Fundamental- 

bereieh yon H(I) .  Dann ist eine Fixpunktklasse yon ~ einfaeh und vollst~ndig 

dargestellt dureh die in # gelegeue Teihnenge H 1 der Fixpunkte yon s a) (@ 33). 

//1 hat dabei nur an endlich vielen der mit dem Fundamentalbereich B von F 

iquiwlenten Bereichen Teil (w 34). Wenn nun Hi isoliert ist, d.h.  wenn es eine 

die Fixpunktmenge H yon s (@ + E) nicht treffende, /11 und keinen anderen Punkt  

yon H i m  Inneren enthaltende Jordankurve C in @ + E  gibt, dann wird der 

Index yon Hi, d.h. yon C (w 35), als Index der betraehteten Fixpunktklasse be- 

zeichnet. Diese Isolierbarkeitseigenschaft braucht nun nieht notwendig vorzuliegen, 

nimlich dann nieht, wenn es Fixelemente bei I gibt. Denn dann kann es vor- 

kommen, dass zwei ~quivalente Punkte yon @ gleiehzeitig zu einem aus Fixpunkten 

von s �9 bestehenden Kontinuum in @ gehSren; es hat  oft Interesse, gerade dieses 
38--26404. Acta mathematica. 50. Imprim6 le 18 septembre 1927. 
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Verhalten zu betrachten. Vgl. Beisplel I2, w 48. Im AUgemeinen wollen wir 

aber, um jeder Fixpunktklasse einen Index zuordnen zu kSnnen, fiber a q~ die 

folgende ))Annahme a>) machen, dutch die, wie man leicht erkennen wird, das 

allgemeine Fixpunktproblem keine unsachgemi~sse Einschr~nMmg erleidet: 

Annahme a: Es wird angenon~men, dass unter den endlich oder abzh'hlbar vielen 

Gebieten auf qD, die die Restme~ge der Fixpun]ctmenge yon aqD bilden, 

eines dasselbe Geschlecht wie q~ hat. 

In diesem Gebiet kann man dann ein kanonisches Schnittsystem yon q9 anbringen 

und dieses bei der Abbildung yon ~ auf den Fundamentalbereich B yon F zu 

Grunde legen; dann hat keine der fiber aq~ liegenden S-Funktionen Fixpunkte auf 

dem Netz ~Y. (Mit anderen Worten: diese Bequemlichkeit kann man, wenn die 

Beziehung zwischen ~ und q) schon vorliegt, bei Gfiltigkeit der Annahme a nS- 

tigenfalls durch Transformation der S-Funktion mit einer :T-Funktion erreichen, 

was ohne Einwirkung auf die Indizes b]eibt.) Dann kann man den Index der 

Berandung jeder Netzmasche bei s bilden. Stellt man nun den Fundamental- 

bereich yon H ( I )  wie in w 34 in der Form 

fl-~ B + i'~B + ]~,B + ... 

dar, so haben diese Maschen bis auf hSchstens endlich viele den Index Null, und 

der Index der Fixpunktklasse ist die Summe der Indizes fiber alle Maschen. 

W~hlt man insbesondere k~, k2 , . . ,  so, dass fl ein einfach zusammenh~ngendes 

Gebiet wird, so kann man eine aus Netzseiten yon N bestehende Kurve C in 

bilden, die alle in fl liegenden Fixpunkte yon s r  umschliesst, und hat dann 

offenbar Ubereinstimmung des Index yon C mit der Summe der Indizes der yon 

C umschlossenen Maschen. 

Ffir eine die Annahme a erfiillende Abbildung a~ ist also der Index jeder 

einzelnen Fixpunktklasse, und da es nur endlich viele solche gibt, auch die Summe 

der [ndizes aller Fixpun]ct]classe~ definiert. Diese sei mit ~ ~ ~(a) bezeichnet. 

Nun ist zu erwarten (und das wird im Folgenden nich~ generell, aber in 

einer Reihe yon besonderen F~llen dargetan), dass die Anzahl der Fixpunkt- 

klasse~ mit einem yon Null verschiedenen Index und der Index jeder einzelnen 

yon ihnen, also auch die Indexsumme .~, allein yon der Abbildungsklasse yon a 

abh~ngt. Dann erhi~lt das allgemeine Fixpunktproblem folgende Form: 

Allgemeines Fixpunktproblem:  Die Anzahl der Fixpunktklassen mit einem von 

Null verschiedenen Index und den I~dex jeder Klasse fiir jede Abbildungs- 

klasse vo~2 q~ aus der zugehYrige,~ Automorphismenfamilie yon F zu bestimme~t. 
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Betrachten wir noch einmal die Transformation der gegebenen Abbildung mit 

einer topologischen Abbildung. Es sei ~0 eine topologische Abbildung yon ~ auf sich, 

t eine fiber ~ liegende T-Funktion und J der durch t induzierte Automorphismus. 

Dann induziert die S-Funktion s ~ = t s t  -1 den Automorphismus I i - ~ J - i I J .  

I~ GehSrt also mit I zur selben Automorphismenklasse, aber im Allgemeinen nicht 

zur selben Isogredienzklasse. Die Indizes der durch s and s 1 bestimmten Fix- 

punktklassen sind n a c h w  36 gleich. Das gleiche gilt aber auch fiir die iibrigen 

Fixpunktklassen yon a und ~az  1. t transformiert n~mlich die ganze Familie der 

mit s verwand%en S-Funktionen in die ganze Famflie der mit s 1 verwandten: 

t . f s . t -1 = f z  " t s t  - i  -~ f J s , ,  (27) 

und dabei reproduziert sich die Einteilung in Isogredienzklassen in Bezug auf 

die in Betracht kommenden Automorphismen: die Gleichungen 

und 

A - - ~ f ' A  . f/--1 

f2s =fa .  f ls.  fj-J, 

folgen durch Ausiibung yon J bezw. j - 1  aus einander. Wenn also die LSsung 

des Fixpunktproblems allein yon dem vorgelegten Automorphismus abhingt,  so 

gilt: Bei der LSsung des allgemeinen Fixpunktproblems fiir einen vorgelegten 

Automorphismus ist es statthuft, diesen mit einem beliebigen Automorphismus zu 

transformieren. Bei dieser Transformation bleibt die Familie des vorgelegten 

Automorphismus als Familie beisammen, wie (27) zeigt, wir haben also als Zusatz 

zu der obigen Formulierung: Die Lb'sungen des allgemeinen Fixpunktproblems be- 

ziehen sich a u f  die vollstdndigen Klassen in einander transformierbarer Automorphis- 

menfamilien. Man kann hierin den expliziten Ausdruck ffir den einleuchtenden 

Sachverhalt sehen, dass die LSsung des Fixpunktproblems fiir eine Abbildungs- 

klasse nicht yon der Auswahl eines kanonischen Schnittsystems auf der Flitche 

oder yon der Auswahl eines Erzeugendensystems fiir die Gruppe F abh~ngen kann. 

38. Zur Klasse der Identitit gehSrige stetige Abbildungen des Torus. 

Die vorliegende Arbeit hat die Topologie der Fliichen vom GescMecht p > I 

zum Gegenstand. Es empfiehlt sich indessen, einen den Torus betreffenden Satz 

uls Einleitung zu dem Folgenden und als Vergleichssatz aufzustellen. Da man 
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leieh~ die bisher aufgestellten Begriffe sinngem~iss auf den Fall p -- I fibertri~gt, 

wird im Wesentlichen dieselbe Bezeichnungsweise beibehalten. 

Die Euklidische x-y-Ebene ~o sei die universelle t~berlagerungsfl~iche 

des Torus ~ so, dass Punkte mit ganzzahligen Koordinatendifferenzen fiber dem- 

selben Punkte yon ~0 liegen, s �9 sei eine stetige Abbildung yon q ) a u f  sich, 

gegeben durch stetige Abbildungsfunktionen 

x" : f ( x ,  y) 

y' = g Y) 

unter Giiltigkeit der Funktionalgleichungen 

f ( x +  I , y )=f (x ,y )+ I, f ( x , y  + I)=f(x,y), 

g(x'+" I ,y)=g(x ,y) ,  a(X,~'+ I ) - ~ - g ( x , ~ )  ~ c I .  

Dann liegt s �9 fiber einer stetigen Abbildung a q~, und a hi~ngt stetig mit der 

identisehen Abbildung zusammen. Liisst man niimlich jeden Bildpunkt s P yon 

�9 sich gegen seinen Originalpunkt P geradlinig hin bewegen mit einer kon- 

stanten Geschwindigkeit, die der Entfernung yon P und s P gleich ist, so erhiilt 

man eine Schar yon der Zeit t, o _--< t ~  I, stetig abhi~ngende Abbildungen st O, 

gegeben durch Abbildungsfunktionen ]) und gt, die denselben Funktionalglei- 

ehungen wie f u n d  g geniigen, st a} liegt daher fiber stetigen Abbildungen ate0. 

ao ist die gegebene Abbildung a, und a~ ist die Identitiit. 

Nun werde angenommen, dass a ~  der Annahme ~ (w 37) geniigL In dem- 

jenigen Restgebiet der Fixpunktmenge yon a~, welches das Geschlecht I hat, 

wird ein kanonisches Rfickkehrschnittpaar konstruiert, und die Korrespondenz yon 

q~ und q) sei so gew~hlt, dass die Geraden der ganzzahligen x fiber der einen, 

und die Geraden der ganzzahligen y fiber der anderen Kurve dieses Paares 
P 

liegen. Der Richtungsfunktion ~ entspricht jetzt i arc tg ~ ,  sodass wires mit 
27g X - - X  

P 

gew5hnlicher Arcusvariation zu tun haben. Die GrSsse Y~--Y hat nun wegen der 
X--X  

Funktionalgleichungen in gegenfiberliegenden Punkten auf den Seiten des Ein- 

heitsquadrates den gleichen Wert. Die gesamte Arcusvariation bei Umlaufung 

des Eiuheitsquadrates ist daher Null. Eine der Fixpunktklassen yon a ~  wird 

durch die in einer Quadratmasche gelegenen Fixpunkte yon s (P genau einmal dar- 

gestellt. Diese Fixpunktklasse hat also den Index Null. Andere Fixpunkte yon 
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fp werden yon solchen P unk t en  P i iberlagert ,  fiir welche P und s P ganzzahlige,  

n icht  beide verschwindende Koordina tendi f ferenzen haben.  U m  diese zu erfassen,  

s ind  die mi t  s ve rwandten  Abbi ldungen  zu untersuchen,  also Abbi idungen  sl @, 

definiert durch  die Abbi ldungs funk t ionen  

x' = f l  (x, y ) = f ( x ,  y) + a 

y' = (x, y) = g (x, y) + b, 

wo a und  b i rgend zwei ganze Zahlen sin& D a n n  geniigen aber  f~ und gl 

denselben Funk t iona lg le ichungen  wie f und  g, und  dieselbe Be t r ach tung  wie oben 

ergibt  den I n d e x  Nul l  fiir die Be randung  einer Quadra tmasche .  Dass  a ~  nu r  

endlich viele F ixpunktk lassen  hat ,  folgt,  analog wie fiir p > I (w 32), daraus,  dass 

das Bild des Quadra tes  o ~ x ~  ~, o ~ y ~  I bei s nur  an endlich vielen mi t  

diesem Quadra~ ~quivalenten Quadra ten  Tell  hut. Zusammenfassend  kSnnen wir  

dieses Ergebnis  so aussprechen:  

Sas 1~/:  Ist ~ eine stetige zur Klasse der Identit~t geh6rige Abbildung eines Torus 

auf  sieh, die die Annahme a e~illt ,  d.h. gibt es auf  dem Torus zwei 

doppelpunktfreie, sich in ei~em Punkt schneidende Kurve,,  auf  denen keine 

TTxpunkte bei a liegen und yon denen jede mit ihrem Bild bei a homotop 

ist, so ist ~ (a)--o ,  indem jede der mSglicherweise auftrete, den (endlich 

vielen) Fixpuul~tklassen f i ir  sich den Index Null hat. 

Dass in diesem Fall  n icht  no twendig  Fixpunk~e vorzul iegen brauchen,  zeigt 

I 
das Beispiel x ' = = x + - , y  = y .  

z 

Das  al lgemeine F i xpun k tp rob l em auf  dem Torus  ist vollst~ndig er ledigt  und  

liegt h inre ichend ausfi ihrl ieh dargeste l l t  vor  ~, sodass wir  uns hier  auf  die durch  

Sa~z ~7 gegebene LSsung des a l lgemeinen F ixpunk tp rob lems  fiir die Abbildungs-  

klasse der Iden~it~t  beschr~nken.  

1~ Zun~chst in den zwei Abhandlungen in Math. Annalen Bd. 82 (I92I): 
J. ]~IELSEN, ~]ber die Minimalzahl der Fixpunkte bei den Abbildungstypen der Ringfliichen, und 
L. E. J. BROUWER, ~fber die Mininialzahl der Fixpunkte bei den Klassen yon ei~deutigen stetigen 

Transformationen der Ringfliichen, 
in denen die Begriffe ,,Fixpunktklasse,, und ,,Index,, noch nicht klar hervortreten. Der Klassen- 
begriff wird dann eingeffihrt und der Beweis sehr vereinfaeht und zugleich das Ergebnis auf belie- 
bige stetige Abbildungen des (ndimensionalen) Torus ausgedehnt in der dAnisch geschriebenen 
Arbeit des Verfassers: 
Ringfladen og Planen, Matematisk Tidsskrift B (I924). 

Neuerdings ist unabh~ngig yore Verfasser Herr H. HOPF zu einer ghnlichen Darstellung gelangt: 
HEINZ HOI'F, Uber Mindestzahlen yon Fixpunkten, Math. Zeitschr. I927. 
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39. Die PAchtungsgruppe (F). 

Stellt man die ~-Werte --~o < ~ < ~ auf einer Geraden Z dar, so ist 

Z dadurch als universelle Uberlagerungsmannigfaltigkeit yon E gedeutet. Der 

Gruppe F,  als Gruppe yon topologischen Abbildungen yon E auf sich aufgefasst, 

entspricht dann eine Gruppe yon topologischen Abbildungen yon Z auf sich, die 

wir die ,,Richtungsgruppe* nennen und mit (F) bezeichnen. 

Es soll eine abs t ra~e  Darstellung yon (F) durch erzeugende 0perationen 

und definierende Relationen ermittelt werden. 

Sei f ein beliebiges Element yon F,  Zo ein beliebiger Punkt  yon E, ~0 einer 

der iiber % liegenden ~-Werte und ~ einer der fiber fZo liegenden ~-Werte. 

Dann ist eine topologische Abbildung yon Z auf sich durch die Forderungen festge- 

legt, dass sie fiber f E  liegen und Go in ~ fibefffihren soil. Da die Intervalle yon 

G0 bis ~0 + I und yon ~ bis ~t + I je eine einmalige Bedeckung yon E ergeben, 

wird diese Abbildung periodisch mit der Periode i. Ein Punkt  ~,, yon Z, der 

fiber dem Grundpunkt V(f) liegt, geht dabei in ~, + v fiber, wo v eine ganze 

Zahl ist, und diese Verschiebungszahl ist ffir alle fiber V(f)und U(f)liegenden 
Werte dieselbe. Die erhaltene topologische Abbildung yon Z mSge dann mit 

(f), 

bezeichnet werden. Sie genfigt der Funktionalgleichung 

(f) ,(~ + I) = ( f ) , ~ +  I. (28) 

Die fiber der identisehen Operation I yon F liegenden 0perationen yon (F) bil- 

den eine Untergruppe yon (~'), die yon den Potenzen yon 

(I),, 

d. h. der Verschiebung yon Z in positiver I~ichtung um eine Einheit, gebildet 

wird. Diese ist mit allen Elementen yon (F) vertauschbar; denn (28) besagt 

(f)" (I)1 ~=(1)l (f)" ~" (29) 

Man hat dann ffir alle Werte yon n 

(I)ln= (I)n 
und 

(f) ,  (I)n = (I)n (f),, = (f)~+,,, (2 9 a) 
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sodass wir in den 2 p  + I Operat ionen 

(al)o, (hi)o, �9 . . . .  , (a~)o, (bp)o, (!)x 

ein Erzeugendensystem von (F) gefunden haben. Dabei ist 

(.1)o-1= (a,-,)o 

und analog. 

Nun  wird ein vollst~ndiges gela t ionensys tem gesucht. Zunitchst ergibt (29) 

die Vertauschungsrelat ionen 

]i = I , . . . , p .  (3 ~ ) 
(bi)o ~ (I)l l 

Wegen  (3 o) kann jedes Element 7 von (F) in der Form 

7 =  II((a,)o, (bs)o) ' (I)1 't 

dargestell t  werden. Soil nun 7 die Identifier, d.h. 

7=(I)o 

sein, so muss 11 ((a~)o , (bs)o) fiber der identischen Abbi ldung yon E liegen, also muss 

1I (a. &)= I 

in F sein. Dann  ist (vgl. w 8) identisch in den a~, b~ 

m 
11(as, bi) ~-- I I*  hj (a,, bs) B (a,, bt)~J hj (a,, bi)-I (3 I) 

j=l 

wo dureh den Stern angedeutet  wird, dass es sieh um ein neues Produk~ h~n- 

delt. Die Identifier (3 I) kann man ebenso gut  in den (as)o,(bs)o start in den a~, b~ 

schreiben. Es kommt also alles darauf  an, das Element 

t~ ((as)o, (bs)o) ~- (al)o (bl)o (a1-1)o (bl-l)o ..  �9 (ap)o (bio)o (av-1)o (bv-1)o 

zu bestimmen. Dies Element liegt fiber der Identifier von F,  also ist 

R ((as)o, (bi)o)= (I)l ~, (3 2) 

wo x zu best immen bleibt. Da (1)1 mit allen Elementen yon (F )ve r t ausehbar  ist, 
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heben sieh dann auf der reehten Seite yon (3 I) alle Transformatoren hj((ai)o, 
(b,)o) fort, sodass 7 mittels (32) und (3o) auf die Form 

)~ = ( i ) l n + x  "X~j 

gebraeht ist, wo dann der Exponent Null sein muss. 

Urn nun den Exponenten x in (32) zu bestimmen, hat man sich das Fol- 

gende fiber die Produktbildung (f)0(fl)0 klar zu machen: Bei f E  erhalten die 

Punkte yon E, die links yon der gerichteten Achse U(f) V( f )  liegen, eine ne- 

gative Verschiebung, die Punkte rechts yon der Achse eine positive Versehiebung, 

und diese Verschiebungen betragen weniger als einen Umkreis yon E. Bei (f)o Z 

bleiben die fiber U(f) und V(f )  liegenden Punkte in Ruhe, und die fibrigen 

Punkte erhalten teils eine negative, teils eine positive Verschiebung < i. Also gilt 

und weiter 
- - ,  < ( f ) o ~ - - ~ <  I 

V--I  < (f) , .~--~ < V +  I. (33) 

Nun gebe man den Achsen yon f u n d  f l  Pfeilspitzen, die yon dem negativen 

nach dem positiven Grundpunkt zeigen, und betrachte das Produkt (f)o (f~)o der 

Reihe nach in folgenden F~llen: 

I) f u n d  f i  haben zusammenfallende Achsen. Dann bleiben die fiber den ge- 

meinsamen Grundpunkten liegenden Punkte yon Z sowohl bei (fl)o wie bei (f)o 

fest, also ist 

(f)o (f~ )o --(ff~)o. (34) 

2) Die Achsen yon f u n d  f l  schneiden einander. Dann bleiben die fiber U(f , )  

bezw.  V(f,) liegenden Punkte yon Z bei (J~)o fest und erhalten bei (f)o Versehie- 

bungen entgegengesetzten Vorzeichens. Zufolge (33) gilt also wieder (34). 

3) Die Achsen von f u n d  f l  treffen einander nicht. Dann bestimmen sie zwisehen 

sich ein Teilgebiet 7 yon @ + E, an dessen Berandung sie beide Teil haben. 

Wenn dann die Pfeilspitzen der beiden Achsen auf dem Rande yon 7 verschiedene 

Umlaufssinne bestimmen, so erhalten die Punkte yon Z, die fiberf~ -1 V(f )bezw.  

fiber V(fl) liegen, bei (f)o(fl)o Verschiebungen entgegengesetzten Vorzeichens, 

also gilt wieder (34). 

4) Die Achsen yon f u n d  f ,  erteilen fibereinstimmend dem Rande yon 7 einen 

Umlaufssinn, der a) dem positiven Umlaufssinn auf E entgegengesetzt ist, b) mit 
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ihm iibereinstimmt. Hier h~ngt die Entscheidung der Frage yon der Lage der 

Grundpunkte yon f f l  ab. Wir werden die Antwort aber nur in dem Fall brau- 

chert, wo man fiber mindestens einen dieser Grundpunldce weiss, dass er auf 

einem der beiden zum Rande yon 7 geh5renden TeilbSgen yon E liegt. Jeder 

solche Punl~ erh~lt niimlich im Fall a) zun~chst bei f~ eine positive Verschie- 

bung und dann bei f entweder wieder eine positive Verschiebung (falls er n~i.m- 

lich auch in seiner neuen Lage noch zum Rande yon 7 gehSrt) oder eine nega- 

tive Verschiebung (falls er auf die linke Seite der Achse yon f geraten ist), die 

geringer ist als die vorhergehende positive Verschiebung, insgesamt also eine positive 

Verschiebung. Wenn abe r  ein Grundpunkt yon ff~ eine positive Verschiebung 

erhalten hat, so ist 

(f)0 (fl)0----(ffl), 

mit einem positiven Wef t  yon v. 

als einen Umkreis um E ausmacht, so folgt wegen (33) v = I, also 

im Fall a) und analog 

im Fall b). 

Da nun die Versehiebung yon V(fl) weniger 

(f)0 (f l )o= (ffl)~ (35 a) 

(f)0 (A)0= (ff~)-~ (35 b) 

Nun geben in allen F~llen die Entwicklungen der Grundpunkte vollen Auf- 

schluss dariiber, welche der obigen F~lle jewei l s  eintreten. Da je zwei der 

Achsen yon al, b l und al b, sich schneiden, ist nach (34) 

(36) (at)O (b.1)o (al-1)o = (a 1 bl a l -1)o  . 

Die Achsen yon a 1 b~ a1-1 und b1-1 entsprechen dem Fall 4 a), und die Grund- 

punl~e yon a~ bla~-~b~-~=k, liegen in ihrem Zwischengebiet 7, also hat man 

nach (35 a) 

(al  bl a l -1)0  (bl-1)0 = (a 1 bl a1-1  b l -1 ) l ,  

und also, da das Gleiche fiir die iibrigen Indizes gilt, mit der Bezeichnung 

k i  ~ a i  bi ai  - 1  b~ -1, 

n ((,,)o, (b,)o)= ( lh (k. h - -  

= (~1)0 ()~2)0""" (kP)0 (I)1 p . 
39- -26404.  Acta mathematica. 50. Imprimd le 18 soptembro 1927, 
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Nun entsprechen (fiir p > 2) die Achsen von k~ und k~ wieder dem Fall 4 a), und 

die Grundpunkte yon k~ k2 liegen in ihrem Zwischengebiet, man hat also nach (35 a) 

(k,)o = = k )o ( , ) , ,  

und der gleiche Schluss gilt (fiir p > 3) fiir k~ k~ und ka u.s.w, bis zum vorletzten 

Schritt. Also hat man 

R ((a,)o , (bi)o)= (kl ko..., kv-~)o (kp) o (I)l p+{p--2)  , 

Die Elemente kl k~... kv-1 und kv sind aber zu einander reziprok wegen R (a~, bi) 

--~ i, also gilt nach Fall I) 

(k 1 k ~ ' ' "  If p--l)0 (~P)0 = (I)0, 
also 

x = 2 p - - 2 .  

Somit hat sich fiir die Richtungsgruppe (F) die folgende abstrakte Darstellung 

ergeben: 

I Erreugende: (ai)o, (hi)o, (I)1 / 

Rela t ionen  ." (ai)0 ~- ( I)1 i ~ I,  2, . . . ,  p .  

(~)  (bi)o ~- (I) l  

(al) o (bx) 0 (al)o -1  (b,)o - 1 . - -  (up) 0 (bp) 0 (ap)o -1 (bp)o -1 = (I) 219--2. 

I)iese Gruppe ist zuerst yon Herrn H. H O T E L L I N G  16 angegeben worden, der 

sie yon einer etwas anders gewendeten Fragestellung aus und mit anderen Me- 

thoden gewinnt, wenn man auch die sachliche l~bereinstimmung der beiden unab- 

h~ngig yon einander entstandenen Betrachtungsweisen miihelos erkennen wird. 

Nach HOTELLING ist (~ b~) 4ie Fundamentalgruppe derjenigen orientierbaren ge- 

schlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit, deren ))Punkte)) die Flh'chenpunkte 
yon qD gepaart mit einer yon ihnen ausgehenden Richtung sind. Der obige Expo- 

nent 2 p - - 2  ist dann der (einzige) Torsionskoeffizient dieser Mannigfaltigkeit. 

4o. Zuwachs der Richtungsi~m~rtion auf ~quivalenten Wegstiicken und auf/~'. 

Es sei s eine S-Funktion: I der durch s induzierte Automorphismus, H die 

Fixpunktmenge yon s(q~+E) und q ) + E - - / / ~ D  gesetzt. ~(x;s) wird kurz mit 

It) HAROLD HOTELLING, Three-dimensional Manifolds of States of Motion, Transact. Amer. 
Math. Soe. vol. 27 (1925). 
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~(x) bezeiehnet, w sei ein gerichtetes stetiges Kurvenst i ick in .q, das yon x~ nach 

x~ fiihr~. ~1 sei ein besfimmt gew~hlter unter  den nur  Mod. I best immten Wer- 

ten ~(xl). Dann sei 

+fd  (37) 

gesetzt. 

ist. 

also 

f sei ein Element yon F,  das Fixelement  bei I, also mit s ver tauschbar  

Dann  ist zufolge (26) (w 35) in ganz t~ 

z If(x), s (f(x))] = z If(x),  f ( s  (x))] = f ( z  [x, s (x)]), 

(f(x)) = (f)~ ~ (x), (38) 

wobei die unbest immte ganze Zahl v der Unbes t immthei t  yon ~ Mod. 

tr~gt. Dann  wird 

f w  w 

Rechnung  

(39) 

giiltig fiir jedes ~; die Unabhiingigkeit  der Differenz yon �9 ist evident wegen 

(f) ,  ~ = (f)o ~ + v. 

Dann  hat  man wegen (38) und (39), giiltig fiir jeden Wer t  yon v :  

; d  [~ (f(x))--~ (x)] = ( d  [(f)~ ~ --  ~] = (f),  ~ -  ~ -  [(f), ~ , -  ~l]- 
t /  . 2  

q)3 ~J9 

Ersetzt  man nun den Integra~ionsweg w durch einen beliebigen anderen in t~ yon 

x~ nach x~ fiihrenden Weg,  so ~ndert sich ~ hSchstens um eine ganze Zahl, was 

wegen (28) ohne Einfluss auf die Differenz (f) ,  ~ 2 -  ~ bleibt. Also ist 

f d W(x)) -- (x)] 

unabhh'ngig vom Integrationsweg in ~. 
Nun seien x 1 und x~ zwei zu D gehSrige Punk te  yon E,  die nicht  durch 

die F ixpunktmenge  yon s E ge t renn t  werden, also zum selben fixpunktfreien In- 

tervall  auf  E gehSren, und w sei der sie verbindende zu /2 gehSrige Bogen yon 

/~, Dann kann man wieder (37) bilden. Da  sw zum gleichen f ixpunktfreien ln- 
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tervall gehSrt, wie w, und hier z(x,s(x))=s(x) ist, liegt kein Punkt des Inter- 

valls (~, ~._,) der Achse Z fiber einem Fixpunkt yon s E. Wenn es also fiberhaupt 

Fixpunkte bei s E gibt, so hitngt ~ -  gl nur yon der Lage der Punkte s (xl)und 

s(x,) ab. Wenn nun insbesondere w zu einem fixpunktfreien periodischen Inter- 

vall gehSrt, das durch die Grundpunkte des Fixelements f begrenzt wird, und 

ist, so ist naeh (3 8) 

x.o = f ( x l )  

g, ---- (f) ,  g,, 

lund hier muss r -~  o sein; denn sonst g~be es zwischen ~[ und ~e einen Punkt  

der Z-Achse, der fiber einem Grundpunkt yon f,  also einem Fixpunkt yon s E  

l~ge. Man hat also bei Integration l~ngs E 

y(x,) 

Xl 

= Cf)o  g ,  - ( 4 0 )  

4I. Klassenindex Null bei zyklischer Fixelementgruppe. 

Es sei s e i n e  S-Funk~ion, ~r der zugehSrige Automorphismus und H(I) sei 

zyklisch, also, indem f das primi~re Fixelement ist, H(I)~-{f}. Bei s E m5gen 

zwei fixpunktfreie, bei f periodische Intervalle entstehen (w 14). ~ sei wieder 

der fixpunktfreie Teil yon a )+E .  Das Netz ~r gehSre ganz zu ~ auf Grund der 

Annahme a (w 37)- Der Index der durch s �9 dargestellten Fixpunktklasse wird 

n a c h w  37 durch das fd fiber den Rand eines Fundamentalbereichs yon {f}  de- 

finiert. Es ist daher zuniichst ein solcher Fundamentalbereieh herzustellen, dessen 

Rand fixpunktfrei ist. 

U(f)  und V(f) sind die einzigen Fixpunkte auf E. Die in einem Funda- 

mentalbereieh yon {f} gelegene Fixpunktmenge yon s �9 li~sst sich nach w 34 in 

einen ganz im Inneren yon /i7 gelegenen Kreis einschliessen. Z und tt (Fig. 16) 

seien zwei Abstandslinien zur Achse yon f ,  die diesen Kreis zwischen sich ent- 

halSen. Dann enthiilt das durch ). und t* bestimmte Kreiszweieck die gesamte 

Fixpunktmenge yon s q), da diese sich bei {]7 reproduziert. C-~-z 1 z, sei ein 

nichteuklidisches Lot auf der Achse yon f ,  das mit keiner Geraden des Netzes 

N zusammenfiillt und durch keinen Eckpunkt yon N geht. Die yon C durch- 
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sehnittenen Netzmaschen sind dann so l~ngs C aneinander gereiht, class ihre 

Gesamtheit yon zwei einfachen Netzseitenziigen berandet wird. A B sei ein Stiiek 

des einen dieser Netzseitenzfige, welches yon einem Punkte A auf ~ durch das 

Zweieck ~ t~ hindurch zu einem Punkte B auf tt fiihrt. 

Man verbinde A geradlinig mit zl und B m i t  z2 (den Endpunkten yon C 

auf E). So ist ein yon Fixpunkten freier, yon zl nach z~ fiihrender Weg w 

hergestellt. Dieser trifft of[enbur sein Bild bei f nicht, w und f w  enthalten 

VCD 

"2 

P 

z, 

Fig. 16. 

zwischen sich einen Fundamentulbereich yon {f} mit den vier >>Eckpunkten~> zl, 

zo., fz~,  f z l  bei positivem Umlauf. Der Rand desselben gehSrt zu t2, d~ ja auch 

die beiden TeilbSgeu yon E yon Fixpunkten frei sind. 

Nun sei ~l einer der Werte yon ~(zl). Ferner sei 

. 2  
~V 

Dunn ist nach (39), fiir ~ ~-o:  

f ~ -= (f)o ~. -- (f)o ~1. 
,f~o 
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/ ,  
Die Beitr~ige zu _ld~ auf den beiden BSgen yon E folgen aus (40), indem die 

dort gemachten Vorausse~zungen hier erfiillt sind. Die vier Teilbeitri~ge zu 
i /  

bei positivem Umlauf sind also der Reihe nach: 

g2 

j ' =  - 

Zl 

fz~ 

f = ( f ) o  - 

Z2 

f ~- (f)o ~, -- (f)o ~2 
]z, 

zl 

f zl 

und ihre Summe is~ Null: 

Satz 18: Wenn s einen Automorphismus mit zyklischer Fixelementgruppe induziert 

und bei s E zwei fi~..punktfreie periodische L~tervalle entstehen, so hat die 

bei s q) auftretende Tu den Index 3Tull. 

Es sei noch ausdriicldich darauf hingewiesen, dass fiber die Verschiebungs- 

richtung der Punkte der fixpunktfreien Intervalle bei der Abbildung s E nichts 

vorausgesetzt zu werden brauchte. 

42. Die Birkhoffsche Formel. 

In diesem Paragraphen wird das Fixpunktproblem (fiir p > I) ffir die zur 

Klasse der Identitii~ geh6rigen ste~igen Abbildungen erledigt. 

Es sei also a T eine zur Klasse der Identit~it gehSrige a-Abbildung, die der 

Annahme a (w 37) genfigt. Dann k5nnen wir annehmen, dass auf dem Netz N 

keine Fixpunkte tier fiber a liegenden S-Funktionen vorkommen, s sei die fiber 

a liegende und den identischen Automorphismus I o induzierende S-Funktion; s ist 

also mit allen Elementen voa F vertauschbar. 



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Fl~ichen. 311 

Nun soll der Index der durch s O  dargestellten Fixpunktklasse yon a ~  be- 

stimmt werden. Da die Fixelementgruppe H(Io) mit F identisch ist, ist .I 'd 

fiber den Rand eines Fundamentalbereichs von F bei positivem Umlauf zu bilden, 

indem dieser die Rolle der Kurve C (w 37) spielt. Wir w~hlen die zentrale Masche 

B, deren Rand als yon Fixpunkten frei angenommen wurde. Die Eckpunkte yon 

B seien, yon dem zun~ehst unterhalb der positiv-reellen Achse liegenden anfan- 

gend, linksl~ufig mit Q0, Q1, . . . ,  Q~)-I bezeichnet. Dann ist 

Q1 = al b~ 1 a1-1 Qo 

Q3 ~ bt Q2 ~ a1-1 Qo 

Q~ ~ bi al b1-1 Qa ~-- bl Q1, 

und hiernach wiederholen sich diese Elemente, nur mit den Indizes 2, 3, u.s.w. 

Es werde ffir ~(Qo) einer seiner Werte, ~o, fixiert. Ferner sei dann 

Q, 
f o  

. /  
Oo 

Q~ 

f .) 
Q~ 

Q~ 

. ]  
Q~p--1 

wobei die IntegrMe l~ngs der Randseiten yon B zu bilden sind. Der gesuchte 

Index ist dann ~p ~ ~o. Wegen 

Qx = a l  b 1 - 1  a 1 - 1  Qo 

geht nun ~ aus ~o durch eine derjenigen topologischen Abbildungen der ~-Achse 

auf sich hervor, die zu dem Element a~ bt -1 a1-1 gehSren, etwa in der frfiheren 

Bezeichnung: 
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~ = (a,  b, - 1  . ~ - ~ ) , ,  Co, 

und  ebenso gib$ es eine bes t immte  ganze Zahl  v._, so, dass 

L. = ( " ~ - %  g,. 

N u n  ist 
Q.~ Q, 

: J 
"d~---- 

q~ Qo 

auf Grund yon (39), also wegen (42), (41), (36), (29a) und  (3o): 

----- (at-l),, (al bt al--J)--,, ~1 

= (al--1),, (al ~1 a , - ' ) - , ,  (ax)_,, ~: 

= (a,l--1)o (a 1 b 1 al--l)o (al) 0 (I)--,x ~$ 

= (b , )_ . ,  ~ .  

Wei te r  ist dann 

(41) 

0.4 q.. 

f Qa Q~ 

= (b0-~ (a~ b~ -~ ~-1),~ ~o 

= (ba)o (a, ba - I  a,-~)o ~o 

= (bl)o (a~)o (bl)o -1 (.~)o-1 ~o- 

Somi t  wi rd  der  gesuch te  Index,  da  sieh die letz~e F o r m e l  mi t  E r h S h u n g  der  In-  

dizes wiederholt ,  

~ ,p  - -  Co = 1~ ((at)o,  (bi)o) -1 ~o --  ~o 

= ( ~ ) ? - ~  ~o - ~ o  - -  2 - 2 p  

au f  G r u n d  der  l e t z ten  Re la t i on  der  G r u p p e  (/~. 

(42) 



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Fl~ichen. 313 

Der Index der durch sO dargestellten Fixpu~ktklasse ist also 2--2p. 

Es bleiben noch die Indizes mSglicher anderer Fixpunktklassen zu bestim- 

men. Es sei also f ein beliebiges Element aus F.  Die mit sO verwandte S- 

Funktion f s O  induziert den inneren Automorphismus Iof-X, vgl. w I2 und fol- 

gende. Die zugeh6rige Randabbildung i s t f  E m i t  den Fixpunkten U(f) und V(f)  

und zwei durch sie bestimmten periodischen fixpunktfreien Intervallen (w I4). 

Die Fixelementgruppe H(Iof-1 ) ist die zyklisehe Gruppe {f*}, wo f *  das zu der 

Aehse yon f gehSrige prim~re Element ist (w 17). Nach Satz I8 hat somit die 

zugehSrige Fixpunktklasse -- wenn es iiberhaupt Fixpunkte bei f s O  g i b t -  den 

Index Null. 

Zusammenfassend haben wir also: 

S a t z  19: Die endlich vielen Fixpunktklassen ei~er zur Klasse der Identitdt ge- 

hb'rigen Abbildung aq~ haben alle den Index Null bis auf eine ei~zige, 

topologisch notwendige Klasse, die den I~dex 2--2p hat. 

Insbesondere gilt also auch fiir die Indexsumme 

Z(Io) = 2--2p,  (43) 

wobei dutch den Repr~sentanten Io tier Automorphismenfamilie tier Identit~t, 

der als Argument yon ~ gesetzt ist, angedeutet werden soil, dass es sieh wirklich 

um eine fiir die Abbildungs~lasse giiltige Formel handelt. 

Nach Satz I7 ist (43) auch fiir p = I  richtig. 

Die Formel (43) verdankt man G. D. BIg~O~F ~7, der sie fiir eineindeutige 

analytische Abbildungen einer analytischen Fli~che vom Geschlecht p mit Hiilfe 

eines yon PoiNcAg~ stammenden Lemmas beweist und daraus auch fiir den all- 

gemeinen topologischen Fall die Existenz mindestens eines Fixpunktes erschliesst. 

Durch die vorstehenden Ausfiihrungen wird die Giiltigkeit der Formel auf belie- 

bige stetige Abbildungen yon der Klasse der Identit~t ausgedehnt, ferner erkannt, 

dass, obwohl beliebig viele Fixpunktklassen auftreten kSnnen (w 24), die lndex- 

summe 2- -2p  immer vom Beitrag einer einzigen Fixpunktklasse stammt, und 

endlich die Annahme endlich vieler Fixpuukte dutch die viel schwi~chere Annahme 

a ersetzt. Wenn man nicht nur die Existenz yon Fixpunkten iiberhaupt nach- 

weisen, sondern auch die Rolle der einzelnen Fixpunktklassen durch Indizes be- 

werten will, kommt man natiirlich um eine Annahme yon der Ar~ der Annahme 

a nicht herum; man braucht ja nur zu bedenken, dass in dem Grenzfall, wo alle 

~7 D y n a m i c a l  s y s t e m s  w i t h  two degrees  of f reedom, Trans .  Amer .  Math .  Soc. 

sonders  S. 286 ft. 

40--26404.  Acta mathematlca.  50. Iinprim4 le 19 septembre 1927. 

Bd. I8, be- 
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Punkte yon ~ Fixpunkte yon a F sind, der Begriff des Index li~ngst seinen Sinn 

verloren hat. 

Dass es topologische Abbildungen yon der Klasse der Identitiit mit nur 

einem Fixpunkt gibt, zeigt z. B. v. KEREKJ~RT6 18 durch ein Beispiel. Man kon- 

struiert ein solches einfacher mRtels des folgenden mir yon It. KN~SER miindlich 

mitgeteiRen Hfilfssatzes: 

Eine topologische Abbildung einer Kreislinie auf sich, die mindestens 

einen Fixpunkt hat, l~sst sich zu einer topologischen, im Inneren fix- 

punktfreien Abbildung der Kreisscheibe erg~nzen. 

In der Tat, wenn 0 ein Fixpunkt und  P ein beliebiger Punkt  der Kreis- 

linie, P '  das Bild von P (das auch mit P zusammenfallen kann) und p ein belie- 

biger Punkt auf der Sehne OP ist, so kann man festsetzen, dass der Bildpunkt 

p '  yon p auf der Sehne OP" liegen und etwa 

op' iop  
oP'= 16]'/ 

sein soll. 

An die Stelle der Kreisscheibe kann natiirlich eine beliebige Jordanscheibe 

treten. Nun bilde man die einzelnen Randseiten des Fundamentalbereichs B yon 

F so auf sich ab, dass ausser den Endpun]rten der Randseite keine Fixpunkte 

vorkommen, und fiberdies noch so, dass die Abbildungen auf i~quivalenten Rand- 

seitenpaaren durch das betreffende F-Element in einander transformiert werden. 

Diese topologische Abbildung des Randes yon B auf sich, die in den 4/9 Ecken, 

und nur da, Fixpunkte hat, ergiinze man nach dem Hiilfssatz zu einer im Inneren 

fixpunktfreien Abbildung der Masche B. Die hierdurch bestimmte topologische 

Abbildung yon F gehSrt zur Klasse der Identititt und hat als Fixpunkt nur den 

einen Punkt, fiber dem die Ecken yon B liegen. - -  t t ier liegt also nur die topo- 

logisch notwendige Fixpunl~klasse, und diese nur durch einen Punkt vertreten, 

vor. Der Index dieses Punktes ist z--zp.  

43- Die Alexandersche Formel. 

In diesem Paragraphen wird ein von J. W. ALEXANDER 19 herriihrender, aus- 

serordentlich wertvoller Satz wiedergegeben, der (in der hier verwendeten Termi- 

~s Vorlesungen fiber Topologie I, Verlag Springer, I923, S. 214. 
19 j .  W. ALEXANDER, Invar iant  points of a surface t ransformation of given class, Transact.  

Amer. Math. Soe. Vol. 25. 
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nologie gesproehen) die Summe ~ der Indizes Mler Fixpunktklassen explizit 

anzugeben gestattet. Dabei wird fiber die Abbildung eine recht spezielle Ann~hme 

gemacht; aber es ist ersichtlich, dass das Resultat yon dieser Annahme unabhi~ngig 

ist, wenn man, wie es bei sp~tteren Anwendungen der Fall  ist, yon anderer Seite 

her weiss, dass ~ nur v o n d e r  betraehteten Automorphismenfamilie abhi~ngt, so- 

dass es genfigt, ~ in einem speziellen Fall zu bestimmen. - -  Die folgende Her- 

leitung steht mit der yon Alexander selbst gegebenen in engstem Zusammenhang. 

Es sei ein beliebiger Automorphismus I gegeben. Nach w 23 konstruiere 

man eine T-Funktion t@ mit folgenden Eigenschaften: 

I. t induziert / .  

2. Bezeiehnet "9  die topologische Abbildung yon ~o, fiber der tOO liegt, und 

2~ das kanonische Schnittsystem 

= A1, B1 , . . . ,  Ap, Bp 

anf ~o mit dem gemeinsamen Punkt  Q, so soll auf 2~ kein Fixpunk~ yon ~s  liegen. 

3- ~ Q soil nieht auf 2~ liegen. 

4. *~ soil 2 nur in endlich vielen Punkten treffen, und in jedem dieser 

Punkte soll eine wirkliche ?3bersehneidung einer Kurve yon ~ mit einer solchen 

yon , ~  stattfinden. -- Am Sehluss yon w 23 wurde dies dadurch erreicht, dass 

d~s Bild des fiber 2~ liegenden Netzes N bei t aus geodiitischen Linienstiicken 

bestand, deren Endpunkte ~usserhalb iV lagen. 

Die Eigenschaften 2), 3) und 4) bestehen dann such bei ,-1~0. 

Die Grundm~sche B des Netzes N wird durch t - l h  T in endlieh viete einfach 

zus~mmenh~ngende Teilbereiehe 

0 i, 0~, . . . ,  0r 

zerlegt. Dann wird B (lurch tiV ebenfMls in v Teilbereiche zerlegt, von denen 

jeder mit einem der Bereiche tO~ itquivalent ist. Es seien 

tl Ol, t~O~, . . . ,  LO~ 

diese neuen Teilbereiche yon B, wobei die t~ also mit t verwandte T-Funktionen 

sind, also fiber ~T liegen, ti kann ftir verschiedene Werte yon i dieselbe T-Funk- 

tion sein. Die Anz~hi der verschiedene Fixpunk~klassen bestimmenden unter 

diesen T-Funktionen ist hSchstens gleieh der Anzuhl nieht isogredienter T~Funk- 

tionen fiber v~o, bei denen B mit seinem Bild Punk~e gemein hat. Ohne dass 
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wir diese Anzahl zu bestimmen brauchen, kSnnen wir nun so schliessen: Fixpunkte 

yon ti 0i gehSren zur selben Fixpunktklasse yon v~ Ms Tell der Fixpunl~menge 

yon t~ @, und der Index dieser Fixpunktteilmenge ist' gleich .I" d ~ (x; t~-), erstreckt 

fiber den positiv umlaufenen fixpmlktfreien Rand yon 0;. Selbst wenn erst 

mehrere der 0i eine Fixpunktklasse yon ~ vollst/indig ent'halten, gilt doch, dass 

die Summe ~ der Indizes Mler Fixpunktklassen yon v~ durch die Smnme der 

Indizes der positiv umlaufenen Riinder der Gebiete 0~. bei 0i--* t~ 0; gemessen 

wird, und diese soll nun ermittelt werden. 

Man bezeichne wieder die Ecken yon B mit 

Qo, C~, . . . .  , Q , ~ _ ,  

wie in w 42. Q bezw. Q+ seien die fiber z-1 Q bezw. z(d liegenden Punkte yon 

B. h sei eine der geriehteten Kurven des Systems 2~, H diejenige fiber h liegende 

Randseite von B, bei deren Durehlaufung B zur Linken liegt, f H  die damit 

~,tquivalente Randseite yon ]3. H bezw. H + sei die Menge der fiber z l h bezw. 

~h liegenden JordanbSgen in B. Nun durehlaufe ein 19unkt p auf 99 die gerichtete 

Kurve ~-1 h. Der fiber p liegende Punl~ P yon B durehl/iuft dana H und springt 

dabei endlieh oft von einem Randpunk~ yon B zu dem iiquivalenten. P werde 

dabei stets demjenigen der an H -  stossenden Bereiche 0i zugereehnet, auf dessert 

Rand er einen positiven Bogen durchlauft; i nimmt dabei also der Reihe naeh 

verschiedene Werte an. Dann durehl~tuft ti P stet'ig und monot'on die Randseit'e 

H oder f t I ,  je nachdem ~ die Indikatrix erhiilt' oder umkehrt, also je nachdem 

der Grad ~ yon ~ den Wert + I oder - - t  hat.. Nehmen wit zuniichst den erst'en 

Fall an. Dann sei Q~ der Anfangspunk~, Mso Q~+I der Endpunk~ yon H. Der 

RichtungshMbstrahl P--~ t~ P geht yon der Lage Q -  Q~ aus und endet in der Lage 

Q-Q~+~ und schneider stets die Netzgerade, auf der H liegt. Der zugeh5rige 

Riehtungspunl@ z ist also an den einen Teilbogen (H)yon E gebunden, der durch 

diese Netzgerade bestimmt wird und auf der yon B abgewandten Seite liegt. Jedem 

Sprung yon P entsprieht' ein Sprung yon z auf dem Teilbogen (H) yon E, der nach 

Gr5sse und Vorzeichen vSllig bestimmt' ist. Rechnet man zun~chst diese Sprung- 

werte mi~ ein, so durchl/iuft der Richtungspunkt z [P, t~ P] den positiven Teilbogen 

z(Q-,  Q~)--*z(Q-, Q~+I) auf E, w/ihrend P H -  durchl~uft. Liisst man h der Reihe 

nach jede Kurve yon ~ und deren l~eziproke sein, so vollffihrt z einen positiven Um- 

lauf um E und genau ebenso ffir e = -- i einen negativen Umlauf um E. Man ka.nn die 

Sprfinge als durch eine stetige Yariation des Richtungshalbstrahles erzeugt denken, 
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indem man den Punkt  P jedesm~l, wenn er einen R~ndpunkt yon B erreicht, 

geradlinig durch alas Innere yon B zum i~quivalenten Randpunkt wandern l~sst und 

w~thrend dieser Bewegung yon P den Bildpunkt festh~lk soduss sich der Riehtungs- 

halbstrahl urn den Bildpnnkt dreht. Mit dieser Festsetzung kSnnen wir, wenn ~ -  

die Menge aller H - ,  also das Abbild yon ~-~ ~ in B bedeutet, schreiben 

f d ~ = ~ .  

2.'- 

N u n  l isst man P einen positiven Umlauf um B ansfiihren. Der Bildpunkt 

t~P (mit weehselndem i) liegt dubei auf ~+,  d. h. fiber ~ ,  springt also jedes 

Mal, wenn P ~ -  fiberkreuzt. Reehnet man wieder die Sprungwerte ein, indem 

man ~etzt den Originalpunkt ]o festh~lt, w~hrend der Bildpunkt die >> Sprungsehne>> 

des konvexen Bereiehes B durehl~uft, so wird _I'd ~ l~ngs H dutch den auf E--(H) 

gelegenen Bogen z(Q,, Q+)--)z(Q,+I, Q+) gemessen, der un~bhis von s und 

zwar immer positiv ist; insgesamt ergibt d~s ffir ulle 4P Seiten H einen positiven 

Umlauf um E. Es ist Mso 

f a  = + (44) 
z + z -  

wobei das Integral die yon der positiven Umlaufung der Begrenzungen aller 0i 

herriihrenden Beitr~ge und fiberdies noch die Sprungwerte enth~l~. Es ist also 

uoeh die Summe der Sprungwerte zu bilden und abzuziehen. 

Betr~ehten wit also einen Punkt x auf der l~andseite H yon B, in dem X- 

an den Rand yon B st6sst. Er liegt fiber einem Sehnitt zwischen der Kurve h yon 

and etwa der Kurve , - i k  yon ~-i ~ (Fig. I7). Der mi~ x ~quiwlente Punk4 ~uf 

dem t~unde yon B heisse x'; yon diesem aus setzt sieh die fiber ~-1 k liegende 

Kurvenstfiekmenge K -  in B fort. Die vier an x und x' stossenden Gebiete Oi 

seien wie in der Figur mit 0~, 0e, 0s, 0~ bezeichnet. Der Bildpunkt y ~  t~ x, 

der bei der positiven Uml~nfung von 01 als Bildpunkt yon x auftritt, liegt uuf 

dem Runde yon B als Schnitt einer fiber /~ liegenden Randseite mit H +. Der 

damit ~quivalente Randpnnlds sei y'. Dann fiberlegt man sich leicht, dass 

tlx -=y  

t.~x = y' (4S) 
t g '=y  
t~x'-~y' 
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ist. U m  iiber die Lage  yon y und y', yon denen man  nur  weiss, dass sie iiqui- 

valent  und yon x und x' verschieden sind, nichts  vorauszusetzen,  sind diese beiden 

P unk fe  in der F igur  17 nicht  gezeichnet ;  es wird nur  durch  t ] ine inschre iben 

Fig. 17. 

X ! 

Y 
X 

X~ X 

Fi 17 a \1/.. s 

Fig. 17 b. 

dieser Buchstaben in die bei x und x '  en ts tehenden Eeken an (45) erinnert .  

Vergegenw~irt igt  m a n  sich nun  die oben geschilderte  stet ige Erzeugung  der  Sprung-  

wer~e, bei der m a n  yon Or ig ina lpunl~  P und Bildpunk~ _f jeweils den einen fesf- 
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h i l t  und den anderen eine Sehne des konvexen Bereiches B durchwandern  l isst ,  

so finder man  das Folgende fiber die 4 zu dem bet rachte ten  Schni t t  gehSrigen 

Sprungwerte  : 

Bei Durchlaufung yon K -  auf x zu . . . .  

. ,~ . f H  . . . . . . . .  
" ~ ~ K - -  ~l l f  x t z u  . . . .  

P 

durchlguft xx' 
lest in x' 

d u r c h U i u f t  x '  x 

f e s t  i n  x 

L 

I9 I P~' d r e h t  u m  

f e s t  i n  y y 

d u r c h l ~ u f t  yy' I x' 
l e s t  i n  y '  y '  

d u r c h l g u f t  y'y x 

Der  Strahl  P / ~  geht  also yon der Stel lung xy  aus und  kehr t  zu dieser zurfick, 

sodass der Rich tungspunkt  z des Strahles eine ganze Anzahl  yon  Umlgufen um 

E ausffihrt. Nun  sind die Punk te  x, x' ,  y und y' die Ecken  eines konvexen 

Polygons;  keiner  yon ihnen f~illt in eine Ecke yon B und h5chstens zwei anf 

dieselbe Seite. W e n n  nun  die Sehnen xx '  und yy' sich nicht  schneiden, so ist 

die Sprungsumme Null,  wie man  aus obiger Tabelle nnd Fig. 17 a leicht  abliest; 

wenn die Sehnen sich abet  schneiden, so zeigt Fig. 17 b, dass die Sprungsumme 

eine u  in dem durch die Punk t fo lge  

x y' x '  y (46) 

bes t immten Umlaufs inne ausmacht.  (Diese Bes t immung der zu einem best immten 

Schni t t  zwisehen ~ und , ~  gehSrigen Sprungsmnme wie auch die obige Ermit t -  

lung der Zahl I + e ist fibrigens unabhiingig yon der benutz ten  Metrik.) Daffir  

abet,  dass die Punk tepaare  xx '  und yy' sich ~uf dem Runde yon B t rennen,  ist 

not  wendig und  hinreichend, duss die beiden benutz ten  Kurven  h u n d  k ein kon- 

jugiertes P~ar  des kanonischen Schnit tsystems ~ auf  go sind. Nun  kann  man 

der Uberschneidung einer Kurve  durch eine andere auf der or ient ierbaren Fl~che 

dadurch die Ordnungszahl  + I oder - -  I zuordnen, dass man  etwa festsetzt,  dass 

A~ die Kurve  B L mit  der Ordnungszahl  + I fiberschneidet. Soll nun  die zu dem 

oben bet rachte ten  Schni t t  gehSrige Sprungsumme eine positive Volldrehung aus- 

machen,  so muss nach (46) y' auf der an H u n d  f H  stossenden Randsei te  yon 

B liegen. Durchl~iuft ein P u n k t  P yon x aus K -  ins Innere  yon B, so durch- 

l~uft der Bildpurlkt t~ P ein Stfick dieser Randseite  in posit iver oder negat iver  

Richtung,  je nachdem e =  + I oder ~ = - - I  is~. Dementsprechend wird h yon ~-1 k 

in gleichem oder entgegengesetztem Sinne wie yon k iiberschnitten. Umgekehr t  ist 
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es ffir eine negative Volldrehlmg. Nun bezeichne man nach Poinear6 mit ~Y(k, h) 

die algebraische Summe der Ordnungszahlen, die zu den t~berschneidungen der 

gerichteten Kurve h durch die gerichtete Kurve k gehSrt. Dann ist die zu allen 

Sehnittpunkten zwischen ~- lk  und h gehSrige Sprungsumme, als Anzahl yon 

ganzen Uml~ufen des Riehtungspunktes z um E, also als ganzzahliger Smnmand 

in f d ~  gedeutet, dutch 

N ( , - '  k, h) . N ( k , h )  . ~ = N(k ,  vh) . N(k ,  h) 

gegeben, indem dureh Ausfibung yon ~ die Ordnungszahl m i t t  multipliziert wird. 

Das gilt auch, wenn k und h kein konjugiertes Paar bilden, indem dann N(k ,  h ) =  o 

ist. Insgesamt ergibt sich also wegen 

N ( A , ,  Bi)-~ - - N ( B i ,  A~)-~ I 

fiir die Sprungsumme die Zahl 

[N(A,,  B,) . N ( A , ,  z B,)+ N ( B , ,  A,) . N ( B , ,  z A,)] 
i ~ l  

= - F, [N(~ B,, A,)+ N(Bi, ~A,)] 
i = 1  

und dureh Subtraktion derselben yon dern oben ermittelten Betrage (44) ffir die 

Indexsumme ~ die Formel 

P 

- = a - ,  + ,  + ~ [~ ( .B , ,  A;)+ N(B,,  .A,)]. (4Z) 
/ = 1  

Das ist die Formel yon J. W. ALEXAI~DEIr Durch Hinzuffigung des Index 

A zu ~ sol] angedeutet werden, dass die Formel allgemein nur unter Giiltigkeit 

der obigen Voraussetzungen fiber die Abbildung ~ bewiesen ist. Fiir ihre Aus- 

dehnung auf die F~tlle p -~o  und p=~ I sei auf die 1. c. 19) genannte Arbeit yon 

Alexander verwiesen. Fiir p - ~ I  folgt sie auch aus den  1. c. 1~) genannten 

Arbeiten des Verfassers. 

Die Schnittzahlen N (h, k) zweier Kurven h und k auf ~o, die sich nur endlich 
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oft treffen, sind yon PoI~CA~ wie folgt bestimmt~~ Man stelle h und ]~ in/~' dar 

und mache die Erzeugenden yon F vertausehbur: 

P 
H a. ~i h ~ ai ~ bi 
i = 1  

Dann ist 

P 
~ ~ I I  a?/ fit' 

t b i  " 

i ~ l  

(48) 

Die NinimMschnittzahl und die Ordnungszahl jedes Schnittpunktes (jeder >>Schnitt- 

Masse>>) wird durch die Schnitte der Achsen yon h und k dargestellt und ist leicht 

aus den Entwicklungen der Grundpunkte V(h) und V(k) abzulesen. Man erkennt 

dadurch, wie sich 2V(h, k) aus den auf die einzelnen Schnittklassen, d.h. Achsen- 

schnitte, verteilten Ordnungszahlen + I und - - I  zusammensetzt. 

Ist  die Schnittzahl yon h und k nicht endlich, so wird mun 2V(h, k) durch 

(48) definieren. Diese Zahl hfingt also nur yon den die Kurven darstellenden 

Elementklassen yon F ab. 

Ist  nun die zu ~q~ geh5rige Automorphismenfumilie durch den zu Anfang 

angefiihrten Automorphismus I:  

[ai ---' a / ,  bi -~  b/] 

bestimmt, und ist (bei Vertauschbarkeit der Erzeugenden) 

P 

i = l  

so ist nach (48) 

P 

be' II d -  b~- 
i = l  

.Lu (~Bi,  Ai) = - -  ~ .  

(49) 

N ( B i ,  TAi) -~---aii , 

'~o C i nqu i eme  C o m p l d m e n t  g l ' A n a l y s i s  Si tus ,  Rend.  d. Circ. ma t .  d. Pa l e rmo  X V I I I  (19o4). 

41 - -  26404. Acta mathematica. 50. Imprim6 le 19 septembre 1927. 
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also wird (47): 

~ A  = I + ~ - - E  ( f f i i +  f~ii) . (5 ~ ) 
i=1 

~A h~ing~ also nur yon der Automorphismenfamilie ab und zwar ausser von e nur 

yon der $~ur der (49) bestimmenden Exponentensummenmatrix. Wenn der als 

richtig zu vermutende Satz, dass die Indexsumme ~ nut  yon der Abbildungsklasse 

abh~ngt, allgemein bewiesen wird, so ist -~a-= ~" 

Ist I der identisehe Automorphismus, so ist 

und (50) ergibt 

: rQi : ~ii  = I ,  i =  I . . . .  , p ,  

(Io) = 2 - 2 r .  

Das ist (unter den jetzigen spezieUen Voraussetzungen) die Birkhoffsche Formel 

(43), die im vorigen Paragraphen unter allgemeineren u (niimlich 

nur der Annahme a) abgeleitet wurde. 

Transformiert man die betrachtete Abbildung v~ mit einer beliebigen topo- 

logischen Abbildung %r so hat ~ivvl - t  denselben Wel t  yon ~ wie �9 und genfigt 

denselben Voraussetzungen, die zur Formel (50) fiihrten. Ferner hat %v~j-1 nach 

w 35 denselben Wert  yon ~, also yon ~A, wie v. Somit folgt, dass die Spur 

2(ai~ + d~.~-) der Exponentensummenmatrix sieh bei Transformation des Automor- 

phismus mit einem beliebigen hutomorphismus nicht /indert. 

44. Vollst~ndige LSsung des Fixpnnktproblems fur aUe die Indikatrix erhal- 
tenden Abbildungsklassen, in deren Automorphismenfamilie Automorphismen 

endlicher 0rdnung vorkommen. 

Es sei sO eine fiber o99 liegende S-Funktion, die der Annahme a genfigt, 

und der yon s induzierte Automorphismus I (erster Art) sei yon endlieher Ordnung: 

1" -= Io.  

Dann ist H(1)-= I und sE fixpunktefrei (w Ix). Der Fundamentalbereich yon 

H(I) ist �9 selbst, f d~ fiber den Rand E yon q) ergibt den index + I fiir die 

dutch sO dargestellte Fixpunktklasse yon ag~. - -  Betraehten wir nun die mit s 
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verwandte S-Funktion f s . .  Diese. induziert If--1. AUS f und I bildet man das 

Element k der Gleiehung (13) , w 19. 

Ist  nun k4 = I, so ist H(Tf-1) zyklisch, und be i f s /~  entstehen zwei periodische 

fixpunktfreie Intervalle (w 19). Nach Satz 18 (w 4I) hat also die du rch f sq )da r -  

gestellte Fixpunktklasse den Index Null. Insbesondere kann f s  q) fixpunktfrei sein. 

Ist  abet k :  I, so ist (If-l) ~' ~ / o  (w 19), and die dutch fsq)dargestel l te  Fix- 

punktklasse hat wie die dutch sO dargestellte den Index + I. Die Bedingung 

dafiir, dass das wirklich eine neue Fixpunktklasse yon a~ ist, ist n a c h w  33 die, 

dass f nieht in Bezug auf [ mit I isogredient ist. Die Anzahl der Fixpunkt- 

klassen yon a 9 mit einem yon Null verschiedenen Index ist somit gleich der 

Anzahl der Isogredienzklassen beziiglich /, die LSsungen der Gleichung (16) (w 19) 

sin& Diese Anzahl h~ngt nur yon I a b ,  und die Indexsumme ~ ist daher fiir 

alle Abbildungen der betrachteten Abbildungsklasse dieselbe. Sie kann somit 

unter den speziellen Voraussetzungen, die zur Alexanderschen Formel (47) oder 

(50) fiihren, ermittelt werden. Wi t  haben also: 

Satz 20" Induziert eine S-Funktion einen Automo~Thismus erster Art  endlicher 

Ordnung, so hat die stetige Fldchenabbildung, die sie darsteUt, genau 

P 
- 

i ~ 1  

Fixpunktklassen mit dem Index I u n d  ausserdem nur noeh mSglicherweise 

Fixpunktklassen mit dem Index Null. -- Die Bedeutung der Zahlen (~ii und 

6ii ist durch (49) gegeben. 

Zugleich folgt als rein gruppentheoretisches Korollar: 

Satz 21; Ist  I ein Automorphismus erster Ar t  yon F vonder  Ordnung n mit den 

Exponentensummen (49), so hat die Gleichung 

genau 

X X  I x I 2  " ' "  X l n - - 1  ~ I 

P 

2 - y ,  6 . )  

i = 1  

beziiglich I nieht isogrediente LSsungen. Also ist 

~, (~.+ ~.) <= I, 

da es jedenfalls immer die L6sung x = I gibt. 
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Beispiel 7: Der Automorphismus 

1: [ai ~ai+~, bi ~b,+~] (i modp)  

hat die Ordnung p. 

also 

.Die Gleiehung 

Hier ist 

g i t ~  O i i ~ O ,  

| 

X X I " " " X l P - - 1  = I (5i) 

hat ausser der Identit~t die L5sung 

x = a: b: a: -1 b i  - 1  . 

(Man iiberlegt sich iibrigens aueh leicht direkt durch gruppentheoretische Metho- 

den, dass (5I) nut  LSsungen der Formen 

ff -i 
und 

f a l  bl a, -1 b1-1fi-1 

fiir beliebiges f aus F hat.) Diese beiden Isogredienzklassen in Bezug auf I e n t -  

sprechen den zwei Fixpunktklassen mit Index + I, deren Existenz aus ~A ----2 

folgt. Dass das wirklich versehiedene Isogredienzklassen sind, erkennt man am 

einfaehsten daran, dass sie zu Fixpunkten versehiedener Klasse fiihren: Man 

nehme als zu I gehSrige S-Funktion die p-tel Drehung: 

2hi 

4 x ) - e  , . x .  

sO hat den einzigen Fixpunkt x = o .  Die Ecken des Fundamentalbereiches B 

werden bei s �9 vertauscht, liegen also fiber einem Fixpunkt yon a~ : a 1 bl al --~ b -1 s �9 

hat einen Fixpunkt in Q0 und nur diesen. - -  Bei dieser speziellen S-Funktion 

sind also die beiden topologisch notwendigen Fixpunktklassen durch je einen 

Punkt  repriisentiert, und weitere Fixpunktklassen treten nicht auf. - -  

Man bemerkt, dass man bei der Bestimmung des Index der -~,4 topologiseh 

notwendigen Fixpunktklassen yon der vorangestellten Annahme a keinen Gebrauch 

ma~ht, indem die lsolierbarkeit dieser Fixpunktklassen yon selbst gesichert 
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is~. Es scheint mSglich zu sein, auch fiir andere etwa auftretende Fixpunktklassen 

(mit dem Index Null, entsprechend einem I f -q ,  dessen zugehSriges k q: I ist) diese 

Isolierbarkeit naehzuweisen, sodass im Fall dieses Paragraphen die Annahme a 

yon selbst erfiillt wiire. Ieh gehe auf die Untersuchung dieser Frage hier nicht 

ein, sondern fiige nur noch, die folgende damit im Zusammenhang stehende Be- 

merkung hinzu. 

Es sei y eine geschlossene, gerichtete, nieht mit Null homotope Kurve auf 

und c ein zugehSriges Element yon F.  Die Bedingung dafiir, dass y mit 

seinem Bilde ay homotop ist, ist die, dass es ein f in F gibt, fiir welches 

c =f �9 c �9 f 

ist. Also hat I f  -1  das Fixelement c 4 = I, und dieses ist naeh @ 19 eine Potenz 

des primfiren Elements k*, das zu der Aehse des dutch (I3), w 19, definierten 

Elementes k ( f )  gehSrt: 

Satz 9.2': Alle mit ihrem Bilde bei a ~ homotopen (nicht zusammenziehbaren) Kurven 

werden dargestellt dutch die Potenzen solcher primh'ren Elemente yon F, 

yon denen eine Potenz iu die Form 

f f I "  "fz ,~-1 

gebracht werden kann. 

Abgesehen von diesem genaueren Bezug auf die primgren Elemente kann man 

also kurz sagen, dass (I3) alle bei a ~  dem Typus nach invarianten Kurven dar- 

stellt, wenn f ganz F durchl~iuft. 

45. 0ber die AuflSsung der Automorphiegleichung. 

Wenn man im Falle des vorigen Paragraphen die ~ Fixpunktklassen von 

a 9 mit einem yon Null verschiedenen Index einzeln durch die Fixpunktmengen 

iiberlagernder S-Funktionen aufzeigen will, so hat man unter der u 

I'~= Io 

(n ist die kleinste positive Zahl dieser Art )e in  vollstgndiges System yon beziiglich 

I nicht isogredienten LSsungen der Automorphiegleichung 

(x) = (52) 
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aufzustellen, wo zur Abkiirzung 

x x l  x l ,  �9 " x r , - 1  = v ( x )  

gesetzt ist und x ein Element  yon F bedeutet. 

Wenn nun 

~ = q  �9 ~ ,  q >  I , ~ / l >  I, 

ist, so setze man 

Is t  nun 

und 

und setzt man 

so folgt 

(x )  = ~ x , . . -  x , ~ - ~  

/ / ( y )  = y  y •  �9 y• ~q--J). 

( x 0  = I ,  

t ,  ( x , )  = y , ,  

Umgekehr~ 

LSsung Yl der Gleichung 

best immt und danach die Gleichung 

,~ ( x )  = y ,  

H ( y l )  = I .  

wird man (5 2) dadurch zu 15sen suchen kSnnen, dass man erst eine 

(53) 

(54) 

15st. Hierbei ist es yon Wiehtigkeit ,  dass beziiglieh I ~ isogrediente LSsungen 

yon (53) auf  beziiglieh I isogrediente LSsungen yon (52) fiihren (das Umgekehr~e 

ist evident): 

Satz  23:  Aus 

und 

(xl )  = I ,  

~,=/y,f-,-a 
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= f  x l f 7 1  . 

Beweis :  Es s e i f x l f 7 1 " ~  z gesetzt. Aus der Definit ion von tt (x) folgt  

--1 - -  --1 - - -  - -  . , (2;) = tt ( f x l f ~  -1) = f i t  (x l ) f - lm - - f y l f i ~  - -  y~ - -  tt (~ ) ,  

also ausfiihrlich geschrieben: 

Z Z l  " " " Z1  m - 1  ~ X 2 X 2 I  �9 " " * 2 l  m - 1  . 

i3bt man  I auf beide Seiten dieser Gleichung aus, so kommt  

2;--1 ~t (2;) 2;]m -~- *2 - l  ~s (X2) X21 ~'lt, 

also wegen (55) 

oders unders geschrieben: 

z - - i  y ~ _ 2 ; l m x ~ - - i l m y 2  i x ~  I, 

(2; X 2 - - 1 ) l m =  y --1 (2:X2 - 1  ) Y 2 '  

Somit ha t  der Automorphismus (Im)y~-1 das Fixelement  2;x~ -1  . 

Nun  ist 

( ( I r a ) y , - - 1 )  q = ( ] m q ) , l ( y , ) - - I  = Z m q  = I n = I ,  

da  

i s t .  ( I r a ) y , - - 1  

l icher Ordnung und  hat  als solcher nu r  die Iden t i tg t  Ms Fixelement.  

2; = f  < f T  1 .3  -1 = , 

womit  die Behanp tung  erwiesen ist. 

Aus Satz 2 3 folger t  man  fiir f = :  I d~s Korol lar :  

A u 8  72 (Xl)  = I u . d  ~t (Xl)  = ~tt ( ' 3 )  f o l g t  X 1 = X 2 . 

Und daraus welter:  

A u s  tt ( x , ) =  I f o l g t  x ,  = I ,  
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(55) 

/ ~  (Yg) = f / ~  (Yl )~f  1 - - ~ f  ~ ( x J ) f  - 1  - ~  I 

ist ~lso ein wegen m < n nicht  identischer Antomorphismus end- 

Also ist 
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ISt V (Xl)= I, SO ist X1-1 eine LSsung der Automorphiegleichung,  die aus 

v (x)-~ I entsteht ,  wenn man I durch 1-1 ersetzt. Man finder n~mlich wegen 

I " = I o : .  

Xl - I  Xl-- 1i--1 �9 - - X l -  1 1 - - 0 1 - - 1 ) =  X1-1  (~ (Xl)) -1  X 1 = | .  

Beziiglich I isogrediente LSsungen fi ihren dabei auf  beziiglich 1-1 isogrediente 

LSsungen. 

Aus Satz 2 3 folgt, dass verschiedene Fixpunktklassen yon a ~  als verschie- 

dene Fixpunktklassen yon a m T bestehen bleiben, wenn m ein Teiler  yon n i s t .  

Also ist 

.~(I m) ~ .~ (I), (5 6) 

wenn m ein Teiler  der Ordnung  yon I i s t .  Dabei kann sowohl das Ungleich- 

heitszeichen wie das Gleichheitszeichen vorkommen, wie das folgende Beispiel zeigen 

wird. Das liegt daran, dass es zu einer LSsung y~ yon (53 )n i ch t  notwendig  

eine'  LSsung fiir x in (54) zu geben braucht.  

Be isp ie l  8:  Es mag noch ein Beispiel fiir dieses AuflSsungsverfahren durch- 

gerechnet  werden, das zugleich die For tse tzbarkei t  der Faktorenzer legung des 

Exponen ten  veranschaulicht .  Dabei sei p = 2 und der einfacheren Schreibweise 

wegen 

a l = a ,  b l = b ,  a 2 = c ,  b_~=d 

gesetzt;  es ist also 

R = a b a - l  b-l  cdc- l  d -1 - -  i. 

Nun  bet rachten  wir den Automorphismus erster  Ar t  

c - l b  

i : l b - l a  -1 

l a - l b  l e d  

�9 C--1 

und finden durch Potenzieren  desselben unter  Benutzung  yon R = I: 

c - l d  1 �9 �9 de I [d_ le_  1 a-1 

ae | c - l d  - 1  b 1 .  c d  
12 = 14 = ) 

I b - l e d  I c-1 
d -~ c - I  b a d -1 
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und hieraus I S -~ Io .  Auf Grund der Exponentenstunmen finder man 

AnMog mit (S3) suehg man nun zuni~ehst ein Repriisentantensystem ffir die 6 

IsogredienzMassen beziig.lieh I ~, die LSsungen der Gleiehung 

y yz" = I 

sind, und finder mfihelos die 6 LSsungen: 

I, c, d, acd,  bdc, a - l b - l c d .  

Dass diese 6 Elemente wirklich zu lauter verschiedenen Isogredienzklassen bezfig- 

lich 14 geh5ren, folgt daraus, dass f u n d  fi41 fiir ]edes f in allen Erzeugenden 

die gleichen Exponentensummen haben und die Exponentensumme in der gleichen 

Erzeugenden daher fiir zwei Elemente f l  und f f l f ~  1 eine gerade Differenz haben 

muss. Nun weiss man wegen ~ ( F ) = - 2 ,  dass uusser dem Element I noch genau 

eines der obigen 6 Elemente in der Form x xl ,  darstellbar sein muss. Man fin- 

det, duss die (54) entsprechende Gleiehung 

x x i ~ - a e d  

die LSsung 

X - -  d c  

hut. Wegen ~( I )  ~ 2 weiss man weiter, dass es genuu eine LSsung der Gleichung 

X X I  ~ d e  

geben muss, und finder hierfiir die LSsung 

X ~ a ~ .  

Da wir uns wegen der obigen Bemerkung fiber reziproke Automorphismen auf 

die Potenzen von I b i s  zur vierten beschri~nken kSnnen, ist nur noch 

d - l c - l b a  c 

t d - i e - l b  

4 2  - -  26404,  Acta mathematica. 50. I m p r i m 6  lo 19 s e p t e m b r o  1927. 
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zu untersuehen.  Man finder ~ ( I  3) = 2. Da  nun d e  eine nicht  mi t  I isogrediente 

LSsung ffir I ~ ist, ist c -1 d -1 eine solche fiir I G =  I -'~, und  die nicht  mi t  I iso- 

grediente  Klasse  yon LSsungen  ffir I s e rg ib t  sich also durch LSsung yon 

Man  finder 

X X l Z  : C - 1  d -1  �9 

X = ( ~  - 1  " 

Hi e rm i t  isg das Beispiel vollst~indig behandelt .  Es ha t  sich ergeben:  s q) 

sei eine ] induzierende S-Funkt ion;  sie liege fiber aq~. D a n n  gehSrt  asq~ zur 

Klasse  der Identi t / i t ,  besitzt  also nach  Satz I9 eine topologisch notwendige  Fix- 

punktklasse  yore Index  2 -  2 p  = -  2. Ffir  die Potenzen yon a gilt:  

o ~ besi tzt  zwei Klassen  vom Index  I dargeste l l t  durch s und a c s .  

( 1 ~ - ~  77 ~) ~ ~ 77 I )~ 77 8 9 >> d c 8  2. 

6 a ~  )> )7 77 )> 77 I )7 )) 8 3 ~) C - - 1 8  a .  

a49~ 7) sechs )7 >) 7) I )) )) 

s ~, c s  4, d s  4, a c d s  4 , b d e s  4, a -1  b-1 c d 8  4. 

as~ besitzt  zwei Klassen vom I n d e x  I dargestel l t  durch s a und cs  ~ 

(~6~0 >7 77 77 7> >) I >> 77 8 6 7> ~-- I  d - - a  86 

(~7 ~ 77 >7 7) �9 )7 I 77 >> 8 7 7> C - 1  a - 1  8 7 

as~ 7> eine Klasse  >~ 77 - - 2  77 >> s 8. 

Ffir  die hSheren Potenzen  wiederholen sich die Fak to ren  sowie die Klassenzahlen  

und Indizes;  die Exponen ten  yon s s teigen weiter.  Es ist j a  nichts  fiber s s be- 

kannt ,  als dass es den ident ischen Au tomorph i smus  induziert .  

45. Automorphismen erster Art mit Invertelementen. 

Es sei I ein Au tomorph i smus  ers ter  Art,  induzier t  durch s ~ ,  und k # I ein 

solches E lement  yon F ,  dass 

k i =  k - I  

ist. D a n n  ha t  I den eharak~erist isehen Exponen ten  2 (w I I) und  die Randab-  

bi ldung s E ist f ixpunktfrei  (Satz 2, w I I). Die Fixpunk~menge yon s ~0 ha t -  

also den I n d e x  I. N u n  be t rachten  wir k ' ~ s ~ .  Diese S-Funk~ion induzier t  

I ' = I k - ~ .  Es ist  
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k• = k "~ k -1 k -m = k - k  

Also ha t  aueh  die F ixpunk tmenge  yon kms @ den I n d e x  I. 

suchen, warm k'~s mi t  s isogredient  ist. Aus 

k~ = 1l}-1 

folgt  durch Ausi ibung yon I 
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Es bleibt  zu unter-  

k2r+l ~_/gr k k / r  . 

Die geraden  Potenzen  yon k sind also beziiglich I mi t  I u n d  die unge raden  

mi t  k isogredient.  Soll nun  e twa noch k mi t  I isogredient  sein, so muss  das 

jedenfa l l s  auf  Grund  eines Fixelements  l bei I ~ zustande kommen,  das nicht  

Potenz  yon k ist. k ist also bes t immt  n icht  isogredient  mi t  I, wenn 12 keine 

anderen  Fixe lemente  als Po tenzen  yon k ha t :  

Sa tz  9.4: Wenn f i ir  den dutch s induzierten Automorphismus erster Ar t  I u n d  

das Elentent k =4= I gilt 

k i = k  -1, 

H ( I ' ) = { k } ,  

so hat die dutch s dargestellte Fliichenabbildung jedenfalls zwei Fix-  

punktklassen mit  dem Index I, dargestellt dutch s u n d  ks. 

Beisp ie l  9:  Be t rach ten  wir  fiir p ~- 2 mi t  derselben Bezeiehnung der Erzeugenden  

wie im vor igen Beispiel  den Au tomorph i smus  ers ter  Ar t :  

g 

I b - t c d  

I - ~  b - l e a  

c a  

und  ebenso 

k -m = l• l~ 1 

und  durch IViultiplikation dieser beiden Gleichungen 

I = l l >  1. 

1 muss also F ixe lement  yon I ~ sein. N u n  ha t  I ~ jedenfal ls  alle Potenzen  yon 

k als Fixelemente .  Fiir  l - ~  k r konlint 

k m =  k r kTr = k2r 
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Um zun~tchst eventuell  exist ierenden Fixelementen von I nachzuspiiren, verwen- 

den wir die in w I6 skizzierte Methode, die darin besteht, die Ausiibung yon I 

auf ein l~icht-Fixelement zu iterieren. Es ergibt sich durch sechsmalige Wieder-  

holung:  

a- -~  c---~ b -a  c a - - ~  d - l  a c _ >  a - l  b -a  c a - - ~  c--l d--~ a c - - ,  a - ~  k ,  

WO 

k = c - 1  b a -1  b -1  c a  ~ c - 1  a -1  d c d  -1  a 

ist. Nun  finder man  bei For tse tzung des Verfahrens:  

)~I ~ ~ - -1 .  

Der  I terat ionsprocess  ft ihrt  also automat isch zur Auff indung dieses Inver te lements ;  

und zwar ist das unabhEngig yon dem gew/ihlten Ausgangselement.  Das ergibt  

sich leicht aus der S t ruk tur  der zu I gehSrigen Randabbildung.  Man hat  sofort :  

und wegen a i ~ - c  

a l  '~ ~ -  ]C -1  a k, 

cz" = k e k  -1 ,  

also fiir beliebiges ganzzahliges n 

a~" n = k - n  a k n, el l~n ~-~ k n e k -n  . 

Die Entwicklung yon U ( k )  und V ( k )  zeigt, dass die Achse yon k Durchmesser  

yon E ist. Die beiden letzten Gleichungen zeigen, dass ihre Endpunl~e  die ein- 

zigen Randfixpunk~e bei I ~ sind und zwei f ixpunktfreie Interval le  begrenzen; die 

zyklische Verschiebungsr ichtung auf E bei 12 ist in beiden In terval len  dieselbe. 

Bei der I te ra t ion  eines beliebigen yon k verschiedenen Elementes wird daher  

alhn~hlich eine immer  hShere Potenz  yon k oder k -1 ausgeschieden werden, 

sodass die Aufmerksamkei t  notwendig  auf  k gelenkt  wird. 

Da nun k prim/~r und also H ( I  ~ ) ~ { k }  ist, ha t  man naeh Satz 24 zwei 

Fixpunktklassen mit  dem Index  + I. Wegen  

hat  man naeh (5o): 

a 1 1 = -  O) (~11 = - -  I)  t~2~---  I~ (~.~ ~ - O  

.~.~ ( 1 )  - -  2 .  
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Wenn somit auch die zwei aufgezeigten Fixpunk~klassen, die durch die 

Alexandersche Formel bereehnete Indexsumme ergeben, so ist das hier natiirlich 

noch kein Beweis dafiir, dass nieht noeh andere topologisch notwendige Fixpunkt- 

klassen existieren kSnnten, deren Beitr~ge zur Indexsumme sich dann aufheben 

miissten. (Man kann diesen Beweis aber leieht dadurch fiihren, class man ein 

Beispiel einer zu I gehSrigen S-Funktion mit nur zwei Fixpunktklassen bildet, 

was wit iibergehen). 

Wenn man die Untersuehung auf rein gruppentheoretisehem Gebiet weiter- 

fiihren, also die mit I verwandten Automorphismen untersuehen will, kann man 

zun~ichst versuchen, die Form yon I dureh Transformation mit einem geeigneten 

Automorphismus zu vereinf~chen. Wenn hier nicht yon vornherein gleieh eine 

einfachere Form fiir I zu Grunde gelegt worden ist, so is~ das gesehehen, um 

zugleieh an diesem Beispiel zu zeigen, wie der Iterationsprozess selbst die Auf- 

merksamkeit uuf den Transformator lenkt, durch welchen sieh eine formelle u 

faehung erzielen l~sst. 

In den obigen Rechnungen zeichnete sich die Potenz I ~ aus. Es ist 

I 1'~ :~. 

~--i 6rig 

k c k  - 2  c - l b k  

k c k  - 1  

k - l a k e  a - a d k  - 1 .  

Mun betr~chtet daher den Automorphismus erster Art 

der die Relution 

erfiillt, nnd finder 

T ~  

J =  T I T  -1  ~_ 

a - 1  

e -1  b 

C--1 

a - 1  d, 

T 2 ~__ I o 

C 

d 

a b  

a - - l .  

M~n k~nn ulso die Untersuchung yon I durch diejenige von Jersetzen. tIier tr i t t  

k : c d c - I  d -1  ~- b a b - i  a -1 
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sofor t  als Inver te lement ,  zu einer Diamete rachse  gehSrig, hervor.  

l 
a b  

J ~  = a - 1  

C--1 

setzt  die 

d rehung  yon E in sich in Evidenz. 

H i e r  ha t  man 

Ver~auschbarkei t  der  zu J~ geh5r igen  Randabb i ldung  mi t  einer Halb-  

j 1 2 n  
/ k - ' '  a k n 

k -'~ b k n 

/ k '~ e k - "  

k" d k -n .  

Die  Bilder der  dem Elemen t  a en tsprechenden  Fl~chenkurve gehSren also bei 

allen Potenzen  der  be t rach te ten  Abbi ldung  a ~  einem Zyklus yon I2 verschiede- 

nen topologischen Typen  an, die sich bei a zyklisch vertauschen.  Dasselbe gi l t  

fiir alle Kurven ,  deren entsprechende  gesch]ossene geodi~tische Linie die durch 

die Achse yon k dargeste l l te  geschlossene geod~tische Linie z nicht  schneiden, die 

also in F durch  a und b allein oder  durch c und d allein dars te l lbar  sind. ~qimmt 

man  aber  eine andere  Kurve ,  e twa eine zu c -1 b gehSrige Kurve  ,~, so ha t  man :  

(c -~ b)a 12,, = k '~ c -~ k -2"  b k '~ . 

De r  Typus  der K u r v e n  a ' ~  ist also nicht  periodisch. Die mi t  a ' ) ,  homotope  

geschlossene geodiitische Linie auf  q~ schliesst sich mi t  wachsendem r immer  enger  

und auf  immer  l~ngeren Stricken ihres Verlaufes  an ~ an. ])fan ha t  

--, v (k) 1 

Beisp ie l  10: An das vors tehende Beispiel  eines nicht  periodischen Automorphis -  

mus mi t  dem charakter i s t i schen Exponen ten  2 schliessen wir  noch kurz ein solches 

frir einen charakter i s t i schen Exponen ten  > 2. Es sei (p ~--2) 

b a a -~ d c -~ 
C--1 

I = -  c -1 b 

5-1 a--1. 
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Hier ist Ha (I)~-4. Man finder e~ ~ c, also hat I den eharakteristischen Expo- 

nenten 3- Dann gehSrt zu I eine fixpunktfreie l~andabbildung, also der Index 

+ I. Man finder nun auc]~ ffir 

/~ i und /-~-1 und Lt 

den charakteristischen Exponenten 3, indem die dritten, nicht aber die ersten Po- 

tenzen dieser Automorphismen beziehungsweise 

b, b -1 e, e 

zu FixeIementen haben. Nun sind die vier Elemente 

t~ C, 0~ 6~ --1 

zu je zweien bezfiglich I nicht isogredient; man zeigt das leicht durch Betrach- 

tung der Exponentensummen, wodurch man zu Systemen yon linearen Gleichungen 

in ganzzahligen Unbekannten kommt, die, wie leicht erkennb~r, keine LSsungen 

haben. Also sind dureh die obigen vier verwandten Automorphismen vier ver- 

schiedene Fixpunktklassen je mit dem Index I aufgezeigt. 

47- Indexbestimmung bei nicht-zykli.*eher Fixelementgruppe. 

Es sei s q) eine fiber a ~ liegende S-Funktion, I der dutch s induzierte Automor- 

phismus und H - ~  H ( I )  ~ I die zugehSrige Fixelementgruppe. H soil nicht zyk- 

lisch sein, also mehr als ein prim~res Fixelement enthalten. Andererseits soll es 

auch Nieht-Fixelemente geben, also H # F .  Nach dem in w II und w I4 aus- 

gefiihrten ist dann I yon erster Art und die Fixpunktmenge HE yon s E ist ab- 

gesehlossen und nirgends dicht. Wenn HE isolierte Punkte enth~lt, so kSnnen 

das jedenfalls nicht Grtmdpunkte yon F sein. 

a~0 geniige der Annahme a (w 37). Dann sei das Netz N fixpunktfrei. 

H~ sei die Fixpunktmenge yon s q). Die Menge aller derjenigen Punkte der 

zentralen Netzmasche B, die mit einem Punkte yon He ~quivalent sind, werde 

mit einer ganz innerh~lb B gelegenen Jordanpolygonscheibe c bedeckt, fi sei ein 

Fundamentalbereich yon H. Die in fl gelegene Teilmenge yon H,~ wird nach 

w 34 durch endlich viele mit c ~quivalente Polygonscheiben bedeckt; ihre Menge 

heisse C, und H C sei  diejenige Teilmenge yon q), die dutch alle aus C durch 

die Oper~tionen yon H hervorgehenden Polygonscheiben gebitdet wird. H C be- 

deekt ganz H~, und @ -  H C ist ein fixpunktfreies, zusammenh~ngendes Gebiet. 
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Die ~Ienge der H~ufungspunkte yon H C auf E ist mit der Menge M der 

bezfiglich H singul~ren Punkte (w 29) identisch. M i s t  eine perfekte, nirgends 

dichte Menge, die eine Teilmenge yon lIE oder mit HE identisch ist. 

Ein nicht zu HE geh5riger Punkfi yon L' hat, da er nicht zu M gehSrt, eine 

fixpunktfreie Umgebung, fiisst sich also durch eine fixpunktfreie Strecke mit einem 

Punkte v o n @  - - H  C verbinden. Zwei solche Punkte, P und Q, lassen sich also 

durch einen in @ -  H C gelegenen und somit fixpunktfreien polygonalen Quer- 

schnitt verbinden, ebenso zwei andere Punkte derselben Art, die P und Q nichfi 

trennen, durch einen ebensolchen Querschnitt, der den ersten nicht trifft. 

Nun soll angenommen werden, dass es gelingt, mittels  2 ,  fixpunktfreier 

Querschnitte dieser Ar~ in q) einen Fundamentalbereich fl ffir H abzugrenzen. 

Die Begrenzung yon fl soll also aus diesen 2 v Querschnitten und den zwischen 

ihnen gelegenen 2 ~ Segmenten yon E, die ebenfalls als fixpunktfrei vorausgesetzt 

werden, bestehen. Doch soll ein solches Segment auch auf einen Punkt  zusammen- 

schrumpfen diirfen, indem zwei im Zyklus aufeinanderfolgende Querschnitte einen 

Endpunkt auf E gemeinsam haben kSnnen. Da fl ein Fundamentalbereich von 

H sein soll, mfissen die Querschnitte sich notwendig zu je zweien bei einem Ele- 

ment yon H entsprechen. Man schliesst sofort, dass H dann eine freie Gruppe 

mit v Erzeugenden ist. 

Der Index der durch s q) dargestellten Fixpunktklasse wird nun durch das 

f d ~ fiber die nach Voraussetzung fixpunktfreie, positiv umlaufene Begrenzung 

yon fl gemessen (w 37). Dieses Integral soll nun ausgewertet werden. 

q sei einer dieser 2 u Querschnitte, M und N seine Endpunkte. Bei der 

positiven Umlaufung yon ~ werde q in der Richtung yon M nach _N durchlaufen. 

h sei das Element yon H, durch welches q in den ~quivalenten Berandungsquer- 

schnitt yon fl iibergeffihrt wird. 

wegen h ~ s: 

f d ~ + 

M 

Ffir die zugehSrigen Integralbeitr~ge hat man 

hM N 

h N  M 

wo die Unabh~ngigkeit dieses Wertes yon der ganzen Zahl tt aus (39), w 40, 

folgt. Wir setzen daher ,u = o und haben nach den Entwicklungen yon ~ 4o, 

wenn noch einer der g-Werte yon M mit gJs bezeichnet und 
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gesetzt wird : 

N 

M 

N hM 

M hN 

- ~ + ~ - ~ i  - [(h)o (~,,- + ~) - -  (h)o g,,] 

ffir beliebiges ganzes ~. Hier  wi~hle man nun ~ so, dass 

o =< ~ N +  ~ -  g~1< I. 

Die Strecke der ~-Achse yon ~u bis g.v + ~ liegt fiber dem k!einsten positiven yon 

s M nach s N ffihrenden Bogen auf E, der mit  

bezeiehnet sei. 

fiber 

pos  (s M -~  s _~) 

Dnnn liegt 

(h)o (g~- + z) -- (h)o ~1 

p o s ( s h M ~ s h N )  ~ U - -  p o s ( s h N - + s h M ) ,  

wo U e inen .ganzen positiven Umluuf um E bedeutet.  Der gesuchte IntegrMbei- 

t rag wird ~lso ~uf E (lurch 

pos (s M--~ s N) + pos (s h N - ~  s h M) - U 

gemessen. 

Is t  nun 0 der bei Umlaufung von fl auf N folgende >>Eckpunkt>>, in dem 

also der uuf q folgende Querschnit t  ansetzt, und berficksichtigt man, dass s E 

eine topologische, den Uml~ufssinn erhultende Abbildung ist, so fo lg t ,  duss 

dutch  

0 

N 

pos  (s N - - ,  s O) 

gemessen wird. Summiert  man nun diese Beitriige bei Umlaufung von fl, so gibt 

die Summe Mler dieser kleinsten positiven BSgen genau einen positiven Umlauf  
43 - -  26404. Acta mathematiext. 50. I m p r i m 6  le 19 s e p t e m b r e  !927.  
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um E, da die zyklische Anordnung der 2r  >>Eckpunkte>> yon fl bei s erhalten 

bleibt. Hiervon sind ~ ganze'Uml~iufe abzuziehen: 

Der gesuehte Index  ist ah'o I -  ~. 

w 4I zeigt, dass dies Ergebnis auch fiir v = I richtig ist. 

Wendet man auf diesen Fall die Betrachtung des ~ 30 an, so ist (mit den 

dortigen Bezeiehnungen) 

K1 = K mod H 

eine geschlossene Fl~che vom Geschlecht ~, auf der durch s e i n e  zur Klasse der 

Identit~t gehSrige Abbildung s K  1 hervorgerufen wird. Nach Satz I9 (S. 313) hat 

diese eine Fixpunktklasse mit dem Index 2 -- 2u und iiberdies mSglicherweise noch 

Klassen mit dem Index Null. Die obigen Betrachtungen zeigen nun, dass die wesent- 

liche Klasse gerade die durch s K  dargestellte ist. Dabei ist keiner der fiber K 1 

liegenden E-Punk4e Fixpunkt (die Punkte yon M liegen nicht fiber K rood H), und 

der Index 2 -  2 r verteilt sich der Symmetrie wegen je zur Hi~lfte auf @ und W. 

Man achte aber darauf, dass auch solche Punkte yon K, die bei s in ver- 

mittelst H ~quivalente Punkte iibergehen, bei sK~ als Fixpunkte auftreten. Dass sie 

das obige Ergebnis nicht stSren, liegt daran, dass sie eben Fixpunktklassen mit dem 

Index Null bilden. Das gilt auch im Fall des w 4I (r : 1) wegen Satz 17, w 38. 

48. Beispiele. 

Das Verfahren des vorigen Paragraphen soil an einigen Beispielen iUustriert 

werden, die zugleich einige fiir die allgemeine Methode wichtige Bemerkungen 

zu machen gestatten. 

Beispiel 11. Wir betrachten den Automorphismus ~/ des Beispiels 2, w 15. s 

sei eine f l  induzierende und die Annahme a erffillende S-Funktion. Die Rand- 

abbildung s E ist in w I5 vollst~ndig behandelt. Es soll nun, wie dort angekfin- 

digt, ein Fundamentalbereich fiir 

= { b l ,  

in der Art wie in w 47 konstruiert werden. 

Es sei Q ein beliebiger Punkt des fixpunktfreien Intervalls i und P ein be- 

liebiger Punkt  yon ?" (8 15), ql ein sie verbindender fixpunktfreier Querschnitt 

in @. Dann verbindet bjql die Punkte b 1 Q und b l P ~  P1. Nun werde be- 

zeichnet: 
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0 2 : a 2  1 P I  

P~=b~ -~ P~. 

P s = b 2  P4 

339 

Dann ist 

P ' ~ -  by av by --1 (tp -1 �9 �9 . 

P' liegt also in j. 

)6 ~ ~3 - 1  P5 

P7 =b3 -1 P,~ 

Ps =a~ P~ 
P~:-b~ Ps  

P~(~o--2}+2 ~ -  6tp - 1  P 4 ( p - 2 ) + l  

-P~(p-2)+3 ~ bp - 1  ]94 (/9- 2) + 2 

P ' =  by P4(p-i) " 

b2 a o be - 1  a~ - 1  b 1 19 __.: a l  bl  a 1 - 1  19. 

Die genannten Punkte liegen auf E in der zyklischen Anordnung 

P, Q, b: Q, P~, P~, P~, p~,/'5, P~, P~, P., �9 �9 P,(.-:>+~, P~r P,<~-:)+~,/'<~-~)+~, F ,  

and keiner yon ihnen ist Fixpunkt bei sE, da P und Q nicht Fixpunkte sind 

und nur Operationen von H ausgeiibt wurden. Nun verbinde man durch fix- 

punktfreie QuerschnRte in q) f i i r n  ~ o, I , . . . ,  p - - 2 :  

P~n+l mit P4(n+x) durch qn+2 

P~n+~ ~ P ~ + 3  ~ %%1 q,~+2 

und zwar so, dass keine zwei yon diesen sich in (P treffen. Diese letzte Be- 

dingung kann man erfiillen. Denn man zeichne diese Querschnitte zun~chst Ms 

auf E senkrech~e KreisbSgen. Dann ~reffen sie einander nicht in q) und ent- 

sprechen einander richtig paarweise mittels der obigen H-Elemente. Abet sie 

enthalten m5glicherweise Fixpunkte yon s~0. Jeder yon ihnen kann abet (da 

seine Endpunkte nich~ Punkte der Randfixpunktmenge M sind) nur endlich viele 
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der Polygonscheiben durchsetzen, deren Gesamtheit im vorigen Paragraphen mit 

H C bezeichnet wurde. Man ersetze dann jedes Schnittsegment mit einer solchen 

Polygonscheibe durch einen polygonalen Weg in der N~ihe des Scheibenrandes 

und zwar fiir iiquivalente Querschnitte in gleicher Weise; dabei kann man es 

vermeiden, Schnittpunkte der Querschnitte mit einander einzufiihren. 

Durch diese ~ : 2 p - - I  Querschnittpaare 

q:, q 2 , . . - , q , ,  r ~ , . . . , ~  

ist ein Fundamentalbereich fl yon H abgegrenzt. H ist die freie Grul)pe mi~ 

2 p - - i  Erzeugenden, wie schon in ~ 15 bemerkt wurde. 

Der zu ~/ gehSrige Index ergibt sich nun nach ~ 47 zu 

I - -  V = 2 - - 2 ~ ) ,  

und das ist auch der Wert  yon ,~.., in Formel (50). 

Die Fl:iche K I =  K rood H(_//) hat das Geschlecht J, = zp -- i. Auf ihr liegen 

zwei geschlossene Kurven, die yon E - - M  iiberdeckt werden; diese werden dar- 

gestellt durch die beiden zur Berandung yon fl gehSrigen Segmente yon E, n~m- 

lich P ' P  in j und Q(b 1 Q) in i. 

Jede Abbildung a~v der durch _4 bestimmten Abbildungsklasse hat also eine 

Fixpunktldasse yore Index 2--2p. Dass sie nicht mehr Fixpunktklassen zu haben 

braucht, sieht man leicht an einer speziellen Abbildung dieser Klasse: Man schliesse 

eine Kurve vom Typus b: auf ~v in einen mit einem Kreisring homSomorphen Bereich 

ein. Ausserhalb dieses Bereiches lasse man die Abbildung die Identitiit sein. Den 

Bereich selbst bilde man topologisch so auf sich ab, wie dies in der komplexen 

Ebene fiir den Kreisring 

durch die Transformation 
Qf:-- 

o '=  O+ ~ . e z  

geschiehk Das Innere des Bereiches ist dann fixpunktfrei, der Rest der Fli~che 

bildet eine zusammenh~ngende Fixpunktmenge, also nur eine Fixpunktklasse. 

Wenn somit auch das Fixpunktproblem fiir die in diesem Beispiel betrach- 

fete Abbildungsklasse vollsti~ndig gelSst ist, so hat es doch Interesse, einer gruppen- 
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theoretischen L6sung (die nicht die Konstruktion einer speziellen Abbildung zu 

ftiilfe nimmt) noch etwas welter nachzugehen. Es w~re also zu zeigen, dass 

mSgliche andere Fixpunktklassen den Index Null haben miissen. )San hat  also 

S-Funktionen f s  zu betrachten, wo f je einen Repdtsentanten aller Isogredienz- 

klassen bezfiglich A durchliuft.  Das geht zun~chst noch Ieicht, solange man f 

in H wiihlt. Dann hat  nimlich Af - i  zufolge w 17 im Allgemeinen eine zyklische 

Fixelementgruppe, ffihrt also zufolge w 4I auf den Index Null. Nur in dem Fall, 

wo f in bi +1 transformierbar ist, also die Achse yon f bei A ein fixpunktfreies 

Intervall auf E bestimmt, hat A/-1 eine umfassendere Fixelementgruppe. Dann 

ist aber f isogredient mit I, -- siehe die Bemerkung nach Satz 7, w I8. - - W i e  

nun aber, wenn f nicht in H liegt? Es sei z. B. f ~  a1-1. Nach Beispiel 3, 

w 15, ffihrt f / ' ~ f / , ~  anf zwei Pixpunkte auf E, die nicht Grundpunkte sind und 

die frfiher mit P + und P -  bezeichnet wurden, und im fibrigen ist a~ - i  sX fix- 

punktfrei, also H (~4') = I. 

Nach w 34 sind P +  und P -  nicht t t iufungspunkte  yon Fixpunkten. Also 

ein mit E konzentrischer Kreis mit genfigend grossem Radius < I umschliesst die 

(eventuell vorhandene) Fixpunktmenge yon  al - i  8 0 ;  der Index, der zu dieser 

S-Punktion gehSrt, ist also wohldefiniert. Wire  er nicht Null, so mfisste sich 

bei jeder Abbildung der Klasse yon ~/ die entsprechende neue Fixpunktklasse 

vorfinden, im Widerspruch zu obigem Beispiel. Aber wie kann man, ohne auf 

das Beispiel zu rekurrieren, allein aus der ffir at - 1 8  gfiltigen Funktionalgleichung 

.1-1 s f x  =fA, sx 

ersehliessen, dass der Index Null sein muss? 

Die folgende Beantwortung dieser Frage reicht fiber das vorliegende spezielle 

Beispiel hinaus und tr~gt, wie der folgende Paragraph zeigen wird, ein wesentlich 

neues Moment in die Indexbestimmung hinein. 

P +  hat die Entwicklung (w I5): 

ai -1 bl - i  ai - i  bl -~ a1-1 bi -3 ... in inf. 

und P -  die Entwieklung 

al b1-1 al bi -~ ai bl -s . . .  in inf. 

Wir  be~rachten das Fixelement bei J/ 

7 ~- ct~ b I 
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und nennen die Achse desselben A. Die Entwicklungen der Grundpunk te  yon 7 

sind die periodischen Wiederho lungen  yon a.~ b t bezw. yon b t - '  a~-' .  Diese Grund- 

punkte  t rennen  also P + und P -  yon einander. N u n  ist (vgl. w I5): 

~'n ---  7A ' n - -  ( / ] - -1  b l - - 1  a l - l b t - : ~  . . . a -Xb-(,~-~) a -~ . 7. at b l  ~ - 1  " �9 ' a l  b t  a l "  

Die Achse dieses Elements  heisse A,,. Diese Achsen A,~ ziehen sich mit  wach- 

sendem n auf P + zusammen. 

8A ist ein Jordanbogen,  der die Grundpunk te  yon 

Y t ~  a t  1 ~/ a l  

verbindet  und dureh die Verschiebung 7t mit  sich selbst zur Deckung  gebracht  

wird, also zwischen zwei Abstandslinien zur Achse A~ yon 7t verliiuft. Der  maxi- 

male nichteuklidische Abstand yon sA  und A~ heisse 1. Nun  ist 7,~ eine T r a n s -  

formier te  yon 7, also A,~ mit A ~iquivalent, und zufolge der Funkt ionalg le ichung 

ist dann die aus 8A,~ und A,+~ gebildete F igur  mit  der aus sA  und A~ gebildeten 

i~quivalent, also haben auch s A ,  und An+l den Maximalabs tand 1. 

Nun  zeigt die obige Form yon Y~, dass die beiden Elemente  7n und 7,~+1 

aus den Elementen  7 und 

dn = bt -'~ a1-1 "7 "at bfl ~ 

durch  Transformat ion  mi~ demselben Element  hervorgehen.  Die aus den Achsen 

As und A~+I gebildete F igur  ist also kongruen t  mit  der aus A und der Achse 

D~ yon d~ gebildeten. Dn geht  aus A durch die Verschiebung bt - "  at -1 hervor,  

die Endpunk te  yon D,, konvergieren also mit  wachsendem n gegen U(bt). Der  

kiirzeste nichteuklidische Abstand yon D .  und A wiichst also mit  n fiber alle 

Grenzen. Dasselbe gilt  daher  auch fiir den kfirzesten Abstand yon A .  und A~+t. 

Und da sAm innerhalb des Abstandes I yon An+t verliiuft, kSnnen An und sAm sich 

hSchstens fiir endlich viele W er t e  yon n treffen. 

Nun  wiihlen wir einen solchen W er t  ~, dass A,~ innerhalb einer f ixpunktfreien 

Umgebung  yon P +  verliiuft und sein Bild san nicht  trifft, sA,~ verliiuft dann 

ganz innerhalb der durch As abgegrenzten Umgebung yon P + ,  denn bei s strS- 

men die Randpunkte  yon P -  for t  und gegen P + hin, die Endpunk te  yon san 

l iegen also niiher an P +  als ihre Urbilder.  Fiir jeden P u n k t  x yon As tr iff t  

also der yon x nach s x  zeigende nichteuklidische Halbs t rah l  den Rand  E in 

einem Punk te  z(x) auf dem kleinen Randbogen,  der dutch die Endpunk te  yon 
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A~ best immt wird und P + enth~Llt. Umgekehr t  l iegen die Verh~ltnisse bei P - .  

Man kann  dort,  gestiitzt ~uf eine ganz anMoge Bet rachtung,  eine f ixpunktfreie  

Umgebung von P -  durch einen zu E or thogonalen  Bogen B abgrenzen, wobei 

sB nicht  B trifft, sondern ganz auf der  von P -  abgewandten Seite yon B ver- 

lguft. Fiir jedes x auf  B liegt dann z(x) auf  dem durch B abgegrenzten grossen 

I~andbogen, der P -  ~ieht enth~ilt. LEsst man nun einen P u n k t  x E umlaufen,  

jedoch so, dass er die F ixpunkte  P +  bezw. P -  uuf den kleinen BSgen A~ bezw. 

B umgeht ,  so ist z(x) iiberall definiert, und  die Gesamtvar ia t ion yon z wird Null, 

da z(x) nie in P -  f~llt. Eine eventuell  du tch  s@ dargestel l te  Fixpunktklasse  ha t  

also den Index  Null. w. z. b. w. 

Man kann also die in allen Nichtf ixpunkten definierte Funk t ion  z(x)in P + 

stetig erg~nzen, indem man diesen P u n k t  als seinen eigenen z-Punkt  erkl~rt. 

Dagegen bleibt P -  >~wesentlieh singular>>; man kann  fiir z(x) .~eden beliebigen 

Grenzwert  vom Betrage .i in P -  erhalten,  indem man x in pussender Weise  

gegen P -  konvergieren lgsst. - -  W i r  kommen auf diese Verh~ltnisse im n~ichsten 

Pa rag raphen  zuriick. 

Beisp ie l  19.: Wi t  be t raehten  noch ein Beispiel einer Abbildungsklasse mit  negu- 

r iver Indexsumme ~, wo dieser negative W er t  yon ~ durch Beitr/s yon mehr  

uls einer Fixpunktklasse  mit  negat ivem Index  zustande kommt.  

s sei eine S-Funktion,  die der Annahme a geniigt und die den Automor-  

phismus erster  Ar t  (p = 2): 
]. /G--I~)'! 'b 

(e -1 b. d. e 

induziert .  Man hat  sofort  fiir beliebiges n 

und 

[ (e -x b) '~ a b ~ 

/ ,~= b 

r 
t ( e  - 1  b) n d c ~ 

Man sieht, dass die Entwicklung yon V(a ~) ffir n - ~  or gegen die Entwicklung 
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yon V(c --1 b) und fiir n-~--~r  gegen die Entwicklung yon U(c -1 b) strebt, und 

schliesst daraus, dass die Achse yon c -~ b ein fixpunktfreies, periodisches Intervall 

bei sE  begrenzt. Durch Betrachtung von U(al,) und yon U(dz,) folgt dasselbe 

fiir die Achsen yon b und c. D a b  c -1 aus c- lb  durch Transformation mit dem 

Fixelement c (oder mit b -1) hervorgeht, gilt dasselbe fiir die Achse yon b c-1. Man 

vergegenwiirtige sich die gegenseitige Lage dieser Intervalle in der Fig. I8, wo 

sie auf /~ st~irker ausgezogen sind. Die Verschiebungsrichtung in diesen Inter- 

b 

bc-  
b-~4 

J c - ~ b  

\ / 

Fig. 18. 

vallen bei Ausiibung des das Intervall begrenzenden Elements ist durch Pfeile 

ausserhalb E angegeben. Nun seien A, B und C beliebige Punk~e der bezw. zu 

b c -1, b u n d c  gehSrigen Intervalle. A wird mit B durch einen fixpunktfreien 

Querschnitt q und mit C durch r verbunden. In der Figur ist noch b-~q und 

c -~ r gezeichnet und die Korrespondenz der Querschnittpaare durch gestrichelte 

Linien ~ngedeutet. 

H(I) ist die freie Gruppe (b, c}, wie aus dem konstruierten Fundamental- 

bereich fl erschlossen, im iibrigen aber such leicht rein gruppentheoretisch abge- 

leitet werden kann. Ubt man alle Operationen yon {b,c} auf fl aus, so wird 

(/) ganz ausgefiillt. Achtet man dabei auf die Abbilder yon q und r bei allen 

Operationen yon {b, c}, so wird jeder Fixpunkt auf dem Rande yore Mittelpunkt 

durch unendlich viele dieser Bilder getrennt, und umgekehrt ist jeder solche 
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Punkt  Fixpunkt auf E. Jedem solehen Punkt  ist also eine aus den Symbolen 

b and c und ihren Inversen gebildete Folge umkehrbar eindeutig zugeordnet. 

(Eine solche >>Entwicklung der Pixpunkte auf E nach der Fixelementgruppe,~ 

trit t  allgemein im Falle des w 47 auf.) Man beachte, dass c -1 A ~-c -1 b (b -1 A) 

ist, dass also auf der geschlossenen Fliiche K 1 = K rood H yore Geschlecht 2 

drei verschiedene geschlossene, yon E - - M  iiberlagerte Kurven auftreten. 

Nach der lV[ethode v o n w  47 haben wir also fiir s q} den Index I - - v ~ - -  1 

gefunden und sind wegen ~ . . . .  2 darauf angewiesen, jedenfalls noch eine 

Fixpunktklasse zu suchen. 

Betrachten wir die S~Funktion cs, die I '~- Ic -~  induziert! Durch dasselbe 

Verfahren wie oben finder man leicht, dass die vier Fixelemente von I '  

C, e d  - 1 "  b- - le  �9 d e  -1 ,  d - l a  �9 b .  a - - l d ,  d - 1 .  b - l c  �9 d 

dureh ihre Achsen vier fixpunktfreie periodische Intervalle begrenzen (fiir c ist 

das jetzt das zu dem oben benutzten komplementKre Intervall) und dass man 

einen Fundamentalbereich fiir H(I') durch v =  2 Paare yon Querschnitten her- 

stellen kann, indem man sieh auf diese vier Intervalte stiitzt. Man finder also 

f i i r c s  @ den Index--1 .  

Ist  das nun eine neue Fixpunktklasse? Mit anderen Worten: ist es sicher, 

dass es keine LSsung der Gleichung 

X X ~ - I ~ c  

gibt? Diese Frage litsst sich bejahen und zugleieh das behandelte Beispiel ab- 

schliessen, indem man eine bestimmte Abbildung der vorliegenden Abbildungs- 

klasse in folgender Weise konstruiert. 

Man zeichne auf ~ eine Kurve k yore Typus bc und eine Kurve 1 vom 

Typus d- laba- ldc ,  k and l sollen einander nicht treffen, und jede yon ihnen 

soll nur den einen durch ihren Typus bedingten Doppelpunkt haben. F i g .  19 

zeigt ein solches Kurvenpaar. Dabei ist ein analog wie in Fig. 3 angeordnetes 

kanonisches Schnittsystem a,b,c,d zu Grunde gelegt. Dann besteht die Rest- 

menge 

~v - -k - -1  

aus drei Gebieten, deren jedes mit dem Inneren eines Kreisringes hom5omorph 

ist. Nun .wird eine topologische Abbildung ~v in folgender Weise definiert: 
44--26404. Acta mathematica. 50. Imprlm~ le 19 septembre 1927. 
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Alle Punkte yon /c und 1 sollen Fixpunkte sein; jedes der drei Ringgebiete 

wird einer topologischen Transformation in sich yon der im vorigen Beispiel 

verwendeten Art unterworfen. Nimmt man den Doppelpunl~ yon ]c als Ursprung 

des kanonischen Schnittsystems und w~hlt man die ))Drehrichtung~ in den drei 

Ringgebieten in passender Weise, so sieht man leicht, dass die Kurve a in eine 

Kurve vom Typus c - I b a b  und die Kurve d in eine Kurve vom Typus c - l b d c  

iibergeht. Wir haben es also mit einer Abbildung der durch I bestimmten Klasse 

zu tun. Da man nur die zwei zusammenh',ingenden Fixpunl~mengen k und l 

hat, gibt es hb'chstens zwei Fixpunktklassen. Andererseits erschlossen wir aus 

der Alexanderschen Formel die Existenz yon mehr als einer Klasse. ]c und 1 

gehSren also wirklich zu verschiedenen Klassen. Man betrachte z. B. dasjenige 

Ringgebiet, dessen beide Randkurven yore Typus c sind, und betrachte ein sol- 

ches Abbild in O, fiir welches bei s q) die eine Randkurve aus Fixpunkten be- 

Fig. 19. 

steht. Dann kann die andere es nicht gleichzeitig tun; denn ein Weg im Ring- 

bereich yon der einen Randkurve zur andern ist mit seinem Bride bei z~  nicht 

homotop. Man sieht auch, dass die andere Randkurve gerade eine solche ~qui- 

valente Verschiebung erleiden muss, wie sie durch das Element c -1 (oder ein 

damit gleichberechtigtes Element) gegeben ist. Darin erkennt man die gegen- 

seitige Verbindung der oben aufgezeigten, durch s q) und c s �9 dargestellten Fix- 

punktklassen wieder. 

Man sieht, dass v ~ nicht der Annahme a geniigt. Das ist auch nicht nStig, 

um die gemachten Schliisse zu rechtfertigen. Man entnimmt hieraus, dass es 

bei der Konstrul~ion yon Beispielen fiir Abbildungen nicht immer zweckmi~ssig 

ist, die einzelnen notwendigen Fixpunktklassen durch einzelne Punkte zu reprii- 

sentieren, sondern dass man im Gegenteil oft mit u die einzelnen Fixpunkt- 

klassen durch irreduzible Kontinua darstellt, die in ihrer Gesamtheit d ie  Fliiche 
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in m5glichst einfach zusammenh~ngende Restbereiche zerlegen, in denen die 

Abbildung dann einfach besehreibbar ist. - - t t i e r a u s  ergibt sich geradezu die 

Frage naeh der grSsstmSglichen Ausbreitung der Fixpunktmenge, oder anders 

gewende~ die Frage nach  dem ~/lindestgrad von mehrfachem Zusammenhang, den 

die Restmenge der Fixpunktmenge fiir eine gegebene Abbildungsklasse haben muss. 

49. Beispiel einer FixpunktklaBse mit negativem Index bei einem 
Automorphismus ohne Fixelemente. 

In  allen bisher betrachteten FKllen von Fixpunktklassen mit negu~ivem 

Index k a m  dieser dadurch zu Stande, dass der 5etrachtete Automorphismus 

mehr als ein prim~ires Fixelement hatte. Es soll nun gezeigt werden, dass ein 

negativer Klassenindex auch auf wesentiich andere Weise entstehen kann. 

Beispiel 13.  Wir betrachten fiir p ~---2 den folgenden Automorphismus I und 

seine Po~enzen bis zur vierten: 

C--1 ~t--1 

b-I a-1 
I." ~ b "1 a -1 d 

( 0--1 

d - l a b a c  

a b a c  

aba  
d - l a b  

IS: 

l a 1 b --1 a - 1  e - 1  a - 1  b - 1  a - 1  d 

c -~ a -~ b -1 a -~ c -~ a -1 b -~ a -~ d 

I c-~a -~ b - l a  -~c  - l a  -~ 
a - :  b - 1  a - 1  

J : I 4 :  

l a c a b a c d - l a b a c a b a  

d - l a b a c a b a c d - l a b a c a b a  
d -1 abac abac d -1 abac 

acabac  

Es ist, zur Abkiirzung I 4 :  J gesetzt. Die Entwicklungen der positiven Grund- 

punkte der Erzeugenden sind, wie unmittelbar zu sehen, die periodischen Wieder- 

holungen der obigen Ausdriicke. Die Summe der kleinsten negutiven RandbSgen 

yon V(a) bis V(ai), yon V(ar) bis V(a• yon V(a~) bis V(a~8)und yon V(a~3) 

bis V(aj) ist grSsser als 2 7c; fiir die iibrigen Erzeugenden ist die entsprechende 
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Summe kleiner  als 2 ~. Daraus  f o l ~ ,  dass die Randabb i ldung  g yon I f ixpunkt-  

frei ist und dass die Randabb i ldung  g ~ - - 7  yon J F ixpunk te  hat .  Zu I geh5r t  

also der Index  + I. 

N u n  soll die F i xpunk tmenge  yon 7 un te rsucht  werden. Dazu sind die 

Po~enzen yon J zu bilden, um zu entscheiden, welchen Grenzlagen sich die 

R a n d p u n k t e  bei den Po tenzen  yon 7 n~hern. N u n  ist  identisch:  

(Ijn --- a . (a -1  a j)  �9 (a - i  a j ) j  . (a -1  ag)j~ . . .  (~-1 a j ) j n _ l  . 

Fiir  die Ausi ibung der Potenzen yon J auf  den Erzeugendenausdruck  

a - ~ a J = c a b a c d  - ~ a  b a c a b a  

beaehte  man,  dass fiir den Tei lausdruck d - ~ a  gilt:  

( d - l a ) j = d - l  a �9 b a c a b a .  

D a n n  sieht man  infolge des Fehlens  nega t iver  Exponenten ,  dass in dem obigen 

Ausdruck  fiir as,* keine AuslSschung s ta t t f indet  und dass die En twick lung  yon 

V ( a ~ )  aus der  periodischen Wiede rho lung  dieses Ausdruckes  besteht.  Also kon- 

vergier t  Y ( a s , )  fiir n--~ 0r gegen den Punk~ /)1 mi t  der  En twiek lung  

k (/)1) = a - (a -~ as) �9 (a -~ as)s . in inf. 

Bildet  m a n  

j-1: 

a b -1 d -1 a b - i  c d -1 a b -1 d -1 a 

a - i  d b a - l  d c - l  b a - ~  d b a - ~  c - l  b a - l  d b a - l  d c - l  b a - l  d b a - X  

a - l d b a - l d  

c -1  b a  -~ d b a  -~ d c  -1  b a  - I  cl, 

so sieht man  in en tsprechender  Weise,  dass V ( a j n )  f i i r n - - ~ -  ~ gegen den 

P u n k t  P~ mi t  der  En twick lung  

( . - 1  �9   -0j-1 in inf.  

konvergier t .  Gegen denselben P u n k t  konverg ie r t  V(bz-1) fiir n - - ~ -  ~ b -1 j --I  

beginnt  n~mlich mi t  a, und  daraus  entspr ingt ,  wie m a n  sich leicht  i iberzeugt,  

die n/imliche Entwicklung.  Ganz ana log  best~t igt  man  nun leicht  das Folgende  

fiir weitere Grundpun l~e  bei den Po tenzen  Jn :  
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n - - ~ - -  oo 

n - - - >  - -  oo  

n - - ~  oo 

T t - -~  - -  oo  

n - - )  oo  

v(b-~) 
~'7 ( a - 1 )  

V(a -~) 
r (b)  

r (b)  

V(d -~ a) 

V(d -~ a) 
V(d-~) 

} - + k ( P a ) ~ - a  - ~  . ( a a y ~ )  �9 ( a a j ' ) ]  . . .  in inf. 

- -1  - -1  �9 -+ k ( P ~ ) ~ a  -~ �9 ( a a j _ l )  �9 ( a s _ ~ ) j - 1 . . .  in inf. 

--, k (p~) = d-~ ~ �9 ( . - ~  d (d -~ ~)~) - (~-~ d (d -1 ~)~)~ .- .  i~  inf .  

}---~ k (PG) ~ d-~ " (d �9 (d in inf. d j l l )  d j ~ _ l _ l ) J - 1 .  . , 

r~7 (d--1)(C -1 ha-l) } ---o ]c (PT) = C-1 " (c cj  -1) - (c cy l ) j  ''- in  inf .  

r ( c - '  b a --1) } ---) k (/)8) = c-1 b �9 (b - l c  (c -1 b)j-1) ' (b -1 c (c -1 b ) z - l ) d ' - * '  in inf .  
v(a)  

r (d) -~ k (P~). 

Um die gegenseit ige Lage dieser 8 P u n k t e  und  ihre Lage zu den benutz~en 8 

Grundpunk ten  deutl ich zu machen,  seien noch die Anfangsgl ieder  ihrer  Entwick- 

lungen angegeben:  

k ( p 1 ) = = a c a b a  . . .  

k ( P ~ ) - ~ - a b  - 1  d - l  ct b - 1  ..  

k ( p 3 ) - ~ _ a b - 1  a - l c  -1 ... 

k ( p ~ ) ~ a - I d b a -  i d  . . .  

k ( p s ) ~ - d - ~ a b a c  . . .  

k (Ps) ~--- d-1 a b -1 c d-* .- 

k (/)~) = c -~  a -~  b -~  a - '  - 

k ( P s ) = c - t b a  - l d b  --- 

Die 8 Punk te  liegen also in der Reihenfolge ihrer  Indizes auf E ,  und jedes der  

8 durch sie bes t immten Interval le  enth~lt  einen der oben benutz~en 8 Grund- 

punkte.  Diese Interval le  sind also fixpunktfrei ,  und  es gib~ nur  diese 8 Fix- 

punkte  P 1 , . . . ,  Ps be i  7. D an n  kann  es kein Fixelement  bei J geben, denn 

da sich die F ixpunktmenge  bei einem solchen reproduzier t  und mehr  als zwei 

Fixpunk~e vorhanden sind, mfiss~en die Grundpunk~e eines Fixelemen~s Hiiu- 

fungspunkte  yon F ixpunk ten  sein. Wir  haben Mso das Ergebnis :  
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Der Automorphi~mus J =  I ~ hat lceiue eigentlichen Fixelemente und genau 8 

Fix-Grenzelemente. Die zugehSrige Randabbildu~g y - - g  4 hat 8 aperiodische fix- 

punktfreie Intervalle getrennt dutch die Fixpu.l~]cte P~, . .  , Ps. 

Man sieht, dass bei der Randabbildung 7 L" die Ptmkte yon E gegen die 

Punkte /)1, Ps, P~ und P7 hin und yon den Punkten Pc, P4, P6 und Ps fort strSmen. 

Die ersteren mSgen die positively, die letzteren die ,negativen Fixpunkte yon 7 E 

heissen. 

Die aus diesen 8 Punkten bestehende Punktmenge M muss bei g E in sich 

iibergehen, denn: 

g' O i )  = g (g' M) = g i ,  

und da es ausser M keine endliche Punktmenge gibt, die bei g4 in sich fibergeht, 

so folgt g M = M .  Man finder, da I mit J = I  ~ ver~auschbar ist: 

und daher 

(a a ~ l ) I : a x  a~l. j : c  - l  a -1. agCg, 

((a (a-' 

sodass P~ bei g in /)1 fibergeht, g bewirkt also eine zyklische Vertauschung yon 

M um 2 Schritte, g~ um 4 Schritte und ga um 5 Schritte, sodass zu 1, 19 und 1 s 

der Klassenindex + I gehSrt. 

Welcher Index ergibt sich nun fiir J=I~?  Hier ist die Sachlage mutatis 

mutandis wie bei der Behandlung des Automorphismus _//' am Schluss des Bei- 

spiels I I, w 48, sodass eine kurze Andeutung des Beweisgunges geniigen mag. 

s(@+E) sei eine belieblge zu J gehSrige S-funktion. Nach w 34 liegen alle 

Fixpunkte yon s q) innerhalb eines mit E konzentrischen kleineren Kreises, sodass 

P 1 , . - . ,  Ps isolierte Fixpunkte sin& Man betrachte den positiven Fixpunkt /)1 

und bes~imme eine Folge yon ~quivalenten Achsen, die P~ einschliessen und sich 

auf diesen Punkt  zusammenziehen. Dann schliesst man leich~ aus der Form yon 

J, d~ss der kiirzeste nichteuklidische Abstand dieser Achsen yon ihren Bildkurven 

bei s bei der Durchlaufung der Folge fiber alle Grenzen w~chst, dass also der 

Punkt  z(x) sehr nahe an P1 liege, wenn x eine genfigend sprite der Achsen der 

Folge durchl~uft. - -  Man braucht hierbei die spezielle Form des betrachteten 

Au~omorphismus sehr wenig. Es seien ni~mlich A und B die Achsen zweier gleich- 

berech~igten Elemente f u n d  k f k  --~. Wenn nun die relative Lage yon x und 

sx  die gleiche ist ffir zwei variable Punk~e x, yon denen der eine A, der andere 
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B durchliuft,  so folgt aus der Funktionalgleichung, dass k ein Fixelement des 

betrachteten Automorphismus ist. In einer unendlichen Folge yon Achsenpaaren, 

in der die ersten Achsen aller Paare iquivalent und ebenso die zweiten Achsen 

aller Paare ~quivalent sind und die gleiehe relative Lage der Achsen eines Paares 

zu einander nur endlich oft vorkommt, w~chst der kfirzeste nichteuklidische Ab- 

stand der Achsen eines Paares in der Folge fiber nile Grenzen. Wenn also der 

betrachtete Automorphismus keine Fixelemente hat, so braucht man seine spezi- 

elle Form nur, um den Fall auszuschliessen, dass die relative Lage yon Ai und 

sAi ffir zwei Achsen Ai(i~-I, 2) die gleiche ist, ohne dass die relative Lage yon 

x und sx  die gleiche ist, wenn x die Achsen Ai durchl~uft, dass also ffir den 

Bildpunkt eine Transformation mit einer Potenz des zu der Achse gehSrigen 

Elements in Frage kommt. Hierdurch bekommt die in ~ 43 an dem Beispiel 11' 

auseinandergezetzte Methode eine ganz allgemeine Bedeutung. -- Wir k5nnen also 

bei der zu obigem Automorphismus J gehSrigen S-Funktion die Funktion z(x) 

in den vier positiven Randfixpunkten stetig ergiinzen und ffir die 4 negativen 

Fixpunkte wie frfiher bei A '  verfahren. Bei Erstreckung des Indexintegrales .I'd~ 

fiber E unter Umgehung der acht Fixpunkte auf kleinen BSgen erh~lt man also 

den Index I--v, wo v die Anzahl der negativen Fixpunkte ist, in unserem Falle 

also I - -4 :  

Zu J ~ I  ~ geh6rt der Index --?. 

Die in dieser Weise bei Abwesenheit yon Fixelementen entstehenden Fix- 

punktklassen mit negativem Index erfordern keine Annahme yon der Art der An- 

nahme a fiber die Struktur der Fixpunktmenge; sie haben mit den Fixpunktklas- 

sen mit negativem Index, die friiher auf Grund einer Fixelementgruppe mit mehr 

als einer Erzeugenden abgeleitet wurden, die Eigenschaft der >)Stabilitit gegen- 

fiber Iteration>) gemeinsam: Jede Potenz der Abbildung hat dieselbe Klasse mit 

demselben Index, wihrend bei allen bisher bekannten Klassen mit positivem Index 

dieser bei einer gewissen Potenz der Abbildung verloren geht. 

5o. Randabbildungen verwandter Automorphismen. 

Es sei I ein beliebiger Automorphismus erster Art und h4 = I ein beliebiges 

Element yon F. Wie in w 17 bilden wir die Elementfolge 

r , ~ - h h i h p . . ,  hi,~-1, n =  I, 2 , . . .  
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Dann  is~ 

r , ,+~=hr , , z=r ,  hl~. 

1) Angenommen nun, es seien zwei Elemente dieser Folge einander gleich: 

rn~r , , ,  ,u.< m. 

Dann ist 

hi.hz~,+ ~ . �9 �9 h r ' -  ~ I, 

also, indem wir 1 :-,~ ausiiben und m - - u = u  setzen: 

r , = h h r .  . . h t , - 1 - -  I, 

und durch Ausiibung yon I'~: 

rmlrm+.~l~ 

also r ~ + ~ =  r~ fiir nile m. Die Folge r,, ist also periodisch. Speziell ha t  man 

fiir m = I : 

Folglich ist h Fixelement bei P ,  aber wegen r ,~ - I  nicht  bei I selbst, sodass die 

Randabbi ldung bei I fixpunkgfrei sein muss. Nun ist nach (t4), w I9, allgemein 

sodass hier 

(h- ,).=(r%-,, 

(h-1),=z, 

folgt;  und  da h nicht  Fixelement yon Ih-~ ist, folgt, dnss auch zu Ih-~ eine fix- 

punktfreie Randabbi ldung geh5r~. Zu I sowohl wie zu /h-2 gehSrt also der In- 

dex + I :  

S a t z  9.5: Notwendige  Bed ingung  dafiir, dass die Gleichung 

X X l X l  2 . . . .  X l  " n - l ~  I 

Lb'sungen hat, ist, dass I weder eigentliche F ixe lemente  noch F ix -Grenze lemen te  hat  

und  dass n ein Vielfaches des charakteristischen Exponenten  von I ist. 

2) Danach  werde nun angenommen, dass nile rn verschieden sin& Dann 

sind alle Punk~e r,,(o) verschieden, und die Bgufungspunkte  dieser Punktmenge  bil- 

den eine auf E gelegene abgeschlossene Punktmenge  M. M erf~hrt bei der zu 
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Ih--~ gehSrigen Randubbildung g eine eineindeutige Abbildung in sich. Denn es 

sei P ein beliebiger Punkt yon M und 

~?~1 ~ r n ~  , r ~ 3  , . . . .  

eine zu P geh5rige Fundamentalfolge. Dann ist g P Grenzpunkt der Folge 

rn~ Ih--~ (O), i =  I, 2 , . . . .  

Nun ist allgemein 

rn i h - l = h ,  r~i.  h--1-=rn+l h - I ,  

und da h -1 (o) ein fester Punkt  in q) ist, folgt, dass 

r n i + l ,  ~ =  I ,  2~ . . . .  

eine zu g P  geh5rige Fundamentalfolge ist. Als Teilfolge der Folge rn muss diese 

ihren Grenzpunkt auf M h~ben. Dass auch g-~P zu M gehSrt, folgt aus der 

letzten Gleichung, indem man n durch n - - I  erzetzt und (L~-1)-1=I~1_ 1 ausiibt: 

r n  (Ih--1) - 1  = rn--1 h i  - 1 ,  

und den gleichen Schluss verwendet. Damit ist die Behauptung erwiesen. 

Wenn nun M nur aus einem Punkt  besteht, so muss dieser Fixpunkt  bei g 

sein. ~ ist eine zu diesem Punkt gehSrige Fundamentalfolge. 

Nun sei angenommen, M bestehe aus mehr als einem abet endlich vielen 

Punkten. Dann erfahren die Punkte yon M bei g eine zyklische Vertuuschung 

um eine gewisse Anzuhl Schritte. Es sei v ~ I die kleinste Zahl, ftir welche g" 

jeden Punkt  you M festl~sst. Es wird behauptet, dass dann M aus genau 

Punkten besteht, dass also die Anzahl der Schritte bei der obigen Vertauschung 

zu der Anzahl der Punkte yon M teilerfremd ist. 

Es sei n~mlich P ein Punkt  yon M und C ein Kreis um P, der ausser P 

keinen Punkt yon M inl Inneren oder auf dem Rande enth~lt. Man bestimme 

alle diejenigen r~, ffir welche r ,  (o) innerhalb C f~llt, und ordne diese nach stei- 

gendem Index: 

r~h, ~5,2, . . . . .  

Diese Folge bildet also eine zu P geh5rige Fundamentulfolge. Da nun die Folge 

r n i + ~  i = I , 2 , : . .  

45--26404.  Acta mathematica. 50. Imprim6 le 27 octobre 1927. 
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naeh dem Obigen zu g ' P - - P  geh5rL so liegen alle Punkte r , i+,  (o) bis auf hSchsSens 

endlich viele innerhalb C. Man kann also eine Zahl j so bestimmen, dass die 

Folge 

r,,i+~, i - - j ,  j + r ,  . . .  

eine Teilfolge der Folge 

r,,~ , i - ~ j , j + I , . . .  

ist. Ffir dieselben Werte  yon i i s t  dann aueh r,i+k~ fiir beliebiges fes~es posi- 

tives k eine zu P gehiSrige FundamentMfolge und das Gleiehe gilt fiir die Folge 

rni+k.~,  ~i fes~, X : = o ,  I, 2, . . . ,  

wenn i =>j gewithlt ist. Dann ist aber 

?'nj+k~+tt , O - - - ~ t t ~ V - - I ,  It---O, I,  2, . . .  

eine zu gt~p geh5rige Fundamentalfolge. Die Elemen~e dieser v Folgen enthalten 

aber alle Elemente der urspriinglichen Folge rn yon r,j an, sodass J]l durch die 

Punkte g~'P erschSpft wird. M besteht also aus v Punkten, w. z. b. w. 

Die Punkte der Folge r,(o) gehSren also yon einer gewissen Stelle an in 

periodisch wechselnder Wiederholung zu der unmittelbaren Umgebung der Punkte 
p, gp,  . . . ,  g,-mp. 

Die Randabbildungen g, g ~ , . . . ,  g~-~ sind also fixpunktfrei, sodass sich fol- 

gender Satz ergibt: 

Satz 26: Wenn die Pu~ktfolge 

h h i .  . . h l n  - 1 ( 0 ) ,  ~ - - I ,  2 , . . . ,  

genau v Hiiufungspunkte auf  E hat, so gehSrt zu allen Automo~Thismen 

([a-1)~*, n ~ o  (rood v), der IJ~dex + I. 

Die in w 17 mit s, bezeichnete Elementfolge liisst sich zu ~hnlichen Be- 

trachtungen verwenden. 

5 i. Beispiel einer Abbildungsklasse mit gleichzeitigem Auftreten yon Fix-  

punktklassen mit positivem und solchen mit negativem Index. 

Beispiel 14: Wir nehmen den Automorphismus 1 des Beispiels I3, w 49, unter 

Beibehaltung der dortigen Bezeichnung wieder auf und untersuchen den damit 

verwandten Automorphimnus 
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/ a - 1  C--1 

a--1 b-1 
I ' - ~ I a  - -  a -~  b -~  a - '  da  

a - !  c - 1  a 

U m  F ixpunk te  fiir die zugehSrige Randabb i ldung  g'  zu finden, benutzen  wir die 

Element fo lge  r~ des vor igen Pa rag raphen ,  wo je tz t  h = a  -1 gesetzt  wird und I 

den Au tomorph i smus  des Beispiels 13 bedeutet .  D a n n  ist  

�9 . gt - 1  r 2 n  = a - - 1  g t ~  1 a ~  1 a ~  1 . i 2 ~ _  l 

~_ (a-1 aE ~) (a -1  aT1)z~... (a -1 a7~)~2,,_~ 

C CI ~ eI~ . . . 012n--2 .  

Dies ist, wie aus der fr i iher angegebenen  Fo rm von I ~ ersichtl ich ist, eine Fun-  

damenta l fo lge ,  welche zum P u n k t e  P~ mi t  der En twick lung  

(P1)--  c cI~ cI . . . .  in inf  

~ c . a b a . d  "~ a b a c  a b a c  d -~ a b a c . . .  

gehSrt.  Fe rne r  h~t  man dann:  

. ,  a - 1  
r 2 n + l  ~ a - 1  a i  i , i 2 ~  

a - 1  
= " - '  .71)  ( . - 1 . 7 %  z 

t t  - 1  C I  C I  a �9 �9 �9 C i 2 . n - - 1 .  

Elemente  bilden eine Fundamenta l fo lge ,  die zu dem P u n k t e  Pa mi t  der  Diese 

En twick lung  

]c (Ps) - -  a -1  c• c i a . . ,  in inf 

~ -  a - - ! .  b -1 a 1 d. c -1 a -1 b -~ a -1 c -~ a - 1  . . . 

gehSr~. Schreibt  man  diese 

so t r i t t  es in Evidenz,  dass P 3 - - g '  P1 ist. Hiermi~ haben  wir  den Fal l  des S~tzes 

55 mi t  ~ = 2 ,  sodass zu  I '  tier I n d e x  + I gehSrt. 
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Fiir g"~ haben wir die beiden Fixpunkte P, und P3. 

wir durch die Elementfolge 

8 n - ~  a i - 1  a l  - ~ -  . . . ~ t I - - ~  , 

~vo 

Zwei weitere finden 

ist. 

Man finder: 

/ a-1 d / d - l a  b - l c  
i _ l =  / d - 1  a b - i  ' I _ = +  | c - i  b lz - 1  d b a - 1  d 

td  -1 [ e - l  b 

b - I  c [ b a - I  

s2,, --+ b - '  c. (b- '  c)i -'-) . (b- '  c)~-4.. ,  in inf. 

= 5 - l e . d  - l a b  - 1  d - - l a  . . . - k ( P ~ ) .  

s'2,~+~ ~ a -~ d .  (b -~ c)t- '  (b- '  c ) r -3 . . ,  in inf. 

= a - l  d.  ba-1.  e- l  b a- t  d b a - l  d e - lb  a- l  d. . . 

Man iiberzeugt sich nun leicht, dass diese 4 Punkte die einzigen Fixpunkte yon 

g'~E sind. Man braucht ja nur auf je ein Element, dessert positiver Grund- 

punkt in eines der vier durch P~ bis P~ bestimmten Teilintervalle f~llk die Auto- 

morphismen /'~, y 4 , . . ,  und /,-3, / , - 4 , . . .  auszuiiben und sich zu iiberzeugen, dass 

die Entwicklungen des Grundpunktes dabei gegen obige vier Ausdriicke konver- 

gieren. Wir  haben also: 

Bei der zu I '0"-~ (1,) 2 gehSrigen Ra~dabbildung enL~tehen 4 aperiodis6he inter- 

valle, getrennt dureh die positiven Randfixpunkte 1)1 und Pa und die negativen Rand- 

fixpunkte P.~ und P~. Die Methode d e s w  49 ergibt also den Index - - I  f i ir  I '3. 

Hiermit ist zugleich erkannt, dass die beiden bei I und 1' nachgewiesenen 

Fixpunktklassen mit dem Index + I  verschieden sind: Bei der zu I gehSrigen 

Randabbildung glbt es 4 Punkte, die sich zyklisch um einen Schritt vertauschen, 

bei der zu I '  gehSrigen Randabbildung gibt es zwei Punkte, die ihren Platz tau- 

schen; die beiden Abbildungen sind also nich~ /ihnlich und I und I '  also nichfi 

isogredient. 

Wendet man die gleiche Methode auf [c an, so fiihr~ die mit h----c -~ ge- 

bildete Elementfolge r~ zu 4 Hi~ufungspunkten auf E. Also gehSrt zu Ie, (Ic) ~ und 
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(L.) a der Index  + I  und zu (Ic) 4 der Index  --S.  Ic verh~tlt sich also wie L Wen-  

det man die Methode auf 1~-1 an, so finder man, dass dieser Automorphismus  

sich wie Ia verh~l~, dass also zu I~-1 der Index + I u n d  zu (/b-l) s der Index  - -  I 

gehSrt. D o c h  bleibt hier zu untersuchen,  ob diese beiden Automorphismen mit  

den oben untersuchten isogredient sind oder nicht. 

Hervorzuheben aber ist folgende s Ergebnis:  

Die beiden verwandten Automorphismen I s und (Ia) s bestimmen f i ir  die zugehSrige 

Abbildungsklasse je eine ~u und zwar hat die zu I s geh6rige den. In- 

dex + I und die zu (Ia) ~ gehb'rige den Index  ~ I. Die ALEX~NDERsche Indexsumme 

f i ir  diese Abbildungsklasse ist Null. Dies zeigt, dass es nicht mSglich ist, aus der 

AL~xx~I)ERsehen Formel eine obere Schranke f i ir  die Anzahl  der topologisch not- 

wendigen _lZ~xpunlctklassen abzuleiten. 

Zusa tz  b e i  der  K o r r e k t u r :  Das Auftreten einer Fixpunktklasse vom Index -~ i 

gleichzeitig mit einer solchen vom Index - - i ,  wobei die letztere (ira Gegensatz zu 

obigem Beispiel) durch eine freie Fixelemenlgruppe mit 2 Erzeugenden verursacht wird, 
l~sst sich durch folgendes einfache Beispiel (p ~-~ 2) illustrieren: 

c d  c - 1  ' k - 1  c k 

C-1 [ k - l d k  

wo k ~ a b a - l b - l ~ d c d - l c  -1 ist. Es ist ~ ( I ) ~ o  nach (5o), S. 322. Als Fix- 

elementgruppe H(I )  finder man die freie Gruppe { a , b } ,  und die Methode des w 47 
ergibt also den Index - - i .  Welter hat man: 

C 1 g 

d l b e  I c =  , 

( (I - 1  

i kak--1 

(lc) ~ --~ ~ k b k -1 

c ist Fixelement bei (L:) 4, abet nicht bei Ic, sodass zu Ic der Index + I gehSrt. 
Die beiden Klassen heben einander in der Indexsumme ~ auf. Dass es nicht mehr 

als diese beiden Klassen zu geben braucht, sieht man so: Man bilde einen Torus T 

mit einem kanonischen Schnittsystem c, d und unterwerfe diesen einer durch 

c ---~ d , d ---~ c -1 

charakterisierten Abbildung a T .  Zufolge 1. c. i5, S. 3o~, geh5ren zu a T  zwei 

Fixpunktklassen vom Index + i, und a l~sst sich mit dieser Minimalzahl yon 
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F i x p u n k t e n  bi lden.  Es sei (2 der  eiue yon diesen beiden F i x p u n k t e n  yon a T .  Da 

die  I n d i k a t r i x  yon T bei a e rha l ten  bleibt ,  l~isst sich Q zu e inem einfach zusam-  

menh~ingenden F i x p u n k t g e b i e t  e rwei te rn .  Man bi lde nun einen zwei ten  Torus  T '  

m i t  dem kanonischen  Schn i t t sy s t em cl, b und lasse aT'  die iden t i sche  A b b i l d u n g  

sein. Diesen hef te  man  mi t  e iner  Ansa tzsche ibe  an das Gebie t  Q yon T an. So 

en t s t eh t  ein Doppel r ing  T - t -  T ' ,  auf  dem a(T + T') zu der  oben be t rach te t en  Ab- 

b i ldungsk lasse  gehSrt  und nur  zwei F i x p u n k t k l a s s e n  aufweis t .  - -  Durch  dieses An- 

se tzen  yon T '  wi rd  der  Index  der  Klasse  Q um zwei E inhe i ten  e rn iedr ig t ,  also zu 

- - I .  Um das zu vers tehen,  bedenke  man,  dass  d iese  F i x p n n k t k l a s s e  yon a(T+T' )  
auf  der  un iverse l len  (}Tberlagerungsfl~iche yon T + T '  n ich t  i so l ie rbar  ist.  Um ibren  

Index  zu bes t immen,  muss  man  a ( T +  T') so abi indern,  dass die A b b i l d u n g  der  

))Annahme a~>, S. 298 , geniigt .  

Dies Beispiel  f i ihr t  zu fo lgender  a l lgemeineren  [~berlegung: Man geht  yon e iner  

bel iebigen A b b i l d u n g  a T einer  Fl~iche ~ vom Geschlecht  p und  e iner  A b b i l d u n g  a q~' 

e iner  Fli iche q~' vom Geschlecht  p' aus. Beide Abb i ldungen  mSgen etwa die I nd ika t r i x  

erhal ten.  Bei beiden sollen F i x p u n k t e  vorkommen,  was man  i m m e r  erre ichen kann,  

i ndem man  nSt igenfal ls  F ixp unk tk l a s se n  yore Index  o hervorruf t .  Dann hef te t  m a n  

die be iden  Fl~ichen mi t  zwei einfach zusammenh~ingenden F ixpunk t sehe iben  an ein- 

ander ,  wodurch  m a n  zu einer  A b b i l d u n g  a(q~ + ~ ' )  e iner  Fl~iche q~ + ~ '  vom Ge- 

schlecht  p + p '  kommt .  Man sieht,  dass  man  dadurch  eine grosse F re ihe i t  in der  

K o n s t r u k t i o n  yon Beispielen f[ir Fl~ichenabbi ldungen mi t  gewi inschten  K ombina t i one n  

yon F i x p u n k t k l a s s e n  versch iedener  lnd izes  erhiilt .  

Wel t e r  s ieht  man,  dass  man  auf  d iesem Wege eine neue H a n d h a b e  zur  Inan-  

gr i f fnahme des a l lgemeinen  F ixpunk tp rob l ems  suchen kann :  Wenn  es gel ingt ,  bei 

e inem vorgelegten  A u t o m o r p h i s m u s  ein Fixelemo~t zu finden, durch  welches  eine 

einfache,  der  Null  homologe, aber  ~icht homotope Kurve  auf  der  Fl~iche b e s t i m m t  wird,  

so kann  man  diese aus F i x p u n k t e n  bestehen lassen und sie dann  im Raume  auf  

e inen P u n k t  zusammenziehen .  Dadurch  wi rd  ein Teil  yon der  H~che  abgescbni i r t ,  

und  man  kann  nun versuchen,  das  F i x p u n k t p r o b l e m  fiir die be t rach te te  Abbi ldungs-  

k lasse  auf j ede r  der  beiden en t s t ehenden  Fl~ichen n iedr ige ren  Geschlechts  zu lSsen. 


