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I. - -  Exposd du probl6me. M. Gosse, dans sa Note des Comptes Rendus 

de l'Aca~l~mie des Sciences de Paris (I925, t. I8I ,  p. II25), clSture, d 'une fa~on 

aussi ~l~gance que rigoureuse, l 'un des chapitres les plus a t t rayants  et difficiles 

de la d d f o m a t i o n  des surfaces, en mont ran t  que les ds ~ d~js signal ,  s par Wein- 

garten, Darboux, M. M. Baroni et Goursat  ~puisent les types pour lesquels on 

sait trouver routes les surfaces representatives. 

On doit donc chercher tree autre voie: par exemple, chercher les transforma- 

tions les unes en les autres de surfaces applicables sur certaines surfaces remar- 

quables;  c'est ce que M. Bianchi a fair avec rant  de succ~s pour les surfaces 

courbure totale constance ou applicables sur une quadrique. 

On peut revenir s une question plus aneienne, chercher tree surface dd- 

formable avec un rdseau conjugud permanent.  J ' a i  a~lopt~ ce dernier point de 

vue; je vais retrouver, par une m~thode originale, une classe nombreuse de sur- 

faces V que Voss a signal~es le premier en mars I888 aux Sitzungsberichte der 

K. Akademie zu Miinchen, que M. Guichard a ~tudi~es aussi aux Annales de l'Ecole 

Normale Sup~rieure (3 ~ S~rie, t. 7, 189o, p. 233 ). Ces su~facesjouissent de la 

propri~td caract~ristique de possdder un rdseau con]ugud formd de gdoddsiques; cha- 

eune possSde une d~formation '~ un paxamStre off ce r~seau ne cesse d'Stre con- 

jugud. Si l 'on considSre d 'autre part  une surface ~ '~ courbure totale con- 

stanCe (positive ou n~gative), la t ransformat ion de Bonnet-Lie d~finit s partir  de 
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cetce surface oc 1 nouveUes surfaces ~ de m~me courbure totale, eorrespondant 

ponctuellement '2 ~ de sorte que les asymptotiques se conservent (la correspon- 

dance en jeu n'est pus tree applicabilit6); '~ chacune des diverses surfaces~, ~ , . . .  

correspond une surface de la famille de Voss-Guichard, V, VI . . . ,  et cela par 

plans tangents parullSles, le r6seau conjugu6 permanent correspondant au r~seau 

d'asymptotiques de ~, ~ , . . . ;  parmi les surfaces ~1 correspondant s 2~, il y en a 

une et une seule dont les lignes de courbure correspondent aux lignes de cour- 

bure de 2~: c'est la transform~e de I-Iazzidakis de la primitive; ~ ce couple spdcial 

(~, ~ )  correspond un couple special (V, V~) tel quc les asymptotiques de chaque 

surface V ou V 1 aient pour homologues sur l'autre un r6seau conjugu& Toutes 

ces questions out dtd 6tudiScs sans que les auteurs se pr~occupent sdrieusement 

de la r~alit~. 

Je pars d~lib6r6ment d'un autre point de vue: je cherche si l'on peut trouver 

deux surfaces applicables l'une sur l'autre et telles que les asymptotiques de l'une 

aient Tour homologues sur l'autre un rdseau con]ugu~. Cette recherche se trouve 

inspir4e par la forme des 6quations de Gauss-Codazzi liant D, D', D" "~ E, 1", G.  

Les deux surfaces ainsi trouv6es seront diCes adjointes; on constate aussitSt que 

le r6seau conjugu6, dans l'applicabilit6 est form6 de g4od6siques et que l'on peut 

passer de la premi6re surface s son adjointe par une ddformation continue oh 

le r6seau reste conjugu6; les surfaces de cette famille son t  dites assocides; cha- 

cane a une adjointe et une seule, s condition de n6gliger un d6placement ou 

une sym6trie plane. On a retrouv6 les surfaces de Voss. 

Je fais une 6rude compl6te de la r6alit6 de la transformation et j'indique 

ensuice des surfaces particulibres du type 6tudi6 ici, applicables sur une surface 

de r4volution. Les surfaces minima s o n t u n e  autre solution particuli6re de ce 

probl6me; j'6tudie les solutions voisi~es d'une surface minima donnge. 

2. - -  Equations de Gauss-Codazzi. Si Yon se donne les coefficients E, F, G 

du ds ~', on peut chercher les surfaces repr6sentatives en calculant les coefficients 

D, D', D"  de Gauss1; une ~quation de Riccati (r6ductible dans certains cas 

t l .es G6ometres Frangais  ont  conservd ces coefficients;  mais  les I ta l iens  dds ignent  par  
D, D', D" les coefficients de la forme quadra t ique  ( - -Sdcdx)  expr imdc en u, v, du, dr, off c, c',c" 

son t  les cosinus directeurs  de la normale.  On a donc sch~mat iqnement  D ( G a u s s ) = ] f l ~ 2 G - - F ~ . D  
(italien) e t  de m6me pour  D ' , / ) " .  Il serai t  bon de profi ter  d ' un  congres de YIathdmaticicns pour  
unifier les notat ions.  J e  crois que conserver  D , / 9 ' ,  D "  pour  les coefficients de Gauss, tandis  que 
$, ~', d" ddsigneraient  les coefficients i tal iens,  serai t  unc  nota t ion commode;  on pourra i t  lui reprochcr  
de crder confusion si on dol t  considdrer dans un problemc deux ddplacements  diffdrcntiels d c t  5; 
la nota t ion d,  dr', zl" pourra i t  crder confusion t~vec les op6rateurs de Beltrami.  
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favorables s des quadra.tures) donne ensuite la surface, ~ un d6placement pr~s. 

Ces fonctions son* d6termin6es par trois 6quations simultan6es 

I 
~ 

~Ou Ovv + D ~ 2 0 v  + O v - -  Ov 2 Ou] + 

~-v +~ Ou- ~! +D"~ Ovv Ou + 20u/=~ 

\ Ov ~u  ] + D Ou O~v g Ov ! + 

+v,(_F ~  F~ ue / 
Ou + Ov --  O~vl + 

+ D" OE E O G  _,OF F 
~ +  ~ d - 2 ~  2 bU = o  

I I I  D D" --  D '~ = 

oh ~2 d6signe, pour abr6ger, une cer~aine fonction de E, F,  G et de leurs d6ri- 

v6es du premier et second ordre; je me servirai plus loin de la formule classique 

qui donne s sous forme de diff6rence de deux d6terminants. 

Or le syst~me (I, II), seul, est homog~ne et lin6aire en D, D', D" de sorte 

que deux solutions, non propor~ionnelles, (D~, D'I, 1)'~) et (D~, D'~, D~) du syst6me 

total (I, II,  III)  donnent une nouvelle solution (hDl+kD2, hD'l+kD'e,  hD'~+kD'~) 

du syst~me (I, lI)  seul, quelles que soient les constantes h, k. Les surfaces que 

nous cherchons sont caract&is&s par ce f a i r  qu'un choix convenable des constantes 

h, k fournit une solution de l'~quation I I I  aussi. Si l'on pose 

t f  tP P f (I) ~"~12 ~ DID~ +.D~D, - - 2  D 1D 

la condition n6cessaire et suffisante est 

(~) h ~  + hks + k~52 ---= g2 

e~ ceci revient, avec une constante fixe m," aux deux relations 

(3) ~21e ~ m$2 

(4) h ~ + mhk + k ~ I. 
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Si (3) est vSrifide, la relation quadratique (4) fournit ~ ~ surfaces V applicables 

sur les deux surfaces V~, V, relatives s (D~, D'~, D'[) et (D~, D',, D~): le r~seuu 

asymptotique de V 

(5) h (D~du~+2D'~dudv+D'[dv~)+k(D~du~+2D'~dudv§  ~) - - o  

reste conjugu~ par rapport s un r~seau R, inddpendant de h et ~, s savoir 

du ~ --  d u d v  dr" 

D'[ D', D~ 

D~ D'~ D~ 

~ O .  

I1 y a donc deux cas 's distinguer suivant que ce rdseau R, co~jugug sur routes 

les surfaces, se compose d'une famille double ou de deux familles distinctes. Le 

premier cas donne les surfaces r~gldes applicables sur une surface r6glde donn~e; 

le secoud cas donne la solution vraiment in~ressante, s savoir les surfaces de 

Voss-Guichard. 

Duns le premier cas les deux formes quadratiques D, du ~ + . . . .  o, D2du ~ + . . . .  o 

ont un facteur commun; les surfaces V sont r6gl4es, les g6n4ratrices se corres- 

pondant. On peut prendre les gdn6rutrices comme courbes v :cons t . ;  on a 

D ~ = D ~ o ,  puis D'I=+_D'~; le signe (+) donne des surfaces ~ et V~ isqmdtriques 

et applicables; le signe (--) donne deux surfaces isomdtriques, non applicablez ; "s 

condition de remplacer V_, p a r  sa symdtrique, le signe (--) se remplace par le 

signe (+). Supposons donc D'I~D'~; la relation ~ , ~ m ~  se r~duit s 2 D'~,-~mD '~, 

et, puisque nous dcartons le cas banal de ddveloppables, on doit prendre D'~ ~ o, 

m = 2 ;  la relation (4) donne h + k - ~ +  I; de la sorte les coefficients [o, D',,  

hD'[+(I--h)D~] donnent, pour h variant de - - ~  ~ + or les surfaces applicables 

sur la premibre et seconde; les coefficients [o, --D'I, hD'[--(I +h)D'~] donnent 

les surfaces rdgldes isomdtriques s V~ et V2, non applicables sur elles. Nous 

avons retrouv6 un r6sultat classique, pour lequel, toutefois, on ne met pas suf- 

fisamment en relief, la forme lin~aire des fonctions D, D', D" relativement au 

param~tre de d6formution. 

3. - -  Surfaces de Voss-Guichard. R~seau permanent r~el ou imaginaire. 

Bornons-nous d6sormais au cas off le 'r6seau permanent est effectivement form6 

de deux familles distinctes, r~elles ou imaginaires (dans ce dernier cas, pour les 

surfaces r6elles, les deux courbes se croisant en un point r4el sont imaginaires 

eonjug~es). 
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Avant  de particulariser l e s  courbes de coordonn6es, remarquons 

relation 

(I) h~ + mhk + k~= i 

87 

que la 

donne oo 1 surfaces assocides, dont  chacune V peut servir avec Vx, au lieu de Vx 

et V~, pour d6finir la famille; mais alors la cons tante  m change de valeur. 

Calculons la valeur m relative s V~ (D~, D'~, D'[) et V(hD~ + kD~, hD' l+ kD'~, 

hD'~+kD~); on trouve imm6diatement,  au l i eu  de s la fonction 2 h ~ 2 + k ~ 2 ~  

(2h+km)~2; il est naturel  de d6terminer h e t  k par la relation compl6mentaire 

(2) 2 h + k m  = o 

qui d6finit l'adjointe de V~. On a par (I) et (2) 

(3) k 2 e h --  ~m 
V 4  - V 4  - 

Nous allons ddmontrer, u n  peu plus loin, que le cas m =  + 2  ne peut avoir lieu; 

le changemen~ de e en (--e) ne fair que remplaeer l 'adjointe par une surface 

symgtrique: on a done, en ndgligeant un d@lacement  ou une symgtrie, une 

adjointe et une seule; supposons donc que V~ est l 'adjointe,  ou que m est nuL 

Les asymptotiques d'une surface V1 ~tudide ici ont pour homologues ~ r  la surface 

adjointe un rdseau conjugud (la relation entre V~ et l 'ad]ointe V~ est 6videmment 

r6ciproque). Inversement deux surfaces applicables, tcllcs que les asymptotiques de 

l'une se transforraent sur l'autre en un rdseau eonjugad, ddfinissent une des familles 

dtudi~es ici. 

I1 est paxticuli~rement commode de n 'avoir  pas encore pr6cis6 la choix du 

r6seau de coordonn6es curvilignes; S'~ et S~ dtant assocides, supposdes rdelles, et se 

correspondant point rdel pour point rdel, m est r6el; deux cas se pr6sentent donc 

pour la recherche de l 'adjointe:  m ~ > 4 ou m ~ < 4; dans le premier, on a ~ 1 

surfaces assocides rdellav, mais une adjointe imaginaire (ou du moins, au cas off 

l 'adjointe a u r a r  des nappes r6elles, ce qui est possible, la correspondance entre 

V~ et son adjointe aurai t  lieu point r6el pour point imaginaire sur route l'6ten- 

due des deux surfaces); on a routes les associ6es r6eUes en faisant  d6crire s m 

l ' intervalle (2, + ~ )  qui donne V1 et routes ses associ6es r6elies applicables, puis 

l ' intervalle ( - - ~ ,  --2) qui donne les surfaces sym6triques de l 'ensemble d6]s 

obtenu. Dans le second cas, m ~ <  4, on obtient ~ ~ surfaces assoeides r~elles, dont 
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une adjointe r&lle; m d6crivant l'intervalle (o, +2), on a routes les associ6es 

r6elles applieables. Dans lag deux cas, la correspondance entre deux associ&s rdel- 

les a lieu point r&l pour point r&l sur toute l'~te~due de la surface (uvec la restric- 

tion signal6e plus haut, tout g fair exceptionnelle). On a, par ces consid6rations 

bien simples, bien qu'on air g peine amorc6 la recherche de ces surfaces, des 

r6sultats tr~s pr6cis; ces surfaces donnent un nouvel exemple curieux de surfaces 

susceptibles, sans d&hirure, ni disparition de rdgions r&lles, d'une d6formation 

continue. Bien plus, si m~< 4, on est certain que la courbure totale de la sur- 

face est n~gative dans toute l'dtendue r&lle; c~r, si nous prenons deux axes wh, 

oJk, la courbe h ~ + m h k + k ~ = o  est une ellipse r&lle, sur laquelle on passe, par 

continuit6, du point r6el (h, k) au point r6el (--h, --k) par une s&ie de posi- 

tions interm6diaires routes r6elles; la surface V se trouve ainsi d6form6e par 

continuit6 et appliqu6e sur sa sym&rique; cela exige, comme Eugenio Ella Levi 

l 'a montr6, que la courbure totale soit n~gative. Au contraire, pour m~> 4, on 

a une hyperbole et la variation continue sur la courbe, par positions r6elles, 

routes g distance fin.ie, entre (h, k) et ( - - h , - - k )  n'est plus possible. Comme 

rien d'ailleurs n'emp~che de trouver des d6form6es (autres que des associ6es) 

pouvant servir de transition entre S e t  sa sym6trique, nous ne pouvons rien dire 

du signe de la courbure, si m~>  4. 

4. - -  Equations aux d&iv&s partielles. Autant  il efit &6 maladroit de 

particulariser, dans le paragraphe pr6c6dent, les courbes (u, v), autant il est 

avantageux de prendre maintenant le r6seau permanent comme r6seau de coor- 

donn6es (chose possible, m~me pour m =  _+ 2); ce r&eau peut d'ailleurs ~tre r6el 

ou imaginaire. On aura donc D'~=D'~=o; d6barrassons-nous de l'hypoth~se 

m =  + 2; si cela avait lieu, on se bornerait g m =  + 2 (sym&rie). On aurait 

{ D~ D'[--D~D~=o D'~=o 

+ D D':=o 

D~ ni D~ ne sont nuls: de (I) r6sulte donc 

pt 2 t~ ~ t t  ~ r r 2  D~ - - 2 D  1/)~-e/)~ = 0  

d'ofi D I = D ~ o  , et par suite DioDe;  mais alors V~ coinciderait avec 171; 

l'hypothbse m =  + 2 est donc bien inadmissible. 

Nous supposons donc V~ (r6elle ou imaginaire) adjointe, et non seulement 

associ&, g V1; donc m-~o. On a 
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{ D 1 D'~ - -  D~ D~ -~ o D '  1 = o 

t t  i t  p 

D~D~ + D ~ D ~ = o  D ~ = o .  

On peu~ done (sym6trie) 6erire 

t t  o t t  3) D~ = , D ,  

89 

P 

D~ = ~ i D 1 D '  1 = D 2 = o. 

Dans les 6quations I, II,  o3 o'  a disparu, je remplace D, D" par D~, D'~' puis 

- - iDa,  iD'~: la eomparaison entralne 

_E O E  2 E  O F  F O E  
IV Ovv Ou - +  ~-u = ~  

V G OG GOF+ FOG= 
-~u--2 Or- ov o. 

D'aprgs des rdsul~ats elassiques, l'6quation IV exprime que les courbes v = con- 

stante sont des gdoddsiques; (V) donne le m6me r6sultag pour les courbes u = con- 

stante. Les 6quations de Gauss-Codazzi deviemaent ( H =  V f ~ G - - F  ~) 

GOE_FOV 
I' I OD 0 log H + Ov Ou 

D Ov Ov 2 H ~ 

OG _ F O E  
E O~u Ov I I '  i O D" O 

D "  Ou Ou log H + 2 H ~ 

I I I '  D D "  = ~2. 

On dlimine ais6men$ D e~ D" entre Y, IY, I I I ' ;  le ealcul se fair sym6triquement 

en calculant 

0-u = O u  log au moyen de I I '  

et 
o 

Ov = ~ log au moyen de I ' ;  

on a ainsi l'6quation aux diff6rentielles ~otales 

12--27377. Acta mathematiea. 5l, Imprim~ le 22 novembre 1927. 
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(4) 

oa_ FaE] 
d [ log  ( ~ " ) ]  = 0 ) +  -E--G---~ j d u - -  

- ~ l o g  + ~ _ ~  j d v  

de sor~e que la Condition d'int6grabilit6 est 

0 $ 
VI 

OuOv 

l- O E  OG-I 

-t- 

[ E  0 G F 0 E ]  

~L ~(EG-F~) ] 

Les ~quations n~cessaires I V ,  V, V I  sont aussi suffisantes; en effet I ' ,  

I I ' ,  I I I '  donnent  D et  D "  par  une quadrature  avec une constante arbitraire 

[ ~ ] on ealeule ~ -  par (4) �9 Ces expressions D, D "  ainsi obtenues,  jointes ~ D ' = o ,  

sat isfont  done aux 6quations de Gauss-Codazzi; done, avee E,  F ,  G elles d6ter- 

minent,  pour  chaque valeur de la constamte d'int~gration, une surface, intrin- 

s~quement, d6formable avee un param~tre, avee r~seau (u, v) con~ugu~ permanent ,  

et form6 d'ailleurs de g6oddsiques, en vertu de IV, V; tous les trait6s classiques 

d6montrent  que r6ciproquement,  on a bien ainsi une surface de Voss-Guichard 

(volt. par exemple, Darboux,  Th6orie des Surfaces, t. 4, P. Io3- - Io5) .  Le para- 

m~tre fourni  par  l ' int6gration entre bien s0us la forme voulue; ~ priori, nous 

savons en effet, puisque 

m----'o h ~ - t - k  2~-- I 
que l 'on pent  poser 

(5) 

h ~ cos a k sin a 

D = D, cos a + D~ sin a = D,e  - i s  

F, w, ~t ?. 
D "  = D , cos a + D ~ sin a -= D l e ~. 

Par  quotient  on a 

D p r  D r ,  
- -  - ' e 2i" D D~ + D "  D1 ~ 2 cos a DI D'~. (6) ~ D1 

La constante e ~/~ est bien fournie par  l ' int~gration de (4); la quantit6 m rela- 

tive �9 ~ V(D,  D")  et V 1 (D1, D~') est 6gale s 2 cos a; elle ne peut  devenir ~gale 
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+ 2 que si V coincide avee V~; nous allons retrouver la s6paration en deux 

classes de surfaces, suivant que m ~ < .4 ou a r6el, et m ~ > 4 ou a imaginaire pure. 

5. - -  Courbure et torsion des gdoddsiques u et v. Nous avons fair remarquer 

depuis longtemps qu'une su r facemin ima  quelconque est solution de notre pro- 

blame; ici nous n6gligeons un d6placement, tandis que dans la th6orie sp6ciale 

des surfaces minima, on impose de plus s chaque surface minima associ6e de 

correspondre ~ la premiere par plans tangents parall~les aux points homologues, 

condition possible Seulement pour les surfaces minima associ6es; l'6quation de 

Riccati annonc6e plus haut, n6cessaire pour mettre en place une surface d6finie 

intrins~quement, s'int~gre par les trois quadratures donnant la surface adjointe. 

Passons maintenant s une surface quelconque, minima ou non minima, solu- 

tion de notre probl~me. Tout 616ment, d@endant d'une faqon lin~aire et homo- 

g~ne de D, D', D" s'obtient, au cours de la d~formation, par une formule tr~s 

simple, pourvu que l'on connaisse ses valeurs sur deux surfaces $1, S~ associ6es 

(ou adjointes); soit r cet 616ment, on aura 6videmment 

(I) ~0 = hgt  + kg~ 

h e t  k 6rant les deux constantes d6js introduRes; sous cette forme le rdsultat 

est valable m~me pour les surfaces rdgl~es: cette formule, d'une si belle simplicit6, 

ne semble pas avoir 6t6 remarqu6e; les 616ments de cette nature sont, par exemple, 

la courbure de :Meusnier d'une courbe ( ~ - ~ ) ,  b i enco tgO,  o u l a t o r s i o n  OU 
~ g 

g6od6sique --dss ' ou la eourbure moyenne de la surface en un point. Si 

$1 et S~ sont deux adjointes, on 6crira plus simplement 

(2) q g = 9 1 c o s a + ~ 0 2 s i n a  

et eeci prouve que la somme ~0~ +~0~2 reste constante quand on passe d'un couple 

d'adjointes ~ un autre couple. 

Pour une g~oddsique quelcouque (n'appartenant pas au syst~me conjugu6), 

on a, puisque 0 est nul 

i c o s  a s i n  a i c o s  a s i n  a 
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Pour une gdoddsique du syst~me eonjugud, on a un %sultat encore plus simple; 

si la g6od6sique est du syst~me v ~-~ constante, on a 

I D ~ I D F  D ~  = - -  i D ~  I D ~  1 D~_ . 
(4)  =EH H 

On en d6duit done, en appelant 2 ~o l'angle des deux g60d6siques conjugu6es, 

I - -  e - ia I e - ia T TI T~ H 
(5) R B~ T - -  T~ B - -  R~ -- 1+~ - -  F - -  tg 2 ~o. 

Pour une gdoddsique du syst~me conjugud (soit de la famil le  u, soit de la famil le  v) 

T 
le rapport -R reste constant, au eours de la ddformation, en ehaque point  de eette 

gdoddsique (mais variable d'un point  ~ l'autre) et dgal ~ la tangente de l'angle des 

deux gdoddsiques eonjugudes; nous retrouverons plus bas cette propri6t6. 

Pour la famille u = constante, il faut modifier les denx premieres formules 

(5) et 6crire 

I eta I e ia T '  
(6) R'  - r '  - r i  = tg  2 

D D "  
Si on introduit la eourbure totale K de la surface, dgale ~ H ~ -  , on voi~ imm6- 

diatement d'apr~s les formules 

F V E  G - - F  2 
s i n  2 w - ~  cos 2 o) ~- 1 / ~  G VN G 

le r6sultat relatif aux courbures et aux torsions des g6od6siques conjugu6es 

s i n  S 2 eo c o s  ~ 2 ~o 

R R ' - - = - T T '  - - K  R R '  + T T ' = ~ ' K  

On pourra encore remarquer que la transformation, indiqu6e au num6ro I, par 

plans tangents parall~les fail correspondre s deux surfaces de m~me courbure 

totale constante, se raec.ordant le long d'une asymptotique, deux surfaces de 

Voss se raccordant le long d'une g6od6sique: au conrs de la d6formation indi- 

qu~e ici, les deux surfaces de Voss res~ent ~angentes le long d'une ggodgsique 

et les formules (5) donnent intrins~quement les diverses formes de cette g6od6sique. 
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6. - -  R & e a u  c o n j u g u 6  rdel  au i m a g i n a i r e .  Les 6quations IV, V, VI  sont 

au hombre de 3 entre 3 fonctions inconnues E, ~,  G et les deux variables ind6- 

pendantes;  elles admet tent  donc une infinit6 de solutions; comme elles sont '~ 

coefficients r6els, si, pour les valeurs initiales r6elles u0, v 0 on prend L o > o, 
~ Y2 G 0 > o ,  E oG o - b 0  > o ,  on aura un d s  2 qui restera d6fini positif dans un cer- 

tain champ r~el (u, v) et si on profite du facteur de proportionalit6 qui entre 
D" 

clans ~ -  pour que ~2 o e t  ~ D 1 ]  ~ soient de m~me signe, on volt que les fonctions 

D 1 et D'~ restent  r6elles, soit dans tout  le champ d~jg d~fini, soit darts un champ 

int&ieur. En tous cas (sans avoir pouss~ g fond la discussion des arbitraires 

initiales) nous avons d~fini un morceau de surface V~ r~elle et, avec les fonctions 

Dl t ,  , off t varie par valeurs r~elles de - - ~  g + oo, une surface g r~elle 

correspondant g V~ point r6el pour point r6el, sur route l '6tendue de Vx: la (i) 
eonstante m est t +~-  ; on a done m ~ >  4; le r&eau (u, v) est r~el. 

Supposons main tenant  le rgseau (u, v) imaginaire, u et v devant  recevoir 

des vMeurs conjugu~es pour les points r~els; on pose 

( I )  u = u ' + i v '  v = u ' - - i v '  E =  e + i g  G = e - i g .  

On combine IV et V par addit ion et soustraetion; finalement nous avons encore 

un systbme g coefficients r6els de 3 6quations entre e, g, 2 '  et les variables ind& 

pendantes rgelles u' ,  v ' .  On pourra donc, comme plus haut,  trouver une infinit6 

de solutions, r6elles pour (u', v ')  r~elles, telles que le d s  ~ reste d6fini positif, ce 

qui exige 

(2) F + e > o  F - - e > o  e'+g'--F~<o. 

Les formes de D, D', D"  eomme d6t~rminants prouvent que D et ( - -D")  sont 

imaginaires conjugudes; si donc la quantit6 ~2 ou D D "  est positive, la surface 

ne pourru ~tre r6elle; il faudru donc s 'arranger,  par un choix convenable des 

eonstantes initiales, pour que ~o soit n6gatif. On 6criru 

(3) 

1) - -  q e r 

_])" 

log D - 

1 ) "  : - -  Qe - i '~  @~" : - -  ~2 



94 Bertrand Gambier. 

Effect ivement  le second membre de la forinule 4 du paragraphe  4 est une imagi- 

naire  pure;  la surface V~(DI, D',') et la surface adjointe  ~( - - iD1 ,  iD'[)sont 

r6elles puisque D 1 et --D'; sont imaginaires conjugu6es;  la surface V(D1e-~% 

D'~d ~) est r6elle et le nombre m con 'espondant  s V e t  V l est 2 cos a; a varie 

de o s 2 ~ ;  ~n 2 est inf6rieur s 4; a e t a  + -  donnent  deux adjointes;  a et a+~r  
2 

deux surfaces sym6triques. ~ 

Remarquons  que les ruisonnements  fairs sur les surfaces qui se correspon- 

dent  point  r6el pour  point  r6el sur route leur 6tendue supposent  essentiellement 

que l 'on a pu prendre,  en tout point de cette dtendue, u et v comme variables 

ind6pendantes;  la pr6sence d 'une ligne par~bolique obligerait  ~ s s 'annuler  tou t  

le long de cette ligne, ou s devenir  infini. Les champs de variat ion pour  (u, v) 

ou (u', v') sont limit6s par  les z6ros ou pSles de E, G, /7 (ou de F + e ,  F--e,  g) 

par les z6ros de E G - - F  ~ et ~ .  On constate ce fair  curieux que cert~ines sur- 

faces V se composent  de deux r6gions /~', R "  s6par6es par  une courbe C, telles 

que sur /~.' le r6seau (u, v) est r6el, mais sur R" ima~na i re .  J 'a i  montr6 au 

Bulletin des Sciences Math6matiques de Darboux-Picard  (1926) que cela a lieu 

pour  l'h61icoide minimum H e t  une tr~jectoire or thogonale  quelconque C de ses 

g6n6ratrices; il existe donc or ~ surfaces V' r6eUes d6form6es au sens de Voss de 

V et recouvran t  to ta lement  R' (en double, s l 'exclusion de R") et de m~meor ~ 

surfaces V" recouvrunt  /~" et non R ' ;  pour  l 'hSlicoide H ,  la consid6ration des 

~ t rajectoires  C donne finalement les or ~ d6form6es h61icoidales ou r6volu- 

t i res  de H .  

I1 y a lieu de signaler le cas d 'une ligne parubolique; sur une teUe ligne C, 

suivie au cours de la d~formation de V, l '~quation 

(4) (D,d u~ ~ 2 D'~ du dv + D'[ dv ~) cos a + (D2 du ~ + 2 D' 2 du dv + D~ dv") sin a : o  

obtenue en ne par t icular isant  pas le syst~me de coordonndes, ne peut  avoir une 

i Je signalc ce r~sultut  int~ressant:  Si une port ion de surface r(!elle admet  un  r~seau con- 

jugu( ~. tel que les dcux courbcs se croissant  en un poin t  r~cl de la surface soient  imaginaircs  con- 

jugudes, la courbure totale est n~gative sur  toute cette r~!gion. Cela r~sultc de ce qui a dt(! dit, 

sur  I), D', D" et DD"--D'~=~2. D'ail lcurs si on ram(~,ne l '~quatiou diff~rentielle du r5seau ~ la 

forme du~+dv~=o, l 'dquat ion des asympto t iques  devient  D(du2--dv~)+2 D' dudv=o,  ce qui suffit 

d~montrer.  Remarquons  que les coefficients italiens d, 6', (i" offrent sur  D, D', D" l 'avantage 

de se t rouvcr:  (~' rdel et (f et 6" conjugu~s quand les courbes u, v sont  imaginaires  conjugudes;  

lOy Oz Oy Oz ~ 2 
rexpression EG--F ~=S ~OuO--v Ov Ou] est r~ellc mais ndgative. 
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racine double, quel que soit 

nuls, on a 

(5) DI_ D'I 1): 

95 

a, que si, en supposant d'abord les D non tous 

D~D'~--D'~ -~ o D~D~--D'~ = o 

et alors la direction, inddpendante de a ddfinie par l'une ou l'autre dquation 

(6) D~du+ D'ldv-~o D ' l d u +  D : d v = o  

es~ l'une des deux direegions conjugu~es permanentes; elle peut coincider ou non 

avec la tangente ~ C; l 'autre direction conjugu~e est provisoirement ind~termin~e. 

I1 y auruit lieu de voir s i ces  cireonstances peuveng ou non se produire. 

D'autre part l'dtude des surfaces de rdvolution nous montrera la circon- 

stance suivante: la surface V peut fort bien admettre une ligne C de rebrousse- 

ment, asymptotique singuli~re, s~parang V en deux rdgions V' et V"  isom~- 

triques entre elles; chaque surface V1 admet la ligne correspond~nte analogue C~ 

et la s6.paration en deux nappes V'I, applicable sur V', V'; applicable sur V ' ,  

le correspondance uyant l ieu  poin~ rdel pour point r~el. Mais alors il existe des 

surfaces W, non surfaces de Voss; qui ont m~me d8 ~ que Ve t  que V ne recouvre 

que partiellement, la ligne T homologue de C n 'ayant  plus rien de singulier sur 

W; la circonstance actuelle se prod:uit si pour V on a D : D ' = D " : o ,  E G--  

/~----o, ce qui entralne que les trois jacobiens 

soient nuls ensemble. 

D (y, ~) D(z, x) D (~, .V) 
D(u, v)' D(u, v)' D(u, v) 

7. - -  Int(qration directe. Les 6quations IV et V trait6es comme 6quation 

diffdrentielle lin6aire en F, regoivent imm6diatement la forme 

O) 

On peut donc 6crire 

foxy (2) E =  ~ou] 
F_axax_a.Yar e=iary 

Ou Ov ~u Ov ~Ov/  
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Le ds ~ de 1~ surface est 

[io~y toxyl =[foxy t~ 
(3) d s ~ = d X ~ +  [ ~ O v l  - ~ o v f  J dv~ [ ~ I  -~ou / . !  

Nous ne gardons donc que les fonctions inconnues X et ]5 au lieu de E, F, G; 

X et ]5 satisfont ~ la premiere ~qu~tion 

O X O X  O Y O Y  
(E~) Ou O v -  Ou Ov 

I1 n'y a plus qu'~ donner l'~qu~tion VI: elle adme~ suecessivement deux int6- 

grMes premieres. I1 suffit de passer par l'interm@diMre de D et D". On 

constate imm6dia~emen~ l'6galit~ 

o [(ox V (Oryl 
- ~ b  l o g / ~ 4 1  - ~ l  I 

On peut donc 6erire, avec une fonetion arbitrMre U de u 

~-i/ioxy low D =  
~aTul - ~ou I u 

oY1/iox~-loW, et en rempl~qant H par l'une des deux formes possibles ~ i/ ~u-u] --  ~8u ] 

o n  a 

o q i~  xy ~oW1 
(4) D = oTv L \ ~ l  - ~ Ou I J u 

(5) D" ~176 foxy1 
-= g J  [ ~ 57v1 - ~-aT~ l J V 

(~,,) ~=~F~176176176176 tOXyl 
Ou OvL\Oul \Oul l[~-~vl , \-~vl ]" 

L'6quation (E2), par 61imination de [f V redonnerai~ l'6qua~ion V$; comme le 

0 ~ - -  Ou ~_~O-vv! ~ O u O v  Ou Ov OvOuOv 
2(Ee-F') [oxy[oyy [orory 
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U 
produiL U V es~ seul connu, on peut remplaeer U par ~- eL V par Vt,  off t e s t  

une cons~ante arbitraire eL l'on retrouve ainsi la d6formaLion annonc6e. Le pro- 

blbme est donc ramend ~ in~6grer (El), (E~) off ~ esL remplacde par son expres- 

sion d6velopp6e; nous avons donc deux 6quations aux inconnues X eL Y. Quand 

on n'a pas, par certaines hypoLhbses s priori, par~icularis6 la forme de U e~ V, 

on peut, par le changement de variable du ~ U d u ,  ramener U s l'unit6; de 

mSme d v =  V d v  ram~ne V ~ !'unit6. 

Donnons main~enan~ le da ~ de la repr6sentaLion sph6rique; il suffi~ d'appli- 

quer la formule classique 

= - (gdu. 1)' dv)(D'du+D"d,) (6) da ~ (D du  + D,  dv)~ F 
H 

, vv 2 + ~ ( D  d u + D  dr) 

ou si on pr6f~re 

(6') da ~ = 
D '~ - -  D D "  

H 4 [E du  ~ + 2 F du dv  + G dv  ~] 

pour obtenir 

(7) 

+ E D '  + G D  ~ 2 . F D '  FD ~ 2 D '  
H~ [ ~ [ d u  + - ~ -  du  dv  

OX 
Ov 

do ~ =  U~du~ + V ~ d v  ~ -  2 U V ~ - v d u d v  

Ov 

+ -f f  dv ~ 

eL cette forme remarquable suffirait & elle seule pour mon~rer le lien avec les 

surfaces ~ eourbure totale constante. 

Or c'est un fail bien eonnu clans cette thdorie que l'dquaLion (E~), obLenue 

en 6galanL D D " - - D  '~ ~ l'expression bien eonnue, obtenue sous forme de diff6- 

fence de deux d6terminants, eL exprim6e uniquement en E , / ' ,  G eL leurs d6rivges 

des deux premiers ordres, est purement eL simplement 6quivalente $ eelle que 

1'on obLient en 6erivant que l a  courbure Lotale de  la sphbre, sur laquelle on 

effeetue la reprgsentation sph6rique, est 6gale ~ 1'unit6. Nous pos0ns done 
13--27377. Acta mathematica. 51. Imprim4 le 22 novembre 1927. 



98 

(8) 
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OX O Y  
Ov Ou 

cos 2 co -- 0 Y  -- 0 X 

Ov Ou 

et nous avons l'~quation tr~s simple, rempla~ant (Ee) 

6~2(.0 
(9) OuOv - - :  U V sin co cos to. 

(Un calcul simple montrerait que E~ peut &re dcrite 

i o, 

~ o ~ o ~ o~ 
+ ~ o ~  ~ ~ ~ + i -  b-f U V = o  

et l 'introduction de la nouvelle inconnue eo donne l'~quation (9)). 

La re&bode revient donc ~ in~grer  l'~quation (9), qui est celle bien connue 

qui domine la thdorie des surfaees s courbure totale constante; le changement 

de variables d u - :  Udu ,  d v =  V d v  ram~nerai~ U et V ~ l'unitd; mais nous 

allons voir que, dans certains cas, il est commode de laisser U et V, fonctions 

ind~termin~es de u et v seul, respectivement. Une lois obtenue une intdgrale de 

(9) on int~gre le syst~me (8) ou si l'on prdf~re, en ~liminant Y, l'dquation de 

Laplace 

_ _  Oco OX 2 Oco OX  (IO) 0 *X + 2 c o t g 2 w . - - - - +  - - 0  
OuOv Ov Ou s i n 2 w c o s 2 c o O u  Ov 

Y s'obtient ensui~e, quand X est obtenu, par une quadrature de diff6rentielle 

totale. Je renvoie le lecteur s la seconde Note. 

On a ensuite 
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orloxt' oxla q' (II) . D = ~ v v \ ~ I  U s i n ' 2 w  -~0 - ~ \ O v ]  Vsin'2~o.  

A remarquer 1~ formule donnan~ la courbure totale K, 
U V  

K =  
O X O Y  
9u Ov 

8. - -  Surfaces de Voss applicables sur une surface de r6volution. Par ana- 

logie avec les surfaces mini~na, il est inl&'essant de chercher les surfaces V parti- 

culiO, res dont le cls ~ est de rdvolution; l'exemple que je vais donner est assez vrai- 

semblablement le plus g~n6ral. Je cherche une solution des 6quations IV, V, VI 

de la forme 

(I) E = Z ( x )  F ~ F ( x )  G-~  G(x) x = u + v .  

OE OE d E  E'.  
La d6riv6e Ouu ou Ovv coincide done avec ~ x  = On a done 

(2) dx = ~  V~ ~ - d x V ~  

de la sor~e, je pose pour la commodit6 

(3) E ~ ~ G ~ V~ 

et l'on a, avec deux eons~antes arbitraires C1 et C_. 

(4) 

puis 

(s) 

ou plus simplement 

(6) 

d X =  ~du+(~+2 G) dv 

d Y = ( ~ ] +  2 C~)du+~?dv 

x= clv+ f r=2c u+ f , 

(7) / OX O X = ~ + r  G 

OY O Y  
~u  = ~ + 2 G  Ov = 7 .  

dx  
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O n  voi t  done  que  1 'angle  to ne  d6pend  lu i  auss i  que de x et  le p r o d u i t  U V  

m 
auss i ;  donc  on  a u r a  soi~ U V-=m ~, U=mt ,  V - = ~  off m et  t son t  deux  con- 

s~san~es, soi~ U ~ e  au+b V = e  av+c et~ dans  ce de rn i e r  cas, on  p o u r r a  sans  res~re indre  

supposer  U-=e u, V = e  ~. N o u s  avons  donc  deux  cas s e x a m i n e r  

A) [d 
~oJ 

= m *  s i n  ~ c o s  

~ + 2  C~ = v e o s  2to 

V + 2  ~ =  ~cos  2to 

B) 

d S t o  
= e "~' s in  to cos to 

~ + 2  C ~ = ~ c o s  2 ~  

Occupons  n o u s  de la premiere hypoth~.r l ' i n t d g r a t i o n  se fa i r  pa r  les f o n c t i o n s  

e l l ip t iques ,  on  a effet 

m s 
to ts  ~ .A ~ - -  c o s  :2 to 

2 

off A est  u n e  nouveUe cons t an t e ,  ge pr~sente  le r d su l t a t  s y n t h ~ t i q u e m e n t :  avec 

les n o t a t i o n s  de Weie r s t r a s s  et  la  f o n c t i o n  ~o(x; el, es, e~) on  p o u r r a  dcrire 

(s) 

m s A m s A 2 A 

2 3 2 3 3 

m ~ ~n ~ 
e I - -  e~ = ~ / s  e I - - ,% =- - -  - -  A ea - -  es = A + - -  

2 2 .  

de la  sor~e, pu i sque  m est  u n e  cons~ante  n o n  nul le ,  el est  d i s t i nc t  de e~, mais  la 

^ m s m s 
r ac ine  es peu t  e~re dgale ~ e~ ou e~ s u i v a n t  que A = - - - - o u  + - - .  O n  a 

2 2 

(9) 

cos 2 ~  ~~ + e l - -  2 e'~ ~ - - e s  e.~ - -e l  
- -  ' c o s  s to s i n  ~' to - -  

- - 2  ( C I - { -  C ~ c o s  2 ~ )  - - 2  ( ~ - ~ ' -  ~ 1 COS 2 0 ) )  

= s i n  ~ 2 ~ ~ = s i n  2 2 to 



(9) 

Surfaces de Voss et Guichard; surfaces associ6es et adjointes. 101 

I E = ~`' G -- ,]`' /~ '= ~V cos 2 o 

I D = ~ t V e ~ -  e` 's in"20 D ' = o  D" = ~ ` 'Vet-e` '  sin ~ 2 e0. 
t 

L'6quation des asymptotiques est 

(Io) t`' du`' + dv ~ = o. 

Celle des lignes de eourbure est 

~t ~ cos 2 ~o du ~ + (~ t~--~) du d v -  v cos 2 w dv~=o. 

Ceci nous apprend que sur chaque surface (t), la correspondance entre le 

point (u, v) et le point (u+), v--~) od ~ est une constante num6rique ne charge 

ni le ds`' ni l'6quation des asymptotiques: donc la surface coincide avec elle- 

m~me par cette correspondance; elle est, ou simplement h61icoidale, ou de r6- 

volution et l'6quation des lignes de courbure d6partage les deux hypotheses; 

pour que la surface soit de r6volution, il faut et suffit que les lignes u + v ~  

constante le long desquelles la courbure totale de la surface reste constante soient 

uussi lignes de courbure; en rempla~ant dv par (--du), on dolt donc avoir une 

identit6, ce qui par un calcul facile donne pour d6terminer t la relation 

C~ = C`' t ~. 

Donc, duns chaque famille (obtenue en choisissant une fois pour routes e~, e`', 

C~, C2) il y a une surface de r6volution et une seule, sauf si C~ ou C '̀ est nul; 

C1 et C~ ne sont pas nulles ensemble; les autres surfaces de la famille sont 

h61icoidales (le chungement de t e n  - - t  donne une sym6trie qui nous importe 

peu). D'autre part duns une m~me famille, deux surfaces correspondant s des 

valeurs de t s diff~rentes, sont non superposables, non sym6triques, parce que 

la correspondance par points de m~me (u, v) est une application qui change les 

asymptotiques. Le nombre des param~tres de forme (nous ferons abstraction 

d'une homoth6tie) est facile s d6terminer; le changement de u et v e n  ~u, ~v 

peut donner s la const~nte el--e~, non nulle, une valeur choisie s priori: • I 

par exemple ( r n : i  ou i); donc, pour une surface h~licoidale nous avons pour 

parum~tres de grandeur e~, Cj, C2, t, donc trois param~tres de forme et pour une 

surface de r6volution deux. 
La surface ~ s courbure totale cons~nte qui correspond s la surface Vest  
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d6finie s une homothdtie  pros: on pent  prendre  la courburc 6gule s + I ou - - I ;  

en prenant  - - I  on a pour  cette surface 2~ le ds ~ 

m S 
m~tVdu ~ + ~ d v  ~ + 2 m  z cos 2 o~dudv 

t ~ 

de sorte que les lignes asymptot iques out pour  6quation d u d v = o  et les lignes 

de courbure tZdu~--dv~=o;  or l 'une des deux lignes tu - -v -=cons tan te  ou tu'+ 

v-~-cons~, ne peut  coincider avee elle-m~me dans son ensemble par  la subst i tut ion 

(u, v; u + 2 ,  v--g) que si t e s t  6gal s + I: done ehaque famille de Voss 6tudi6e 

ici correspond s une famille de surfaces 2~ (dgduites les unes des autres par  la 

t ransformat ion  de Bonnet-Lie) h61ieoidales routes, saul la surface t =  I, qui est 

rdvolutive: si done C~----Cz, s la surface de rdvolution de la famille 2~ correspond 

la surface de r6volution de la famille V; mais si C~ ~ C 2, s la surface de r6volu- 

t ion de ehaque famille correspond une surfaee h61ieoidale de l 'autre;  nous avons 

vu que co ddpend de deux param~tres e~, eg., que l 'on peut  astreindre s e l - -e~=  + I ; 

la surface 2~ eont ient  en outre le param~tre t: done les surfaces ~ h61ieoidales 

d6pendent  de deux param~tres de forme, les surfaces ~ r6volutives d'un seul; 

comme c'est le compte exact pour  les surfaces '~ courbure totale h61icoidales ou 

r6volutives, nous voyons qu'ici nous avons bien obtenu les surfaces de Voss 

gdn6rale~' qui sont h61icoidales ou r6volutives; la d6monstrut ion r6sulte de ce que 

la surface ~ est n6cessairement elle-m6me h61icoidale. 

O b ~ n i r  les 6quations cartgsiennes de routes ees surfaces sp6ciales V ou 2~, 

d6finies intr ins~quement,  est un  jeu d 'enfant .  Je  l ' indique en me bornant  "~ un 

eas simple, Cx= C~ de sorte que 2~ et V soient ensemble de r6volution. Je  pro- 

rite du rappor t  d 'homoth6tie  pour  donner  ~ ~ la valeur ~ ) - e  1 et j '6cris 

E =  

D = D "  = 4 V e t  -el)( o 

Le ds ~" de la surface et celui de sa repr6sentat ion sph6rique sont 

ds ~ : (~ --el)(~ --es)(du + dv) ~ + (es--el)(P - -e l ) (du- -dv)  2 

(14) da ~ = (et--e~)(es--e,) (du + dv) ~ + (ex--eo) ~_--e.q (du_dv) , "  
(~0-- ex) ~ ~o - - e  1 

Or si z = f ( r )  est l '6quation de la m6ridienne, on doR aussi t rouver  
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(~3') d s - ~  [I +f '~  (r)] dr~ + r  ~ dO ~ 

f "~ ( r )  dr~ ' ~  
(r4') da~ = [I +f'"(r)] 2 + d8~" 

On a donc, avec une eonstante Z s d6terminer 

(~5) 

d r Y +  d z  ~ _~ (~a-- el)(~-- e3) d x  ~ 

r ~ = (e~--el)(io--e,)Z ~ 0 ~- u - - v  
2 

(e l - -e~)(~--  e~) ]~ _~ d z  ~ 

~ - e l  ( 9 - e ~ ) ( ~ -  e~) dx  ~ 

Le ealeul s'aeh~ve ais6ment et donne 

( I 6 )  

~ /  (e~--e,)(~o---e,) 
z =  V - r =  V - _ _  e s - - e  ~ e3--ee 

dz  e~-- e~ (~,_e3). 

Cet exemple est tr6s instruetif ~ pour les questions de topologie soulev6es au nu- 

m6ro 6: p==e~ donne un parallble de rebroussement, asymptotique singuliSre; si 

ce parall~,le es~ r6el, on voit que, d6form6e s titre de surface de r6volution en 

nouvelle surface de r6volution (qui n'est plus surface de Voss) la surface donne, 

en r6duisan~ les rayons des parallSles, des surfaces de r6volution qu'elle ne re- 

couvre plus compl6tement: elle ne les recouvre que jusqu'au parallSle transform6 

du parallble 9 : e a ;  donc la surface de Voss ne repr6sente qu'une portion de son 

ds*; reals, d6form6e ~ ti~re de surface de Voss en nouvelle surface de Voss (h61i- 

coidale) elle ne cesse de correspondre ~ l'ensemble (et rien de plus) de chaque 

d6form6e, le paralI61e de rebroussement devenant une h61ice de rebroussement, 
asymptotique singttliSre. 

On peut maintenant se pr6oecuper de la r6a]Jt& Si le r~seau (u, v) est 

r6el, eo est r6el; C1 est Ce sont r6elles afin que E > o ,  G > o ;  E G - - F  ~ est 

automatiquement positif; t e s t  r6el ou imaginaire pure en mSme temps que 

V~e~--e~i il n'y a plus qu's 6erire 

(19--el)(ea--el) > o (p--el)(~o--ea) > O. 

1 Voir  la p remiere  Note,  ~ 1"~ fin du  Mdmoire.  
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D'ailleurs les expressions de cos~ o~ et sin~ to montrent que e~, e~, es doivent ~tre 

rdelles et la valeur de ha aussi; on volt qu'on a le choix entre deux hypotheses: 

(~o) ha > e~ ha > es ea > et 

(2 ~ ha < e~ ha < ea e.~ < e~. 

Comme la courbe (~o, ha') se compose d'une branche infinie et d'un ovale situ~ 

gauche de la branche infinie, la premiere hypoth~se oblige (ha, ha') s ddcrire la 

branche infinie, l 'argument x~-u+v  ~tant rdel; la racine es peut ~tre la plus 

grande, et le parall~le de rebroussement, quand C1~ C a, est effectivement rdel, e~ 

~tant la plus petite racine ou la racine moyenne; e 3 peut ~tre la racine moyenne 

et el la plus petite et il n 'ya plus de parall~le de rebroussement r~el. Dans le 

second cas, (ha, ha') ddcrit l'ovale, es est la racine moyenne et el la plus grande; 

le parall~le de rebroussement est r~el; l 'argument x est de la forme x +  co' off 

est r~el et w' la pdriode imaginaire pure; il suffira de faire le changement de 

top tO p 
variable u : ~ t + - - ,  v = v + -  pour obtenir tous les points rdels de la surface 

2 2 

avec des arguments ~, v r~els; il n'y a rien en contradiction, il n'y a qu'un jeu 

de formules r~sultant des propri~tds de la fonction ha de Weierstrass. :Nous 

remarquerons que nous avons en m~me temps rencontrd les trois formes de sur- 

faces de rdvolution h. courbure totale constante ndgative. 
Si maintenant le r~seau (u, v) est imaginaire conjugud sur V, la surface 

dolt ~tre "s courbure totale constante positive et nous aurons par 1~. m~me, d'apr~s 

les r~sultats connus, dans chaque famille de Voss, pour t =  I la surface ~ de 

r~volution, qui nous indique la valeur de co et la variation de (~, haP); en prenant 

C1 et C~ imaginaires conjugu~es, (le rapport c~ in te rv ien t  seul pour la forme ) 

nous avons des surfaces V r6elles, r~volutives ou h~licoidales suivant la valeur 

de t. On peut remarquer qu'ici E et G devant ~tre imaginaires conjugu6es, on 

peut supposer qu' i l  en soit de m~me pour ~ et ~, (en rempla9ant au besoin 

par --~ et 2 to par g - - 2  to); F est positif, donc cos 2 to > o; E G - - 1  "~ est n~ga- 
tif, donc sin~2 to est ndgatif, sin 2 to imaginaire pure; on pourra donc supposer 

2to-~2kz+i to  p, o5 to pes t  un argument rdel et k un entier, qui peut gtre r~duit 

d'ailleurs s zdro; D et (--D") sont imagina~res conjugudes, leur produit est posi- 

tif, donc el--e~, est ndgatif, le parambtre t des formules 9 est donc r~el; les 

formules (9), en ~enant compte de (~o--e~)(ha--e~)> o et (e~--e~)(ha--e~)< o, avec 
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cos*co rdel positif, sin ~ ~o rdel n~gatif, montrent que p est r~el, e~, e~, e~ r6elles; 

p' ne peut 8tre r~elle, donc ~o~e, est ndgatif; en prenant les deux formes 

connues des ddformges de rdvolution de la sphSre, on ach~vera ais~ment la  

discussion. 

On pourra remarquer que la mdthode usuelte jusqu'ici pour d~terminer les 

surfaces de Voss h61icoidales ou r6volutives nous aurait fair par~ir ~L priori des 

surfaces ~ s courbure totale constante, positive ou n6gative, de r6volution 0u 

h61icoidales, mais nous aurions eu ensuite assez de peine ~ indiquer quelle int6- 

grale choisir de l'6quation 

0*O 
(I7) OuOv U V O  cos 2r 

pour obtenir une surface de Voss hdlicoidale ou r~volutive. C'est d'ailleurs cette 

difficultd qui se pr~sente dans le cas des surfaces minima, :~ ~tant la sphSre 

mSme. 

I1 reste maintenant ~ examiner la seconde hypoth~se qui conduit s l'6quation 

de forme remarquable 

(I8) d~w -- e * sin eo cos ~. 
dx  ~ 

Cette dquation, si on y pose cos 2 ~o-~y devient 

+ 

et cette forme montre que l'dquation ne rentre pas dans les types explicitgs par 

M. Painlev~ ou moi-m~me aux Acta ~Iathematica (i9o2 et I9o9) dont l'int~grale 

g~ndrale est s points critiques fixes. Je  n'ai pus aper~u d'intdgrale premiere de 

l'~quation (I8). En t o u s l e s  cas soit une int~grale co de (I8), renfermant d~js 

deux constantes arbitraires; il s'y ajoute deux constantes C 1 et C~ pour ~ et 7, 

rapport ~ intervient seul pour la forme, puis ie param~tre t; comme dont le les 

surfaces V coincident avec elles-m~mes, darts leur ensemble, quand t varie, cela 

ne fera que trois param~tres de forme au total. Je  suis encore la m~me m~thode, 

bas~e sur l'~quation des asymptotiques. On a toujours 
I4--27377. Acta raathematie~a. 51. Imprim~i le 22 novembre 1927. 
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- - 2 ( C  1 + C  s COS 2~) 
= s i n  S 2 to ~ = 

- 2 ( ~ s +  u~ cos 2~) 

E = ~ G = V s F = ~V cos 2 co 

s i n  2 2 to 

D --  ~ v t e  ~ sin s 2 to D r =  o 

L%quation des asymptotiques 

e~P duS + e~ dv ~ = o 

~) 
D "  = g V s  -t sin s 2 to. 

change, sur la surface t, par l'auto-applica~ion (u, v, u+h ,  v--h), de sorte que 

la surface n'est ni rdvolutive ni h~licoidale; mais si h est racine de l'dquation 

d t = t ' ,  la correspondance d'applicabilitd entre le point (u, v) de la surface (t) et 

l e  point (u+h,. v--h) de la surface t', change les asymptotiques de la premiere 

en eelles de la seconde, de sorte que ces deux surfaces sont dgales; la surface t 

coincide done dans son ensemble avec chacune de ses assoeides, (dans l'ensemble 

mais non point pour point). Les surfaces minima donnent le m~me r~sultat, 

mais plus prdcis, car dans ce cas, chaque surface associde est ddfmie enposition: 

on a des surfaces minima s ds s de r~volu~ion, qui, en tournant autour d'une 

droite convenable, deviennent suecessivement leurs propres associ6es. I1 y aurait 

donc ~ ~tudier les diverses formes possibles de ces surfaces ou des surfaces 

correspondantes, jouissant de la propridtd de se correspondre elles aussi ~ elles-mOmes 

(dans leur ensemble) p a r  la transformation de Bonnet-Lie. 

9. - -  Nouveau procddd de ddtermination de surfaces partieuli~res. Puisque 

la recherche des surfaces de Voss est ramende au sysh~me 

El) O X O X  O Y O Y  
Ou Ov Ou Ov 

Es) vr ox   [loxi s_ loW! [loyi s_/oxiq 
Ou Ov L\Oul \Ou/1  L~Ov/ \Ov! J 

on peut chercher une forme simple de deux fonctions X et Y donnan~ une 

solution identique de El; il faut d'ailleurs se rappeler que chacun des facteurs 

O Y  b O X  
du second membre de E2 est different de z~ro. De la sor~e essayer ~ = Ouu 

avec Ov -- h Ov' off h e s t  une constante, ne donne rien, car on a u r a r  h=+__I 
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et ~ ~ o. 3r on peut  essayer, avec une consLante ~ non nulle d'avoir 

(I) OY ) O X  O Y  I O X  

Ov Ou Ou ~ Ov 

ce qui donne 
_~O~X O~X 

( 2 )  ~, 0 U  ~ - -  

eL l ' intggrale est X-~f(u+,~v)+99(u--,~v); comme on peut remplacer ~v par v, on 

p e u t  r6duire 2 g + I. On 6crira donc, en changeanL la notat ion 

(3) 

z -  ~ -  Lf(.+v)+99(u-v)] ~ _F~f2(u+v)-99~(,,-v) 

a x  = f ( u  + v)(d~ + dr)+99(u--v)(d~-dv) 

d Y = f ( u  + v)(du + dv)--99(u--v)(du--dv) 

V - ~ _ o x  ox  
Ou - - f + 9  Ov - - f - - 9  

OY  
o,~ - f - 9 9  V ~  = o__Yov = f +  99. 

L'6quaLion (E2) devienL 

(4) ,.(-2 = I6 fS99~(f + 99) 2 U V 

eL un calcul direct de ~ donne  finalement ~ E 2 la forme 

(5) 2 f g~f  +qg)~f99" +99f")+ f99(f--99)Qf"2--99'~)--(f +99)~(fg'~ +99f '~) 

+4f'99'~(f+99) U Y~- o 

off il esL bien entendu que f ,  f ' ,  f "  repr6sentent une fonction f(x) et ses deux 

premiSres d6rivges off x est 6gM s u+v; de mSme 99(y), 99', q~" off y est 6gal 

u--v. Comme vgrification (5) coincide bien avec ce que l 'on obtienL en 6crivanL 

et en laortanL dans 

COS 2 (.0 - -  

O X  

Ov _f--99 
o r  f +  
Ov 

O~ ta 
- -  U V sin to cos to. 

OuOv 
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0rdonnant  (5), On a 

(6) f 2  ~ ~'~1+~ + ~ 
9 ~ ] f ~ ]  9 a 

+ 4 ( f +  ~) u r = o 

e~ en ddsignant par L l e  symbole des logarithmes n6pdriens, on peut rempla- 

cer (6) par 

(7) L[XI + ~ +  Xa Ya+ XaY4]--L[Xs+ Y4] = L 4 +  L ( - -  U)+L V 

eu posant 

(8) 

[ X,~-- 2 f "  3"f'~ 2 S '  f'~ f Xs--~-f X4= f fs 

/ Y 2 - - - 2 9 ' ' 3 9 ' ~ 9  Y4~q~ Y ~ 2 9 " - - ~  ' : ' 9  

On 61imine U et V par d6rivation en u, puis en v, d'ofi 

191[ (x'/- Y~'+ x~' Y~-x~ r~' + x~' r~- x~ r:)(x, + r~+ x~ Y~+ x~ r~)(x~ + rW 
--  [X'~ + X's Y3 + X'~ Y~)' --  ( Y'~ + X3 Y'3 + X4 Y',)~] [X3-- Y,]~ 

+ [(x'~- r'~)-(x~ '- r:')(x~ + ~q)] [x~ + Y~ + x~ r~ + x, r,] ~ = o. 

Remplagons dans (9) 

de la forme 

(I0) 

les X e~ Y par leurs expressions (8), et on a un r6sultat 

, ? l  

1 

off n e s t  un certain entier, les ~ 6rant fonctions de x seul et les V de y seul. 

On salt r6soudre une telle 6quation de forme classique: on 6tablit h relutions 

]in,aires et homog6nes s coefficients constants entre les ~2 (h entier, o ~ h g n); 

il ell r6sulte n--h relations lin6aires et homog6nes aussi entre les ~, n'utilisant 

que les coefficients constants d6js en jeu. De la sor~e ~ dolt 8tre int6grMe de 

h 6quations diff6rentielles d'ordre 4 au plus, off y ne figure pas; de mSme f de 

n--h 6quations analogues. Pour une ~eUe solution f ,  ~v (et i[ en existe), (7) 

I 
fournit U et V, ehacun ~ un fac~eur pr6s, t pour U et ~- pour V et nous en 
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d6duisons E, F,  G, D, D".  La longueur des calculs m'a fair reculer devant 

une discussion complete; en tous eas les 6quations en f et ~0 annonc6es ne sent 

pas incompatibles, puisque le num6ro pr6c6dent donne une solution off ~0 est 

une constante non nulle et off U V se r6dnit ~ une constante m ~ ou s e ~+v. On 

retrouve directement l'exemple pr6c6dent en cherchant s d6terminer U et V de 

sorte que 

4 U V - -  A ( u + v ) + B ( u - - v )  

off A e t  B sent des fonctions convenables de leur argument u + v  on u- -v .  On 

n'a pas ~ d6river (6), mais ~ l'ordonner, d'ofi 

A] + -- (,I) + f [2f"  3"f' +fA] 
O 

6quation ~ 4 termes ~ ~ ] i = o ,  que l'on traite par la m6thode pr6c6dente et on 
1 

trouve ais6ment une seule solution ( u e t  v jouant le m~me rble), B r6duit s une 

m V e" constante que l'on peut supposer nulle et U~---mt, V ~  ou U-~te ~, - ~  et 

l'on retombe sur le num6ro pr6c6dent. 

I1 y aurait lieu de faire la discussion compl6te. 

Io. - -  Comparaison avec la mdthode de Guichard. Les surfaces 6tndi6es ici 

ont 6t6 signal6es pour la premiSre fois par Voss (Si~zungsberichte der K. Aka- 

demie zu Miinchen, Miirz I888), pnis 6tudi6es par Guichard (Annales de l'Ecole 

Normale Sup6rieure, 189o, 3 e S6rie, t. 7, P. I9--22 et 233--264 ) . Darboux a 

r6sum6 l'essentiel du m6moire de Guichard, t .  4 de la Th6orie des Surfaces, 

p. IOI--I  io, puis p. I28--I29; il donne d'ailleurs nne d6monstration g6om6trique 

de la plupart des r6sultats trouv6s anaiytiquement par Guichard; je renvoie le 

lecteur s ces sources~ pour l'intelligence de ce qni suit; je ne connais pas d'autre 

travail sur ce sujet. 3I. Bianchi a donn6 quelques indications que je citerai 

plus bas. 

On a trouv6 comme da ~ de la repr6sentation sph6riqe de la surface V(t) 

(,) V ~ 
da~=t  ~ U~du ~ + ~-. dvU--2 U V  cos 2 ~odudv 

t ~ 
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de sorte que les cosinus directeurs (c, el', c'~') de la normale au point M(u, v)de 

la surface de Voss satisfont aux relations (je r6serve c, c', c", 0 sans indice pour 

la surface V ( I ) a u  lieu de V(t) 

avec bien entendu 

(3) (E') 
0~ ~o 

OuOv 
-- U V sin ~o cos co. 

Un calcul classique montre 

systSme complStement int6grable 

0~01 0 001 
Ou 2 "U~t20~ + O-u log (U sin 2 oJ) - ff~ u 

020~ U V O~ cos 2 ~ = o (4) O u O v  

V ~ 0 O0~ 
O~O~O~-v ~ -  - - ~ - 0 1 + o v l o g ( V s i n 2 w ) "  Ov + 

~ t  

que chaque cosinus c~, c'~, c, est une int6grale du 

2 t ~ U o ~  001 

+ Vsin2oJ Ov = o  

2 Ov 00~ 
t ~ U s i n 2 t o  Ou 

et l'int6gration de ce syst~me (4), n6cessaire pour obtenir la representation sph6- 

rique, se ram~ne ~ une 6quation de Riccati; les constantes arbRraires se r6dui- 

sent finalement pour l'ensemble (cl, c'1, c'~) aux trois constantes d'un d6placement 

autour de l'origine. Ayant obtenu la sph6re, on obtient la surface ~ ~ courbure 

totale constante qui correspond par plans tangents parall61es ~ V, les asymp- 

totiques de ~ ayant pour homologues le r&eau conjugu6 g6od6sique de V; ~ est 

le lieu du point ~, 7, ~ obtenu par les formules de Lelieuvre (a est 6gal s i si 

le r6seau (u, v) est imaginaire, s + I si le r6seau (u, v) est r6el, de sorte que 

soit r6elle a v e c l a  courbure totale + I duns le premier cas, - - I  da~s le second). 

= ~ c~ o u  - c ~  ~ u ]  d u  - -  c~ ~ v  --c~ d v  
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et le ds  ~ de ~ est 

111 " 

( ) a ~ U*t~du ~ -~ - t ~ - d v * + 2  U V c o s  2 0 ) d u d v  �9 

D'autre par~, on peut d6finir la surface de Voss comme enveloppe du plan 

(6) cl x + e ' ,y  + e;'z ---- Pl  

et comme le rdseau 

grale de l'6quation 

(7) (E") 

(u, v) est conjugu6, la fonction 1)1 est une quatri~me int6- 

0"0 

OuOv  
- -  U V O  cos 20) 

rencontr6e plus haut, off 0) est solution de E ' .  Darboux d6montre que r6cipro- 

quement Pl fournit bien une surface de ross .  

La d6termination de 2~ n'est pas indispensable, mais 6claire la signification 

de la d6formation correspondant • la variation de t, qui  n'influe pax sur le choix 

de 0), mais  sur le choix de O, quand on veut obtenir des surfaces de Voss applicables. 

Guichard d'ailleurs ne s'occupe nullement du param~tre t (de sorte que le travail 

de Guichard correspond s t = I )  e~ il semble, en I89O, n'avoir pas eu connais- 
it 

sance de cette d6formation. Remarquons que, t variant, la solution c~, c'1, c~ 

qui fournit (I), (2), (4), varie, mais rien n'emp~che de conserver la mSme fonction 

Pl solution de (E") .  On a alors une famille de surfaces de Voss, d6pendant du 

param~tre t, non applicables entre elles, rapport6es s un r6seau conjugu6 perma- 

nent gdod6sique, avec cette propri6t6 assez curieuse qu'aux points homologues, 

les plans tangents sont ~ la mSme distance de l'origine. 

Comme ce n'est pas le cas ici, nous devons en r6alit6 6tudier la solution 

O(u, v, t) qui correspond aux diverses surfaces de Voss applicables entre elles; 

d6signant pour abrdger 8(u, v, I) par 0 et O(u, v, t) par 01, nous aurons donc 

expliciter 01 au moyen de 0. 

Expliquons d'abord comment 2~(t) change quand t varie; nous pouvons 

faire U =  V ~ I ,  par un changement de variables. Bonnet-Lie ont remarqu6 que 

si 0) ---- ~0 (u, v) est une solution de 

020)  
(E') OuOv  sin to cos 0) 
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(u) la nouvelle fonction ~o,(u, v ) ~  ~o ~, vt satisfait aussi ~ (E'), quelle que soit t; 

eo e t  o~ ddterminent deux surfaces ~, ~ dont les dlgments lin~aires, et ceux des 

representations sph~riques, sont 

(s) 
{ du*+dv~+_2 cos 2~o dudv  

du ~+dv ~•  2 cos 2 eo~dudv 

le signe + correspondant s ~ ou 2~ et le signe -- aux representations sphdri- 

ques; les lignes de courbure de ~ ou 2~ ont pour 5quation u+_v:cons tan te ;  

u est la longueur d'arc de l'asymptotique v :cons tan te ,  et de sa repr4sentation 

sph~rique. Donc, considdr5e ~ ce point de vue, qui n'est pas celui adoptd ici, la 

transformation de Bonnet-Lie fair correspondre s route surface 2~, de courbure 

totale constante, ~ ~ nouvelles 2~ ddfinies intrinsSquement, de mSme courbure 

totale constante que ~, telles que les asymptotiques se correspondent ainsi que 

les lignes de courbure; chaque surface peut 8tre partagde en r162 ~ losanges de 

mSme c6tg 1 par les asymptotiques; ces losanges conserveut leur c6t4 en passant 

~ ,  mais leur angle d'ouverture 2 w varie; ces losanges restent losanges s u r l a  

representation sph6rique. C'est ce point de vue qui intervient dans les trans- 

formation de Biicklund des surfaces ~ courbure totale constante et la th~orie de 

M. Bianchi. 

Bonnet a, tout de suite aprSs, fair remarquer que si 1'on adopte un sens 

ddtermind, suivi par. eontinuit~ sur ~ et les surfaces ~(t), sur la normale, 

en portant une longueur constante 1 sur ee~te normale, s partir de son pied, ( i) 
la courbure de ~ ~tant ~ , on ob~ient une surface T, parall~le ~ Zl de courbure 

moyenne constante ggale s l; T e s t  rdelle si 1 est rdel, imaginaire si 1 est ima- 

ginaire pure. Les asymptotiques de 2 deviennent lignes de longueur nulle de T. 

Or les diverses surfaces T(t) sont applicables entre elles, mais pas par les points 

de m~me u, v sur ~ et ~ .  On est oblig~ de prendre sur ~1 le point (u~, v~) qui 

a pour coordonndes 

(9) 

On a ainsi 

(io) 

v 
ul = t u  v ,  = t "  
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Les surfaces T sont routes isothermiques; et dans l'application de T(t) sur T(I), 

les rayons de courbure principaux sont ~gaux aux rayons correspondants aux 

points homologues dans l'applicabilit& En passant sur la demi-normale oppos~e, 

on d6finit de nvuvelles surfaces T',  T'(t), isothermiques assocides aux prdc~den- 

tes, applicables entre elles (reals non sur celles de l 'autre sdrie). 

C'est ce nouveau point de rue qui est adoptd aussi ici; sur ~l(t), on a 

appel~ les coordonn~es curvilignes ua, vl, puis on ~crit les formules (9) qui ne 

font qu'dchanger entre elles les asymptotiques de ~ ,  multipliant les arcs d'une 
I 

s~rie par t, et de l 'autre par  ~-. Dans cette correspondance (u, v) entre ~ e~ ~ ,  

on a d~sormais les ds ~ 

(ii) 
{ U*du~+ V*dv  ~ +__ 2 U V c o s  2 o J d u d v  

V ~ 
U*t* du  ~ + .-~- dv~ + 2 U V cos 2 oJ du  dv. t o 

Les asymptotiques de :~ ont encore pour homologues les asymptotiques de 

31; les lignes de courbure sont remplacges par un rdseau conjugu~ non ol4ho- 

gonal, sauf pour la valeur exceptionnelle t~--! i ,  qui donne la transform~e d'ttaz- 

zidakis [star les surfaces T(I) et T(i), les lignes de courbure se correspondent, 

leurs rayons principaux s'~changeant]; les losanges de ~ sont devenus des paral- 

ldlogrammes ayant les mSmes cStds It et l .  l'angle 2 co est 'conserv6; les aires 
t '  

sont conservdes (m~mes propridt~s pour les losanges et les aires sur les repr& 

sentations sphdriques). 

Enfin quand on a choisi une surface 3, c'est-s la solution ~o de 

(E') - -~0~c~ U V cos co sin eo 
OuOv 

puis la surface de Voss correspondante, autrement dit la solution de 

0~0 
(E") OuO--v --  UVO cos 2 a, 

on passe de 3 s une surface transform~e 31 de Bonnet-Lie, ce qui revient 

passer des fonctions c(u, v), c'(u, v), c"(u, v) v~rifian~ 

15--27377. Acta mathematica. 51. Imprim6 le 22 novembre 1927. 
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(i2) 
C 2+r  t 2 + c  pp2-~- I 

dce+dc '~+dc  ''~ ~-- U~du~+ VUdve--2  U V c o s  r  

e~ solutions chacune de (4), (cons6quence de I2), off l'on a fair t = I ,  aux fonc- 

tions el(u, v, t), c'l(u, v, t), c"(u, v, t) qui satisfont aux 6quations 

I 2 ~ t~2 

de + de': + dc'  
V 2 

-~ U2t~du ~ + ~ -  dye--2  U V cos co d u d v 

les diff6rentie|les &ant prises en y laissan~ t consgang; cl, Ctl, C'[ sont chacune 

solution de (4), comme cons6quence de (I3). L'6quation (E") appartient au 

syst~me (4), elle est ind6pendange de t, et esg v6rifi6e par c, c', c" puis cl, c'1, c'1' 

et enfin par 0: il est clair que la surface de Voss V(t) correspond s une nou- 

velle solution 01 de (E"); il faut trouver te moyen de calculer 0~ en fonction de 

0 e t t .  Une remarque simple nous donne le degr6 d'ind6termination de 01: 

faire subir aux axes un d6placemen~ autour de l'origine ne change pas 01; leur 

faire subir une translation augmente 01 de la quantit6 )~cl+ttc'l+vc'~, off ~, tt, v 

sont; des constantes arbitraires: cette quantit6 est pr~cis6ment l'int6grale g6n6- 

rale du sys~me compl&ement int6grable (4), done 01 es~ int6grale d'un systSme 

compl&ement int6grable lin6aire non homog~ne en 0l, qui n'es~ uutre que le 

syst~me (4) a v e c ' u n  second membre dans chaque 6quation, fonction de O seul, 

afin que 01 &ant donn6 on puisse inversement calculer 0 en fonction d e  01; ce 

second membre ne peut done qu'&re le produit d'uue puissance de t (on d'une 

fraction rationnelle en t 6gale s I pour t~-I) par l'expression d6duite du pre- 

mier membre en y faisant t =  I e t  remplagan~ 01 par O. Or, effectivement, cal- 

culons le ds  ~ de la surface relat~ive ~ t e~ 01 et identdfions le avec le ds~ de la 

surface V(I) relative s O. On a, d'apr~s une marche connue de calcul, pour 

V(t), avec des inconnues auxiliaires ~, re, ~', tt' 

(i4) 

ClX "~- Ctly -~ C*~Z ~ 01 

• C 1 O C' 1 OCt[ �9 O0 l 

I 0cl Oc'~ z _ O C' 1 001 
+ Y + Ov 
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cox := ~ 0c~ Oe~ Oy _ 2 Oc ~ Oz 
O u 3~u + t~ Ov O u + t* O v Ou . . . .  

I Ox ~, Oc~ Oc~ Oy 
~ v = -  ~ + ~ ' ~  0~ . . . . . . . . . .  

On aura donc 
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p x i .  --  v .  
E ~ -  S~Ou] ]~eU~tS--2]~UVcos 2eo+/ t  e t~ 

V ~ F = S Ox Ox __ ~ ,  U~t~__($l x, + #X') U V cos 2 o~ + ~t~t' t~ 

[OX~ s 9.'~ U~t~--2 Z'It' ta '~ g* G----S\Ov! = U V c o s 2  + #  ~-.  

Tout revient & calculer 4, /t. 

Or des 6quations (14) on tire 

(~7) 

aut rement  dit 

073 

] - O~ct SOC~ Ox 0~0~ 
~x3-~u~ + Ou Ou- -Ou  ~ 

/ ~ 0 2 C l  s 0 e l  0X (~201 
~X ouOv 4-. ~ OU--OUOV 

OsO~ 0% 1 
U~t~--~ U V cos 2 ra ~- Ou ~ - S x ~  

V ~ ~201 ~ #~ct 
- - Z U V c o s 2 c o + V t ~  - -OuOv  ~X-OuOv" 

(is) 

Or le systbme (4) est de la forme 

O~cl_=.Lcl+_ c9cl Nt)Cl 
(gu~ M ~ + Ov 

0%1 - -L'c~ ,Ocj  N,  Oc, 
cOuOv + M ~u + Ov 

de sorte que 

0~2C1 MOO1 .N(7~ 01 (19) Sx ou ~ =  LO~ -+ Ou + Ov 
S 0 ~cl M'001 N'O0~ 
x ~ v - -  L'O' + -o~ + Ov 
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en d 'autres termes les seconds membres de (I7') se confonden~ identiquement avec 

les premiers membres eorrespondants de (4): mais alors 

(20) 

# ~  ~ U V c o s  2 0 = 0  

V ~ V 
E =  - - 2 ~ # U V e o s 2 c o + ; ~ U ~ t ~ =  # ~ - - ~ U t e o s  2w 

+ ;~,z U~t~ Sil l  ~ 2 ~o 

= ~ U ~ t ~ s i n  ~ 2 ~0. 

Pour  la m~me raison on aura 

(2I) 

car on doi~ permu~er u, v, 

V $ 
G = tt '~ ~ -  sin ~ 2 oJ 

I 
E, F, G, U, V, t avec  v, u, G , F , E ,  V, U, -[ .  

D'au~re par t  en r&olvant  (I7'), on a, puisque le second membre de la seconde 

est~ nul  

0~01 [ MO0~ NO01] (22) ~ U~t ~ s i n  2 2 co - -  du ~ LOt + ~ + Offv ] " 

# ' )  /z' 
L'6gali~6 des ds ~ des surfaces V(t) eL V(I) se r6duit ~ (~t)t=i=~t,  T t = i ~  t '  

aut;remen~ di~, d'aprSs (22), on aura le sys~Sme complet; 

(23) 

[0~01 U 2 t201 --  s ( U sin 
t t ~ u ~  + log 

0~01 
OuOv 

0~0 
Ou ~ 

2 co) . 0 0~ 2 t~ U uu o 0~ 
Ou Vsin  2 ~o Ov 

0 00 2 Ou 00 
- - - -  + U ~ O - - ~ u l o g  ( U s i n  2 co) . yu  --  -V sin 2coOv 

U V 0 t  c o s  2 oJ = 0 

[ 0~01 + 
V ~ 0 00~ 2 Ov 00 l 

01 - -  O v  l o g  ( V  s i n  2 w ) .  0 v  t ~ U s i n  2 co ~ u u J  

0~0 
Ov ~ 

0 
- - - - +  V ~ O - - o v l ~  

2 V Ow 
O0 Ov O0 

2 co) �9 O~ - -  -U sin 2 w 0~"  
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Le rdsulta~ est bien conforme attx prdvisions; pour 8tre tout s fair complet, on 

doit calculer F,  ce qui, en conservant Z et re' donne F-~,~t t 'U V cos 2 ~o sin~2 ~o 

et la formule ddfinitive pour la surface de Voss 

(24) [ d s * = s i n  *2co Z~U*t*du~+2~ttt'  U V  cos 2 w d u d v + #  '~ dv  ~ �9 

A remarquer que, si ~ esr combinaison lindaire de c, c', c", la surface de 

Voss se r~duit s un point. Finalememt ce caleul fai~ ici nous apprend comment 

on peut d~duire , par une ~quation de Riccati ou par l'intdgration du syst~me 

complet (23) , de route solution de 

030 
(E") Ou 0 v t? U V cos 2 ~o 

une nouvelle int~grale 0~, w ~tant bien entendu solution de (E') 

02co 
(E') O u O v - -  U V s i n  co cos co. 

C'est une transformation que Guichard n:avait pas indiquge. La mdthode de 

Guichard pour la d~termination de la surface de Voss revient donc s intdgrer 

(E'), puis (E"), ou du moins s choisir une intdgrale de chacune. La m~hode  que 

j'indique ici revien~ s int~grer (E'), puis i'~quation de Laplace 

O~ X Oco O X 2 0~o O X (E"')  . . . . .  

d u O v W 2 C ~  Ou §  Ov 0 

ce qui n'est pas plus compliqud au fond que (E'), puis s d6terminer Y par une 

quadrature (je renvoie le lecteur s la seeonde Note) 

O X d u  i O X d v  dY--- -cos2co.  Ou + -  cos 2 co Ov " 

Or dans la m6thode de Guichard, une fois E" intdgrde, il reste deux quadrature s 

s effectuer pour avoir X et Y, arcs des g6oddsiques, indispensables ~ calculer 

pour obtenir les ddveloppantes G de V, dont je vais m'occuper. D'ailleurs, on 

a de par~ et d 'autre ,  une ~quation de Riccati ~ int4grer pour  mettre en place 

les diverses surfaces V(t); le syst~,me (23) peut 8tre intggr6 sans avoir ddfermin~ 
p t t  ^ t tt 

c 1, c !, c~, mais son int6gration complete en~rame la d6termina~ion de cl, c 1, c~. 
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Nous pouvons remarquer  maintenant  que si on consid~re l'dquat,ion 

~$fD 
(E') O u O v  U V s i n  o~ cos o~ 

une int,6grale ~, voisine de o~, peut  ~t,re ddvelopp6e sous la forme 

t 2 
= c o +  to~l+ 2 c % +  ... 

et  en dgalant dans (E') les coefficients des m~mes puissances de t aux deux mem- 

bres, on u prdcis~ment (E") 

0~wl - -  UVto  1 cos 2to. (E") O u 0 v 

Ceci explique pourquoi  la d6formation infiniment, pet,ire des surfaces ~ s cour- 

bure totale constante doit, conduire aux surfaces de Voss: duns la th~orie des 

i2 surfaces de Darboux,  la surface V est. celle qui correspond ~ ~ par  plans 

tangents  parallbles et le rdseau (u, v), conjugu~ sur V, correspond aux asymp- 

tot iques de :~; circulant, donc sur une gdod~sique u const,ante de Ve t ,  l 'asym- 

tot ique correspondant,e de ~, les plans tangent,s sont, parallbles, done aussi les 

earact,dristiques, donc la tangente  ~ la g~oddsique v const ,ante au point  off elle 

croise la g~od6sique u constant,e est parall~le ~r la tangente  ~ l 'asympt,otique u 

const,ante au point, off l 'asymptot,ique v la rencontre;  c 'est ce qui explique pour- 

quoi 2 to est., de par t  et d'aut,re, l 'angle des lignes de coordonn6es; d'aut,re part  

ce f a r  que ~ a une courbure constante explique pourquoi  V admet  une  ddfor- 

marion cont,inue s u r c e  r~seau (u, v) comme base: voir Bianehi, Gdomdt,rie diff& 

rentielle, t,ome 2, 3 6me ~dit,ion, chapitres 17 et I8 et, en par~iculier les numdros 

288, 293 , 3Io. 

D 'aut re  pur~ si nous r~duisons U et V s l'unit,~ duns (E') on remarque 

que la solut,ion co(u, v) est. accompugn~e des trois solutions ~o(u+t, v); to(g, v + t ) ;  

| ( I + t ) u ,  v ]  queile que soR lu eonstante t. Cela entralne donc o) que 
I_ i + t j  

0to  0co 0co 0~o v) u - -  
(u, v) ~v (u' ~ V~v 

soient, trois solut,ions particuli~res de (E"). 



Surfaces de Voss et Guichard; surfaces associ~es et adjointes. 119 

I I. - -  Ir gdomdtriques de Guichard. Je  rappeUe les r~sultats les plus 

intdressants de Guichard (Annales de l'Ecole l~ormale, I89O). En un point 

M(x,  y, z) de la surface V de Voss, consid~rons la g~oddsique (v constante, u 

variable) et la tangente (a, fl, ~,) ~ cette courbe; la normale principale (a', ~, 7') 
est normale s V; le point m (x- -Xa,  y--Xf l ,  z - -Xz )  , o5 X est l'arc ddj~ dd- 

fini de la g~od~sique, ddcrit une surface G normale aux droites de la congruence 

des tangentes (a, fl, ~,); la ligne (u variable, v constant) est ligne de eourbure de 

G et la tangente en m s cette courbe est parall~le s (a', ~, j ) ;  eette nouvelle 

tangente engendre une congruence et le second point focal m' engendre une sur- 

face G'; sur G les lignes de eourbure sont v :consh~nte  et u : c o n s t a n t e ;  il en 

est de m~me sur G'; G e t  G' sont dans cette situation caracbi.ristique r~eiproque: 

focales d'une congruence, les ar~tes de rebroussement dtant lignes de courbure 

sur chaque surface (u constant sur G', v constant sur G); les normales s G le 

long de ehaque courbe v constant engendrent une dgveloppable dont l'ar~te de 

robroussement engendre V; pour la surface G', le m~me r~slfltat a lieu, mais 
pour les courbes u constant: donc m de G donne le point M de V e t  le point 

m' de G' donne le point M' d'une nouvelle surface V' correspondant "s V par 

plans tangents parall~les, le rdseau conjugu~ commun ~tant formd des g~oddsi- 

ques u ou v. Le plan tangent en m s G est perpendiculaire s (a, ~, Z); or c'est 

le plan osculateur en m' ~ la courbe u constant, v variable, de G': cette courbe 

admet donc pour tangente (a', ~, 7'), pour binormale (a, ~, 7), donc pour normale 

prineipale (a", ~', ~") qui est binormale en M de la eourbe u variable, v con- 

stant de V; il y a donc dans l'ensemble paralldlisme des ~ri~dres de Serret- 

Frenet, en M de la eourbe v constant, en m' de la courbe u constant, les ar~es  

parall~les jouant  un rble different. Le plan osculateur en m s la courbe v con- 

stant de G est tangent en m' 's G'; comme la vitesse de m est parall~le ~ (a', fl', 7'), 
apt ~r 

a 
le plan oseulateur contient aussi le vecteur de composantes R + ~/~' ~ + T '  

jP 
Z + , de sorte que la binormale de la courbe a pour param~tres directeurs 

I~a--~'a',  R f l - -T~ ' ,  I~Z-TZ";  e e t t e  droite fair donc avec (a, ~, 7) un angle 

dont la tangente en valeur absolue est I T ]  ; nous retrouvons un r~sultat signal~ 

au paragraphe 5: les courbes u--=eonstante sont parall~les sur V e t  V', de m~me 

les courbes v-~constante; la normale de G est la tangente de la courbe v con- 

stant de V, la normale de G' est la tangente de la courbe u constant de V', 
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done l 'angle des plans focaux de mm' est b i e n  l 'angle 2 w et nous re t rouvons  

T (naturel lement le calcul seul peut  fixer le signe). l ' in terprdta t ion g6om~trique de 

D 'au t re  par t  si l 'on remplace la surface G par  une  surface parall~le G1, le point  

m est remplacd par  ml, la droRe ram' par  une droite parall~le mira'l; le nou- 

veau point  focal m'l ddcrit une surface G'I associ6e s G1 comme G' s G; cette 

lois la surface G' 1 n 'es t  pas parallble ~ G e~ elle ddfinit une surface V'I nou- 

velle parallele toujours  ~ V suivant le r6seau des g6od6siques (parall~le au sens 

de Peters'on). Nous voyons done que la congruence d e s  tangentes  aux courbes 

v = c o n s t a n t e  de V nous fournit ,  par  les diff6rentiations (et une seule quadra- 

ture,  l 'arc X) oo ~ nouvelles surfaces V', V ' s , . . .  fo rmant  une chalne continue:  

cette ehalne correspond done une t rans format ion  de l '6quation 

~9~0 
(x) OuOv 0 c o s  2 

permet tan t  de ddduire d 'une int~grale connue, 0, ~ 1 nouvelles intdgrales: Guichard  

a ~tabli l e  r6sultat  darts un  article trbs court  du mgme tome I89o des Ann~les 

de l 'Ecole Normale,  p. I 9 - -22 ;  il y revient  dans son m6moire sur les surfaces 

de Voss, p. 244 et suivantes. On pose 

Ou Ov -- 20v  Ov 

d'ofi g par  une quadra ture  de diff6rentielle totale,  r dtant bien entendu solution de 

0~20) 
(3) Ou 0 v -  sin oJ cos oJ. 

On a ensuite pour  la nouvelle int6grale 01 

0oJ 020 0. 
(4) 2 01 ~-~ - -  2 f~vv cgv~ ~-~ 

Je  cite ces rdsultats pour  mdmoire:  on peut  ensuite in terver t i r  les rSles de u et v. 

[~emarquons s implement  que la droite M m m  1 admet  comme focale la surface V 

d'abord,  puis une autre  focale W lieu du second point  focal /~; la droite m' ' TY/ 1, 

comme le mont re  Darboux,  passe par  le point  #;  le plan M m l z m '  touche  en # 

la surface W dont  I~mM et I*m' sont deux tangentes  eonjugudes. La  trans- 



Surfaces de Voss et Guichard; surfaces associ~es et adjointes. 12l 

format ion  de Guichard peut  s 'appliquer ensuite '~ chacune des surfaces V', V ' I , . . .  
pour  en ddduire d 'autres  surfaces V", V'[ . . .  et ainsi de suite: on n 'es t  arr~t5 

que si une surface telle que G' devient  une sphere, car la surface V' se r~duit  

69w 
alors s un point:  ceci a lieu si la fonct ion (~ d~finissant V e s t  dgale '~ k~vv, off 

k est une constante:  je renvoie au m~moire de Guichard. 

I1 y a une propri~t~ infidressante 's si2~naler: soit deux surfaces de Voss, 

correspondant  par  plans parull~les ~ une m~me surface 5 de courbure totale  

constante et soient (~, 0 1 les deux fonctions correspondantes  int~grales de (E"); 

la combinaison lin~aire s coefficients constants  A O+BO 1 donne une nouvelle 

solution; les coordonnSes du point  courant  de la surface de Voss correspondante  

sont A x + B x ,  Ay+Byl ,  Az+Bz~: on a compos~ le vecteur (Ax, Ay, Az) et 

le vecteur (Bxj, Byl, Bzi)  dont  l 'extr~mit~ de chacun d~crit une surface homo- 

th6tique ~ l 'une ou l 'autre  des primitives. Nous voyons que les surfaces obte- 

hues ici par la mdthode de Guichard peuvent  en fourn i r  d 'autres  par ce procSd~. 

On peut  ensuite appliquer la mdthode de Guichard en ~changeant le rble 

de u et v: remarquons  d'ailleurs que si V'  est d6duite de V par les courbes v 

constante de V, inversemement  V est l 'une des transformdes de V' par  les cour- 

bes u constante de V'. 
Ceci nous donne une propridtd intdressante des surfaces de Voss, obtenues 

di rectement  duns ce travail ,  qui sont r~volutives ou h6.1icoidales. Supposons V 

de r~volution; l'ensernble des surfaces G, G ~ , . . .  parallbles entre elles, d~crites 

par  les points m, ml . . . .  donnds plus haut,  coincide avec lui-m~me par  ro ta t ion 

au tour  de l 'axe de V; les surfaces G', G'I , . . .  aussi, donc les surface V', V'I . . . .  
ou bien sont de rdvolution ou bien se ddduisent l 'une de l 'autre  par  une rdvolu- 

t ion au tour  de r a x e  de V; c'est ce dernier  cas qui est r~alis6, car les points 

M' ,  M ' I , . . .  correspondants  au point  M de V donnent  la m6me direction de 

plan t angen t  que M e t  sont tous diffdrents. De m~me une surface de Voss 

h~licoidale condui t  s de nouvelles surfaces non h61icoidales. 

12. - -  Surfaces de Voss infiniment voisines d'une surface minima. Nous 

avons vu que la t ransformat ion  pr6c6dente se te rmine  dans un sells quand la 

surface G'  est une sphSre. I1 y a u n  autre  cas off la m6thode est en d6faut:  

c 'est le cas off la surface 5 est une sphSre, puisque la surface V e s t  alors 

minima et le r6seau conjugu6 form6 de lignes minima: la famille de surfaces 

parallSles G, G 1 , . . .  n 'existe plus. I1 y a int6r6t s chercher  d i rec tement  les 

16--27377. Acta m~thematic~. 51. Imprim6 lo 22 novembre 1927. 
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surfaces de Voss voisines d'une surface minima donn6e, mais non minima elles- 

m6mes. Nous allons rencontrer une 6quation aux d6riv6es partielles du second 

ordre, qui est presque du type de Laplace (6quation de Laplace avec second 

membre), intdgrable par quadrutures. 

Quand on suppose E=G-=o, les 6quations IV et V du paragraphe 4 sont 

automatiquement satisfaites; l'6quation VI, d'ordre 4 en F,  admet pour intdgrale 

g6n6mle 

(I) ~ , =  (I + U V)' A(u)B(v} 
2 

off U et A sont fonetions arbitruires de u, V e t  B de v. On ne restreint rien 

en prenant simplement 

E = o  G = o  F=fo _ (x +uv) ~ A(u)B(v). 
2 

Nous 6crivons done pour la surface minima 

(2) 

/ i v2 
y=i  - - ~ - A t u ) d u - - i  - 2-- B(v)dv 

z=fua(u)au+fvB(~.)a. 
I D =  - i (1+uv)zA~B D'--o 

2 

E=- G ==o F-=fo - -  

D , , = _ _ i  !I + uv)2AB2 
2 

(I +uv)' A(u)B(v) 
2 

(I +uvp A3B3" 
4 

Pour la surface de Voss infiniment voisine on 6crira 

(3) 

E = el t + ~2 t~ + "'" § nl.en t" +...  

_ _  g "  p G = g~t + g~t ~ + "" + + "'" 
2 

F=f~ + +f"ni t" + "  
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off t est une constante num&ique; on 6gale g z6ro le coefficient de t dans chaque 

6quation IV, V, VI du paragruphe 4. On d6veloppe 

t ~ t,~ 
~ = ~ o + t 5 2 ~ + 2 ~ + . - .  + ~ 2 , + - . .  

I / [  2fl ] 
(4) .E G - -  F ' = I - -  -~o t + . . .  

E G _ _ F  ~ = A B +  t ~ I  + ~ 993 + "'" 

Finalement 

(5) log E F '  - ~ l ~  A--B A * B  ~1 + " '  

--~2~ 2 f l  o 
(6) 99i-- fo~ + f :  ~o 

= O u O v  - 7-+~uv + B l Ou - ~-+~v + 

+ 2 u  + 2 v  + 

i + u v  

I ~0~el 69~gli ( v A')Ogl(U B'lOqel 
- ~ +  o~ t  -~ 7guv+~-7 a7 + 7 g ~ . ~ + 7 ~ / ~  " 

Le coefficient de t dans IV et V donne 

(7) 

Ore - Oel 

Ofo .. Ogl U 
- - 2 g , 0 7  +7o~-v  = o  g , =  jfo 

U 1 et V1 &ant fonctions arbit, raires de u ou v seul. La fonction f l  es~ int6grale 

de l'6quation 

( )  ( O~ 9~ 0 0 v ' f - -~  V~ �9 
(s) OuOv ~ = ~ U', + U~ + ~v ' 2 Ov ! 

Une double intggrar famine (8) g l 'ordre 2: on gcrir~ en effet 
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(9) A (u) ~ a '"  (u) B (v) ~= b'" (v) 

I f~ (I +UV)~a"'(u)b'"(v)iv ] f f~  
(IO) - -  a ' t ' (u )  (I +.v)~'b,,(v )_ (I + uv)~b'(v) + "~'b(v) 

2 

jo,,  = ~  

avec formules analogues pour f/o,',,, f~:~v. On remplace done (8) par 

_ f fOSo ,,~f f~v (II) ABgt __ U't2 .fodv+ UI Ouu dv + 2 fodu+ V~ d'u+ U12v V I. 

Cette dquation s'int~gre par quadratures. D'une fagon gdn~rale, on ealcule 

e,,, g,, f,~ par un systgme int6grable par quudratures 

(i~) 

O e,, = I':. --2e.;'~: + fo Ou 

Ofo _ Og,, 
-2g,,o~; +.to o ; ; -  (;, 

' ( ( o-.f, 2 , ,  s Q  o./7, 2v  + - -  
O u O v  I ~ + B I D.U - .~ + u v  Ov 

( 2U 2V -- -- + ~ + ]-_~_~; + f~--AB[F,,+ U,~+ V,~] 
iL 1 ' 

off 2En, G,~ ont  dt6 obtenues au moyen de la donnde fo, puis des fonetions 

% fl ,  g , , . . ,  e,-1, f , , - , ,  g,~-i calcul6es de proche en proche: en et g,  s 'obt iennent  

donc chacune par  une quadrature;  Fn a 6t6 ob~enue par deux quadrutures ,  une 

fois que e,, et g,, ont 6t6 calcul6es; U,, et VT, sont deux nouvelles fonc~ions 

arbitraires introduites dans ces deux quadratures.  Ecrivons pour abrdffer la 

dernibre dquation (12) sous la forme 

O~O O0 bOO 

La mdthode de Laplace fair ~erire 
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Ov + aO = Ol 

00, = - - 2  - 0  
5-d + b~ (: +uv) ~ + g, 

d'ofi par 61imination de 0 l '6quation 

020i B' 001 
(I5) OuOv B Ou + + ~ - i - ~  + O1=ov ~P 

Cette 6quation, d'~pras Laplace encore, devient 

(:6) 

Bt 
OO1 ~ 01 = Os 
Ov 

00~ 
~ u  -- [ o ~ { l ~  ( I + ,v) ~ A}] 0~ 0~p B'  

= o~-  - ~ P N -  

La dernibre dquation (16) donne 02 par une seule quadrature; la premibre (16) 

par une nouvelle quadrature unique d o n n e  01; la derni~re (14) donne donc 0 

sans quadrature nouvelle. Conform6ment aux principes gdn6raux, si on salt 

trouver une int6grale particuli~re de la derni~re (12), ou de l '6quation analogue 

oh le second membre serait AB[F~+ U'~+ V'=], il suffira d 'ajouter s eerie int6- 

grale particuli~re, l 'int6grale g6n6rale de l '6quation en question off le second 

f) . +  V~--V'~]: or cette dernlere, non seulement est membre serait A B [ U ~ - - : '  "" 

intdgrable par deux quadratures, mais peut  8tre int6gr6e par des expressions dont 

les signes de quadrature ont disparu. J'6cris donc l '6quation en question 

+ -~§ ~ + . v  + ~ o =-AB(g+ V). 

Il  suffit de faire 1~ remarque tr~s simple que les fonctions 

F ~  [ I+ (u+ tu~+- - - ) (v+ tv~+- . . ) ]*  ( A + t A i + . . ' ) ( B + t B ~ + ' " )  
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off u ,  u~, . . .  A~, A~, . . .  sont fonct ions arbitraires de u s e u l e t  vD v~ , . . .  B~, Be, �9 �9 �9 

arbitraires de v seul donnent  l'in~dgrale gdndrale des syst~mes successifs (~2) off 

t o u s l e s  el, gi sont  nllls. L '6quat ion  

(I9) OuOv[AB[OuOv ~ +  B-]Ou-- ~ +  A]Ov 

admet  eou~ne int6grale g6n6,rale 

+ 

0 = (I + uv) ~ (A B 1 -b A~B) + A B(I  + uv)(uv~ + VUl) 
2 

off A~, ux son~ arbitraires,  fonct ions de u seul, B~ et vl de v seul. Si on sub- 

st i tue cet~e fonct ion 0 darts le premier  membre de (~7), on t rouve comme r~sul- 

t a t  de subst i tut ion 

A'~ I ~_ (.BI_{_Vl__Vl~_)B ] AB[(A~+u,  _ u ~ x ]  ~ , B' 

et il suffi~ d 'dgaler le crochet  s U +  V pour  obtenir  l ' intdgrale gdn6rale de (I7) 

sous la forme 

[ (2I) O--(I-{-UV)~2 AB(U+V)+B u ~ - - u ' l  + A v l~--v '~  

+ A B ( I  +uv)(uv~ +vu~) 
avec d e u x  fonct ions seulement arbi traires  ul et v r 

13. - -  Conclusion. J ' a i  pu obtenir  des surfaces de Voss explici tement;  j 'ai  

signald l ' int6r~t qu'i l  y aurai t  s ddterminer  les surfaces s courbure totale  con- 

stante invariantes dans leur ensemble par  la t r a n s f o m a t i o n  de Bonnet-Lie:  leur 

dgterminat ion est ramende h l ' int~grat ion de l'~quationdiff6rentielle du second 
ordre 

ou d 'une ~quation un peu plus compliqu6e ren fe rman t  deux constantes C1, C~ 

(l '6quation explicitge correspondant  au cas CI:C~). I1 serait  int~ressant d ' in~-  

grer  effec~ivemen~ cette ~qua t ion  (I). 
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D ' a n t r e  par t  la m~thode, devenue classique, de M. Bianchi, de t ransforma-  

tion des surfaces ~ s courbure  totale  constante entra lne  une t ransformat ion  

simultan~e de la famille de surfaces de Voss correspondant  's chaque surface :~. 

Les propri~t~s de permutabil i td et composit ion s 'appl iquent  ~videmment aux sur- 

faces de Voss, avec cette part iculari t4 compl4mentaire  qu'~ u~e surface ]f, d6finie 

par  une  intdgrale w de 

0"~eo 
--- = sin to cos to, 

O u O v  

correspondent  toutez les intdgrales de l 'dquation 

0~0 
-- 0 cos 2 r 

O u O v  

d@endan t  de deux fonctions arbitraires d 'une variable;  il y aurui t  donc lieu 

d'dfiudier la t ransformat ion d 'une int~grale particuliSre O, au cours des opdrations 

de M. Bianchi. 

D'au~re par~, de mSme que l 'on a u n e  classe intgressante de surfaces 

rdgl~es en cherchant  celles qui sont doublement  r~gldes (quadriques), il y aurai t  

lieu ici de chercher  si certaines surfaces de Voss peuvent  dtre doublement  (ou 

m~me ~ fois) surfaces de Voss: on songera d'ailleurs ~ la circonstance, un peu 

du mSme genre, offerte par  les surfaces minima doubles. 

Telles sont les indications que je me permets de proposer  aux G~omStres. 

J ' a i  d 'ail leurs d~montr~, que l 'hglicoide minimum est ~ fois surface de Voss. 

Premiere note. 

A la rgdaction de cette ~tude, une remarque bien simple m'a  dchappd. Au 

paraffraphe 8, formules (I5) , nous t rouvons une surface de rdvolution appl icable  

su r  l'hdlico'ide m i n i m u m  (ou sur le catdnoide). En  effet elle admet  le d s  s 

(,) ds  s = dr"  + d z  s + r s dO s = (~ - -e , )  [(p--es) d x  s 4-(es--e , )  dOS]. 

D~finissons la fonct ion X par  les ggalit~s 

(2) ~~ ~~ ~~ - -  -e-a- ----el �9 
Ch e X ~ Sh s X ~ es-- el ~ Ch s X--/~ - -  
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# est une constante~ les deux premiers rapports (2) entralnent  les trois suivants 

par des combinaisons 6videntes. ]~crivons done 

(3) - e~ = ( e , - -  e~) C h  ~ X ~o - -  e~ = ( e . - -  e l )  S h  ~ X .  

La diff6rentia~ion donne 

(4) ]/(lo--e~) (~o--e~) (p--e~) d x  = (e~--e~) Ch X Sh X d X 

et, en simplifiant, 

(s) 
Par  suite, on a 

(6) 

V-~p--es d x  - d X .  

d ~ * =  (e.,--e,) Ch ~ X [dX ~ + d r ~] 

ce qui d6montre le r~sultat (on a remplacd 0 V e a - e i  par Y; on a d'ailleurs aussi 

X = V e~- e~ z). 
I 

e,--ee 

Or j 'ai  6t6 conduit  g me poser la question suivante: on salt qu 'un ds ~ de 

r6volution 

(7) ds ~ = V ~ (du'  + dv ~) 

off U est une fontion donn~e de u admet ~ ~ surfaces repr6sentatives, h61icoidales 

ou r~volutives. On peut chercher s'il est possib]e d'extraire de ce syst~me ~ 

de surfaces un ensemble ~ l  poss6dant un r~seau conjugud commun s routes les 

surfaces de cet ensemble: si U est queleonque, on trouve uniquement la solution 

dvidente eorrespondant ~ l'ensemble des surfaces r6volutives e~ au r6seau des m6ri- 

diens et parall~les. En  dehors de ce type relativement banal, il y a trois types de 

solutions, eorres29ondant ~ u n  choix convenable de U: 

I ~ ds ~ ~ u ~ (du ~ + dv~), c'est-s des h41icoides applicables sur la d6velopp~e 

du catdnoide. Le ds 2 en jeu poss~de ~ courbes g6od6siques, consid~r6es in ab- 

straeto: on peut les r6purtir en ~ i  familles (~), la famille (~), off it est une con- 

stante arbitraire, d6finie par l '6quation 

(8) Z ~ d u  ~ -  ( u ~ - - i  ~) d v ~ = o 

et s cette famille (it) correspondent oo ~ h~licoides admet tan t  ce r6seau g6oddsique 

pour r~seau conjugud commun. Ici chaque h~licoide (ou surface r6volutive) re- 
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pr~sentatif du ds~'poss~de un seul rdseau de cette esp~ce et appartient ~ une 

seule famille. 

2 ~ ds  ~-~ Ch' u (du ~ + dv~); on a les h~licoides applicables sur le cat~noide 

ou l'h~licoide minimum. Chaque famille de ggoddsiques 

(9) Z' du~--(Ch ' u--Z ~) d r '  - -  o 

donne encore le r6seau g6od6sique eonjugu6 eommun ~ ~ t  surfaces h61icoidales; 

l'h41ieoide minimum appartient s ehaque famiUe, mais les autres surfaces appar- 

tiennent ~ une seule famille et sont surfaces de u une seule fois (le eat6noide, 

par exemple, donne les surfaces minima qui lui sont associ6es). 

3 ~ On trouve ensuif~ ~8 types de d s  ~, r6ductibles d'aiUeurs par une ho- 

moth6tie ~ ~ '  seulement; ehaque type conduit ~ une famille partieuli~re de ~ 

h61ieoides ayant en eommun un r6seau eonju,oax6, form6 encore de g6od6siques. 

I1 r6sulte de l'6tude directe adnsi faite que tons les h61ieoides (ou surfaces 

de r6volution) ainsi obtenus sont surfaces de Voss, cireonstance qui n'4tait pas 

6vidente ~ priori. Quand le ds  ~ est rapport6 au syst~me g6od6sique conjugu6, 

la forme de r6volution se perd et l'on risque de ne pas reconnaltre les surfaces 

bien simples des deux premieres eat4gories. J ' indique les ds '  obtenus en rapportant 

aux g~od6siques eonjug6es. 

Pour le premier eas 

( I o) d s ~-~ Ch' (u I + vl) [Ch ~ (ul + vl) (d u~2 + d v 1') + 2 {Oh' (ul + v,)-- 2} d ul d v,]. 

Pour le second ca~, on a d'abord le ds  ~ ddj~ donn~ plus haut 

(I  I) ds '  -~ (P--et) '  (du~ ~ + dv~ ~) + 2 (~o-- e~) (~ q- e~--2es) du~ dv  1 

off p e s t  la fonction p (Ul+V~le~, e~, es). A c e  type il faut ajouter le ds '  du 

cat~noide rapport~ s ses lignes de longueur nulle, puis le ds  ~ du cat~noide rup- 

port~ aux g~od~siqnes asymptotes, au cercle ~quatoriM 

(~ 2) as '  - -  Ch' (u, + v,) [Ch' (u, + v , ) (du~ ~ + d vi '  ) --2 (Ch' (ul + v~)--2} du i  dvi l .  
Sh ~ (u~ + vl) 

Pour le troisi&me eas, on a le ds ~ 

( I3 )  d 8 2 =  (~ - e l )  2 ( C - t -  - -  
/ 

17 ~ 27377. Ac~ mathema~ica. 51. 

( du l  ~ + ( ~ - - e l ) '  C - -  - - -  dv l '  
~ ea p - -  e s 

+ 2  (io--el) (~+ex--2 ea) ( 6  n ( dul D ~ 

Imprim6 le 23 d~cembre 1927. 
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off Io est toujours $o (ut+ vl[el ,  e~, es), et C et D des eonstantes. A cette forme 

(13) il faudruit ajouter les formes dues s la d4g~ndrescence de la fonction ~. 

I1 est inf~ressant de signaler que tons les h~licoides de Voss peuvent s'obtenir, 

par la m~thode du paralldlisme de Peterson, ~ partir de l'h~licoide minimum et 

de ses dfiform~es h~licoidMes. On constate qae par la m~thode du paragraphe 

8 et par cette derni~re nous avons retrouvfi les m~mes r4sultats. 

Deuxi~me note. 

J 'ai  dit plus haut, parug~raphe 7, que la dfitermination des surfaces de Voss 

revient, d'abord, ~. l ' in~grution de 

69~o 
(I) Ou-Ov g V sin to cos to 

puis ~. l'intdgr~tion du syst~me 

(2) 

O X  O Y  
Ov Ov 

O Y  O X  
Ou Ou 

- -  COS 2 ~o 

COS 2 C0. 

L'4limination de Y conduit pour X '~ une 6quation de Laplace donnge au para- 

gruphe 7. Mais il est plus dl~gant, en s'inspirant du m~moire d~j'~ citd de u 

puis d'un travail de M. A. l~zzaboni (Memorie della R. Academia Delle Scienze 

dell' Ist i tuto di Bologna, 4 e S~rie, t. IX,  I888, p. 765--776),  d'op6rer ainsi: posons 

(3) x = ~ +  N r = M - - N .  

Le syst~me (2) prend la forme canonique ~l~gante 

(4) o N  0 M  o N _  0 M  
Ou ~- tg '  co O----u O v tg 2 co-O-v " 

Si on pose, comme Daxboux, 

(s) I 0 ~ z 

~OuOv 
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on salt que le syst~me (4) peut ~tre remplac~ par rune ou rautre des ~quations 

de Mou~ard 

(6) 

(6') 


