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134 Hans Sp~ith. 

Einleitung. 

Bei der Untersuchung einer linearen Differenzengleichung 

7 t  

(a) y,p,(~) u(,, + i)=~ (~), 
i=0 

wo die Variable s die Zahlen o, I, 2 , . . .  durchli~uft und die Koeffizienten pf(s)ent- 
weder konstant sind oder ffir s-~ ~ endlichen Grenzwerten lira p~(s)=pi(i=o, I , . . . ,  n) 

zustreben, ist die Abhiingigkeit des asymptotischen Verhaltens der LSsungen u(s) 
yon der rechtsstehenden Funk4ion 9(s) yon Interesse.  Sie ist ffir einen Teil der 

LSsungen besonders stark und kann oft zur Auszeichnung einzehaer L5sungen vor 

den anderen benfitzt werden. Z.B. kann man aus einem allgemeinen Satze yon 
$ 

Perron 1 fiber Snmmengleichungen entnehmen: aus llm V]~0(s)]~I folgt die Exi- 
$ - - - .  av  

$ 

s~n~, yon L ~ s = g e .  u(~) ~ t  ~imVb,(s)l_-< ~, w e n .  nooh p.(.~)=~, P0(.*)*o v o ~ . s -  

gesetzt wird, und zwar yon genau eiI ler  solchen L5sung, wenn alle Wurzeln der 

charakteristischen Gleichung 

(b) ~ p , . ' - - o  
i=0 

ausserhalb des Einheitskreises liegen. Es ist zu erwarten, dass man die Abhiin- 

gigkeit schi~rfer beschreiben kann, sobald man ~0(s) schiirferen Bedingungen nn- 

terwirft. 

Vor kurzem hat nun Herr Walther ~ den Fall behandelt, dass in (a) die Flmk- 

tion 9(s) ffir s--,oo gegen einen endliehen Grenzwert StTebt, mid folgendes Ergeb- 

nis erh~ten: Es existieren dann ))im allgemeinen,) L5sungen yon (a), die ffir s - - ~  

ebenfalls gegen endliche Grenzwerte streben, und zwar trifft das sicher zu I.)im 

FaDe konstanter Koeffizient~n pi(s)----pi, wenn fiir alle Wurzeln a, von (b)]a,]=~I 

gilt (Herr Walther nimmt s beliebig reed an), 2.) im FaDe *asymp~otisch kon- 

stanter~ Koeffizienten (p~(s)---~pi), wenn pn(s)-~ I, po(S)~-o und la,]=V I ffir aUe Wurzeln 

I O. PERRON, ~ber  Summengleichungen und Poincar6sche Differenzengleichungen, Math. Ann. 
84 (1921), S. 1 - - i5 .  

2 A. WALTHER, ~ber  nichthomogene lineare Differenzengleiehungen, GSttinger l~achrichten 
(math.-phys. Klasse) 1926, S. ]03--118. 
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a, yon (b) gilt sowie alle a, einfach und dem absoluten Betr~ge nach verschieden 

sin& (Unf~r den gemachten Voraussetzungen sind iibrigens diese LSsungen iden- 

tisch mit den nach dem erwghnten Satz yon Perron sich ergebenden LSsungen 
8 

mit iim Viu(8)l< ,.) 
$ ~  

Angeregt durch t terrn Walther  habe ich reich mit derselben Frage besch~f- 

rig4, namentlich mit den yon ihm nichtbehandelten Ausnahmefiillen hinsichtlich der 

Lage der Wurzeln a,. Ich werde im folgenden zungchst die Waltherschen Ergeb- 

nisse auf etwas anderem Wege herleiten. Dariiber hinaus werde ich fiir die Glei- 

chungen mit konstanf~en Koeffizienten auch den Fall erledigen, d~ss die Wurzeln 

zum Tell auf dem Einheitskreise liegen; dabei ergeben sich interessante Zu- 

sammenh~nge mit der Summierbarkeit yon Reihen im Cess bzw. HS1- 

derschen Sinne. Bei Gleichungen mit nich~ konstanten Koeffizienten werden auch 

mehrfache Wurzeln a, und Wurzeln mit gleichem Absolutbetrage zugelassen, und 

bei ~)guter~) Konvergenz der Koeffizienten p~(s) gegen ihre Grenzwerte pi auch 

Wurzeln mit dem Absolutbetrage 1. Im Anschluss daran wende ich reich der Un- 

tersuchung des asymptotischen Verhaltens der LSsungen etwas allgemeinerer 

linearer Differenzengleichungen zu und mache dann Anwendungen auf die homo- 

gene Gleichung. Ich werde bier eine Reihe yon S~tzen yon Perron, Kreuser und 

Ford teils kiirzer beweisen, tells verschgrfen. Die Ergebnisse werden zum Tell 

auch auf den Fall ausgedehnt, dass die Variable s in (a) nicht auf die Zahlen 

o, I, 2 , . . .  beschr~nkt, sondern beliebig reell oder komplex ist. 

I .  Lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeflizienten. 

Es sei fiir 

Koeffizienten 

die Beziehung 

(2) 

w 1. Der Hauptsat~. 

die lineare Differenzengleichung n-her Ordnung mit konstanten 

n 

i=O 
(p,t=I;  8=0 ,  1 ,2 , . . . )  

lim 9:(s)--=b (b endlich) 
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erfiillt. Gesucht seien diejenigen etwaigen LSsungen u(s), die fiir s--*~ endlichen 

Grenzwe~en zustreben. 

Man erkenn~ ohne weiteres: wenn es iiberhaupt derartige LSsungen gibt, ha- 

ben sie alle denselben Grenzwert 

b 
(3) lira u(s)=: n ' 

s ~  Z p~ 

wofern dieser Ausdruck einen Sinn hat, d. h. 

n 

~ , p ~ # o  
i=0 

ist. Wir setzen im wei~ren, indem wit den etwas abweichendes Verhalten zei- 
n 

genden Ausnahmefall ~ , p ; = o  beiseite lassen, rot ,  ms, dass diese Bedingnmg erfiillt 

ist, oder m. a. 

Gleichung 

(4) 

gleich I ist. 

(5) 

W., class keine der Wurzeln a t , a~ , . . . , an  der charakteristischen 

n 

Z p ~ a i = o  
t'~0 

Die 

ben  Typus 

(6) v(s+ 1)--av(s)=q~(s)--b=~2(s ) (lira , ( s ) = o ;  a=VI). 

Zun~chst behandeln wir die Differenzengleichung erster Ordnung 

. #  i). 

b 
Substitution u ( s ) -v ( s )+  fiihrt (5) iiber in eine Gleichung yon demsel- 

I - - ~  

E s  geniigt die Gleichung (6) zu betrachten, deren rechte Seite gegen Null strebt 

und deren etwaige LSsungen mit endlichem Grenzwert deshalb ebenfalls alle gegen 

Null konvergieren miissen. 

Fiir die LSsungen yon (6) erh~lt man sofort 

(z) 

und man hat  jetzt die drei Fi~lle [a[~> I zu unterscheiden. 
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Fa l l  a): la l  < I. 

~)(s) strebt fiir s - ~  gegen Null, und daher ist I~(~)1<~ bei beliebig kleinem 

a > o  fiir hinreichend grosses S>So(e), also fiir eine beliebige LSsung v(s) yon (5) 

Iv(.,')l = I-I' I,,(o)+ ~ ,~'~-11 
o':=0 

=<1-1' ~(o)+ + ~  I-'-"-'q-'((,)l 
o'~0 O'~.eo-F 1 

- I - I  
mit fiir alle s konstantem (yon v(o) abh~Lngigem) K. 

fiir s>sl(e)~So(e ) 
2 ~  . 

I,v(s)l < i - - | . l  

Wegen l i m a ' =  o ist weiter 

Wenn [al<I ~8~ streben alle Lb'sungen yon (6) gegen Null. (Ffir a-~ o fallen 

alle LSsungen yon v(I) an zusammen zu v(s+ 1)=~)(s)und unterscheiden sich nur  

in ~(o)) 
Fal l  b): ]el > I. 

Wegen  ]~l-~oo fiir s--.oo entnimxnL man aus (7), dass v(s) fiir s--~oo nur  

dann gegen Null streben kann, wenn 

e--1 g~(+~-I ) ao or 
li_m v(o) + ~, =v(o)  ' ~ ~p( ) 

o ' ~ 0  o ' ~ 0  

ist; die Konvergenz der Reihe steht  im Falle la] > I fest. Triff~ das zu, so ist 

(s) v(~)=..(v(o) ~ %'~ (~)] - ~ , - ~ / - - ~ 1 _ . ~ ;  u'(or), 
~ 0  a ~ 8  

also fiir s>s0(~) 

Iv(s)l< 

Wenn ]a] > I ist, strebt genau die Lb'sung 
18 - -  27377. Acta mathemativa. 51. I m p r i m 6  le 23 d~cembre  1927. 
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+ 
(s) V 

{Z a=O~-a ~o 

gegen Null. 

Wenn v(s) fiir s--)~r gegen Null streben soil, muss wieder 

lira (v(o) + ~ ~P!a!l-~o 
s ~  a a = 0  ~(t j 

sein. Eine nullstrebige L6sung yon (6) kann daher bei ]a]=i,a:~I  nur dann exi- 

stieren, wenn ~,  -~-r konvergiert. Ist dies de," Fall, dann hat (6)wieder die ein- 

zige nullstrebige I ~ . ~ g  

(9) v(s)_ = -  I ~ ~!.r 1 

Piir die Gleichung (5) besagen die Ergebnisse: 
b 

let lal<~, so streben alle L6sungen yon (5) f i ir  s--)~ gegen 
1 - -  Ct 

[a[>I, so zeigt mit ~p(s):=q~(s)--b ge~Tau die Lb'sung 

/st 

(8a) u(s)--= b I ~,~O(s+a)_ x ~oqD(s+o) 

dieses Verhalten, und ist ]a]~x, a=V I, genau die Lb'sung 

(9a) u(s)--- b x ~, ~p(s+o) ' 

wofern hier die Reihe ~o= --- konvergiert. 

Die ullgemeine Gleichung (i) fiihren wir vorteilh~ft dutch die Substitution 

Bis zu einem gewissen Grade liesse sieh hier ,~uch noch der F~ll ~ =  x einordnen, indem dann 

fiir die Existenz yon LSsungen mit endlichem Grenzwert die Konvergenz der Reihe ~ ~p(a), die 
(S=0 

in der NSrlun&schen Summationstheorie eine Rolle spielt, notwendig und hinreichend ist. In die- 
sere Falle konvergieren a.ber a l l e  l,Ssungen gegen jeweils yon v(o) abhiingige Grenzwerte. Ausser- 
dem kann man im Fall e r  nieht yon (6) auf ~SJr ~ zuriiekschliessen; (5) hat fiir limg~/~s~ ~ b 4 = o  

8~a r  

keine L6sung mit endlichem Grenzwert. 
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b 
~(8) =v(8) + - , , - -  

(IO) 

fiber in 

n 

~_~V, v ( s + i ) = 9 ~ ( s ) - - b = ~ ( s )  mit lira ~P(s)----o, 

und die Fruge nach den L5sungen yon (I) mit  endlichem Grenzwert  ist wieder 

gle ichbedeutend mit der Frage nach den nullstrebigen LSsungen y o n  (I 0), 

Die Gleiehung (Io) ist Kquiv~lent einem System yon n lineaxen Gleiehungen 

I. Ordnung:  
v , ( 8 +  i ) -  ~ ,v~(8)  = v ~ ( 8 )  

(I I) V 2(8+ I)--t;t~V 2(8) = V  3(8) 

Vn--1 (8+ I)-- t~n--  1Vrt-- I ( 8) =Vn  (8) 

v .  (8 + i )  - . n  v, ,  (8) = ~ (8),  

wobei v (8)----v 1 (s) gesetzt ist und al,  a, . . . .  , a ,  die Wurzeln der ch~rukteristischen 

Gleichung (4) in irgend einer Reihenfolge bedeuten. Das ergibt sich sehr einfuch 

aus der symbolischen Form von (IO) 

~,p, E ,  ~ (~) = ; ~ '  v (8) = ~ (8) m~t E '  v (8) = v (~ + i) 

dureh Zerf~llen des 0perat ionssymbols  

n 

~,  pi E i  = E "  + p . - 1 E  "-~ + " + p l  E + po 
i=O 

in das symbolische Produk t  

(E -- a l ) ( E - -  a~) . .  ( E - -  a,,). 

Zu jeder L5sung v(s) yon (Io) gehSr~ eine durch (If)  eindeutig I best immte 

Ket~e yon Funkt ionen 

vl (8) = v (8), v, ( ~ ) , . . . ,  vn-,(8), vn (8), 

i Die Kette h~ngt natfirlich yon dem speziell gew~hlten System (xl) ab. 
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die, wenn v(s) nullstrebig ist, alle auch nullstrebig sind. Man erh~lt daher um- 

gekehrt alle nullstrebigen LSsungen v(s) yon (Io) mittels eines Systems (I I) genau 

fiber die Ketten, deren einzelne Funktionen v~(s), v,-l(s),...,v~(s)naeheinander 
alle nullstrebig bestimmt sind. 

Wenn keine der Wurzeln a, yon (4) auf dem Einheitskreise liege, gibt es 

naeh dem oben Bewiesenen immer solche Ketten (wenn ]a,[> I fiir alle a, gilt, 

genau eine), also auch immer nullstrebige LSsungen yon (Io). Wenn aber die 

a, teilweise auf 4em Einheitskreise liegen, ist das nur der Fall, wenn gewisse 

Bedingungen erfiillt sind. Diese kSnnen dadurch gewonnen werden, dass man 

nacheinander Systeme (I I) betrachtet, in denen jeweils eine der Wurzeln a, mit 

]a,]=1 am Schluss steht (das bisher Gesagte gilt ja fiir jedes System (I I) bei 

beliebiger Reihenfolge der a,). 

Es sei also in (I I) 

~ Z n  = { Z n - - I  - -  ' " " = / Z n  r - l - I  - - -  (2" 

eine r-faehe Wurzel yon (4) mit [a[----I. Man kann dann naeheinander v,, (s), 

v,~-l(s),..., v,-~+l (s) Ms nullstrebige Funktionen und zwar 

. ~  , (8 )=  ::'-0 "~ ' " "   W=0 

genau dann bestimmen, wenn die hier auftretenden Summen nacheinander alle 

konvergieren. Damit ist gleichbedeutend, dass die iterierten Reihen 

(12) 
a : 0  a = 0  a l = c t  o = 0  o ' l ~ a  a r _ l = C r r . _ 2  

alle konvergieren, wobei I_: ./~ gesetzt ist. 

Die Konvergenz der Reihen (I2), und zwar in bezug auf jede Wurzel a,, die 

auf dem Einheitskreise liegt, ist also eine notwendige Bedingung daffir, dass (Io) 

nullstrebige LSsungen haben kann. 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend; denn, wenn die Funktion ~p (s) in 

bezug auf alle Wurzeln a, mit la, l = ,  die Konvergenzbedingungen (I2) efffillt, 

so ltisst sich die letzte der Gleichungen eines Systems ( I I ) i m m e r  durch eine 

nullstrebige Funktion v~ (s) befriedigen. Von dieser kann man, wie wir hier nicht 
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ausfiihren wollen, dann zeigen, dass auch sie in bezug auf alle iibrig gebliebenen 

Wurzeln die Bedingungen (I2) befriedigt. So fortfahrend kann man die Existenz 

einer Kett~ nullstrebiger Funktionen v~ (s), v,-1 (s),.. . ,  v (s) = vl (s) und. damit einer 

nullst, rebigen LSsung yon (to) beweisen. Einfacher kommt man mittels symbo- 

lischer Methoden zum Ziel. Es sei 

k rk 

(~"+v,,-~"-~ + .  +p,,)-' = F, Y, a ~  ( , - , , ) - ~  
x - l  J.=l 

in Partialbriiche zerlegt, wobei a l ,  % , . . . ,  ak die verschiedenen rc ,  r2-, . . . ,  r r fachen 

Wurzeln yon (4) sein mSgen. Dann lgsst sich die allgemeine LSsung yon (:o) 

symbolisch in der Form 

( I 3 )  v ( 8 ) = ( E n + p n - 1 E n - l + " "  + P l  Z @ P o ) - l ~ ) ( 8 )  

- - A n ( E - - a ~ ) - ' * p ( s ) + A , ~  ( E - - a ~ ) - - 2 g , ( s ) +  . . .  + A m ( E  a,) ~p(s)+ - 

+ A k , , ( E - - a k ) - - ~ k ~ p ( s )  

schreiben. Der Sinn dieser Gleichung ist: Man erhglt alle L5sungen yon (m) 

(vielleicht sogar mehrfach), wenn man 

( E - - a , )  ~p(s), ( E - - a , ) - 2 t p ( s ) ,  . . . ,  ( E - - a , ) - r , ~ ( s ) ,  . . . ,  ( E - - a k ) - ~ k ~ ( s )  

die LSsungen der entsprechenden Differenzengleichungen 

(~4) (E-@v(*)=W(*),(U-<)2v(s)=*(s),...,(E-~)r'v(*)=W(*'),..., (~-~)'kv(*)=e(*) 

durchlaufen liiss~. Man zeigt ngmlich zuniichst leicht dutch Rechnung, daas jede 

Funktion yon der Form (t3) der Gleichung (Io)geniigt. Ist umgekehrt v ( s ) i r g e n d  

eine LSsung yon (IO), so sind die eindeutig bestimmten Funktionen 

(> v,~(s) = ;E (E- -~ . ) -~  v ( , ) =  (E- -~ , )  . . . . .  (E--~,)r .  -~-. .(E--~k)r~ 

(x=  I, 2 , . . . ,  k ; i t =  1, 2 , . . . , r , )  

LSsungen der Gleichungen (14), und es ist 

7L . ~t t o,, 
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Man erh~ilt also auch alle LSsungen yon (Io) in der Form (13). Entsprechendes 
gilt na$iirlich auch fiir (I). 

Die Gleichungen (14) kann man aber, sobald ~p(s) in bezug auf alle auf dem 

Einheitskreise liegenden Wurzeln a, den Bedingungen (I2)geniigt ,  alle (lurch 

nullstrebige FunkCionen befriedigen. Indem man auf der rechten Seite yon (I3) 

fiir alle Glieder solche nullstrebige LSsungen dieser Gleichungen (I4) w~hlt, erhis 

man auch eine nullst-rebige LSsung yon (Io). 

Wir nehmen jetzt an, (IO) habe nullstrebige LSsungen. Wir  kSnnen sie dann 

alle mittels eines speziellen Systems (11), es heisse (H), gewinnen, in dem alle 

Wurzeln a, mit  {a,{<I,  deren Anzahl d(~n)  sei, obenan stehen, so dass 'also 

1,11< I- 1< i,l=a+ l  

ist. I n  diesem System (H) stimmen alle Ketten (v,(s)}, die zu nullstrebigen LS- 

sungen yon (Io) Anlass geben, yon v,(s) an bis zu va+l(S) iiberein; yon va(s) ein- 

schliesslich bis zu vt(s)=v(s ) werden sie abet beliebig for~gesetzt. Das bedeutet, 

dass zu genau d beliebig vorgegebenen Anfangswerten v(o), v ( I ) , . . . ,  v(d--I)  eine 

eindeutig bestimmte nullstrebige LSsung existiert. 

Die Gesamtheit aller nullstrebigen LSsungen v(s)yon (Io) l~isst sich auch in 

der Form 

5 )  , = v* (8) + 

sehreiben, wo v*(s) irgend eine partikul~re nulls~rebige LSsung yon (IO) und w(s) 
eine beliebige nuUstrebige LSsung der homogenen Gleiehung 

(16) ~, pi w ( s + i )  = o 

t~O 

isk W i e  man ans dem der Gleichung (I6) entsprechenden System (H) mit  ~p(S)=O, 

Vn(S)--~V,~--I(S) . . . . .  Vd+l(S)~O erkennt, sind das gerade die LSsungen der homo- 
genen Gleichung 

(I7) (E--a,) (E--a , ) . . .  (E--aa)w(s)=  o. 

(Ist keine der Wurzeln al, a~, . . . ,  ag gleich Null und sind a,, a~ , . . . ,  am (m _--< d) die 

verschiedenen rl- , r~-, . . . , r~-fachen u n t e r  ihnen, so bilden bekanntlich die Funk- 
tionen 
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• 1 '  8 ~ 1 '  , 8 r t - - I  s 8 r m - - 1  s 
�9 " " {~1' " " "~ C~m 

ein Funda~nenC~lsystem yon (17).) 
Durch •bertrugung dieser Ergebnisse auf (I)erhalten wir zusammenfassend: 

Satz 1. Die Differenzengleichung 

.n 

n 
mit p , =  I, ~,T~ 4= o hat unter der Voraussetzung 

i=0 

(2) lim~(s)~-b (b endlieh) 
$ ~  

( 8 ~ 0 ,  I ,  2~ . . .) 

dann und nur dann LSsungen u(s) mit 

(3) 
b 

lim u(s) = - , 7 -  ' 
e~| Z pi 

wenn fiir jede auf  dem Einheitskreise liegende rfache Wurzel a der charakteristi- 

schen Gleichung 

(4) 

die Reihen 

n 

Z p i  ai~O 
i ~ O  

o o  00 00  o o  o o  o o  

Z~)(0")/~1, Z Z ~)(0"l)/~x,"" ', Z Z "'" Z ~)(O'r--1)~ r-I  
a:O a=O a l = a  o ~ O  a t = a  a r _ l = a r _ 2  

mit ~V(a)= 9(a)--b, f l= i  alle konvergieren. Und zwar gibt es dann, wenn d die Anzahl 

der innerhalb des Einheitskreises liegenden Wurzeln von (4) ist, zu d beliebig vor- 

gegebenen Anfangswerten 

r (O), U(1) , . . . ,  ,g(d-- I) 

genau eine de~'artige Lb'sung. 

Insbesondere zeigen, wenn ftTr alle Wur~eln a, yon (4) [a , [<I  gilt, alle IA',~ungen, 

wenn durchweg [a ,[>I  ist, genau eine Lb'sung dam Verhalten (3). 
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Die Ergebnisse gelten iibrigens zum Teil auch noch, wie man leicht erkennt,  

fiir den Fall, dass I eine (mehrfache) Wurzel  der charakteristischen Gleichung ist. 

Es kommt dana  nur  b : o  in Frage. Die Bedingungen fiir die Existenz yon LS- 

sungen mit  endlichem Grenzwert sind genau dieselben, wie fiir andere Wurzeln 

auf dem Einheitskreise, und es gibt dana  wieder zu d beliebig vorgegebenen An- 

fangswerten u(o),u(I) . . . .  ,u(d--I) genau eine nulls~rebige LSsung von (I). Anders 

als im F a l l e ~ p ; ~ = o  gibt es aber ausser diesen L5sungen noch weitere LSmmgen 
i = 0  

u (s) mit  endlichem Grenzwert, und zwar zu d + I beliebigen Wer ten  u(o), u ( I ) , . . . ,  u(d) 

genau eine. Der Grenzwert lim u(s) hgngt  dana  von u(d) ab. 

w 2. Zusammenhang mit der Summierbarkeit von Reihen im Ces~roschen bzw. 
HSlderschen Sinne; Beispiele. 

Die Konvergenzbedingungen (I2) lassen sich vorteilhaf~ umformen. Wir  er- 

setzen s durch n - -  eine Verwechslung ist in diesem Paragruphen nicht  zu be- 

fi irchten - -  und schreiben abldirzend 

sowie r +  [ start r. 

( 1 8 )  

o0 

F, ,,.=t,, I:[ ) - :=I ;  lira ~p(n)=o 
7 1 ~ 0 0  

Die Summen (12) lauten dann einfacher 

v = 0  v"  0 v t = ~ '  ~ = 0  v - : 0  ~ ' t : ~ '  Vr=~r--  1 * , = 0  v t ~ v  * ' r - - l : : * r - - 2  

und ihre Konvergenz ist notwendig und hinreichend, damit  die Differenzengleichung 

eine nullstrebige L5sung hat. 

Es gilt  n u n  

(i9) 

v(.)=v/.) 

Satz II. Die r-real iterierte Reihe 

�9 = 0  ~ t - - 0  V r ~ V r _ _  1 
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konvergiert genau dann, wenn die Reihe 

(20) x' (" + r 
r )a,, 

r 

C,- bzw. H:summierbar ist (d. h. durch Ceshrosehe bzw. HSldersche Mittel r-ter 

Ordnung). 

Dem Beweise dieses Satzes seien einige die Summierbarkeit  yon R e i h e n  

betreffende Bemerkungen vorausgeschickt :  

Es sei (.%) eine Folge yon Zahlen, und es bedeute 

s(O) S l : )  = ~(o)  . ~(o)  ~(o) s(r)  Sgr -- 1) 
n ~ 8 n  ~ ~ n o0 T~I + ' ' "  + ~On ~ . . .  + s i ' -~)+. .  + s::- ') 

M(O) _ ..~,) I ,I =s , , , l , , , ,  . . . .  (M~ ~ + M~~ ... + M~ ~ , . . . ,  
~ q -  I 

M}:)= ' (M(o,-,) + ~ ? - ' )  + + . (~- '~  
'JZ -~- I ~,. n :. 

Dann heisst bekanntl ich 

im Ces~roschen Sinne) zum Werte s, wenn 

existiert. 

zum Werte  s, wenn 

die Folge (s,) C: l imit ierbar  (limitierbar r-ter Ordnung 

lim S~) - - - - = - s  (s e n d l i c h )  

Sie heisst H: l imi t ie rbar  (limitierbar r-ter Ordnung im HSlderschen Sinne) 

existiert. Man schreibt dafiir 

lim M~)----s (s endlich) 

Eine Reihe 

C : l im s , ,= s, H : l i m  s~ = s. 

heisst Cr-(H,.-)summierbar mit  der Summe s, wenn die F o r e  

ihrer Par t ia lsummen 

i In  den Bezeiehnungen halte ich mich meistcns an K. KNOPP, Theorie und Anwendung der 

unendlichen Reihen, 2. Aufl., Berlin 1924, Kap. 13. 

19- -27377.  Acta mathematica. 51. Imprim6 ]e 24 d6cembro 1927. 
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8n - -  ~ a v  

C,.-(H~-)limi~ierbar zum Werte s ist,  und man schreibt entsprechend 

C~- ~ a~ = s, H~- ~ a,. = s. 
�9 ~ 0  ~ 0  

Ich zitiere einige bekannte Eigenschaften der beiden Verfahren, die fiir beide 

einfach zu beweisen sind. 

[I] Ist  die Folge (sn) C~-(H,-)limRierbar, so ist sie auch C,.+~-(Hr+~-) limitier- 

bar zum gleichen Wert. 

[2] Man daft bei der MRtelbildung einer Folge endlich viele Glieder weg- 

lassen oder hinzunehmen. Anstelle der ttSlderschen Mittel M~ ) kann man auch 

die Mittel 

n + r 

- -  - - ( r - - l )  + + MX ) 
n + r 

betrachten. Aus lira M~ )--*s folgt lira 2~(,~)--*s und umgekehrt. 

a~ 
[3] 1 Ist ~,a ,  C,.-(H~-)summierbar, so ist ~ + 

~ ' ~ 0  ' ~ 0  

C,.-l-(H~-l-)summierba r 
I 

und allgemeiner ~ a, C~_k-(Hr_k-)summierbar (o < k < r). 

Wir fiihren den Beweis fiir den Satz I I  zun$chst fiir das C-Verfahren. 

1 [3] f indet sich (fiir das Ces~rosche Verfahren) an verschiedenen Stel len in der  Li tera tur :  
vgt. z. B. H. BOHR, Uber die Summabilitdt Dirichletscher t~eihen, GStt. Naehr.  (math.-phys.  K1.) 
1903, S. 247--262.  Man k~me auch mi t  folgendem le icht  beweisbaren  Satze aus:  

I s t  a~ Cr-(Hr-)summierbar ,  so is t  r r konvergent .  [3] kSnnte  man  dann  im 
�9 ~0 v 0 

folgenden mi t  erhal ten.  
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(19) 
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Fiir  r =  o ist der Satz Mar. W i r  zeigen: Is t  er r icht ig fiir r - - I ,  so g i l~  

Die r-fach i ter ierte  Summe 

ist zugleich die ( r - - I ) - fach  iterier~e Summe 

---- a , ,  - - ) o  . 

der Folge (t,~). Fiir  die Konvergenz  der letzten Reihe is~ nach Voraussetzung 

notwendig  und  hinreichend,  dass 

2 ('+r:i'),, 
C~_rsummierbar ist. Wi r  brauchen also nur  zu zeigen, dass aus der Cr-~-Sum- 

mierbarkei t  der Reihe (22) die Cr-Summierbarkeit  der Reihe (20) folgt  und um- 

gekehrt .  1 

Es ist 

n(r+) ( 2 3 )  , ~ r a,~--- Z ( t , , t , + l )  

~=0\ r - - I  r 

oder, wenn r ] a,----A~, und r - - i  t, = T~ gesetz~ wird, 
�9 ~ 0  v ~ 0  

(24) 
r A , 7 , :  r T i t - - ( n  *~- ] ) ( ~ n + l  - -  T,I), 

~'A,,= (n+r+ I) r,~--(,+ I) T,,+,. 

i Die Definition tn = ~ a~ ist bereehtigt, auch wenn wir vonder Voraussetzung ,~(2o) ist Cr- 

summierbar,, ausgehen, da auch dann wegen [3] ~ a~, konvergiert. 
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Es sei ers~ens ~ ,  ( ' + r - - I ~ t ~  
~ o \  ' -  I r - i  

man aus (24) 

(~5) 

(26) 

Hans Sp~th. 

C~-l-summierbar mi~ der Smnme T. Dann  finder 

n 

rZAv-~- ~%/J-na(1) =(r-~- I)~rP(1)n --(n~-I)TnTl=(T~-~-r-~-2) T(nl)--(n-~ l)rp(1).Ln+l, 
v = 0  

(1) _ r ~ ( 2 )  ~ ( 2 )  r A~ ) = ( r+  2) r(~ 2 ) -  (u + I) T~+~ --(n + + 3) 1';~ --  (n + I) ~ ~. , ,  

. . . . . . . .  O I l & m �9 I 0 �9 0 I �9 0 �9 �9 Q Q 6 

r AI~ ) ---- 2 r T/") _ (n + I) ~'~--a) n ~ I  + 1 

r r \ r  - -  I /  

C~-lim An-~ T. 

C,.-summierbar mit  der Summe T. 

Umgekehr t  sei 2 (~ + r  ) . a,  C,.-summierbar mit  der Summe A. Schreibt  man (25) 

in der Form 

(27) 

und setzt 

so  erh~i.lg man 

rA(n r) (n+ 2 r+  i) T~r)-- (~ + 1) rr(r) 

z~: ~ = ( .  + i) (~ + e ) . . .  ( .  + 2 r) z~,  

(2s) T'n--T'n+l--(n+ I ) (n+2) .=  ( n + 2 r ~ I ) "  

Wegen  tn = o (I) ist fiir 7" ~ I 

n 

r~  = ~ o (,,-1) = o (n'), r ~ ' l -  - o (~ ' ) ,  T ' =  o (I). 
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Daher  ergib~ sich aus (28) 

�9 r A ,  (~/ 
T ' , =  

~ ' J  (V+  I ) ( V +  2-)-' �9 (V+ 2 r +  

A {r) 
n 

und wegen = A  + o (I) welter 

, I 
T n =  r ! n ~ A + o ( n - ~ ) .  

�9 Also ist~ aueh 

T(r) (n+r) - - r !  ( 7 ~ + , ' +  I ) ( n + r + 2 )  . . . .  ( ~ +  2 7") T ' ~ = A + o ( I ) .  

Die Folge 

dass sie schon C~_rlimitierbar ist. 

Analog beweist  man Satz I I  f~r das HSldersche Verfahren.  

(24) erhiflt man unter  Benutzung der Mit~el ~(k) 

r A ~ = ( n + r +  I )T , , - - (n+ I)  Tn+l, 
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(25 ') 

( 2 7 ' )  

(T,) ist somit Cr-limitierbar zum Wer te  A. Aus (26) folg~ aber dann, 

Ausgehend yon 

r M(nl) (A,,)-~ (r + I)M~]) (V.) - -  Tn+i=(n+r+2)M~)(Ta) - - (n  + 2) M~,+I--(1) (Tn+l), 

r ~ ) ( A ~ )  = (~ + ~) : ~ ) ( T ~ )  - -  ~ ) ( T . + ~ )  + 0 (~), 

r ~(r)  (An) = (~ + 2 ," + I)  M(n r) (Tn)  - -  (n  + r + I)  ~ ( r )  2,z , ,+t  ( T n + i )  + o ( I ) t ,  

woraus ganz iihnlich wie beim C-Verfahren Satz I I  leicht gefolgert  werden kann. 

Der Satz kann auch als ]3edingung fiir die C~-(H~-) Summierbarkei t  einer 

l~eihe formuliel4 werden: o 

�9 r (1) / , ,  ~ ~r(2) ( T  h tx(r--1)/~- ~ herri ih- t Das in (25') bzw. (27') f/ir r >  I auf t re tende ,  yon lno  ~zoj, . . .o ~ oJ . . . .  ,~V~o ~Loj 
rende  Zusa tzg l ied  o(1) ist,  da  es f i i rn - - -*  oo gegen o s t rebt ,  unwcsent l ieh .  

2 Ahn l i ehc  Bed ingungen  f inden sieh aueh,  wie ich nachtr i ig l ich bemerkte ,  in K. K:~oPI,, Zur 
Theorie der C- und H~Summierbarkeit, Math.  Ztachr.  19 (1924) S. 9 9 - - i t 3 ;  G . H .  HARI)Y and  
J.  E. LITTLEWOOD, Solution of the Ces/,ro s~emmability problem, Math.  Ztschr .  19 (1924), S. 
6 5 - - 9 8  , insbes.  S. 67--77. I n  der  le tz ten  Arbc i t  f inder  sich auch  eine en t sp rechende  W e n d u n g  
z u m  AquivaIenzsa tze  bin.  Fe rne r  e n t n e h m e  ich e iner  f reund l ichen  Mi t t e i lung  w)n A. F. AI~D~RS~:~" 
(Kopenhagen) ,  dass wei tere  i ihnliche U n t e r s u c h u n g e n  von i hm und  G. H. HARDY im Druck s ind 
(Proc. London Muth.  Soc.). 
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Satz  II*.  Die Reihe ~ b ,  ist genau 
~--0 

r-fach iterierle Beihe 

22 

konvergiert. Es  ist dann 

dann U~-(H~-)summierbar, wenn die 

0o 

(29) C , - ~ b , . = H , - ~ b , . = A .  

Hierin ist der Knopp-Schneesche :6quivalenzsatz enthalten. 

(r) n F 11 k 
Anst~lle yon kann, wie leicht zu sehen ist, auch mit  belie- 

bigem ganzem k treten, sogar jede rationale Funkt ion R (n), fiir die tim_ ~ r  n) = h 

(h 4: o endlich) gilt, wobei vielleicht endlich viele Glieder der Reihe wegfallen bzw. 

wegzulassen sin& (29) besteht abet  dann nicht  mehr. 

13ber Satz I I  ~ hinaus gilt  allgemeinerl:  

Die beiden Summen 

) ))) (3o) 6'~- n + r - -  Q a,, und C{,- ' U{,- a, r ... 

n~O ~ ' - - ~  , , r_ O- --~r_o_ 1 

existieren immer gleiehzeitig und haben denselben Weft.  

Der Beweis ergibt sich bei festem Q >_--o dutch Indukt ion  yon r - - I  ~ e 

auf r mit  einigen Abi~nderungen, auf die ich hier nicht eingehen will, i~hnlieh 

wie bei Satz I t .  

Indem man hier r _  > -- o festhiilt und 0 zwischen v u n d o  variieren liisst, 

erhiilt man 

Satz I I**.  Die Existet~z einer der Summen 

{31 } (J~ . . . .  ~- 

~ = 0 \  ~,1=~ \ X ~r--p=~r--Q--1/  / /  

Zu dieser Verallgemeinerung wurde ieh dureh Vergleich meines Satzes II* mit den Ergeb 
nissen der Herren G. H. Hardy und J. E.  Li t t lewood (vgl. S. 149 , F u s s n o ~  2) veranlasst. 
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mit festem r >= o, r >~ o >--_ o, al~ ) = zieht die aller r iibrigen nach sich, 

r--Q I 

und alle diese Summen haben denselben Wert. 

I n  diesem Satz ist Satz I I * ,  der yon Q : o  auf  Q = r  und umgekehr t  

schliess~, als Spezialfall enthal ten.  Der  Schluss yon Q-~ r auf ~ =  r ~  I bzw. 

yon Q =  r - - I  auf Q ~ r ergib~ die i n  der obigen Fussnote  I (S. I49) erw~ihnte 

Bedingung  yon Ha rdy  und Litf lewood. 

Als einfaches Beispiel sei die R e i h e ~ ( - - l ) ' { n + r - - I ~  r >  I, betrachtet .  

Aus Satz I I * *  f o l ~  ohne weiteres 

zr (~$@r_i) ~(Cl ~ (  (C 1 ~(  ) ) )) I a - F , ( - 0  ~ , - -  ~ = c ,  . . . . . . .  , " , . - ,  . . . .  j 

n=O ~=0\ 1~1=n\ X r_ l~7~r - -2  

Auf  Grund  des Sa~zes I I  kSnnen wir je tz t  Satz I auch etw~ so formulieren:  

Sa tz  I*. Die Dt:fferenzengleichung (I) hat unter den Voraussetzungen yon Satz  I 

genau dann L6sungen mit  dem Verhalten (3), wenn f i i r  jede r-fache Wurzel  a der 

charakteristischen Gleichung (4) mit l a I : I die Reihe ~.~ ~p (s) ? 
8 2 0 '  

C~-r ( t t , . :r)  summierbar ist, wobei q ) ( s ) ~ - ~  ( s ) -  b und f l-~ ~- gesetzt ist. 
g 

Die bisberigen Ergebnisse ge~winnen an AnschaulichkeiL wenn wir  sie in 

Zusammenhang mit  gewissen Potenzre ihenentwick lungen  bringen. 

Setzt  man  abkiirzend - -  wir  verwenden wieder die a[ten B e z e i c h n u n g e n -  

u (8) = u~, ~ (8) = ~ . ,  

so geht  die Differenzengleichung (I) fiber in 

n 
0 ' )  ~ p ~ u . + l  - 98; 

t=O 

sie kann  bekannt l ich in dieser Form als Rekurs ionsformel  fiir die Koeffizienten 

einer Potenzre ihe  t 

1 Die Potenzreihen haben zuni~chst nut formale Bedeutung; sie konvergieren aber unter den 
obigen Bedingungen Sicher in einem genfigend kleinen Kreise um den Nullpunkt 
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ao 

cao 
s = 0  ~ Z U  s ~$s (331 u ( , )  - 

$ = 0  

n - - 1  

aufgefasst werden, wobei Q(z )=  ~ q~z  ~ ein beliebiges Polynom 
~ 0  

Grades und 

~t 

i = 0  

(n-- I)-ten 

ist; P ( z )  hat  also die Kehrwerte der Wurzeln a~ von (4) zu Nullstellen. Die 

Koeffizientenfolge (u,) einer jeden derartigen Potenzreihe U ( z )  ist eine LSsung 

yon (I) mit  
n--I 

u ( o )  = u o -~  qo, u ( I )  = qr - - p , ~ _ l u  o = ql - - p , - 1  q o , . . . ,  u (~-- I) = qn--1 - - Z p v ~ - - l ,  

und nach diesen Gleichungen kann man Q(z)  immer so wghlen, dass die An- 

fangswerte u(o), u ( i ) , . . . , u ( n - - i )  beliebig vorgegebene Werte annehmenl Es 

lassen sich also auch umgekehr~ alle L5sungen yon (I) als Koeffizientenfolgen 

derar~iger Potenzreihen U(z) gewinnen. 

Insbesondere erhgit man alle LSsungen der homogenen Gleichung (i6) als 

Koeffizientenfolgen (ws) yon Potenzreihenen!wicklungen 

(34) W (z) Q (z) 

Durch Partialbruchzerlegung finder man daraus unter  der Voraussetzung Po q= o 
z. B. leicht, dass 

( 3 5 )  ~ , 8 " ~ , . . ~ , r l - - l . g  8 . 8r~--1 s g s  

ein Fandamentalsystem dieser Gleichung ist, wobei unter a l , % , . . . , a k  die ver- 

schiedenen rl- , r~-,.. . ,rk-fachen Wurzeln yon (4) zu verstehen sin& 

Auch die Bestimmung der LSsungen yon (I) mit  endlichem Grenzwert kann 

mittels der Potenzreihen U(z )  geschehen und zwar auf einem den obigen Aus- 

fiihrungen ganz parallel laufenden Wege. Der Reduktion auf ( Io)entspr ich t  
die Zerlegung 
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b i 
U ( z ) =  v ( z )+~ , (~ j .  ~ - z  

mit 

~:o . = ~ , v ~  E(~)= p(~) ~-~ V(z) P(z) ~ = ~ , - - b ;  Q(z)~ b P ( I ) - - P ( ~ ) " - ~  \ - - - -  

s ~ 0  ~ = 0  ] 

Mit der Zerfiillung y o n  (IO) in (I I) ist gleichbedeutend die schrittweise En~wick- 

lung yon V(z) fiber 

r 

E(~) + ~"y~. 

v(") (z)= - -  ~=0 (.) , Vl.) (z) _ _ .  =2~v~  z ,  VC--~)(z)- z " ' "  v(~)(z)= V(z)-- Vi~)(z) 
I --- t% n Z I - - ~ n  -1 : I - -  iX! Z 

S = 0  

Die symbolische Par~ialbruchzerlegung (i3) hat hier gewisse Parfialbruchzerle- 

gungen als Gegenstfick. Fiihrt man die angedeuteten Schritte im einzelnen 

dutch, so erhii.lt man S~tz I etwa in folffender Form: 

Satz I**. Damit unter den Funktionen 

Q (~) + o o.  z ~  ~ ~ ~ E (~) + ~ . ~  ~s ~" 
s=o b I + . = o  

$ = 0  

mit 9s~b, ~p, =gs--b,  P ( z )=  ~,ViZ n-', p n - - I ,  P ( I ) #  o, Q(z) und E(z) gleich 
i = 0  

Polynomen (n--I)-ten Grades solehe vorkommen, deren KoeffizientenfoOe (us)fiir 
b 

s--*m gegen~-(-~)(x)strebt , ist notwendi# und hinreiehend, class in jeder auf dem Ein- 

heitskreise gelegenen r-fachen Nullstelle fl= I_ des Nenners P(z) die (r--I)-mal a 

abgeleitete Reihe 

- | n + 8  
(36) ( z n ~ J s Z s )  (r 1)=  ( r - -  i) ,  Z ( r _  i )  ~js ~s+n-r+l  

s=o / s=o 
2 0 -  27377. Acta mathemattea. 51. Imprlm~ le 24 d~cembre 1927. 
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] k , ~  ~" ~ (r--l) ode," i,'ge, d ~i~e Reihel~ 21~o, eJ , ,a g a , ~  ~,~.B. 
\ s=o / 

( ~ s \ O ' - l )  ~ S 

Cr-1-(Hr-1-) summierbar ist. (Speziell geniigt also Kouvergenz.) Sind diese BedS~- 

gungen e~fiillt, dann sb'eben die Koeffizientenfolgen (us)genau derjenoen Funktionen 

b 
U(z) gegen ~(I) '  deren zugeh6riges Anfangspolynom Q(z) folgenden Bedingungen 

geniigt : 

I. In jeder r-fachen Nullstelle fl yon P (z), die im Einheitskreise liegt, ist, 

wen. noch z n ~ q~ z 8 = q~ (z) gesetzt wird, 

Q (~) + �9 (~) = o ,  Q' (~) + ~ '  (~) = o , . . . ,  Q("-~) (~) + ~("-~) (~) = o .  

(Dadureh werden die Pole we qgeschaft.) 

z. In jeder r-fachen Nullstelle fl au f  dem Ei~heitskreis ist 

Q (~) + Hm ~ (~) - -  o,  Q" (~) + l i ~  ~" (~) = o , . . . ,  QO.-,) (~) + Hm ~(~-') (~) = o .  
�9 ~ ~--~ ~,~ 

Die Grenzwerte sind fiir radiale Aunh'heru~g z - ~  aus dem Innern des Einheits- 

~reises zu bilden; ikr e Existenz folgt aus der C~_~:Summierbarkeit der Reihe (36) 

figr z-~fl  (Summierbarkeit im Abelsehen Sinne). 

Im Anschluss hierun sollen noch einige Beispiele gegeben werden: 

I. Die Differenzengleichung 

g ( 8 +  I)-~- U (8)= ( -  1)s+1 (q-~- - - I  ; ~0 (8)--~ O) 
8 + I  

hat keine nullstrebige L5sung, d a ~  I nicht konvergiert. 

21 Von den beiden Gleichungen 

(-I)~ 
(E+ I), (s)=,  (.~.+ I)+,  (s)- (s+ ~)(s+ 2)' 

( - -  

2) 
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hat die erste genau die e i n e  nuUstrebige LSsung 

( , ) - ~  ( - , ) "  ~ ( . + . ) -  ( - , )~  . 
8~-I 

o ' = 0  

die zweite dagegen hat keine derartige L5sung, da die Reihe ( z ~  q~.s zs) ' =  

(--I)'~ fiir z - - - I  nieh~ Ct-summierbar ist. zs+l 
8 + !  

S = 0  

3- Die Differenzengleiehung 

(:) i (E+ ,)" ~ ( , )=u( ,+ , - )+  u( ,+ , . - -~)+  .-. + u ( , ) = , + ,  (~ - - ~ ; ~ (4-" o) 

hat fiir jedes ganzzahlige r > o  genau eine nullstrebige LSsung; denn die (r--1)-mal 

abgeleiCete Reihe 

~.r--1 ~S__0 ~ I  ZS (r--l,=(,. i), ~ 's=0 r - - I  --..9-{-I z's 

ist nach (3 2) und [3] C~.-rsummierbar fiir g = - - I ,  und daraus folgt, d~ss die 

~ (_i)s  
Reihe ~ beliebig oft iteriert werden kann. Fiir die Gleichung 

S ~ 0  

(E+ ~)~.(,)- 
8+2  

(dass 1 I 
- -  an die Stelle yon - -  trier, is~ unwesentlich) erhiilt man z. B. diese 
s + 2  - s + i  

L5sung als Koeffizientenfolge der Po~enzreihenentwieklung yon 

v (.) = 

Zs 

Q (z) + z ~ , + 2 
s ~ O  q o + q , z - - ( l o g ( I - - Z ) v z )  

( , + z )  ~ ( i + z )  ~ 

wo Q (z) = qo + q~ z so gewghlt ist, dass 

Q ( - - I ) +  lim (l) (z)  = qo - -  q l  - -  log 2 + 1 - - o ,  

Q ' ( -  I) + lim ~ '  (z) = {/1 + I - - - - I~O 
z--.*-- 1 2 
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wird. Daraus finder man 

Hans Spiith. 

I I 
q ~  - , q o ~  log 2 - - - ,  

2 2 

I Z 
Q(z)= log 2 - - + - "  

2 2 

w 3. Ausdehnung der Ergebnisse auf beliebig reelle oder komplexe Ver$inderliche. 

Satz I gestatte~ Erweiterungen auf F~lle, in denen s nicht auf ganzzahlige 

Wer~e beschr~nlr~ ist. 

1~ 

(I *) 

Es sei s beliebig reell. Zur Unterscheidung schreiben wir x fiir s, also 

wobei ~ (x) etwa fiir x ~> o definiert sein mSge. 

Die Dif~erenzengleichung (I*)verkniipf~ die Funktionswerte anf jeder Rest- 

klasse (xo+s) rood I, d. h. in den Punkten xo, xo+I, . . . ,xo+s, . . . (o<=xo<I);  
andere Vorschriften enthitlt sie niche. ]~ian bekommt daher alle ~)LSsungen>> u(x) 
yon (I*), indem man (I) auf jeder Restklasse (Xo+S) 15st, je eine beliebige LS- 

sung u (xo+s) herausgreift und diese fiir die verschiedenen xo ausgewiihlten LS- 

sungen zu einer fiir x>=o iiberall definierten Funl~ion u (x) zusammenfasst; das ist 

gleichbedeutend mi~ beliebiger Vorgabe der Funktionswerte im Intervall o<=x<n. 
Yon den so erhaltenen LSsungen sagt Satz I auf allen den Res~klassen (xo+ s) 

e~was aus, auf denen r (x o +s) fiir s-- :r  gegen endliche Grenzwerte b (Xo)strebt. 

Wir  betrachten bier nur den Fall, dass r  allen Restklassen derar~i- 

ges Verhalten zeig~. Dann gibt es nach Satz I, wofern keine Wurzel der cha- 

rakteristischen Gleichung (4) auf dem Einheitskreise liegt, immer auch LSsungen 

u(x) yon (I*), die auf jeder Restklasse (Xo+S) fiir s - -~r  gegen b(xo) streben. n 

Y,p, 

Es ergibt sich sogar weiter aus (6), (7) und (8), dass, wenn ~ (x) auf allen Rest- 
klassen gleichmSssig gegen den jeweiligen Grenzwert konvergiert, also ~)asympto- 

tiseh periodisch mit der Periode I ~) is~ ~, aueh asymp~otisch perio~lisehe LSsungen 

u (x) yon (I*) existieren. 

1 Dass  das  auch  bei  s t e t i g e m  ~ ( x )  n i c h t  i m m e r  der  Fal l  ist,  ze igt  z. B. ~ ( x ) =  (sin~7~x) ~. 
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Liegen aber die Wurzeln a, yon (4) zum Tell auf dem Einheitskreise, so 

sind auf jeder Restklasse (xo§ noch die Bedingungen (I2) zu beriicksichtigen. 

Z. B. hat die Differenzengleichung 

(x + ,) + u (x) = (_~in'. x)= sin ~ ~ (x => o) 
x + I  

I (rood I )genau  eine nulls~rebige LSsung, aber auf allen Restklassen x ~ x 0 ~ 

keine auf der Restklasse x ~  I (rood I); es gibt keine auf alien Restkl~ssen null- 
2 

strebige LSsung u (x). 

Von besonderem In~eresse ist die Frage, ob es under den derart durch ihr 

asymptotisches Verhalten ausgezeichneten LSsungen solche gibe, die besonderes 

analy~isches Verhal~en zeigen, vorausgesetzt, dass sich ~ (x) entsprechend verh~lt. 

Es seien hier nur Andeutungen gemacht, zuniiehst fiir die Differenzen- 

gleiehung erster Ordnung 

(5*) u ( x +  , ) -  ~ ~ ( x ) =  ~ (x) 

mit stetigem (differenzierbarem) ~ (x). 

Bei lal < I  erh~lt man nach (7) bei willkiirlicher stetiger Vorgabe yon u(xo) 
ffir O~Xo<: I LSsungen u(x) yon (5"), die in allen Punkten x ~ o  (rood I)stet ig 

sind, ~ (x) ste~ig voruusgesetzt. Sie sind sogar iiberall stetig, wenn man bei der 

Vorgabe noch die Bedingung 

l i~ ~ (x0) = , ,  (,) = ~ (o) + ~,, (o) 
X o ~ I - - 0  

erfiillt. Ebenso konstruiel~ man bei differenzierbarem ~ (x) differenzierbare LS- 

sungen yon (5*). 

Ist  lal < t, so ist nach (8) 

(8*) u (x) - -  _ L  ~, �9 (x§ ~) 
o'~0 

die einzige LSsung yon (5"), die auf allen Restklassen (Xo+S) gegen -~w~ strebt. 
I - - O :  

Sie is~ bei ste~igem r (x) sicher auch eine stetige Funktion, sobald die Reihe in 

(8*) in der Umgebung eines jeden x gleiehm~sig konvergiert, also z. B., wenn 
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(x) fiir x ~ o besehr~nkt ist. I s t  dagegen r (x) nicht, beschr~nkt, so kann u (x) 

uns~etig sein, w i e  das Beispiel 

~ ( x +  ~) - e ~ ( x )  = q~(x) 

mit 

q~ (x) ~- q~ (x o + s) --~ x o (I "-xo) e -~'0 xo'+e, (x ~ x o (mod I), o ~ x o < I) 

zeigt. Hier  ist ~ (x) stetig u n d  auf  allen gestklassen (Xo+S) nullstrebig. 

LSsung 

~(x )  = U ( X o + ~ ) =  - C y ~  ~ ( ~ ~  ~+~)  
e~+a+ l  

0~0 

- Xo (~ - x 0 )  ~ - ~  ~ e-l,+~/~.~.o'+~+~ 

Die 

ist aber fiir x ~- o, I, 2 . . . .  nach rechts  unstetig. 

Ebenso finder man aus (8*), dass, wenn ~0 (x) differenzierbar is~, auch u (x) 

' ( x + a )  in der Umgebung  eines sieher dann differenzierbar ist, wenn etwa ~ uo 
a~0 

jeden x g l e i chm~ss ig  konvergiert .  Dass nich~ ohne wei~eres aus der Differen- 

zierbarkeit  yon ~ (x) die yon u (X) folgt, ersieht man leich~ aus dem Beispiet 

~ (x + i) - 2 u (~) = 2 . 2 - ~  ~os (~ a~), 

~ ,  cos  (~  a ~ a ~) 
- ( x )  = - ~ -  ~ .  4~ 

Hier  ist u (x) fiir geniigend grosses ungerades a nirgends differenzierbar (Weier- 

strass'  Beispiel einer s te t igen,  nirgends differenzierbaren Funk~ion). 

Der  Fall  l u l ~  I l~sst sieh ~hnlich behandeln, wobei nach (9) noch das 

Verhal~en der Grenzfunk~ion b (xo) (o ~ x o ~ I) zu beach t en  is~. 

Die allgemeine Gleichung kann man wieder in ein System yon  Gleichungen 

erster Ordnung spalten (ohne vorher auf (Io) zu reduzieren, was ja  nu t  zur 

bequemeren Gewinnung der Bedingungen (i2) geschah). Es ergibt sieh so under 

anderem: 

Gilt f i i r  alle Wurzeln yon (4) [u, [ ~  I und strebt die f i i r  x >~ o stetige und 

beschrSnkte Funkt ion q~ (x) a u f  allen Restklassen (x o + s) f i i r  s - ~  gegen endliche 

Grenzwerte b (Xo) , so gibt es auch stetige Lb'sungen u (x) yon (I*) mit  dem Verhalten 
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lira u (x 0 + s) --  b (xo). 

f - - 0  

z. Wei ter  sei in der Differenzengleichung ( I * ) x  beliebig komplex, und 

qg(x) mSge etwa in einem nach rechts offenen Halbstreifen parallel der reellen 

Achse .definiert sein. Man kann dann die eben for reelles x angestell ten Be- 

t rachtungen zum grossen Tell iibertragen. ~ 

Man erh~lt so den 

Satz III. J~'ege~z alle Wurzeln yon (4) ausserhalb des ):inheilskreises und 

strebt 99 (x) a u f  jedeJ. Re~vtklasse (Xo+S) eines ~ach rechts offe~zen HalbstreiJ'e~s fh'r 

s - - -~ gegen einen e~dliche~z Gre~zwert b(x0) , so gibt e.r gel~at~ eine Lbis'ul~g u(x) yon 

(I*) mi t  entsprechendem a~vymptotischen ~u Ist  99 (x) im ga~zen Halb.s'tre~fen 

reguliS" und beschrYnkt, so ist auch u (x) regulii~" und beschrh'~kt. 

Der Satz gestat tet  Erg~nzungen fiir Wurzeln auf dem Einheifskreise. 

Wir  wollen einige Anwendungen yon ihm machen: 

a.) Zeigt 9~(x) in einem nach rechts offenen Halbstreifen das trsymptotische 

Verhalten l~mV]q~(x+s ) ] - - - l ( x )<q ,  wobei q ( ~ o )  das Minimum der Betr~ge 

der - -  irgendwie gelegenen - -  Wurzeln yon (4) ist, so gilt auch fiir genau eine 
8 

LSsung u(x) yon (~*) l~ml /]u(x+s)]  < l(x) < q, und u(x) ist sicher regular, wenn 

~.) ~o (x) reguliir ist, ~.) l (x) N 1 < q fiir alle x gil~ und 3-) " l~. I fiir irgend ein 

l~ zwisehen 1 und q im ganzen I:[albsgreifen besehriinkg bleibt. ~ 

Die Substi tution u ( x ) =  e ~ v (x) fiihr~ niimlieh (~*) tiber in die Gleiehung 

(39) ~ p~ c -=+' v (x + i) -~ ~ (x) c :-(~+'), 

i Die Kons t ruk t ion  regul~irer LSsungen yon (5) bei regul/irem (p (x) und ] a [ < I durch ge- 
eignete  Vorgabe der  Wertr  e twa fiir o ~ ~ (x) < I - -  en t sprechend  der  obigen Konstrukt i()n s te t iger  
IAisungen --- s tSsst  auf Schwier igkei ten und ist  mir  bis j e tz t  n u t  un te r  der  Zusa tzvorausse tzung  
gelungen,  dass (p(x) nach l inks in den ganzen Strei fen for tse tzbar  ist und der Bedingung 

s I 

lira V ~ ~v ( x - S )  ] < ~ geniigt, was ungef/ihr dem in N. E. NOXL!'ND, Diffe~'enzenrec~nung, Berlin 

1924, S. 402 behandel ten  Falle entspr icht .  
Vgl. N. E. NbRLUND, Differenzenrechnung, S. 4o i - -4o2 .  
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deren charakteristische Gleichung die Wurzelna~hat.  Ffir l(xo)< c < q liegen 

diese Wurzeln alle ausserhalb des Einheitskreises und go (x)c -(~+'~) strebt auf der 

Restklasse (x o + s) gegen Null, so dass (39) auf (x o + s) genau eine nullstrebige LSsung 
8 

V(Xo+S )und  (I*) bzw. (I) also genau eine LSsung U(Xo+S)mit limml/lU(Xo+S)l ~ c 

hat. Da c beliebig nahe an 1 (Xo) liegen daft, gibt es daher auf (x o +s). genau 

eine LSsung u(x o + s) mit lim ~/lu(xo + sil ~ l (xo) (genauer natfirlich --~ l (xo) ). 
$, - - -*a0  

Indem man diesen Schluss auf alle Restklassen (xQ+s) anwendet und die 

so erhaltenen Funktionen U(Xo+S ) zu einer LSsung u ( x ) y o n  (I*)zusammen- 

schliesst, erh~lt man den ersten Teil der obigen Behauptung. 

Sind weiter bei regul~rem go (x) noch die Bedingungen 5.)und 3.)erffillt, so 

ergibt sich die Regtflarit~t yon u(x), indem man c der Bedingung 11~ c <  q 

entsprechend w~hlt und den Satz I I I  anwendet. 

b.) Wir betrachten die Differenzengleichung 

(4 ~ ) U(X§ I)--XU(X) = go(92), 

wo go (x) in einem Halbstreifen ~ x ~ I, ~1 ~ ~ x ~ ~ der Bedingung 

mit konstantem C genfigt. 1 

Setzt man u (x)-~ v (x)F(x), so geht (40) fiber in 

V(X§ I ) - -  V(X)= go(x) �9 
r (x) 

Diese  Gleichung hat die einzige nullstrebige LSsung 

(;) V ( X ) ~ -  sl-J) r ( x -J- 8 -{ - i ) =  0 

(dass der Fall a = I vorliegt, ist hier unwesentlich) und ist im ganzen Halbstreifen 

regular, wenn go (x) regular ist. (4o) hat also genau eine LSsung mit der Wachs- 

tumsbeschr~nkung 

1 Vgl. N. E. N()RLUND, Differenzenrechnung, S. 409. 
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- -  X - ~ 

u (x) = - F ,  ~ (~ + *) r (~) ~ ~ (x + 8) ; 
s-- O I"  ( X -]- 8 -~- I )  - -  Z X ( X -(- -I-) " -" -" (X -{- 8 ) 
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bei regulErem r (x) ist sie regular. 

I s t  T (x) dariiber hinaus eine ganze transzendente Funkt ion,  so kann man 

diese LSsung u (x) zun~tchst zu einer meromorphen Funkt ion erg~nzen mit  Polen 

erster Ordnung in x = o, - -  I ,  - -  2 , . . . .  Aus ihr gewinnen wir dann weiter leicht 

auch eine ganze transzendente LSsung yon (40) durch den Ansatz ul (x) ~ u (x) -- c F (x). 

Alle Funkt ionen  ul (x) sind LSsungen yon (40). W~hl t  man c so, dass der Pol  

yon ul (x) im l~ullpunkt verschwindet, so wird ul (x) iiberall regular. 

3. Die Betrach~ungen lassen sich auch auf  den Fall ausdehnen, dass die 

Koeffizienten p~ yon (I*) zwar auf  jeder Restklasse eines tIalbstreifens konstant  

sind, aber auf  verschiedenen Restklassen (xo+s) verschiedene Werte  pi(Xo)haben. 
Besonders einfach liegen die Dinge, wenn die Koeffizienten p~(x) in einem dcr- 

art igen ] /albstreifen reguI~ire periodische Funkt ionen mit  der Periode I sind und 

die Wurzeln a, (xo) immer ausserhalb des Einhei~skreises liegen. Strebt dann ~ (x) 

auf  jeder Restklasse (xo+s) gegen einen endlichen Wer~ b(xo) , dann gibt es 

genau eine LSsung u(x) yon (I*), die a u f  (Xo+S) gegen b(x~ konvergiert, und 
n 

~ p , ( X o )  
t - -0  

u (x) isr sicher regulKr, wenn ~ (x) regular und  beschr~nk~ is~. 

w 4. Einige Hilfssgtze. 

Zu sp~terer Anwendung seien noch einige weitere Erg~nzungen des Satzes I 

angefiigk 

Wi r  be~rachten zugleich mit  der Differenzengleichung 

(5) 

die Gleiehung 

(5 ') 
2 1  - -  27377.  Aeta m a t h ~ m a t / e a .  

u(~+ ~)-,~u(8)=~ (s) 

t ( , + , ) - I . I t ( 8 ) = ~ ( s )  
51. l m p r i m 6  le 27 d 6 c e m b r e  1927. 

(~ (8)_->1~ (,~')I). 
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En t sp rechend  (7) ergibt  sich fiir die LSsungen  yon (5) und  (5') 

,,C~) = ~o C , ~ - , ) +  ~,,p C~-2 )+ -"  + ,~'-~ ,p (o) +,~',, (o), 

t ( s ) = t , ( s - I ) +  I,~lit ( s - 2 ) + - "  +1,,1'-'  It (o) + I,, I't(o). 

Zu jeder  L5sung  u(s) yon (5) gibt  es LSsungen  t(s) yon (5') mi t  

I u (s) l =< It (s) l =  t(s) ; 

t (o) ~_ ] u (o) [ zu w~hlen. Insbesondere  besteht  diese 

den  LSsungen  u(s) und t(s)mit  den Anfangswer t~n  
man  braucht  dazu nur  

Beziehung also zwischen 

,, (o) = t(o) = o .  
Hat  (5') eine LSsung yon der Fo rm 

,, ~ C-, It(8+,~) 
' 

so ha t  (5) eine en~preehende  LSsung 

| 9 ( s + o )  , , ( , )=-  ~-~ , ~ ,  
o'=0 

un d  fiir diese beiden LSsungen  gilt  gleichfalls 

I "(*) I ----< I t(,') I = - -  t (s). 

Die L5sungen  der  Gle ichung 

(I) ( E - -  o~1 ) ( E - -  a2).- .  ( E - -  an)u (s)~- ~0 (s) 

kann  man  absch~Lt;zen, indem man  sie et;wa mi t  den LSsungen von 

( '3  ( E - -  I,~, l) ( E - -  I,~ I) "" �9 ( E - - I  a,, I) t(s) = ~ (*) (~' (*) >-- I ~ (s) l) 

vergleich~. 

Es sei z. B. fiir alle s 

(4I) I~  (s) l ~ O ((7 konstant) .  

Man kann  dann  in (5') I t (s)~-C w~ihlen und  finde~ un te r  Ausschluss des FaUes 

Is~ ]a [ < I ,  so gilt  fiir alle LSsungen yon (5) 
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+1~1'1,,(o)1, lu(8)l__< c ( ~ +  I . I  + 1 ~ 1 ~ +  ... + I ~ 1 . - , )  + I ~ 1 . 1 . ( o ) 1 <  _ 1 .  I 

insbesondere fiir d i e  IA)"sung mi~ u(o)----o 

C [~(8) 1 < - -  
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| r  mi~ Is t  l a l > i ,  so hat  (5) die beschr~nk'te LSsung u ( s ) = - - ~  ao 
a~O 

C | I C 
I u(8)l_-< ~ o l ,  I~-I,~1 - _  i 

Wie n u f  S. 137 erkennt  man,  duss dies die einzige beschr~nk~ LSsung ist. 

Die Gleichung (I) zerfKllen wir in ein System 

ul (8 + i) - ~1 u, (8) = u~ (8), u~ (8 + i) - ~,, m (8) = .~  ( 8 ) , . . . ,  . .  (8 + i) - . ~  ~ (8) = ~ (8), 

wobei o~1, g2. , . . . ,  (~d (d ~ n) innerhulb mad aa+l ,  a n + 2 , . . . ,  an ausserhalb des Ein- 

heitskreises l iegen mSgen. Auf  dieses System wenden wi t  die eben erhal tenen 

Ergebnisse an, wobei wir  noch beriicksichtigen, dass den W e r t e n  ua (o) ~ ua-x (o )=  

. . . .  Ul (o) = o die Anfangswert~ u (o) = u (I) . . . . .  u (d - -  I) = o ent~prechen. So 

ergibt  sich 

Hi l f s sa tz  1. Es seien d (<= n) Wurzeln von (4) innerhalb des Einheitskreises 

gelegen, die anderen ausserhalb. Weiter sei in (I) 

(41)- I~ ( * ) 1 ~  ~ ( o  konstant). 

[Dann gibt es zu d beliebigen Anfangswerten u ( o ) , u ( I ) , . . . , u ( d - - I )  genau 

eine 1 besehrdnkte LSsung yon (I). lX~r die besehrh'nkte Lb'sung mit den Anfangswer- 

ten u (o) = u (I) . . . . .  u (d - -  I) = o gilt insbesondere 

( I I I) (42) I~(,)I_-<MlC M I =  f I  ~ �9 

t Wenn d = o ist, gibt es wieder fiberhaupt nur eine einzige b e s c h r ~ k t e  I~sung.  Entspre- 

chendes gi lt  im folgenden immer in den Fiillen d = o ,  d + g = o ,  dq=o,d~=o (die Bedeutung yon 

g, dq, d~ folgt spiiter). 
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Geniot  qa (s) der engeren Voraussetzung (2), dann zeigen die beschriinkten L& 

sungen alle das Verhalten (3) (vgl. Satz I). 

Hilfssatz 9.. I~:s" sei 1 die gr&ste Vielfachheit, die bei den a u f  dem EinheiLv- 

kreis liegenden Wurzeln an, a , - i ,  �9 �9 a,,-,+l (o <--_ e <= n) vorkommt. Von den iibri- 

gen Wurzeln mb'gen m ,  a.2 , . . . , aa (o <= d <= n -- e) innerhalb des F.inheitskreises liegen, 

die anderen ausserhalb. Welter strebe in (1) ~ (s)--+o f i i r  s-+ oo, und die Crleichung 

(43) ( E - -  1) ' t (s)--  tt (s) 

habe f i ir  ein positives g (s) >--_ [ q~ (s) [ eine nullstrebige L6sung v (s). 

Dann hat auch (I) nullstrebige L&ungen, und zwar  zu d beliebigen Anfangs- 

werten u (o) , u ( I ) . . . .  , u (d - -  I ) genau eine. ~h~r die nulh'trebige LSsung mi t  u (o) = 

u(x) . . . . .  u ( d - - I ) = O  gilt: 

(44) I u (s) l _-< M21 ~ (s) l, 

wobei ~ (s) die nullstrebige L&ung  der Gleichung 

(4s) (E--lal I) (E-- I ~2 l ) "  (E-- I".-el) t(s)=~(s) 

mit den Anfangswerten 7(o)=,2(I) . . . . .  ~ ( d - - I ) = O  und M2 eine nur yon den 

Koeffizienten yon (I) abhdngige Konstante ist. Liegt  keine Wurzel  a u f  dem Ein-  

heitskreis, dann wird (43) hinfdllig. (I) hat dann sicher nullstrebige L6sungen und 

in (45) lcann man ~(s) dutch irgend ein i,(s)=>l~0(s)l ersetzen. 

Man sieht zuniichst, dass unter der Voraussetzung (43) jede Gleichung 

( F -  . ) .  ,, (,) = ~ (,) ( l a [ = x ; I  ~ r ~ g )  

genau die nulls~rebige LSsung 

a = 0  a 1 - -0  q r _ l = 0  

hat. Fiir diese gilt 

a = O  a 1 = 0  a l _  1 ~ 0  

Wir zerlegen nun 
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(I )  (~ '  - -  "1 ) ( ~  - -  ~2 ) ' '"  (~b~' - -  an) iS (8) -~- ~ (8) 

in die beiden Gleichungen 

(a) 

(b) 

Die 

(~3). 

(E- -  , , ) ( E - -  ,~) . . .  (E -- ,,,_,) u(') (8)= u(~)(8), 

(A~: -- Ggt~-e+I)''' (E- -  "n) U(2)(8)= q9 (8). 
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Gleichung (b) 15sen wir mit Hilfe der  symbolischen Partialbruchzerlegung 

Wir erhalten fiir ihre einzige nullstrebige LSsung 

I~, (~ (8) 1 =< M~ I ,  (8) 1, 

wo M.2 etwa gleich der Summe der Betr~ge der in der Partialbruchzerlegung yon 

I 
auftretenden Konstanten ist. (~ - , ~ , , _ ~ +  ~ ) . . .  (z - ,~,,) 

Schliesslich vergleichen wir (a) mit 

(E- - I  " ,1)(~-- I '~ I )  (~:--I",,-~ I)t(8)= M~ I ,  (8) I 

und erhaRen so den oben ausgesprocheuen Hilfssatz 2. Die Bedingung, dass (43) 

eine nullstrebige LSsung hat, ist im Einklang mit Satz I* gleichbedeutend da- 

mit, dass 

.-o ~,~o oz-~=o ,=o ~ l -  ~ g(s) 

konvergiert (wegen g ( s ) > o  daft man die Glieder umordnen). Anstelle dieser 

Reihe kann man auch die Reihe ~ ~ - l g  (s) betraehten, und es ist 

I ~ (~)1= o (~ (8)) mit ~ (8) = ~ o~-~ ~ (~)1 

Bemerkenswer~ ist der Fall, d~ss e > I  und d~---o ist. 1~(8) 1 nimmt dann 

monoton ab, und es gilt in (44) 

n - - e  

Iv(8) l _-< i ~ , l ~  ' 

1 Abgesehen yon dem trivialen Fall, dass /z (s) fiir alle s yon eincr Stelle S an verschwindet. 
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also fiir die einzige dann vorhandene nullstrebige LSsung y o n  (1 )  einfach 

(44 a) ] u (s)] =< M8 ] �9 (8) I = 0 (~ (s)). 

Hilfssatz 2. l~isst sich verallgemeinern zu 

Hi l fssatz  3. Unter den au f  dem Einheitskreis liegenden e Wurzeln a,,  

a n - i , . . . ,  a~-e+l s e i ene '  ( <  e) versehiedene; de  seien kurz mit  f l l , f l2 , . . . ,  fie' bezeieh- 

net, und rl, r2 , . . . ,  re' seien ihre Vielfachheiten. Welter habe f i ir  ein h mit  o <= h ~ l, 

1 = Max r,, und ein /, (s) _~ [ ~ (8)] die Gleichung 
�9 = 1 ,  2 , . . . )  e t 

(47) (E - I) z~  t (s) = t* (8) 

eine nullstrebige LSsung ,(s), d. h. ~ ,  sl-n---lt~(s) konvergiere ~, und es 8ei 
$ ~ 0  

~r 

.q, = M i n  (h, r,)  und g = ~ g,  �9 

Dann gibt es zu d + g  beliebigen Werten t$(O),U(I),....,u(d+g-- I) genau 

eine Lb'sung u(s) van (I) mit dem Verhalten 

(8)  = o (#). 

Fiir die durch u ( o ) = u ( I )  . . . . .  u ( d + g -  1 ) = o  charakterisierte unte~" diesen Lb'- 
~ungen gilt 

(48)  I ~ (8) 1 _--< T (s) = (8 + ,)~ 7 (s) (7 (8) = o( , ) ) ,  

wo T(s) nut  yon den Koeffizienten van (1) und van t~(s) abhdngt. 

Zum Beweise betraehten wir zungehst die Gleiehung 

(49) ( E - - f l ) ' u ( s ) = ~ ( s )  (," > o, I~1= 1; ~ ( 8 ) =  o(x)). 

Fiir ihre LSslmgen ergibt sich durch Vergleich mi~ 

(49') (E --  I)r t (s) = T (s) 

wo T (s) i rgend eine positive Funkt ion  mit  T (s)~ IV/(s)l ist, 

u (8) = o (,'). 

~-qir die LSsung m i t  u (o) -~ u (I) . . . . .  u ( r  - -  1) = 0 gilt : 

= o ( i ) ) ,  

t Fiir h = l soil (47) nur bedeuten, das lira ~u ( s ) =  o ist. 
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(50)  l u  (s)l _-< I t~ (s) l ,  

wo t~ (8) die LSsung yon (49') mit; t~ (o) . . . . .  t~ ( r - - I ) = o  ist. 

Fiir die LSsungen der Gleiehung 

(E--~,)g, ( E - - ~ , ) ~ . . .  (E - -  fl~,)~e' u ( s )=  ~/(s) 

folgt  daraus auf Grund  der Darste l lung 

(5~) 
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(g1+g~+ ""-rg~ ~g)  

u (s)= A, (E-- fl~)-' ~ (s) + A~ (E-- ~)-2 ~ (s) + . . .  + Ag (E-- fie)-~,' ~0 (s) 

( M ~  ~ "  ~ (~). 
gg (8) = 0 ~,~'=1,2 . . . . .  e', = 0 

Insbesondere  gilt fiir die LSstmg u *  (s), die man erh~lt, wenn man in (5 I) die 

FuukCionen (E-- i l l )  -1 ~ (s) , . . .  mit  mSglichst viel verschwindenden Anfangswer ten  

wiihlt, wegen (5o) 

(s 2) I u* (8) 1 _-< c r '  (8) (z'  (8)= o (~)). 

g 
Dabei  ist e twa C =  ~ I A, [ und T'  (s) : I tl (s)[ + [ t, (s) l+  "'" +]  th (s)[. 

~ 0  

Die Gleichung (I) schreiben wir in der  Form 

(E -- ~,)g . . . .  ( E - -  ~,,)g e' ( E - -  a,) �9 �9 �9 ( E - -  a,,_,) ( E - -  fl,)',-g . . . .  ( E - -  &)'c'  -g~' u (s) = ~ (8) 

und spalten sie in die beiden Gleichungen 

(a) ( E - -  ~1)" . . . .  ( E  - -  ~e')  ge' .(1) (8) = u c2) (8), 

(b) (E - -a1 ) . . .  ( E - -  a,_~)(E--fla) ,,-.q . . . .  (E--fl~,)'~'-ge'u(2} (s)-~ ~0 (s). 

Hier  wiihlen wir fiir u (2) (s) die - -  nach Hilfssatz 2 vorhandene - -  einzige null- 

strebige LSsung yon (b) mit  u (~) (0) ~- u (2) (x) . . . . .  u (~) (d - -  I),= O. Sie geniigt 

einer Beziehung 

I~ C~) (8) 1< ~ (8), 

wo T(s)~-o(I) nur yon den a, und yon /J(s) ~bh~ngt. Wir  k5nnen daher wel- 

ter  eine LSsung u(1)(s) = u* (s) you (a) der Bedingung 

(52) I,,* (8) 1=< c T' (s) 
entspreehend bestimmen. 
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Die allgemeine LSsung u(s)  yon (I) mi t  dem Verhal ten  u(s ) -~o(s  h) be- 

kommt  man, indem m~n zu u* (s) die allgemeine L5sung w (s) der homogenen Glei- 

ehung (I6) mit  dem Verhal ten  w ( s ) : o ( s  h) addiert .  Diese hat,  wie eine einfache 

Uber legung zeigt, die Gestal t  

(53) w (s) = cl fl~ + cs s fl~ + ...  + Cg, 8 9 * - - I z - ~ C g , + 1 ~ * ' ~  - ' ' "  2V Cg Sge' --l ~s e, 

+ co+ t a~ + <0+2 s a~ + ... + eg+e, s~, -~ a~ + . . .  + ca+a s ea'-~ aa '~, 

wobei at,  a ~ , . . . ,  an' mit  d ' ~  d die verschiedenen ~-,q~-, . . . .  0a,-fachen Wurze ln  

im Einheitskreis  sind, die wir vorls als yon Null  verschieden vorausset- 

zen. Da tiff, s t i f f , . . . ,  aft . . . .  l inear unabh~ngig sind, kann man die d + g  Kons%an- 

ten Cl, c~, . . . ,  Cd+g eindeutig so bestimmen, dass u(s)----u* (s)+ w (s) die Anfangs- 

werte u ( o ) ~ - u ( I )  . . . . .  u ( d + g - - I ) ~ o  hat.  Dabei bleiben wegen 

]u* (~)] <__ Ma~ v r '  (~)= c ,  
O~s~dq-g - - t  

( s = o ,  I . . . .  , d + g - -  I) 

die Betr~ige dieser c, un te r  einer Schranke K CI, wo K nur  yon fit, f12 . . . .  , a l , . . .  

abh~ngt.  Es gil t  daher  fiir die so best immte LSsung u (s) 

lu(s)]<~ C T ' ( s ) +  K Cl(lfl,  l ~ + s l ~ t [ ~  . . . .  )<= C T ' ( s ) + ( d + g ) K  Ct(s+ I) h 

= T (,) - (~ + ~)~ y (,) (7 (~) = o (i)), 

und T(s) hgngt  nur  yon den Koeffizienten yon (I) und yon /~(s) ab. I s t  aber 

e twa a s = o  , d. h. in (I) Po=Pl  . . . . .  Pe,-t = o ,  dann-reduzier t  sich ( I ) i m  wesent- 

l ichen auf  eine Differenzengleichung (n--Qj)-ter Ordnung  fiir die Funkt ionswer te  

u(Qx),u(e~+ I ) , . . . ,  die man wie oben behandeln kann. Ausserdem kann man 

dann yon vornherein u (o) -~ u (I) . . . . .  u (el - -  I) = o annehmen,  was ohne Einfluss 

auf den weiteren Yer lauf  yon u (s) ist. 

Dureh  Subst i tu t ionen yon der Form u ( s ) = q  v (s) kann man die Ausnahme- 

stellung der auf dem Einheitskreis  l iegenden a, besei{igen. So erhiilt man  z. B. 

aus Hilfssatz I. den 

Hi l f s sa tz  4. Ez  gelte in  (I) 

(4I a) 19~ (s)[ <: Cq' 

mit  konstantem q + a, (~ = I,  2 , . . . ,  n). dq sei die Anzahl  der a, mi t  ]~, [ < q. Dann 
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(42 a) 
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es zu bellebigen Werten u ( o ) , u ( I ) , . . . , u ( d q - - l )  genau eine Lb'sung u(s), fiir 

beschrh'nkt bleibt. Fiir die JLgsung mit u ( o ) ~  . . . .  u ( d ~ - - I ) = o  gilt 

lu(s ) l  =< M+ I I  q " 

Alle diese Hilfss~itze gelten natiirlieh entsprechend aueh, wenn man ( I ) n u r  

auf  einem Bereich s ~ s o ~ o ))lSst>~ (ohne Riicksicht darauf,  ob die so fiir s ~ So 

sich ergebenden LSsungen nach links bis s : o  for tsetzbar  sind, was bei po----o 

nicht  immer zutrifft). Zur Charakteris ierung der LSsungen dienen dann die Anfangs- 

werte u (So), u (So+ I ) , . . . ,  d. h. man betrachtetz .  B. die beschr~nkte LSsung mit u (so)---- 

u (s o + I) . . . . .  u (s o + d - -  I) ---- o usw. Die Kons tan ten  M~, M 2, Mq bleiben diesel- 

ben. ~ (s) in (44) ist zun~ichst durch die nullstrebige LSsung V* (s) yon (45) mit  

~*(So) . . . . .  V*(so-~d- - I )~o  zu ersetzen. Man findet fiir s ~ s  o aber leicht 

[ V* (s)[ ~ [ ~; (s)[, sodass man aueh ~] (s) beibehal ten kann. ~ Entsprechendes gilt 

fiir r (s) = (s + !)~ Z (s). 

Da  ~(s) und 7(s) fiir s--, oo gegen Null streben, kann man s o bei beliebig 

kleinem posit ivem e so gross w~ihlen, dass I~ (s) l < e bzw. I~ (s) l < e fiir s_--> s o 

wird. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen  gelten auch, wenn eine der Wurze ln  a,  

gleieh I i S t .  

(54) 

mit 

(ss) 

II. Nichthomogene Poinear~sche Differenzengleiehungen. 

w 1. Anwendung der Methode der sukzessiven Approximationen. 

Wir  bet rachten jetzt  die allgemeine Gleichung 

21 

p,  (s) u (s + r = (s) 
i~0 

10n (8) ~-- I, l i r a  i~i ( s ) ~ p i  (p~ endlich; i---~ o, I , . . . ,  ~7-- I), 

die eine niehthomogeue Poineardsche Diflere~zengleichung heissen mSge. 

Man k~ime aber auch ohne diese letzte Bemcrkung aus. 

2 2 -  27377. Acta mathematlca. 51. Imprim~ le 27 d~cembre 1927. 
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Unter der weiteren Voraussetzung 

(56) lim 99 (s)= b 

wercle untersueht, 

zustreben. 

(b endlich) 

ob (54) LSsungen hat, die fiir s--* ~ endlichen Grenzwerten 

Fiir alle etwaigen derartigen LSsungen kommt wieder nur 

b 
lira u ( s ) =  . 

(57) ~ - ~  y , p ,  
i = 0  

in Fruge, wobei wir voraussetzen, da~s ~ p ~ = o ,  also ~ keineWurzel  tier eharak- 
i--O 

teristischen Gleichung 

(5 8) ct n + p n - 1  a n -  1 _~ . . .  + P l g  +190 ~ 0 

ist. x 

Weit~r nehmen wir an, dass immer 

(59) po(S) =~ o 

ist (hingegen darf lim po(s)=po~-O sein). Aueh diese u ist nieht 

ganz  unwesentlich. Beispielsweise kann es, wenn (59) nicht effiillt ist, vorkommen, 

dass an irgend einer Stelle So fiir s~-So, So+ I , . . . ,  So+n--x, d. h. in n aufeinander- 

folgenden Gleichungen alle Koeffizienten 

po ( s ) = p ,  (8) . . . . .  p . - 1  ( 8 ) =  o 

sin& Dann haben alle LSsungen yon (54) dieselben Werte 

t$ (s0 ~t- . )  = 99 (80) , U ( S o - { - n q -  I ) = 9 9 ( 8 o - ~ - I ) , . . . , U ( 8 o - 1 - 2 ~ - -  I ) : 9 9 ( 8 0 - ~ - ~ - - I ) ;  

sie fallen daher yon dieser Stelle an zusammen und brauchen natiirlich nicht das 

Verhalten (57) zu zeigen. 

1 Dass im Falle Z Pi ~ o etwas abweichende Verh~iltnisse vorliegen, habe ich ~n einigen Bei- 

spielen in einer kiirzlich in den GSttinger Nachrichten erschienenen Note gezeigt (Bemerkungen 
i~ber nicMhomogene l ineare Di f ferenzengleichungen,  GStt. Nachr. (math.- phys. K1.) 1926 , S. 192--199). 
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mi~ 

(6~) 
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Wi r  formen (54) um in 

2~p ,"  (~' + i ) =  ~ (81 ~ ~ ~, (8) ~ (8 + i) 
i .=0  i ~  0 

~,(s)=p,--p,(s), ~,,(s)=o, lira ~i'(s)=o 
$---*0o 

wofiir wi t  noch n.bkiirzend symbolisch 

(6o ~) L [~ (~)] = ~ (8) + D.  [ .  (~)] 

schreiben. 
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( i=o,  I , . . . , n - -  ~), 

Diese Gleichung suchen wir nun durch sukzessive Approximat ionen I zu 15sen. 

Wi r  bes$immen nacheinander  Funkt ionen  

(62) uco~ (8), ~('  (s ) , . . . ,  u(~)(s) . . . .  

als LSsungen der Gleichungen mit  konstan~en ]~oeffizienten 

(6s) L [~co)(8)] = ~ (s), L [~(x) (~)] = ~ (,~) + D.  [~(o, (8)] , . . . ,  L [,,(~)(,~)] = ~ (8) + D,  [~(~-~)(~)],... 

Damit  ist gleichbedeutend die Best immung einer Folge yon Funl~ionen 

(64) v ( ~ 1 7 6  V ( ' ) ( S ) = U ( ' ) ( S ) - - U ( ~  . . . ,  r  . . 

als LS.sungen der Gleichungen 

(65) L Iv (~ (s)] = 9 (8), L [v0)(s)] = D, Iv (~ (s)] . . . .  , L [v (k) (s)] = D, [v (k-~) ( 8 ) ] , . . . .  

Aus jeder  Folge (64) ergib~ sich riickwiirts eine Folge (62) durch 

k 

~c~ (8} = ~ ~c,)(8)- 
U = 0  

- -  noch sehr willkiirlich best immbare - -  Folge (52) 

lira u (k) (s) = u (s), 

Konvergier t  eine derurtige 

gegen eine Grenzfunl~ion, 

Vgl..O. PEICRON, ~fber S u m m e n g l e i c h u n g e n  u n d  Po incar~sche  D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g e n ,  Math. 
Ann. 84 (I921), S. I--Z5.. 
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so ist diese wegen 

Hans Sp~ith. 

L [u (s)] ---- L [lira u (kl (s)] = r (s) + D,  [lira u (k-') (s)] = ~0 (s) + D,  [u (s)] 

eine LSsung yon (60) bzw. von (54). Wi r  suchen auf diesem Wege speziell zu 

LSsungen mit  dem Verhalten (57) zu kommen. 

Es sei vorliiufig ffir alle Wurzeln a,  yon (58) [a,[  ~= I vowusgese~z~, und 

d sei die Anzahl  der Wurzeln  im Einheitskreise. Man kann dann nach Satz I 

v (~ (s) als LSsung der mit  (I) identisehen Gleichung 

(6s (o)) L Iv(o) (4] = ~ ,  p,  v (~ (s + i) = ~ (~) 

der Bedingung 

b 
lim v (~ (s) - -  

i - O  

en~sprechend wi~hlen, wobei man noch die Anfangswerte  

V (0) (O), V (0) ( I )  . . . .  , V (0) ( d - -  I )  

beliebig vorgeben kann.  Wegen  (61) strebt dann Ds[v(~ fiir s - -*~,  und 

man kann weiter v(1)(s) als nullstrebige LSsung yon (65(1)), der zweiten der Glei- 

chungen (65) , wi~hlen und naeheinander ebenso v (2)(s), v (31(s), . . . ,  v (k)(s),.. . . Dabei 

kann jeweils fiber die Anfangswerte  v (k) (o), v (k) ( I ) , . . . ,  v (k) (d-- x) beliebig verfiig~ 

werden. Dutch die Vorschrifr 

(66) v(k) (o) ---- v(~) (I) . . . . .  v (k ) (d - - I ) :o  ( k :  I, 2 , . . . )  

ordnen wir der Funkt ion  v (~ (s) eindeutig e ine  Ket te  yon Funktionen v (k) (s)zu. Es 

zeig~ sich, dass die dazugehSrigen Funkt ionen U(k)(S)-=~,V(~)(S) gegen eine Grenz- 
~ 0  

ftmk~ion konvergieren, wofern die ~i (s) einer in der Folge sieh noch ergebenden 

Bedingung geniigen. 

Zuniichst ist bei geeignetem C fiir alle s 

I v (~ (8) 1 --< C, 



also 

mit 
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1 9 ,  iv(O)(3)]1 = I ~  ~, (3)v(o) (3+/)1-_ < ~, c=< ~ c 

~, = Y~ I ~, (3) 1 nnd ~ = ~ ~,. 
s>O i=O 

N a e h  Hilfssatz i 

ntdlstrebige LSsung v(1)(s) der Gleichung (65 (1)) 
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aus I, w 4 gilt daher ffir die eutspreehend (66) zu wiChlende 

I vl~/(s)l < M, ~ C 

I)aruus finder man weiter 

1 9 .  Iv(l)(~)]1 <= ~41 ~' c, 

I : (3) 1 =< (M~ ~)~ O, 

allgemein 

(67) 

(68) 

I,, (~) (3) ] =< (~xl ~)~ o. 

Wenn nun yon Anfang an die eli(s) so klein sind, dass 

n 

M 1  ~ < I ,  d . h .  M a x  F, I ~,(~) I < : -  
.~o ~ Ms 

ist, dann konvergiert die Reihe ~, v (k) (s) fiir jedes s absolut, und ihre Summe 
k=0 

(69) u (~.)= ~ v(~)(3) 
k=0 

ist eine beschr~nkte LSs-ng yon (54). 

Aus der Beschr~nktheit folgt aber sofo~ (57). 

LSsung der Gleichung mit konstan~en Koeffizien~en 

n 

u (s) ist niimlieh auch eine 

= r (3) + D. [. (3)] = ~ (3) (~ (3)-~ b). 
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Die beschr~nkten Liisungen dieser Gleichung streben aber, da kein a, auf  dem 

b 
Eirdaeitskreis ]iegt, fiir s -~  ov alle gegen N~- - ,  also rut dies auch u (s). 

Y~p, 
i=0 

Ferner  ha t  die Funk~ion u (s) die befiebig vorgegebenen Anfangswerte  

(60) u (o )=  v (~ (o),u (I)-~ v (~ ( I ) , . . .  ,u  (d - -  I ) =  v (~ (d - -  I). 

Sie ist auch die einzige LSsung mit diesen Anfangswer~en und dem Ver- 

halt~n (57). Denn ist u*(s) i rgend elne derartige LSsung yon (54), so kSnnen 

wit  zu ihr eine Folge nullstrebiger FunkCionen 

,.(o) (8), r ( ' ) ( s ) , . . ,  ,.(k)(s),... 

trls Ltisungen der Gleichungen 

L [,.(o)(~)] = D,  [u* (~)], L [,(')(8)] = D~ it(o) (~)] , . . . ,  L [,-(k) (.~)] = De [r(k-,)(~)],.. .  

mit den Anfangswer ten  

r (k) (0)  = r (k) ( I )  --=-... ~ -  r (k) ( d - -  I) = o (k ~-  o ,  I ,  2 , . . . )  

hinzubes~immen, u* (s) ist beschr~nkt;  man hat  also [u* (s) l <  C fiir ein geeigne- 

t~s C und daraus wieder . 

I r(~ (s) l < M~ ~ C, I r(~) (8) 1 < (Mx ~)2 C , . . . ,  I r(k) (s) l < (M~ (i) TM C , . . .  �9 

Unt~r der Voraussetzung (68) gilt daher fiir jedes 8 

tim r (k) (s) ---- o,  also u* (s) = u* (s) - -  r (~ (s) + ~ (r (k) (s) - -  r (k+l) (s)). 
k~r k--0 

Die Funkt ionen 

v *(~ (8)= u* (~)-rco)(~), v*(')(~) = , . (~  r(')(~), . . . ,  ~,c~)(~.)=,.(~)(~)_ ~c~+,)(~),... 

sind aber Ltisungen der Gleichungen (65) mit dem Verhalfen 

b 
lira v*(~ (8) = ~ - und lim v*(k) (s) = o 
s ~  Z p~ s~ao 

und den Anfangswerfen 

(k-~- 1,2 . . . .  ) 
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v *(~ ( o ) = u *  (o) , . . . ,  v*fO)(d-- I ) = u *  (d - -  I); v *(k) (o) . . . . .  v *(k) ( d - -  I ) = o  (k--  I, 2,...). 

Sie miissen dahe r  mi t  den F t m k t i o n e n  v ( ~  iden t i sch  sein, u n d  

folgl ich  f~llt  auch  u *  (s) mit  der  oben  kons t ru ie r t~n  LSsung  u (s) zusaanmen. 

W i r  h a b e n  bis j e tz t  die Exis tenz  yon  L S s u n g e n  mi t  dem Verhal$en ( 5 7 ) n u r  

unter ,  der  V o r a u s s e t z u n g  (68) nachgewiesen .  Tr i f f t  (68) n i ch t  zu, so g ib t  es we- 

gen  (61) ein So > o,  so dass wenigs$ens 

(68 a) Max ~s < - ~  
s>s o M 1  

ist. W i r  15sen d a n n  (54) - -  mi t  demse lben  V e r f a h r e n  L - -  zun~ichst au f  dem Be. 

re ich s > So und  e rha l t en  so zu beliebig vo rgegebenen  W e r t e n  

u (So) = v (~ (So), u (So + I) = v (~ (So + x ) , . . . ,  u (So + d - -  I) = v (~ (so + d - -  t) 

fiir  S > S o  g e n a u  eine L S s u n g  mi t  dem V e r h a l t e n  (57). Diese L S s u n g  kSnnen  

wir  d a n n  wegen  (59) n a c h  l inks fiber So h inaus  bis s = o  e indeu t ig  for tse tzen.  ~ 

Es  g ib t  also, wenn  keine W u r z e l  a~ au f  dem Einhe i t skre i s  l iegt,  i m m e r  L5- 

s u n g e n  mi t  dem Verha l t en  (57)- 

W i r  lassen j e tz t  s u c h  W u r z e l n  a u f  dem Einhe i t sk re i s  zu;  l sei die grSsste  

bei ihnen  v o r k o m m e n d e  Viel fachhei t .  Anstel le  yon  (55) m a c h e n  wir  aber  die 

sch~rfere  Vorausse tzung ,  dass 

I Es sei bier darauf hingewiesen, dass, sobald (68) erffillt ist, das Approximationsverfahren 
immer konvergiert, auch wenn die di(s) nicht gegen Null streben. Man kann daher auf diesem 

n 

Wege z. B. such die LSsungen eincr Gleichung m~ konatanten Koefflzienten ~ (pi+ di ) u is + i) = r (s) 
i ~ 0  

gewinnen, wenn nut die & geniigend klein sind. Dutch Vergleieh der so erhaltenen Ergebnisse mit 
Satz I ergibt sieh ncbenbei folgender Satz (vgl. noch II, w 2 und 3): 

Wenn zwischen den Gleiehungen 

(a) z~  + p , , - ~  z - - -~  + . . -  + p 0  = (z - -  ~ , )  (z - -  a , ) . .  " ( z - -  ~, ,)  = o (I a ,  I * t) 

(b) qm zm + qm--1 zm--x + �9 �9 �9 + q o = o (m > n) 

Max (m,,O ~'~ 
die Beziehung ~] Ip*-q*l< H I , - I  ~d l  best~ht, dan. haben (a) und (b) gleich viel Wur- 

i ~ O  ~ 1  

zein innerhalb des Einheitskrcises. (Dieser Satz Jst nat/irlieh auch auf mehr direkt~m Wege leicht 
beweisbar.) 

Die Voraussetzung (59) hat also im wesentlichen nur den Zweck, die eindeutige Fortsetzung 
der fiir s _-> s o erhaltenen LSsungen bis zu s=o  zu siehern. 
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(7~) ~-'(I OoCs)I+1 o, (8)I+..- +l o,, (s) I)= ~ ~ - - 1  (~s 

$~0 8--0 

konvergiert .  1 

Es gibt  dann  zun~chs~ al lgemein (aueh wenn (56) n ieht  zutrifft) zu jeder  

beschr~inkten L5sung  u(s) yon (54) genau  eine beschriinkte LSsung ~7(s) der ent- 

sprechenden Gleichung mi t  kons tan ten  Koeffizienten 

n 

(I) L [ ~ (s)] =~p,4(s+i)=qJ (s), 

die das Verhal ten  

(7 2 ) (8) = ~ (8) + 0 ( I )  

zeigt und  die Anfangswer te  

(73) ~ ( 0 ) :  u (0),~2 ( I ) : u ( 1 ) , . . . , ~ 2  ( d - - I ) = u ( d - - I )  

hat.  u(s) genii24 ja der Gleichung 

L [u (s)] : ~ (s) + D,  [u (s)], (5o ~) 
und  welter ist 

u (s) ~ C und  I D, [u (s)] I --< c ~,, 

mit  kons tan tem C. Wegen  (7 I) ha t  daher  nach Hilfssatz 2 yon S. 154 die Gle ichung 

L Iv (s)] = D,  [u (s)] = ? (s) 

genau  eine nulls trebige LSsung v (s) mi t  v (o) ~ v(I ) . . . . .  v (d -- I) ---- o, folglich (I) 

die den Bed ingungen  (72) und  (73) geni igende LSsung 

( s )  = ~ ( s )  - v C8). 

Umgekeh r t  kSnnen wit  auch zu jeder  beschr~nkten L5sung  ~ ( s ) y o n  (I) 

dureh sukzessive Approximat ionen  fiber eine Ket te  (64) mi t  v(~ - -  4 ( s ) -  denn 

die Gle ichungen ( I ) u n d  (65(~ besagen ]a dasselbe --  eine LSsung  u(s) yon (54) 
mi t  dem Verhal ten  

i W e n n  keine  Wurze l  tt~ auf  dem Einhe i t sk re i se  l iegt ,  ge l ten  die fo lgenden Aus f i ih rungen  
schon u n t e r  der  Vorausse t zung  (55); d ieser  Fa l l  wird  so e r n e u t  erledigt .  
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u (s) = ~ (s) + o (i) 

konstruieren. W i t  beschriinken uns dabei anf einen Bereich s ~ so, wo so noch 

genauer  festgelegt  werden wird. 

Es sei also ~ ( s )~  v (~ (s) gesetzt. ] )ann gilt mit geeignetem C 

I ~(o) (s) l _-<_ c ~,nd I D~ [,~(o) (s)] I =< c ~. (s_>_ ~o). 

Wegen  (71) hat  daher nach t t i lfssatz 2 yon S. I64 die Gleichung (65 (1)) ffir s & s o  
gen~u eine nullstrebige LSsung v(1)(s)mit v (~) (,~o) . . . . .  v (~ ) ( so+d- - I ) - -o ,  un4 

fiir diese LSsunff gilt 

wobei M~ und V (s) entsprechende Bedeutung haben wie im Hilfssatze 2. Man kann 

also auch v (~) (s) und weiter dann vt'~)(s),v (4) (s) , . . .  als nullstrebige LSsungen der 

Gleichungen (65) unter  der Nebenbedingung 

V (k) ( 8 0 ) - - - V  (k) (80 -{- I)  . . . .  - ~ - V  (k) (80 "~ d - -  I )  - 0  (k  = I ,  2 , . . . )  

bestimmen. Fiir diese Funkt ionen gilt 

(74) I r  ') (s) l _-< c M ,  ( i ,  ~)~-i I ~ (,,) I (,~>=So). 

W i r  withlen nun s o so, duss 

wird, was wegen ~(s)--*o mSglich ist (vgl. S. I69). Dann konvergier t  wieder 

2 ~i~./(.,,1 = ,, (.,.1 = ~ (s) + ~.~ (.~.) 
k -0 I:--1 

fiir s ~ So. u(s) ist eine LSsung yon (54), fiir die wegen (74) 

(75) u(s) = ~,(s) + o (I) 

gilt. Ferner  ist 

(76) u(so) =: ~ (so), u (.% + ,) = 72 (,% + 1 ) , . . . , U ( s o + d - - I  ) == ~(So+ d - -  I). 

_~hnlich wle auf  S. I74 - - I75  zeifft man, d~ss nur diese eine LSsung den Bedin- 

gungen (75) und (76) geniigt. Unter  der Voraussetzung (59) kann man sie wieder 

nach links bis s = o fortsetzen. 
23 - -  27377. .4cta mathematic.a. 51. Imprim$ le 27 decembro 1927. 
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Insbesondere kSnnen Mso auch (54) trod (I) nu t  gleichzeiLig LSsungen mit  

dem Verhalten (57) haben. 

Es haben sieh somi~ folgende S~tze ergeben: 

Satz  IV. Es sei in der Differenzengleichung 

n 

y ,  p ,  (~) ~ (~ + i)  = ~ (~) 
i=O 

(54) 

mit 

(55) 

(59) 

die wei~'e Voraussetzung 

(56) 

p~ (s) = I u n d  lira p ,  (s) = p ,  

po (s) ~ o 

(pi endlich; i = o, I,  2 , . . . ,  n --  I), 

lira 99 (s) -~ b (b endlich) 

erfiillt. Wenn dann keine Wurzel a, der charakteristischen Gleiehung (58) auf  dern 

Einheitskreis liegt, dann gibt es immer L6sungen mit dem Verhalten 

(57) 
b 

lim u (s) = - ~ - ,  

p; 
i~O 

und zwar, wenn d die Anzahl der Wurzeln im Einheitslo'eis und So der Bedin- 

gung (68 a) entsprechend gewdhlt ist, zu beliebig vor.qegebenen Werten 

*, (~'o) . , ,  (8o + i ), . . . , , ,  (8o + d -  i ) 

genau eine. 

Wenn alle Wurzeln a, ausserhalb des JEinheitskreises liegen, gibt es eine 

einzige derartige Liisung. 

Zusatz .  Liegen die Wurzeln a, zum Teil auf  dem Einheitskreis, und ist, 

unter 1 die grb'sste bei derartigen Wurzeln vorkommende Vielfachheit verstanden, 

(7 I ) Z 8/--1 ~8 
$ ~ 0  

~o = I p ,  - p ,  (~) I 

konvergent , so hat (54) unto" den iibriqen Voraussetzungen des Satzes I V  genau dann 
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Lb'sungen mit dem Verhalten (57), wenn die entspreehende Gleiehung mit konstanten 

Koeffizienten 

O) ~ p ,  a (~+i) - q~ (~) 
t=0 

derartige Lb'sungen hat. 

Satz V. Allgemeiner, d. h. aueh wenn (56) nieht erfiillt ist, haben unter den 

Voraussetzungen (7 I) und (59)die Gleiehungen (54) und (I) immer gleieheeitig 

besehrffnkte Lb'sungen : 

Zu  jeder besehrdnkten Lb'sung u(s) yon (54) gibt es genau eine Lb'sung ~(s) 

yon (I) mit 

(72) a (s)=u (s) + o (~), 

(73) a (O) - -  g (O), a ( l )  = 'tr ( I ) , . . . ,  a ( a -  i) = u(a- i)  

und umgekehrt bei hinreichend grossera so zu jeder beschrdnkten Ldsung ft(s) yon (1) 

genau eine l_s yon (54) mit 

(75) • (8) = a (S) + 0 ( I ) ,  

( 7 6 )  U(So)=-a(so),U(So+ I)=f t (So+ I ) , . . . , U ( s o + d - l ) = f t ( s o + d - - I ) .  

Satz V umfasst aueh den _Fall, class I eine Wurzel yon (58) ist. 

w 2. Erg/inzungen. 

Das in w I auseinandergesetzte Approxima~ionsverfahren konvergiert auch 

in vielen anderen Fiillen und liefert so verschiedene Verallgemeinerungen der 
n 

obigen S~tze. Die Vorausse tzung~pi  = o ist dabei unnStig. 
i=0 

I. Es babe zum Beispiel (t) bzw. (55 (~ eine LSsung 4(s)-~ v(~ mit 

Ir ~ (s) l _- Cq., 

wo C und q # l  a , l ( v =  1 , 2 , . . . , n )  Konstanf~n sind. Es is~ dann fiir s_-->So 

I D, Vo~ (d I =< c r ,v,' _<_ c,~'r 
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mit  

~; = I ~o(,')1 + q I ~(8)  1+ . . . .  ~ q"l,~,, (,')n und ~ '  = Max ~;, 
s~_,~ o 

und nnch 

v (1) (s) mit  

und  

Hilfsatz 4 von S. t68 ha t  d~nn (65 (~)) fiir s ~ s o genau eine LSsung 

Iv(1)(s)] _< C Mq [t' q ~ 

v (~) (So) = v(') (~o + ~) . . . . .  ~(~) (80 + d ~ - -  ~) = o .  

dq ist dabei wieder die Anzahl der a, mit  ] a, ] < q. For t f ah rend  kann man ebenso 

v (2) ( s ) , . . . ,  v (~) (s) den Bedingungen 

Iv (~) (8) 1 _-< e ( 0 '  Mq) k q" und v (~') (so)-= . . . . . . .  v (~) (8 0 "~ d q - -  I)  : ~  o ( I t  = :  I ,  2 , . . . )  

entsprechend eindeutig bestimmen, und wenn 6 ' M q <  I i s t ,  was wegen (55) fiir 

geniigend grosses so sicher zutrifft,  so erh~ilt man  fiir s ~ s o eine LSsung 

die den Bedingungen 

u (.9) = a (~) + ~ ~(~)(~), 
k : l  

: ~  ~P $ 

lu(,~)l < c q ,  

(77) U(So) = ~(So),U(So+ ~) = ~(So+ ~ ) , . . . , U ( , o + d , , - - i )  =: ~(so+d~--~) 

geniigt. J(hnlich wie auf S. 174--  175 zeigt man, dass es die einzige derar t ige LSsung ist. 

Fiir die Konvergenz  des Veffahrens  ist es wieder ganz unwesentl ich (vgl. 

S. I76 ), dass Js'--~o strebt  fiir s - ~ ;  es geniig~, dass (~ 'Mq~ I ist. a W e n n  ~ber 

lim ~ ' =  o ist, kann man fiir die so erhal tenen LSsungen noch w e i ~ r  

(78) u (s) = fi (s) + o (q") 

finden. (Man erh~ilt diese Ergebnisse auch aus Satz V vermittels der Subst i tu t ion 

u (s) = q' v (s).) 

i S c h r e i b t  m a n  in  de r  K e t t e  (v(k) (s)) bei  b e l i e b i g e m  v(0) (s) i m m e r  v~(o)  = v(k) (I) = . . . .  

v(D ( n - - I ) =  o (k ~ I ,  2 . . . .  ) vor ,  so  k o n v e r g i e r t  da s  V e r f a h r e n  i i b c r h a u p t  i m m e r  u n d  l i e f e r t  alle 
L 6 s u n g e n  yon  (54), da  d a n n  w e g e n  de r  V o r a u s s e t z u n g  ~n (s) = o s o g a r  v(k)(o) . . . . .  v(t)(n + k--  I) = o 

i s t ,  a l so  fiir i r g e n d  e in  ( fes tes)  s >= n al le  v(k) (s) m i t  k ~ s-t- I - - n  v e r s c h w i n d e n .  
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Eine ger inge Modifikation dieser Schliisse ergibt den schon in der Einlei tung 

(mit q ~ I) erw~hnten Satz: 

Es  seien in (54) die Voraussetzungen (55) und (59)erfiillt,  und welter sei 
8 $ 

lim V] ~ (s)[ <= q (mit endlichem q). Dann gibt es auch LSsunge~ u (s) mit lim V] u (s)] =< q, 
8 ~  r 8 ~  o0 

und zwar, wenn d~ die Anzahl der a, mit ] a, ]<= q und so hinreichend gross ist, 

zu beliebig vorgegebenen Werten u (So) , u (So+ I ) , . . . ,  u (s o + d*--  I) genau eine. 

Bei kleinem s > o g i b t  es ngmlich genau d~ Wurzeln a~ mit  I a~ ] < q + t .  

Anderersei ts  istl  besehriinkt. Es gibt also-aueh LSsungen u (s) yon (54), 

fiir die besehrgnkt ist. Man kann sie dureh die W e r e  u (so), . . .  , u (8 o + dq--* I) 

eharak~erisieren, wobei es zungehst yon ~ abhiingt, wie gross s o mindestens zu 

wghlen ist. I)a man aber diese Wahl  s o  treffen kann,  dass s o zugleieh fiir ein 

e' < ~ passt, so bleibt fiir alle diese LSsungen auch[ u (s) [ beliebig gegebenes 
I 

beschrgnk~, woraus fiir e'--~o der Sa~z folgh 

z. Wel te r  habe unter  der Annahme,  dass die Wurzeln  a, zum Tell auf  

dem Einheitskreis liegen und (7 I) erfiillt ist, (I) eine L5sung ~ { s ) =  v(~ mit  

(79) Iv(~ < C(s+I)  a (C konstant;  o<=h<=l--I). 

Es ist dann 

( ( s + 2 )  h ( s + n + I l h & ~ ( s ) )  
[D,[v(~ h I~o(,)l+ , 7 ~  I~,(,)1+- + ~ 4 T -  I I = c , ( , ) ,  

r 

und wegen (7 l) i s t Z s t - h - i f t ( 8  ) konvergent.  Wi r  wenden je~zt Hilfssatz 3 yon 
S~0 

S. I66 an. Namh diesem ha t  (65 (~)) f l i t s  ~ s o eine eindeutig bestimmte LSsung v {t/(s) 

mi t  dem Verhal ten 

I v (') (*) I =< c ( ,  + ~)~ ~ (,) < ~ c (, +~)~ (r = M ~  r (,)) 
s---8o 

und den Anfangswer ten  

V (1) (80) = V (1) (80 -}- I )  . . . . .  V (1) (80 "Jr d -{- g - -  I ) ---~ o .  

7 (s) und  g haben dabei  dieselbe Bedeutung wie in Hilfssatz 3. Man erhi~lt wieder 

zu t, (~ (s) eine eindeutig bes t immte  Ket te  yon Funkgionen v (~) (s), die den Bedin- 

gungen 
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I v(~) (s) I =< C'r~-~ ~, (s) (s + ,) ~ (s_>--So; ~ =  i, 2 , . . . ) ,  
(80) 

V (k) (80) --~ V (k) (8 0 -~- I ) . . . . .  V (k) (8 0 -{- d 51- g - -  I ) -  o 

Fiir hinreichend grosses so wird 7 < I, lind wir haben in 

+ 

ffir s > s  o eine LSsung yon (54), die wegen (8o) daa Verhalten 

zeig4 und ferner die Werte 

geniigen. 

(82) U(So)=4(So),U(So+ l ) = ~ ( s o +  I) . . . .  ,U(So+d+g--I)=~(so+d+g-- l )  

hat. Es ist die einzige (81) und (82) geniigende LSsung (vgl. S. I74--x75). Falls kein 

a, auf dem Einheitskreise liegt, also g~-o ist, ergibt sich das entsprechende Ergebnis 

schon unter  den Voraussetzungen (55) und (59). 

3. In  allen diesen F~llen ist die bis jetz4 tier Einf~chheit halber gem~chte 

Voruussetzung p,, (s)--I  fiir die Konvergenz des Approximationsverfahrens ohne 

Bedeutung. Es geniigt genau so die Voruussetzung 

lira p , ( s ) = p n  (p~ endlich). 
$ 

Dabei darf aueh ~,,----o sein. Wir setzen nur  voruus, dass ~ p~a i nicht 
i = 0  

identisch verschwindet. U m b e i  beliebigen Anfangswerten u (o), . . . ,  u (n-- I) die 

Fortsetzung der LSsungen nach rechts zu sichern, kamn man noch die Vorausset- 

zung p,  (s)4= o machen. Die Anwendbarkeit  des Approximationsverfahrens ist aber 
davon nicht abh~ngig. 

Is t  

P .  ~ P . - 1  . . . . .  lore+ 1 ~-~ o ,  pm 4 = o (o ~ m < n),  

so reduziert sich die charukteristische Gleichung (58) auf eine Gleichung m4en 

Grades. Es sind dann n - m  Wurzeln ~ins Unendliche geriicl~,>, welche als ausser- 

halb des Einheitskreises gelegene Wm-zeln mit  zu zKhlen sin& Ebenso reduzier~ 

sich die (54) zugeordnebe Gleiehung 
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L [~ (s)] = p, ~ (~ + i) = ~ p, ~ (~ + i) = ~ (~) 
/=0 i~--O 

183 

auf eine Differenzengleichung m-ter Ordnung. Man kman noch pm = I  annehmen, 

da man ja in (54) dutch p,~ durehdlvidieren kann; doeh ist das unwesentlieh. 

Das Approximationsverfahren Wird wieder genau so gehandhabt wie in w 1 

und oben unter I und 2. Dabei ist in den Gleiehungen (65) 

L Iv (~)] = y , p ,  v (~ + i) . , a  9 ,  Iv (~)] --~ ~, (~) ~ (,~ + i). 
i=0 i~0 

M~,n erh~lt entsprechende Ergebnisse. 

unter I. d e n  

S a t z  VI. Es sei in (54) 

un~l 

U. ~. liefern Khntiehe Schliisse wie oben 

Po (s) =~ o und tim p, (s) =p i  

p n  = p n - x  . . . . .  p m +  l = O,pra =~ 0 

(p~ endlich; i = I ,  2 . . . . .  n)  

(o<=m<=n.) 

$ 

Welter se / t im  1/I r (s) I ~ it endlich. 

Dann gibt es bei hinreiehend grossem s o eu m beliebigen An fang~er t en  u (so), 
$ 

U (8 0 q- I), . .., U ('qO -~- m - -  I) genau eine Lbsung u (s), f i i r  welche lira l/] u (s)[ endlich ist. 

Fib" jede andere Lb'sung mit  dieoen Anfanyswerten ist lira 1 ~ lu (s) l:-- r162 
$ ~  aO 

Dieser Satz  gilt sogar noeh un~r  den al lge~ineren Voraussetzungen 

p0(~) + o ,  

p .  (s)- .o,  p ._ ,  (8)--,0, . . . .  p.,+, ( s ) ~ o  f i '~ s--. ~ (o_-< m =< ,,), 

Ip~(~)l =< c' ( f , = o ,  i , . . . , m - i ) ,  

o < e _ - < l p . ( s ) l ,  

(83) (~) 

(b) 

(~) 

(a) 

wo C und c, c ~ C, Konstante sind. 1 

i Es  gent igt  nat i i r l ich auch, dass (83 c) und (85 d) yon einer  S ~ l l e  S ~ o an erfti l l t  s tud;  
Gleiches g i l t  im Satz VII  yon (86c) und (86 d). 
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Die LSsungen u (s) mit  endliehem lim V-[ u (s)[ lassen siGh ngmlieh dureh suk- 

zessive Approximationen in der Form 

k - - 1  

gewinnen, wobei an die Stelle der Gleiehungen (65) die Gleiehungen 

(84) 

L [,;<o> (,)] _ ~(o)(.~ + ~)  _ �9 (*) p~ (,~) - -  ~ (*), 

n 

,~(~) (, +,,,1 = D, [,:(~-~)(,11 = ~  ~, (.,.) ,:(~-~) (, + :1 
i - -O  

( k =  I, 2 , . . . )  

p~ (s) 

mit 6i(s)= pro(s) fiir iq=m, treten. Das folgt  wieder aus Hilfssatz 4 yon S. I68, 

o ffir i---- m 

der hier auf die Glelchung E "  u (s) -= u (s + m) = 99 (s) angewand~ wird; kS ist dabei 

I dq=m, Mq--:7 fiir jedes q > o .  Geniigt q-- 

$ ,~ 
_ _  / - _ _  

q >  li,n t Iq~(.r lira VI-q~(,,.)l 

der Bedingung 

m - - 1  

qm> ~ [ ~,(.s.) [ q", 
i - 0  

was z. B. fiir q >  Max 

grosses s o > st (q) auch 

sicher zutrifft, dann ist wegen (83 b) fiir hinreiehend 

? t  

Ma~ ~,l&(s)lq'=6<q"', d.h .  tiM, s 1 .  

Wenn man daher ausgehend yon einer L5sung v (~ (,r yon (84 (~ auf dem Bereich 
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s ~ s o mi t  beliebigen Anfangs wer t en  ~ v (~ (So),... , v (~ (So + m - -  I) den F u n k t i o n e n  

v (k) (s) (k ~ I, 2 , . . . )  immer  die Anfangswer t e  v (~') (So) . . . . .  v (k) (s o + m - -  I) ----o vor- 

schreibt,  so konverg ie r t  das Ver fah ren  sicher und  l iefer t  die einzige (vgl. "S. I74 

175) LSsung  u (s) yon (54) mi t  den A n f a n g s w e r t e n  u (So) ---- v (~ (so), . . . ,  u (s o + m - -  I) 

= v (s o + m - -  I) und  dem Verha l ten  lira u (8) I =< q. Der  Res t  fo lg t  aus q ~ ~ .  

Fi i r  die so ge fundenen  LSsungen  gi l t  nun  sogar  wei ter  

(85) ~i~ g I,,(.~')1 --< Max z . , ,  �9 

D e n n  m a n  erhKlt diese LSsungen  genau  so, wenn  man  s o durch  i rgend  ein So '> s o 

ersetzt.  Da  m a n  n u n  s o' zugleich fiir  ein beliebiges q' > Max (2, m C) passend wiih- 

$ 

len kann,  erweisen sie sieh aueh als die L5sungen  mi t  l i ~  V] u (s)] _-< q'. Aus 

Ein  Gegenst i ick  zu Satz VI  ist  der  

Sa~z VII .  Die Koeffizienten yon (54) mSgen den Bedingungen 

(86) (a) 

(b) 

(c) 

(d) 

po (s) ~: o, 

po (8) -~ o, p, (~)-~o,. .  , p , , _~  (8)- ,o  f i i , .  ~ - ~  ~r 

Ip,,(8)l=< c' 

o<c'_-< Ip,,' (8)1 

(o ~< m'__<,n-,), ~ 

(m'+, _-< u_-< ~), 

mit konstantem C' und c,c' ' ~ C; geniigen, und weiter sei 

s I C' 
(87) lim V l ~ ( ~ ) l = 2 < -  C-' 

,--~: n - - r e '  

Dann gibt es bei geniigend grossem s o zu beliebigen Werten u (so) . . . .  , u (so + m ' - -  I) 

genau eine Z_,b's~ng mit  

$ 

(88) lira VI,,, (.~)1 --< z. 

Die einzelnen LSsungen v(o) (s) auf  dem Bereich s ~ so unterscheiden 8ich nur  in diesen An- 

fangswerten;  bis auf  eine sind sie nach links fiber so h inaus  nicht fort~uetzbar. 

" Der Fall m ' = n  ist  schon in w 2, I erledigt worden. 

2 4 -  27377. Acta mathematlca. 51. lmprim6 le 27 docombre 1927. 
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$ 

Fiir alle andern Lb'su~gen ist ~m V I u(s) l ~  I C__ p " 
s--| n - -m '  C" 

Zum Beweise be~rach~en wir wieder nur die Gleichlmgskette 

~,(o) (~ + ~,)  = �9 (~) 
p,,,  (,)' 

n 

v (k) (s + m') = ~ ~, (s) v (k-') (s + i) mit ~, (s) = 
i = 0  

p,(~) 
p~, (s) 

O 

fiir i 4 = m', 

fiir i = m' 

; k ~ - I , 2 ,  . . . .  

Geniig4 q der Bedingung 

P 
I c ~ < q <  

n - - m ' C '  

so ist 

s  ~,(s) l r  < q=, 
i = m  '-i-1 

und wegen (86 b) fiir hinreichend grosses So auch 

Max ~ ,  [ J, (s) lq' < qm, . 
8--~$~ f = O  

3 / - - - I  Sobald aber das der Fall ist, konvergiert wieder nach Hilfssatz 4, wobei q-- qm, ist, das 

Approximationsveffahren mit der iiblichen Vorschrift v (k) (So) . . . . . .  v (k) (s o + m ' - -  ~ )=o  

( k =  I, 2 , . . . )  und liefer~ alle LSsungen, fiir welche 

8 

l i~  I," I - (*) I--< q 

ist. 

erhitlt so den obigen Satz. 

lim ~lu(s ) l  = ~.) 

4- 

p 

Man kann nun wieder p gegen ~ bzw. gegen i c n - - m ' C  streben lassen und 

(Is t  s--| ]~ [p, , , (s )[= I, so gilt in (88)sogar genauer 

Man kann hier auch die Summengleichung 
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(89) ~ p , ~ ( s + i ) -  ~ , ( s ) . ( s + i ) = ~ ( s )  mit p . = , , p o - ~ o ( S ) ~ O  
i~O i~O 

einbeziehen, wo ~ I d~ (s) I q i ---- d (s; q) fiir ein geeigne~es q > o konvergiert und 

~(s;q)-~o mit wachsendem s strebt (oder auch nur M a x ~ ( s ; q ) ] <  -~-r-= 
8 ~  M q  

n 

I I  Iq - l a ,  II fiir ein s o ist). Durch eine yon Herrn Perron in seiner Arbeit ~Summen- 
~ 0  

gleichnngen und Poincar~sche Differenzengleichungen~ angegebene Transformation 

kann man auch allgemeinere Summengleichungen auf diese Form bringen, und 

so erh~lt man die dort abgeleiteten Ergebnisse. 

Ebenso kann man zum Beispiel bei beschr~nkCem ~0(s)auf die Existenz 

beschri~nk~r L5sungen yon (80) schliessen: 
TI 

Falls keine Wurzel a, v o n ~ p i a ~ o  auf  dem .Einheitskreis liegt und 

~.= I~,(s)l fiir s -~  ~ gegen !Vull strebt (oder wenigstens M a x , , <  IIl~-I-, l l  

fiir ein So ist), gibt es immer solche Lb'sungen (Hilfssatz x); falls Wurzeln auf  

dem Einheitskreise vorkommen und 

(71 a) ~ s ~-1 ~ 

konvergiert, genau dann, wenn 

n 

p, ~ (s + i) = ~ (s) 

beschrh'nkte L&'ungen hat (Hilfssatz ~). 

w 3. Die homogene Gleichung. 

Wir machen einige Anwendungen auf die homogene Gleichung 

n 

(9o) y ,  p, (s) w (s + i) = o 

mit ~0 (s) : O. 
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I. Satz IV besagt hier: 

.Es seien in (90) die Voraussetzungen (55) und (59) er]~illt. Ausserdem gelte f i ir  

alle Wurzeln 5, yon (58) ]a,. I ~ I, uud d sei die A~2zahl der Wurzeln im .Ei,n- 

heitskreise. Da ,  n gibt es bei geniigend grossem so zu d beliebigen Werten w (so),. . . ,  

w ( so+d- - I )  genau eine nullstrebige Lb'sung von (9o). Die Gesamtheit aUer null- 

strebigen L6sungen hat also ein Fundamentalsystem von d unabMingigen I,'u~k- 

tionen. 

Daraus  folgert  man leicht den bekannten Sa,tz yon Per ron  fiber Poincar6sche 

Differenzengleichungen i: 

Unter den Voraussetzungen (55) und (59) sden 

o ~ q~ ~ q~. < ... < q, 

die verschiedenen absoluten Betrh'ge de~" Wurzeln 5, der eharakteristischen Gleichung 

(58), und e~ sei die Anzahl der Wurzeln yore Betrage q~, meh,~fache mehrfach ge- 

z5hlt. 

Dann hat die Differenzengleichung (9o) ein Fundamentalsystem von Lb'sungen, 

das derart in ~ Klassen zerfh'llt, dass f i ir  die L6sungen den k-ten KTasse und 

deren tineare Verbindungen die Beziehung 

$ 

~im ]/[ w (s) I ---- q~. 

statthat. Die Anzahl der Lb'sungen in der k-ten Klasse ist gleich e~. 

5. Es sei weiter der Fall betra~htet, da~s ein Tell der Wurzeln a, auf dem 

Einheitskreise liegt und  dabei (7 I) erfiillt ist. 

Es sei etwa a, eine yon ihnen;  ihre Vielfachheit  sei r. Die (90) entspre- 

chende Gleichung mit  konstanten Koeffizieuten 

7~ 

L [~ (s)] - -  ~ p, (s) ~ (s + i) = o 
i = 0  

hat  dann unter  anderem die LSsungen 

s s s t _ _  1 s 

t Die Ausfiihrung l~iuft auf eine Wiederholung des yon Herrn I)ERROI~ in Summenglei- 
chungen und Poincardsche Differenzengleichungen, Math. Ann. 84 (192I), S. I - -x  5, Gesagteu hinaus, 
und ich kann sie hier iibergehen; vgl. auch O. PERROlq, ~]ber die Poincardsche lineare Differenzen- 
gleichung, J. reine, angew. Math. 137 (191o), S. 6--64.  
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Nach II, w 2, 2, S. I8I hat daher (90) LSsungen mit dem Verhalten 

w~ (~) = , ,+" o( , ) ,w~(~) = 8,,+o(,~),~ . . . ,  , ~ ( s ) - -  ~ - ' ~ , + o ( ~ - ~ ) .  

Es strebt fiir sie also fiir s -~  r162 

":e ('~ + I) 
,,,~ (~) -~  ~,, ( ~ =  ~ ,~ ,  . . . ,  ,-). 

Durch Transformationen yon der Form w (s)-~] a, Iv(s) kann man jede nieht 

verschwindende Wurzel a, auf den Einheitskreis sehieben, wobei (7 I) im wesent- 

lichen erhalten bleibt. So ergibt sich folgende Erg{inzung des Satzes yon Poin- 

card (nicht dieser Satz selbst). 

Es  seien wieder (55) und (59) erfiillt, und a i , a2 , . . . , a k  seien die verschiedenen 

Wurzeln yon (58), yon denen keine verschwinden mSge. Weiter rl-, r~- , . . . ,  rk-fachen 

konvergiere 
o o  

Z 8 R-1 ~8 

s = O  

mit  6~ = I ~o (,~)1 + I ~, (~) I +  -. + I~,  (s) l u,,d R - ~  Max,'.. 
x--i,2,. . .  ,k 

Dann  hat die Differenzengleichung (90) ein Fundamentalsystem von Lb'sungen 

v o n d e r  Form 

(9I)  

$ 8 $ $ 1 $ ,~,1 (s) = - ,  + "~ o (~) ,  w , ,  (~) = s -1  + -1 o ( ~ ) , . . . ,  Wl~, (~) = ~ ' -  - ,  + - i  o (8 ' , - ' ) ;  

~ 1  (8) = . ~  + . ~  o (~) ,  w ~  (~) --- ~ , ~  + . ~  , . .  

Fiir die a, zugeordneten Lb'sungen gilt f i i r  s - * ~  

(92) w~ (s + I) 
w,,o (s) = "" 

( ( ~ = l , e , . . . , r , ; x =  1 ,2 , . . . ,k) .  

Die lineare Unabh~ngigkeit dieses Systems folgt leich~ aus dem asymptotischen 

Verhalten. 1 

1 Dieses Ergebnis stellt eine Verallgemeinerung eines Satzes v0n Herrn W. B. FORD dar, der 
ungefiihr folgendes besagt (vgl. ~Sur les dquations lineaires aux diffdrences tiniest, Ann. Mat. pura 
appl. (3) I3 (19o7), S. 263--328): 
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3. Der  oben unter  I. ausgesprochene Satz yon Per ron  bleibt auf  Grund 

yon w 2, 3, S. 18 I - -  185 aueh giiltig, wenn man in (55) die Voraussetzungp,,  (s) ----- I dureh 

ersetzt. Is t  dabei 

l imp. (s)  = p , ,  
$---*m 

(pn endlich, p,~ (s) ~ o) 

p , , = p , .  . . . . .  p,~+~=o ~ d  p~4=o (o=< m_<n), 

so dass der  charakterist ischen Gleichung eine (n - -  m/-fache Wvxzel im Unend: 

lichen zuzuschreiben ist, dann ist e b e n  fiir die (n--  m) LSsungen der /~4en Klasse 

$ 

lira VV ( I = 

Es sei noch angedeutet ,  wie man aus diesem allgemeinen Ergebnis einige 

S~tze yon Her rn  Per ron  1 und  Her rn  Kreuser  2 herleiten kann, die sich auf  Diffe- 

renzengleichungen yon der Form 

(93) ~s~h~(s)w(s+i)-=o (s~ I;ho(s)=~o,h~(s)~=o) 
t=O 

beziehen. Die  Exponenten  2i sollen dabei reelle Z~hlen sein, und fiir die hi (s) 

gelte yon einer Stelle S ~  I an 

(94) o < e ~ I h~ (s) [ =< C (e mad C konstan~). 

Es sei m der dureh die Beziehungen 

Wenn ~ s 2R-2d~ konvergiert,  dann gibt  es LSsungen yon (9 o) v o n d e r  Form w ( s ) =  
s=0 

r162 ~ ci s i + S R-1 r , wobei er irgend eine der Wurzeln mi t  kleinstem Absolut- 
i=0 

betrag ist. Man erMilt diesen Satz noch etwas versch~rft ebenfalls leicht durch sukzessive Approxi- 
mationen unter  Benutzung yon (44 a) (Hilfssatz 2). 

1 0 .  PERRON, ~ber lineare Differenzengleichungen, Aeta math.  34 (19Io), S. Io9-- I37.  Es 
wird daselbst spezieller I hi(s)l--~hi =ko vorausgesetzt. 

2 p. KR]~USERi ~ber das Verhalten der IMegrale homogener linearer Differenzengleichungen 
im Unendlichen. Diss. (Tiibingen) Borna-Leipzig 1914 �9 



Nichthomogene lineare Differenzengleichungen. 191 

gm ~ >El ffir i > m  
[ > ~  fiir i < m  

eharakterisier~e Index; er heisse ,)Hauptindex>). Dureh Division dureh , ~  kann 

man (93) auf die Form 

• sa,-z~ h, (s) w (s + i)--  o 
i ~ O  

bringen, wo j e t ~  die Koeffizienten sai-~,nh~(s)=p,:(s) den Bedingungen (83) in 

w 2,3 genfigen. 

Es gibt daher genau m linear unabhKngige LSsungen yon (93) mit  endliehem 
$ 

l im V I w (s) l. Ffir die iibrigen ist, wenn m < n vorausgesetzt wird, lira ~l  w (s) l =  or 
8 ~  o ~ a o  

Genauer ist ffir diese letzteren sogar 

$ 

(95) lira | / [ w ( s ) l  > o  mit  x = M i n  2.--it ,  
,__| I/ (sl)~ ~>~, i - - m  

Zum Beweise yon (95) machen wit  die Substitution 

(96) w (s) - ( s  !)q v (s). 

Dadurch geht (93) in die Gleichung 

(97) 
t p ~ t  �9 

~ s a ' h , ( s ) v ( s + i ) = o m i t  i : 2 , + q ~ ,  h',(s)-~- ! ,(s) 
i : O  

fiber, deren Koeffizienten wieder Voraussetzungen yon der Form (94) geniigen. 

Solange q < x =  MinJL: m- j t i  ist, bleibt m auch in (97)Hauptindex.  Ffir 
i > m  $ - -m 

q = x  dagegen wird ein Index ml ~ m Hauptindex. Es gibt dann genau m~ linear 
$ 

unabh~ngige LSsungen yon (97) mit  endlichem lira VIv(s)  l=  lira 

Da abet - - n a c h  Division durch s~'m --  die Koeffizienten p'~ (s) = ~"~-~',~, h'i (s) 
fiir q--~u auch Bedingungen yon der Form (85) aus w 2, 3 (mit m'=m)gen i igen ,  

so. gibt es welter unter  den LSsungen v (s) mit  endlichem lira 1~] v (s)] genau m 
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linear unabhgngige,  fiir welehe dieser Limes superior verschwindet  (das sind 

fibrigens diejenigen, fiir die lim V ( s ! ) ' [ v ( s ) [ = l i m  ]~[~v-(si[ endlich ist), wEhrend 
B~r 8~a~ 

er fiir die anderen yon Null verschieden ist. 

So ergibt sich f i i r  (93) die Existenz eines ~ undamentalsystems yon IAsungen 

w~ (,),  ~,, ( , ) , . . . , w , .  (~); w,.+~ (~) . . . .  ,,,:,., (,); w.,,+~ (,) . . . . .  w .  (,) (98 ) 

mit 

(99) 

s [W,(8)[ [ 0  d ~ r  V =  1 , 2 , . . . , ~ q ~ ,  
1 /  

lira I /  + �9 , _ ~ , _ _  (s!)" ~ " ' "  
( ~ f i i r  ~ :  nh+ I . , . . . , n .  

Streben fiber die Voruussetzung (94) hinaus die h~(s) fiir s--* ~ gegen end- 

liche Grenzwerte 

(I oo) lim hi (s) = hi ~= o, 

dann ist fiir q = x der (dureh z' s ~, dividierten) Differenzengleichung (97) die eharak- 

teristische Gleichmag 

R 

7i a i = ~  mit 7i---- 
i=0 

~t ,__ r 
hi, wenn , - -  ). ~ = ~'m ist, 

o, wenn ~ ' i< ~'m~ ist, 

zugeordnet.  Diese ha t  n - - m  I Wurzeln  im Unendlichen, m Wurzeln  sind gleich 

Null mad m , - - m  W:urzeln sind endlich und yon Null  verschieden. Es  gibt daher 

naeh dem allgemeinen Po'ronsehen Satz speziell ein Fundamentalsystem (98); dessen 

Lb'sungen 
, , , ,+~ (~), , , , ,  +~ ( , ) , . . . ,  w , ,  (,~) 

noch derart in Unterklassen zerfaUen, dass f i ir  die Lb'sungen einer jeden Unterklasse 
~e 

deren lineare Verbindungen lim - I-V I w, (s) [ gleich u ~ d  ,=| (s!)" einem der verschiedenen Be- 

trdge der IVurzeln vg~, ~ 7i ai-m = o ist (Kreusersche Unterklassen). (Man  braueht  
i~?tl 

fibrigens nur fiir diejenigen Indizes i, fiir welche 4' = ' �9 e ~ m, ist, die schii.rfere Vor- 

aussetzung (IOO) zu machen.) 

Die weitere Eintei lung der LSsungen mit 
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8  VIw(s l 
(s!)  ~ 

- - - ~  b z w . = o  

in Klassen geschieht wie bei Herrn Perron, indem man mittels geeigneter Sub- 

stitutionen yon der Form (96) den Hauptindex noch mehr nach links bzw. weiter  

nach rechts schiebt. Unter der Voraussetzung (IOO) zerfallen diese Klassen noch 

in Kreusersche Unterklassen. 

Es sei noch erw~hnt, dass fiir die Indizes i, die bei keiner derartigen Sub: 

stitution t tauptindex werden, aIso z. B. oben fiir i ~  m +  I, m + 2 , . . .  ,m~--t ,  an- 

stelle yon (94) nnr die Voraussetzung 

Ih~(,*)l ~ C 

erfiillt zu sein brauch~. Es h/~ng~ yon den 2; ab, welche i alas sind. Den Fall, 

dass ein h~(s) identisch verschwindet, kann man so mit erledigen, indem man Xt 

gleich - -  oo  setzt. 

w 4. Die Gleichung 1". Ordnung; Beispiele. 

An Hand der Differenzengleichung I. Ordnung 

( I O I )  

mit 

,~ (8 + i)  - ~ ( 8 ) .  (# = e (8) 

a ( s ) # o ,  l i m a ( s ) = = a # i , [ a l = I  und l i m ~ ( s ) = b  

soil noch gezeigt werden, dass der Zusatz zu Satz IV (und ebenso natiirlich auch 

Satz V) nicht mehr aUgemein gilt, wenn (7 I) nicht erfiillt ist. ~Ian braucht 

dabei wieder nur den Fall lira r ( s )~  b = o betrachten, da der allgemeine Fall 
8 ~ 0 0  

durch die Substitution u ( s )=  v ( s )+  b auf diesen zuriickgefiihrt werden kann. 
I - - g  

Aus  (IoI) gewinnt man, a(s )= a~ gesetzt, 

(Io2) 
1 (, ) \ 

~2 
\ 

Wir unterscheiden die F~lle 
' 2 5 -  27377. Acta mathematics ,  51. Imprim6 la 27 d6combro 1927. 
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A. Es ist lim a~ a s - - 1  
8 ~  ~ aS 

B. Es ist lim a~ a~-i 
8---*oo a s 

Hans Sp~ith. 

--  h # o (h endlieh), 

- -  l i m a  o a 1 "" " aS - -1  = O ,  
8 ~ c ~  

C. a0 a l " "  a ~ - - I  strebt keinem endlichen Grenzwert: zu. a s 

Mittels einer LSsung Ul(S) yon (IOl) lassen sich die anderen in der Form 

" (~) = " 1  (8) -}- C . o  a l ' ' "  ~S--1  

schreiben. Nimmt man fiir ul(s)under der Voraussetzung b = o speziell eine 

nullstrebige LSsung, so siehg man, dass in den F~llen A und C (IOI) hSchstens 

eine derartige LSsung haben kann. Im Falle B dagegen streben entweder alle 

LSsungen gegen Null oder keine einzige. 

Im Falle A und ebenso in allen F~llen mit 

O < r -~< I a0 a l " ' "  as I < C2 (r c~ konstang) 

ist fiir die Existenz einer nullstrebigen LSsung notwendig und hinreichend, dass 

(I03) ao a l " ' "  a s 

konvergiert; diese LSsung ist dann 

(I04) . ( 8 )  = - y ,  
' N O a 8  a S . 4 - 1  �9 . . a s +  6 

Hinreichend is~ (Io3) auch, wenn die as einer Relation 

I - 0 - 1 . .  as I < r 

mit konstantem c geniigen (also z. B. im Falle B), notwendig dagegen, wenn 

o < e ~ l a0a l ' . ,  as I gilt (u. a. im Falle l imlaoa l . - ,  asl = ~)" 

In  alien F~ilen existieren iibrigens nullstrebige LSsungen sicher, wenn ~0 (s) 

einer Bedingung 

IW(s)i < C& s 

geniig~, wo & < I u n d  C Konstanten sind. 

Abweichungen gegeniiber der Gleichung mit konstanten Koeffizienten 
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(s + I)--  ,~ a (s) = ~ (*') 
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weist also vor allem Fall B auf. Bier  ist auch die Bedinglmg (7I) (mit l = I) 

ta t s~chl ich  nicht erfiillr Die F~lle, in denen (7 I) zutrifft, gehSren ~lle unter 

Fall A. Doch ist es auch im Fall A mSglich, dass (IOl) und (lO5) nicht gleich- 

zeitig nullstrebige LSsungen haben (vgl. die Beispiele 3 und 4). 

Beispiele:  

~_~) 1.) a) ~ ( ~ + 1 ) +  ( ~ +  ~ 1 
u (,~) = s + i 

b) ~ ( s+ .0  + ~/(s) = 1 
s + I  (r = - i; 9 (*) -~ o). 

~) lind b) haben je eine nullstrebige LSsung. 

b) 4 (s+ I)+ 4 (s)~- ( - -  I)* �9 
8q-I 

a) und b) haben  keine nldlstrebige LSsungen. 
I.,) und 2.) sind Beispiele, in denen (7 I) erfiillt ist. 

- -  t) s 
3") a) Y , (8+I )+  ( I  + ~ - ~ i - ) u ( 8 ) - ~ i  , 

b) ~ (8 + I) + u (8) -~-~I (t~ = - -  I ; q9 (8) --~ I ). 

W e g e n  o~ s =  8+  I q  (--I) 'Ss+ I ist  goCCl...ccs~-(--i) s+l oder = ( - -  I)8+l(I -]- 8+I ) i  ' 

je nachdem s ungerade oder gerade isK Die Gleiehnng a) f~llt also unter Fall A. 

Sie hat keine Ltisung mit endlichem Grenzwer~; denn die Substitution u(s)-~ 

v (s) + ~ fiihrt a) fiber in 
2 

- (__ i)~+1 
v(8+ 1 ) + ( 1 +  ( s + I ~ ' ) v ( 8 ) - ~  ( ~ V ) '  
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und wegen ~ ~ (0")  - -  I aoa ~ - - a , ~  .~(a+-i-)+o(0 konvergiert die Reihe (m3) nicht. 
o'~0 0"=0 

b) dagegen hat die LSsung a (,) = L mi~ lim ~ (s) ----- I . 
2 ~ ~ 2 

( ( - ' ) 3  ( - ' ) '  
4.) a) u ( s + I ) +  i *  s + I  / u ( s ) = I  + 2 ( s+ I ) '  

b) +(s+ t )++ (s)-- I + (-t)_* 
2 (,+ ~) 

( . - - -  l; r  i). 

I b) dagegen hat keine Rier hat a) Ms LSsung mit endlichem Grenzwert u (s)=~.  

derurtige LSsung. 

( ') 5.) a) , , ( , +  ; ) +  ~ - g + ~  , , ( , ) = o .  

b) ~ (8 -[- I) + ?~ (8) = 0 (a "-- - -  I ; 99 (8) "--+ O). 

1 2 )  i Wegen a , =  -- T-- i s t l im  [% %..  .a~_l[= lim - -  = o ,  undes l Jeg~Fal lBvor ;  

a) ha~ nut  nullstrebige LSsungen, b) die einzige ~ (s)= o. 

6.) ~) I 
U ( 8 +  I ) +  ( I  + 2 )  U(8)-~- ( - - I ) ~  ) 

( -  ~)' (~ = - ~ ; ~ (,)--, 0). b) ~2 (8+ i)+ u(8)= (3-.{-2)10g(8+2) 

Da ~o ~ (s+-2)log (s~- 2) divergiert, hat b) keine 

hat nur nullstrebige LSsungen; denn es is~ 

nullstrebige L6sung, a) dagegen 

a--I '-* q~(d - =  I 

~oao-.i-:.~ - ~ = o=0 io~i~+- i =o(,) 
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w 5. Die Differenzengleichung mit beliebig reeller oder komplexer 
Ver~nderlicher. 

Auch bei der Gleichung (54) mit nich~ kons~anten Koeffizien~en kann man 

die Variable s, die je~zt wieder x heisse, beliebig reell oder komplex annehmen, 

wobei ~ (x) e~wa fiir x ~ 0 bzw. in einem nach rechts offenen Halbstreifen parallel 

der reellen Achse definiert sein mSge. Man kann dann auf die LSsungen u (x) 

der Gleichung 

(54) ~ p, (x) u (x + r = ~ (x) (P~ (x) = ~, Po (x) = o) 
i : 0  

den Satz IV auf jeder Res~klasse (Xo+S) anwenden, auf der seine Vorausset- 

zungen erfiill~ sind. Dabei kSnnen die Grenzwerte lira pi (xo+s)-~pi (xo)noch yon 
$- . - ,ao  

der Restklasse abh~ngen. 

Man kann leicht einen Teil der in I, w 3, I - -3 ,  S. I55- - I6I  angestellten 

~berlegungen iibertragen. So ergibt sich z. B. 

Satz VIII. In  einem Halbstreifen ~ x ~ c, c~ ~ ~ x = c~ seiea die Koeffiziea- 

ten pi(x) yon (54*)regulh're Fun~tionen, die gleichmSss(q auf  allen RestMassen (Xo + S) 

f~r  s---)~ gegen yon x o unabMingige Grenzwerte.p~ streben. Die Wurzeln a, der 

charakteristischen Gleichung (58) seiea alle ausserhalb des .Einheitskreises gelegen. 

Wean dann r reguldr und beschrSnkt ist, so gibt es genau eine regul&'e, be- 

schrdnkte LSsung yon (54"): A u f  jeder Restklasse (Xo + s), wo ~ (xo + s) ~ b (Xo) fiir 

s---~ r162 zeigt diese Lb'sung das Verhalten 

lim u (x o + s) = b (xo) 
n 

F,p, 

Under diesen Vorausse~zungen scMiessen sich n~imlich bei der Gewinnung 

dieser LSsung durch sukzessive Approximationen die auf den einzelnen Restklas- 

sen gefundenen Funktionen v (~) (xo+s) ( k=o ,  I . . . .  ) nach Satz I I I  fiir jedes k 

zu einer regul~ren Funk~ion v (k) (x) zusammen, und wegen der Beschr~nk~heit yon 

(x) und der gleichm~ssigen Konvergenz der p~(x)'-*pt konvergier~ 

= 

k ~ 0  

in der Umgebung eines jeden x des Halbstreifens gleiehm~ssig. 
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Als B e i s p i e l -  das aber nieht  ganz unter  Satz V I I I  f f i J l t -  betraeh~en 

wir noch die Differenzengleichung 

(a x + b) u (x + ~) + (c x + ~) u (x) - -  ~0 (x) 

mi~ l im]  / ]~ (xTs ) ]=l (x )  < - , 

oder fiir x ~= --  b die Differenzengleichung 

(Io6) u(x+ I)+ a-x-+bCX+d u(x)=--q~ (x) 
a x + b  

Hier gilt, und zwar in jedem Balbstreifen etwa mit  ~ x > --  b + I auf  allen Rest- 

klassen x o + s gleichm~ssig, 

c(x~-t-s) ~- d c 
l im ~ �9 

~-.| a(xo+s)+b a 

Die Substi tut ion u (x )=  v (x) q~= v (x) e ~l~ fi ihrt  (Io5) fiber in 

(IO7) 
c x + d qD (x) 

v (x+ I)+ (ax+b)q  v(x)=~ (ax+b)q ~+1" 

W~hl t  man q der Bedingung l (xo)<q<lC[entsprechend, .  

klasse (xo + s) 

so ~ l t  auf  der Rest- 

e(xo + s) + d 
hfm| (a (x o + s) + b) q 

e r (Xo + s) 
=~ - -  : a, I a I > I u n d  lira (a (Xo + 8) + b) q~+~+l a q s~| 

~ - - O -  

Man finder so ~hnlich wie in I,  { 3, ~, S. I59 , dass ( Io6)genau  eine LSsung u(x) 
mit  dem Verhalten 

[c I ~m Viu(x+.~) l=~(x)< a 

hat.  Nach der entsprecliend auch hier geltenden Gleichung (Io4) ist das die LSsung 

(~o8) ~ ( x ) = - ~  ~ ( x + . )  
~(x)~(x+ ~ ) . ~  (x+ a) 

~ 0  
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mi~ a (x) ~ c x + d und ~ (x) ---- ~0 (x) 
a x + b  ~ x + b  " 

Sobald diese Reihe gleichm~ssig konvergiert ,  ist bei regul~rem ~ (x )auch  u (x) im 

ganzen Halbs t re i fen  ~ regular.  

I s t  ~(.v) weiter ganz, so is~ durch (Io8) bei gleichm~ssiger Konvergenz  der 

Reihe zun~chst eine meromorphe  LSsung gegeben. Von dieser kann  man  dann 

wie in I, w 3, 2, S. I6I zu einer ganzen LSsung yon (IO6)iibergehen. 

t Das deckt sich ungef~ihr mit einem der Ergebnisse von Herrn E. HILB (Zur Theorie der 
linearen Dij~erenzengleichungen, Math. Ztschr. 14 (i922), S. 211--229, insbes. S. 214). 


