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In seiner Abhandlung >>L?ber lineare Funktionalgleichungen* (Acf~ Mathe- 

matica 4I (I916) S. 71--98) hat Friedrich Riesz eine elegante und allgemeine 

Methode zur Behandlung der linearen Integralgleichungen entwickelt. Es gelingt 

ihm, die Haup~eigenschaf~en dieser Gleichungen aus der Betrachtung der charak- 

teristischen Eigensehaften allgemeineren Funktionaltransformationen und Funk- 

tionalr/iume herzuleiten. Den Beweis des Satzes jedoch, dass die Anzahl der 

LSsungen fiir die homogene Fredholmsche Integralgleichung und fiir die transponierte 

oder adjungier~e Gleichung dieselbe ist, zieht er nicht aus aUgemeinen 1Uber- 

legungen, sondern bedient sich der expliziten Integmlgestalt der Transformation. 

Es ist nun Zweck dieser Arbeit, eine Herleitung dieses Satzes lediglich aus den 

Eigenschaf4en der Transformation durchzufiihren, ohne deren Integralgestalt zu 

beniitzen. Dabei legen wir start des Raumes der stetigen gunktionen einen all- 

gemeineren Funktionalraum zu Grunde. Andeutungen fiber die MSglichkeit einer 

solchen Ausdehnung finden sich schon am Anfang der Abhandlung yon Riesz. 

Wir nehmen an, class ein allgemeiner Raum ~, aus Elementen f(oderg, h) 
bestehend, gegeben ist. 1 Von dem Raum wird gefordert dass zwischen seinen 

Elementen eine kommutative und assoziative Additionsoperation besteht. Ferner 

sei eine Multiplikation der Elemente yon ~ mit reellen oder komplexen Kon- 

stanten erklgr~, und diese Operation geniige den iiblichen kommutativen, asso- 

ziativen und distributiven Gesetzen. Schliesslich soll es eine mi t  o bezeichnete 

Nullfunk~ion oder ein /gullelement geben, welches der Bedingung 

i Man vergleiche z. B. S. BA.~ACri, Fund. Math. 3 (I922) S. 134--I36; N. WIESER, Bull. 
Soc. Math. France 5 ~ (I922) S. I23. 
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f~---f + 0 

fiir alle f des Raumes geniigt.. 

Jedem Element. f yon ~ sei eine positive Zahl als N o r m  ]]f]] zugeordneL 

welche den Bedingungen 

][ cfH------]e] ] ] f ] ] ,  

IIA + A I I  ~ IIA II + IIA II, 

I I f ll = o nur, wenn  f =  o ,  

un~erworfen ist.. 

Der l ~ u m  sei vollst.i~ndig, d. h. wenn man fiir eine Folge {f~} aus 

lira II f , , - f . ,  I I = o 

hat, dann existiel4 eine Funktion f in ~ mit. 

lira I I f . - f l l  = o .  
? l ~ o o  

In  einem solehen l ~ u m e  gelten die Resulta~e, welche Riesz in dem allge- 

meinen Theil seiner Arbeit hergeleit.et hat., mit der Ausnahme, da~s an die Stelle 

der gleichmiissigen Konvergenz die Konvergenz im Sinne 

lim I I f ~ - f l l = o ,  

wir wollen sagen im S inn  de r  N o r m ,  gesetzt wird. 

Mit Riesz beschiiftigen wir uns mit Trunsformationen B, durch welche jeder 

Funktion f yon ~ eine Funkfion B ( f )  oder B f  aus 3, oder einem Raume (~, 

welcher denselben Bedingungen wie ~ geniigt, zugeordnet ist. Eine solche Trans- 

formation heisst, l i n e a r ,  wenn erst.ens 

B (ca f l  + ca A) = cl B (fl) + c~ B (A) 

fiir alle f l , f~  des Raumes ~ und alle komplexen Zahlen cl, c~ gilt., und zweitens 

ein M > o existierL so dass fiir alle f yon ~ die Beziehung 

[] B( f )  II--< M I l f l l  

besteht, wobei eventuell fiir einen Raum (~ die Norm eines Element.s nicht 

mit der Norm desselben Elements fiir ~ iibereinzus~immen braueht. Der Kern- 
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punkt der Rieszschen Entwieklung liegt nun in der Definition vollstetiger 

Transformationen. W~hrend eine lineare Transformation eine beschr~nkte Folge 

in eine beschrSnkte Folge und eine kompakte Folge in eine kompakte Folge 

iiberfiihrt, wird eine Transformation welche eine beschr~inkte Folge in eine kom- 

pal~e Folge transformiert, als v o l l s t e t i g  definiert. Die Resultate yon Riesz 

beziehen sich auf lineare Transformationen yon der Form 

B (f)  = f - -  A ( f )  = ( E - -  A ) f ,  

wobei A vollstetig ist und E die Einheitstransformation E ( f ) - ~ f  bedeutet? 

Von den Rieszschen Siitzen sind die folgenden fiir da~ weitere hervorzuheben: 

x. Entweder hat die homogene Gleichung 

B f =  ( E - -  A ) f =  o 

eine yon Null verschiedene LSsung, oder die Transformation B hat eine Reziproke. 

2. Die LSsungen der homogenen Gleichungen 

B f = o ;  B" f = o  

bilden lineare MannigfaltigkeRen endlieher Dimensionszahl oder Ordnung. 

Man kann also alle LSsungen als lineare Verbindung einer endlichen Anzahl 

yon ihnen darstellen. 

3. Es giebt eine ganze Zahl m derart, dass a) fiir n > m jede LSsung der 

Gleichung B " f  = o schon die Gleichung B"f----o  befriedigt, dagegen fiir n < m 

die Gleichung B ~ + l f =  o L6sungen besitzt, die nicht LSsungen yon B ~ f  = o sind, 

und b) fiir n > m die Mannigfa l t igke i t /~  ~, welche ensteht indem man alle Funk- 

tionen yon ~ der Transformation B n unterwirft mit der Mannigfaltigkeit B '~ 

iibereinstimmt, w~hrend f i i r n  < m Bn+l~ eehter Theil yon B ~  ist. 

Es seien die Funktionen g~ . . . .  g,,,...g,~,,, ein vollst~ndiges System linear 

unabh~ngiger LSsungen yon B ' f = o .  Dann kann man diese Funktionen so 

Ira Rieszschen  Fal le  is t  der  R aum,  zu we lchem B ( f )  gehSr t  und  welchen  wir  m i t  B 

beze ichnen  werden,  e in  Tei l  yon ~. Im  a l l geme inen  Fal l  k a n n  m a n  eine T r a n s f o r m a t i o n  v o n d e r  F o r m  

B f  = C f - -  A f  

wobei  C eine Reziproke  C--1 bes i t z t  u n d  A vo l l s t e t ig  ist,  au f  die obige Form reduzieren  wenn  m a n  

s t a r t  B die T r a n s f o r m a t i o n  

C ~-l B = E -- C--1 A 

bet rachte t ,  wobei  da~ P r o d u k t  yon zwei T r a n s f o r m a t i o n e n  u n d  die Reziproke wie iiblich def lnier t  s ind.  

4 0 -  27377. Acta mathematica. 51. Imprim6 lo 4 f6vrier 1928. 
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ordnen, dass bei 

nieht yon B J - ~ f =  o sin& 

dann 

w o r a n s  

nehmen. 

4. 
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nj ~ i < nj + ~ die Funktionen g~ LSsungen yon BJ f = o, aber 

Aus dieser Voraussetzung fiber die Funktionen gf folgt 

B g ~ = g ~ - - A g i =  ~,aikgk, 

man welter entnehmen kann, dass die Zahlen hi--hi-1 mit i nicht zu- 

Jede Funktion des Raumes ~ li~sst sich auf eine und nur eine Weise 

als Summe einer LSsung yon B ~ f  -- o und einer Funktion der Mannigfaltigkeit 

B ~ ~ darstellen, d. h. 

n n  l 

f = ~_~e~g,+ fo, 
i=1  

wobei fo zu Bm~ geh5rt. Diese Zerlegung definiert eine lineare Transformation 
$|f/% 

Bo: B o f = f o  und (E--Bo) f=~_jc~gi  , fiir welehe A B o = B o  A ist. 1 
i=1 

Aus dam linearen Charukter yon B o und den Eigenschaften linearer Man- 

nigfaltigkeiten endlleher Ordnung folgt: wenn die Folgefk = ~ m  ck,g, + Bofk der 

Funktion f =  ~_j:r, e~gi + B o f  im Sinne der Norm zustrebt, dann gilt auch 

~ m  II B o f k  - -  Bofll = o u n a  n m  c~, = c , .  

Nine Andeutung, wie man die LSsungen der Lmnsponierten Gleiehung yon 

B f =  o erhalten kann, liegt in der folgenden Bemerkung: Wenn man die Trans- 

formation A o dureh die Gleiehung 

Ao/=Ao (Z? c.g. + Bo/)= 2:"0.,' 

definier~, dann ergibt einerseits Ao~ die lineare Mannigfaltigkeit der LSsungen 

der Gleiehung B f =  o, anderseRs hat  man fiir aUe f 

B A o - - o  oder AAo----Ao und auch A o A o = A  o. 

Man kSnnte also ffir die transponierte Gleichung erwart~n, dass sich eine Tl~ns- 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Wcnn eine Gleichung fiir alle E l e m e n ~  yon ~ besteht,  werden wit i)fters die Funkt ion  f 

nicht  ausdriicklich dazu schreiben. 



f3ber vollstetige lineare Transformationen. 315 

formation Ao finden li~sst welche der Bedingung 

A o B = o  oder X o A = A o  

fiir jedes f des Raumes ~ geniigt. In  der That besteht 

Hilfsatz 1. We~n B f - - o  Lb'sungen besitzt, dann existicv't eine lineare voll- 

stetige Transformation Ao raft den Eigensehaften 

(~) ] o f  =: Ao A f =  A-o ] o f  

Ji'ir alle f des Raumes ~. 

Boweis. Wit  definieren 

A 0 f -  +Ao ( Z  1 cigf ~- Bo,f) = -iii_ , Z ' m  l + i el g~" 

so dass A o f  eine lineare Verbindung yon LSsungen der Gleichung B'~f  := o ist, 

welche nicht LSsungen yon B ' ~ - l f = o  sin& Dann folgt aus den Vorausset- 

zungen fiber die Funktionen g~ und Bof, dass Ao A ~--4o ist, was die Vollstetig- 

keit yon N o zur Folge haL. Dass aueh -4oAo ~ Jlo, ist leicht einzusehen. 

lm allgemeinen wird die Zahl n , , -  ~m-~, d. h. die Ordnung der linearen 

MannigfaltigkeiL -4o ~ kleiner als n~ sein. Wir  beweisen weiter: 

Hilfsatz 2. 14renn ~i o eine lineare vollstetige Transformation mit ~4o~- AoA 

AoAo und die lineare Mannigfaltigkeit ~4 o ~ yon der Ordnung n o < n I ist, dann 

Ao, welche denselbe~ Bedingu~lgen wie A o geniigt u~ld existiert eine Transformation -- ' 

fiir welche die Ordnung der linearen Mannigfaltigkeit Ao' ~ gr6sser als n o ist. 

Bowels. Es sei h~ (i : I, 2 , . . . ,  no) ein System linear unabhiingiger Funk- 

tionen yon -4-o ~- Dann existieren Funktionen des Raumes ~, fiir welche Aod~ = h~., 

so dass auch 

Wir se~zen 
A o  = h, = Z o f ,  = h , .  

_ _  n O  C f : C ( Z T m a ,  g,-k B o f ) - - Z l  a,h~. 

Dann ist C eine vollste~ige Transformation. Auch geniigen die FunkIionen 

g~ fiir i - ~ n  o +  I , . . . n  I der homogenen Gleichung ( E - - A - - C ) f - ~ o .  Aus 

ttilfsatz I folgt die Existenz einer vollstetigen linearen Transformation C o, welche 

den Bedingungen Co (A + C) ~ Co ---- Co Co geniigt. Insbesondere hat  man also 
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fiir i = i ,  2 , . . . ,  n o die Beziehung Co (E -- A -- C) gi ~- o, woraus wegen (E--  A) gi = o 

die Gleichung CoCgi=o  folgt. Aber es gilt Cgi=hi ,  so dass Cohi=o,  und 

daraus ergibt sich fiir jedes f des Raumes q~ Co C f =  o, wie aueh C O A o f = O  ist. 

Die Mannigfaltigkeiten Co~ und Ao~ sind also verschieden, w i r  setzen 

&'=Ao + Co-- Ao Co. 

Dann beweist man leicht an Hand der Eigenschaften yon C O und Ao, dass 

~4o'A=-Ao'Ao '=A o '  ist. Ferner folgt aus der Orthogonalit~t Co-~o o der 
- - #  

Transformationen Ao und Co und der Form yon Ao, dass die Mannigfaltigkeit 

Ao'~ mit der Summe der Mannigfaltigkeiten Ao~ und Co~ iibereinstimmt, so 

dass sie yon hSherer ais no-ter Ordnung ist. 

Aus Hilfsatz I und 2 folgt nun, dabs es eine Transformation Ao gibe, welche 

den Bedingtmgen (I) geniigt und fiir welche die ]~nnigfal t igkei t  ~ yon der 

Ordnung n 1 ist. Wir  beweisen ferner: 

Hilfsats  3. Wenn die lineare Transformation A o den Bedingungen AoB-~o  

oder ~4 o = Ao Ao geniigt, dann gehg,'en zu de; linearen Mannigfaltigkeit Ao ~ h6eh- 

stens n~ linear unabhdngige Funktionen. 

Bowels. Wir  nehmen an; h/ ( i =  I, 2 , . . . , h i )  seien linear unabhangige 

Funktionen yon Ao ~. Dann existieren Funk~ionen f i  aus ~ mit Aofi = h~, welehe 

deshalb linear unabh~ngig sind. Dann definieren wir eine Transformation C 

dureh den Ansatz: 

os-- o (ZT~ e,., + ZT' " : "  

Wir zeigen, dass die Gleichung B -  C = E -  A -  C ~ -o  keine yon der Null- 

funktion verschiedene LSsung hat. Im entgegengesetztem Fall h~tte man 

A o ( E  - -  A - -  O ) f  = Ao O f = -  o, oder 

nl ~ - -  __ ~ I  el h~_~_ o , Ao ( ~  c , f , )= ~ ,  e, Ao f i - -  ", 

woraus wegen der linearen Unabh~ngigkeit der Funktionen hi folgt, dabs e~ ~ o 

oder C f =  o ist. Dann ist auch B f =  o, d. h. f ist lineare verbindtmg der 

Funktionen g/ (i ---- I, 2 , . . . ,  nl). Wenn also 
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dann folgt aus der Beziehung C f  ~- o und der linearen Unabh~ngigkeit der Funk- 

tionen f i ,  dass auch b~ ~ o, d. h. dass f - ~  o. 

Es gibt also zu der Transformation E -  A -  C eine Reziproke. Angenom- 

men nun, die Klasse A0~ enthielte eine yon h i , . . . ,  hnl unabh~ngige Funktion 

hnl+l. Wenn fn,+l der Bedingung -4of~+1~-hnl+l geniigt, dann existiert eine 

Funktion f ,  fiir welche (E ~ A -  C) f~ fn ,+l  ist und also 

Ao (E--  A -- C)f  =: Aofi,,+l -~ h,,+l. 

Nun ist aber Ao ( E -  A) f -~  o und A-o C f  eine lineare Verbindung der Funktio- 

nen h i , . . ,  hn~. Dies gilt deshalb auch yon hn~+l und widerspricht der Annahme 

tiber h,,+l. 

Dass dann Ao eine lineare Mannigfaltigkeit der Ordnung n~ bildet, liegt 

auf der Hand. 

Endlich beweist man noch 

Hilfsatz 4. Wenn ~t o der Bedingung AoB-~  o geniigt und die Mannig- 

faltigkeit Ao~ yon nl-ter Ordnung ist, dann besteht die notwendige and hinreichende 

Bedingung dafiir dass f zu B ~  gehSrt, d. h. dass die Gleichung ( E -  A)g = f  

l&bar ist, in dem Erfiilltsein der Gleichung ] o f =  o. 

Bowels. Die Notwendigkeit der Bedingung ist sogleich ersichtlich. Andrer- 

seRs sei -4of~-o.  Da nun die Transformation 1 ~ -  A -  C, welehe im Beweis 

des Hilsatzes 3 aufgesteilt wurde, eine Reziproke besitzt, so gibt es eine Funk- 

t i o n g  mit ( E - - A - -  C ) g = f .  Dann hat  man auch s  

und darum A o Cg = o. Wie oben gezeigt wurde, folgt aber aus dieser Gleichung, 

dass Cg = o, d. h. (E - -  A)g - ~ f  ist. Deshalb gehSrt f zu B~.  

Wenn man die Transformation Aof  wie am Anfang durch die Identit~t 

erkl~rt, dann kann man die Hilfs~tze I bis 4 in dem folgenden Satze zusammen- 

fassen: 

Satz. Die Existenz eiuer Transformation, wdche den Bedingungen Ao-~ A A o 

AoA o geniigt, zieht die Existenz einer Transformation mit Ao ~ ~ A ~ AoAo naeh 

sieh und umgekehrt. Die Maximalordnung der linearen Mannigfaltigkeiten A o 

und Ao ~ ist diesdbe. Im Falle Ao ~ die maximale Ordnung hat, lautet die Be- 

dingung, dass f zu B ~ gehSrt: A o f =  o. 
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Man kSnnte diesen Satz dahin ausdeuten,  dass beim (Iberga.nge yon ~ zu 

B ~  so viele Funkt ionen  verloren gehen, wie die Gleichung B f ~ - o  gewinnt .  

Zum Schlusse niitzen wir noch kurz die Tatsache aus dass die im t t i l fsa tz  3 

definierte Transformat ion  E -  A -  C eine Reziproke besRzt. Wi r  nehmen an, 

dass A o ~ AoAo-~ ~4-oA, sodass die Funkt ionen J~ mit  hi i ibereinst immen und 

also ii o C t -  C i s t .  Wenn  wir mit  E - - A  - I  die Reziproke yon E - - A - -  C b e -  

zeichnen, kann man schreiben 

( E - - A  -- C)(E-- A - l )  .... E - - ( E - -  A - l )  ( E - -  A - -  C). 

Aus der ersten Gleichung folgt  

(E--  A)(E--  A-')~- E + C(E--  A-1), 

und, wenn man hierauf  -4o anwendet ,  ergibt  sich 

o - - ] o  + AoC(E--  A - t )=  Ao + C(E--  A ~). 
so dass 

(E  --  A) (E  - -  A -1) = E - -  A 0 . 

In  derselben Weise folgt  aus der zweiten Gleichung, indem man auf  die oben 

definierte Transformat ion  A o zuriickgreift  (da ja CA o := C und (E --  A) A 0 = o ist) 

( E -  A -1) ( E -  A) = E --  A0. 

Diese Gleichungen er innern  an die yon W. A. Hurwi tz  I definiergen Pseudo- 

resolventen der Integralgleichungen. Durch  Benutzung  dieser Reziprokenglei- 

chungen kann man leicht beweisen, dass fiir zu B ~  gehSriges g sich die LSsung 

yon B f =  ( E - - A ) f - ~ g  in der Form 

+ 

schreiben l~sst. Es ist klar, dass die Transformat ion  ./1 und darum auch A -~ 

nicht  eindeutig ist. Aus der ersten Reziprokengleichung folger t  man, dass zwei 

Transforma~ionen X o und Ao' bei 

Ao' Ao = Ao' und Ao Ao' - Ao 

das Gleiche leisten. 

1 W. A. ]~URWITZ, On the pseudo-resolvent to the kernel of an integral equation, Trans- 
actions of the American Math. Soc. 13 (1912) S. 4o5--418. 
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