
LE PROBL ME DE LA DI FORMATION DES SURFACES. 
Par 

R. GOSSE 

~t GRENOBLE. 

�9 I n t r o d u c t i o n .  

I. Ce m~moire a pour objet de d~terminer tou~s les surfaces dont on peut 

obtenir explicitement l'6quation quand on se donne leur seul 616ment lin6aire. 

Darboux L a montr6 que le probl~me revient E chercher les solutions explicites 

d'une 6quation de Monge-Ampbre que M r Gau ~ a ramen6e E la forme lin6aire. 

D'apr~s un beau thdor~me de M r Goursat s, pour qu'il existe de pareilles solu- 

tions d@endant d'une fonction arbitraire, il faut et suffit que l'6quation aAmette 

au moins une involution. Le problbme revient donc "~ la recherche des involu- 

tions d'une certaine 6quation lin4aire. 

Dans la premibre partie de ce travail, j'6tablirai que l'existence d'une in- 

volution, pour l'6quation lin6aire du second ordre la plus g6n6rale, n'est possible 

que sous une certaine condition F, n6cessaire mais non suffisante. Dans les 

parties suivantes, je ddmontrerai que, dans le cas particulier de l'dquation de la 

d~formation, la raise en oeuvre de la condition I '  suffit ~ d6terminer toutes les 

surfaces pour lesqueUes le problbme pos~ est susceptible d'une solution. La 

m6thode suivie permet de retrouver, de mettre au point et de compl6ter tous 

les r~sultats ~ obtenus jusqu's ce jour2 

t ])ARBOUX, 'l'h~orie gdndrales des surfaces, T. IH passim et T. IV, p. 322. 
GA~I, Sur l'int~gration de l'dquation de la ddformation des surfaces par la m~thode de 

Darboux (Ann. de l'Ecole Norma]e Sap. (3) XLII, Mars I925). 
s GOURSAT, Legons sur l'intdgration des dquations aux ddrivdes parh'cUes d u z e  ordre (T. II, 

Ch. VHI). 
' Voir DARBOUX, loc. cir., T. IV, p. 327 et GAU (m~moire cit~). 
5 J 'a i  rdsum6 les r6sultat~u dans plusieurs Notes aux C.R. de l'Acad6mie des Sciences (28 Xbre 

25 et 31 Janv. 27). 
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PREMH~RE PARTIE.  

2. Je  garderai, dans l '6tude de l '6quation, 

r + a s + b t + c = o  

les notat ions habituelles3 Ici, les nombres C1, Cs, J~, J~ sont nuls. 

logie, je poserai 

Om 1 Om 1 Ores Ores 
O ~  - -  ml Op O---q - -  ms Op 

e I ~ C 2 
~ 2 - -  ~9~1 INS-- ~/1 

Par  ana- 

on a 6videmment 

Je  poserai 

Om I Om~ Om~ Ore. 
Jt = Oq m~ Op j~ = O--q- m~ Op 

m~ - -  m 1 m 2 - -  ~n 1 

cl =Jl + Om~ tom2 
Op c ~ = j s -  i)p 

Ou Ou 
F, ( . )  = oq - m, op  

(.) V t(u) = d x  + ms - -  c ~ p "  

Si u est une fonction off routes les ddriv6es d'ordre sup6rieur an premier sont con- 

sid6r~es comme des constantes, on a, sur une caractdristique I I ,  

{~" - -  Gl('U ) .-{- (8 -}- m.2t ) -~1('~,) 
dx 

Un calcul facile donne d'ailleurs 

[dms~ - - ( s+  tin1)Ore. A = -- \ r -dy -y !  - -b~-- js t (m,--m,)  

B__ 
dy I 

Oe Oe 
Gl(ml) + ms Op Oq 

m ~  - -  r ~  a 

+ 
H I  

t Voir GOSSF, Journal de Math. pures et appliqudes, IV, [925. Cepend~nt, d'accord avee 
Mr Gau, j 'appellerai  fonction canonCque ce qu'il  appelai t  fonction principale et que je ddnommais 

facteur canonique. 
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Je eontinuerai ~ poser 

O~=pl,~-l+mlPO, n O=s+ml t .  

I1 nous arrivera souvent de reneontrer des identit~s de la forme 

6~(u)= Ut+  v 

u, U, V dtant des fonetions de x, y, z, p, q, 0. 

nent au syst~me 

( s )  

On volt ais6ment qu'elles revien- 

e i,.+ o p / + H '  - v 
~o - -~ l  I 

G,(,,) + b-o & ' - - O H ~ -  
OU 

m~--m I 

les quantit6s //1 et Hs 6tant-d6finies par les 6galit6s 

Oc de  Oc Oc 
~dm[~ G1(~1) "~-/101 ) 0q ( d y 2 )  G1 (/1) "~ ~n2 ~p 0q 

Ht  = k dy  ] ~ m~--m, H~ = + m~.--nh 

3. Pour faire imm6diatement une application de ees notations, cherchons 

la condition ndcessaire et suffisante pour qu'il existe une involution du second ordre. 

Une fonction u du second ordre est un invariant, pour le syst~me I I  de 

ear~ct6ristiques, si elle v6rifie la condition 

~U �9 
~ = G~(u) + (p~, + m,po,) ~'~(~)= o 

u est done une fonction de x, y, z, p, q, O qui v~rifie l'identitd 

G~(u)  = o .  

I1 y aura donc une involution pour le syst~me I I  de earae~ristiques s la condi- 

tion n6cessaire et suffisante qu'il existe une fonction 

u=O + qD(x, y, z, p, q) 

qui vdrifie le sysf~me (S) quand on y remplace U et V par zdro et O par --q~. 

II faut  par suite et il suffit qu'il existe une solution pour le systbme 
41--27377. Ac/a mathemat/ca. 51. Imprim~ le 4 f6vrier 1928. 
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j dml~ 

GI(~) + c~(p~ + ~ H~ ------- ( d ~ )  �9 

Un calcul facile mont re  qu 'on  peut  me t t r e  ces deux ~quations sous la forme 

condens~e suivante:  

~x (s + m.~ t + qD)=(2 '.4 + B)(s + m~ t + qD)--ca(s + m, t + q~)o. 

En ra i sonnan t  comme l ' a  fair  M ~ Gau  ~ dans sa Th&e,  on en conclut  que, pour  

les 6quations off c a n ' e s t  pa~ nul, si l 'on  connal t  3 involut ions du second ordre,  

on peu t  f o r m e r  un invar ian t  du 2 ~ ordre,  fonct ion  homograph ique  de s+m~t;  

r6ciproquement ,  s ' i l  n 'exist~ qu 'un  invar ian t  du second ordre, il est fonct ion 

homograph ique  de s + m~ t. 

4. J e  reprendra i  aussi les no ta t ions :  

p:,t3= A a  + B~ ]~,,1 -~ t~,,I + M,,-1 

�9 a et  fi & a n t  des constantes  et  n u n  ent ier  posi~if. Si on pose, avec M r Gau  

dn.f 
d y" ---- a1~1. ~ + 1 + bpo, ,~+ a + M,,pl , ,  § N ,  p0, ,,+ 1 + I ,  po, ~ + H,,pl, ~-1 + K,, 

comme on en a le droi t  quand  n d~passe 5, K,, & a n t  une fonct ion d 'o rdre  au 

plus ~gal b~ n - - I ,  on a 

da O.f + d b o.f  

H, n (n - - I )d~a  d O f  n (n - - I )d2b  + d O f  O f  

Une v&ificat ion directe mont re  que ces formules  res ten t  valables quand ~ vau t  

4 o u  5. 

i GAU, Th~es, (Gauthier-Villars, I91 I), p. I2. 
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On en conelu~ 

323 

+ H,. 

Je  rappelle enfin la nota t ion  

~x 
- -  - -  I ~ ,  1 ~,,, 1 + m~ H . - 1 - -  I n - 1  

~ l  2 - - m  1 

pour  remarquer  seulemen~ que a,, : es~ d u  3 ~ ordre pour  les 6quations lin6aires. 

5. La  th6orie des fonetions eanoniques s'6~end na~urellement au eas des 

6qua~ions lin6aires. Nous dirons encore que l '6quation propos6e admet  une fonc- 

~ion canonique,  d ' indices a et. fl et  d 'ordre n, s'il existe une fonct ion u d 'ordre  

n teUe que, le long d 'une carac~6ris~ique I I ,  par  ex., l 'on air: 

~U 
d x -  u (Aa+ B f l ) - u ~ , O .  

En par~iculier, s'il existe une involut ion d 'ordre  n > 2, on aura  

~p est une fonet ion eanonique lin6aire d 'ordre  n, d ' indiees n e t  I. On voit, 

eomm~' duns le cas gdndral, qu'il  revient  au mgme d 'aff i rmer l'exis~ence d 'une 

involut ion ou eelle d 'une solution pour  le sy s~m e  (~) 

~'~-, (9)=k,. , G,,_, (r  J ._ ,  + r  

Th~or~me I. S'il existe une fonction canonique u d'ordre h > 2, sans qu'il 

y ait ni involution d'ordre h, ni invariant d'ordre inf6rieur ~ h, il existe une autre 

fonetion eano~ique /~, d'indiees h et I e t  d'ordre inf~rieur h h, telle que 

6t~n~ une fonct ion d 'ordre  inf6rieur ~ h. 
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La relation 

~U 
(~) ~% + uv~,a = o 

donne, en effet, si u est d'ordre h > 2, 

(2) F a ( u ) : o  Gh(u) + ul~,,, ~-~o. 

On en conclut que u est une fonction v d'ordre h qui  ne contient les d~riv~es 

d'ordre h que par le groupement Oh et qui vdrifie le systSme 

i)v 
Fh -~ (v) =Zh, 100h 

(3) 
Ov 

e~_~ (v) + O~,, (0~h, l -  Jh-,) + v~~ ~ = o ,  

les trois groupes de relations (:), (2), (3) grant d'aiUeurs exactement Gquivalents. 

Si le syst~me (3) admettait deux solutions, 1.eur quotient serait, d'apr~s (1), 

un invariant d'ordre --< h, ce qui est contraire aux hypotheses. S'il n'en admet 

qu'une, eUe v~rifie Gvidemment une Gquation de la forme 

0v. 
00h (P0h+ Q)=vR 

comme le montre la formation du syst~me complet que fournit (3). I1 n'y a 

donc pour v que deux formes possibles 

(I ~ v = u =  g (oh + ~)~' 

et la relation (I) montre alors que 0h+$~-o est en involution avec la propos6e, 

ce qui est contraire s l'hypoth6se. 

(2 ~ v = u = ~  (~ +~) I~ ~ o. 

En pol4ant eerie valeur de v dans le syst~me (3) et ~galant s zdro les coefficients 

de Oh, on obtient 

1~'h--I (/~) = O  Ga- I  (~u) T/z~u.~ ,1 = o  
c.-s 

- ~  + ##h,1 = o 
~x 

et le th6or~me est d~m0ntr~. 
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Th6or6me II. Si une dquation lin3a&e admet une fonetion canonique d'ordre 

inf6rieur ?, 2 et de premier indiee non nul, l'expression % eat nulle; si la fonction 

eat d'ordre 2 et qu'il n'existe aueun invariai~t d'ordre <-- 2, ou bien % eat nul, ou 

bien il y a une ou deus; involutions d'ordre 2. 

Si u eat d'ordre inf6Heur "s 2, la condition 

~U 

donne, en annulant les coefficients des ddriv6es du 2 ~ ordre, 

Oml~ Om~ 
G(~u)+~ , -  o p / - . ~ p - = o  

d'ofi 

.F~(9,u) + fl j~ - -  Op / - -  aj~ --  o 

a % = o .  C . q . f . d .  

Si u eat du second ordre, on volt comme plus haut qu'il ne d4pend des d6riv6es 

du second ordre que par le groupement 0 et qu'il vdrifie le syst~me 

(4) 
/ ( q+ ] F l ( u ) - - ~ [ O  j~ + Op / + u Om,] aj~ = o  

/ o.1 Gl(u) + -00 %0'--OH~ - -  ~l + u(aOco.+ l~ ",t~) = o 

#'~,: d6signant ce qui reste de /~,a quand on y a supprim6 les termes de l'ordre 

le plus 61ev6. 

Si le syst~me (4) admettait deux solutions, leur quotient serait un invariant 

d'ordre ~ 2, ce qui est contraire s l'hypoth6se. S'il n'en admet qu'une, le m4me 

raisonnement que plus haut montre qu'elle est solution de l'6quation 

o ~ u P (o) 
i 

O0 l0 s + 110 + l~ 

P(O) &ant un polynSme en 0 dont lea coefficients, ainsi que l, 11, I z sont au plus 

du premier ordre. Si on d6signe par Q(O) un polyn6me analogue s P(O), on en 

conclut que u ne peut avoir que l'une des formes 
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u = h(O + Z,) ~, (0 + Zs)~,e Q(~ 

~7' +Q(o) 
u h ( O +  Zj)~,e ~ 

u = h(O +/q)e Q(~ 

~ = Q(o) .  

P our  les 3 premi6res formes, il est clair qu'il  y a une ou deux involutions d 'ordre  2. 

Si ~ u  est un  polynSme de degrd n, en annulan t  le terme de degrd n +  i dans 

la seconde dquation du syst~me 4, on voit  que cj doit  &re  nul, ce qui ddmontre  

le thdor6me. 

17 est important de remarquer que le thdor~me ne cesse pas d'etre exact, s'il 

existe une ou plu~eurs involutions d'ordre ~ I, ~ condition qu'il n'existe aueun in- 

variant de ees ordres. 

Thdor~me I I I .  

la relation 

S'i l  existe une fonction u d'ordre au plus 6gal ~ 2 v~+iftant 

du  
~x + u#2"x+Kc2 o 

K dtant une constante non nulle, et s'il n'existe aueun invariant d'ordre ~--2, ou 

bien il y a une ou deux involutions d'ordre 2, ou bien c~--o. 

On peut  prendre  K----I et on a alors 

x ( . ) -  G,(.) + ~ 

en vertu de l'ideuti~d 

de de 
, = _ [ d m • ]  g ' ( m l ) + n h O p  Oq _ H , .  

# 2. 1 ~ d y  ] - -  - -  m s- -m  1 

Si u est d 'ordre  infdrieur h. 2, ~-~ est nul;  il en est de m6me de ues; si u es~ 

nul, la condit ion donnde montre  qu'i l  en est de m6me de c~; donc c~ est toujours  

nul  dans ce cas. 
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Ou 
Si ~-~ n'est pas nul, en d6signant par des accents les d6riv6es par rappor~ 

h. O, on a 

On en tire 

L Oml~ 
t ' ( . ' )=  2 ,;  u ,  + ! \ 

X(u' )=-  2 . '(20c,-H~)-2 c~.. 

j 

x ( r  ~i 2 (2 ' = - 0c~--H, ) (u  - - , ,  ). 

Si u ' - - u  ~ n'est pas nul, ces relations expriment que 

~(u' -u  ~) 

~x 
P 2 + 2 (u - u  )~ ,~  = o  

e t n o s  conclusions r6sultent alons du th6or~me II.  

Si u ' - - u  ~ est nul, e'est que 

I 

u =  O+~t 

et 
~) 

- -  (0+) . ) (2  A + B)--c~(Oq-  ).)~ 
~ x  

ce qui exprime que l'6quation admet une involution du second ordre. C . q . f . d .  

I1 est clair d'ailleurs que, si c2 n'est pas nul, la relation 6tudi6e entralne 

obligatoirement l'existence d'une involution du second ordre. 

7- Nous sommes maintenant en mesure d'ob~e~tir une import~nte condi- 

tion n6cessaire pour qu'il exis~e une involution d'ordre n > 4. 

Supposons qu'il existe une solution pour le syst~me 

qui exprime que, sur une earac~ristique I I  

.dx 

9 6hint une fonetion d'ordre ~- - I  au plus. 
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La  premiere ~quation de (5) donne 

~0 :~00, . - -1ZB,  X "~ U ( X ,  y ,  Z, �9 �9 . po,  n- -2 ,  On--l) 

et u est une solution du syst~me 

(6) 
// ~ . _ ~ ( u )  - 0 u  

00~-1 I o .  
G._ , ( . )  + bo-~_~ 

_ _  - -  ~ _ _ 1 ,  1 - -  O'n, 1 --[- / " I n _ _  1 

( 0 n - - l ~ - - l ,  1 - -  J n - 2 )  = U ~ , l  7!- 0n-lO'n, 1 -]- K n - 1  -~- ~fl. 

Si n e s t  supdrieur s 4, la fonct ion a dtan~ d 'ordre  au plus dgal s 3, on a, en 

ddrivant par  rappor~ s 8~-1 et ddsignant  les ddrivations par  des accents 

(7) 

i~ p 0 uv 
t ,,_~ (u) = bo,,_~ ~ - 1 , ,  

Ou r 
G n - 2 ( ~ ' )  *~- ~ 0 n _ - l ( 0 n - 1 / z ~ n - 1 , 1 - - J n - 2 )  = Au '  + an.x + ~p' 

(8) 

OU vt 

/4n--2(Ut') - -  /~0n--1 Zn--1' 1 

0U  tt (;"-~("") + b ~ Z  (0.__ i p~-l, 1 - -  J,.-2) + u"# . -2 ,1  = ~O". 

Dans le cas off il exis~e une involut ion d 'ordre n,  le syst~me (5), off ~p est 

nul, a une solution. Les syst~mes (7) et (8) s 'dcrivent alors 

(O) ~U'__ A u '  -~ (~n 1 
~X 

1~ U P  p .,'v 
(Io) ~x + u  ~ - ~ , 1 = o .  

lqous allons discuter ces conditions en supposant  I ~ qu'i l  n 'y  a aucune involu- 

t ion d 'ordre  compris entre  n e t  2 (extrdmit~s exclues: il y a une involut ion 

d 'ordre  n et il peut  y avoir une involut ion d 'ordre  2), 2 ~ qu'il  n 'y  a aucun in- 

variant d 'ordre  infdrieur s 2 (il peut  y avoir des involutions de ces ordres). 

Soit n' l 'ordre effectif  de u'. On a n'<--n--I. S i n '  es~ ---4, il existe une 

fonct ion H ,  d 'ordre  ~ 4, v~rifiant la relat ion 
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(F) t~H- -AH+a, , ,~  (n > 4 ) .  
dx 

Nous  allons d6montrer  que, sous nos hypotheses,  il en est toujours  ainsi. 

S i n '  est > 4, le calcul du th6or~me I, appliqu6 ~ la relat ion (9) donne, si 

on pose 

u ' =  v (x, y, e, . . .  ~ , , , ) ,  

Fn'--I(V) ~- J.n',l Gn'-l(V) + --~n,(tSn, l.In,x--Jn,-1)= Av  + 

Comme an,~ est d 'ordre au plus 6gal g 3, on en d6duit, 

d ( O v )  Ov 

qui se rdduit  ~. (IO) si n ' = n - - r .  
Ov 

Si ~ est d 'ordre n ,  le th6or~me I, qui est applicable sous nos hypotheses,  

plus larges que eeLles qu'il exige, montre  que 

Ou 
_ _  ~ e ~ ( O n , + 2 ) .  
O0,,, 

ro 6rant une fonction canonique d 'ordre inf6rieur ~ n', v6rifiant la relation 

On en d6duit  que 

t~ro 
dx + ro~,~,1-~-o. 

~ v  I 
u' = v = OO,,; ~ + vl 

v 1 6taut  au plus d 'ordre n'--1.  
En por~ant cette valeur duns (9) et eu 6gard ~ la relat ion que v6rifie lu, 

on trouve 

~v---1-~-Ayj + an, 1. 
~x 

- p 

I1 existe donc, duns ce cas, une fonction v~, d 'ordre inf6rieur "s n ,  qui v6rifie 

la relation (9). 

Ov 
Si ~ est d 'ordre infgrieur "~ n ,  en designant  par  r0 sa valeur, on a 

42 - -  27377. Aefa mat&~tmtiea. 51. Imprim6 l e  4 f6vrier 1928. 
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v = 10 (0r, + ~) 

Jm 
{~X + 10~1t ' - -1 ,  1 O 

d'ofi, en pol4ant dans (9), 

( i2)  ~(o./++ r = (o,,, + qD ) t , . , ,  , + ~ "  ' 
~x 10 

La  fonction canonique 10 est d'ordre p < n'. Si p =  n ' - - I ,  comme n ' - - I  est > 3, 

le th6or~me I montre qu'il  y a une fonction canonique 10~ d'ordre <n'--I, 
telle que 

J10t 
{~X "3L 101~gn'--l ' l  = O. 

m 
--  serait alors un invariant  d'ordre n ' ~ I  > 3, ee qui est eontraire ~ l 'hypoth~se. 
to1 

Done 10 est d 'ordre inf6rieur r n ' - - I  et on peut appliquer b, la relation (12) le 

ealeul g6n6ral fair au d6but du paragraphe sur la relation (5), puisque n' est 

sup6rieur ~ 4. On a iei 

~)  - -  10 O 0 , t t _ _ l  = 0 0 2 , _ _ 1  - -  0 

il existe done une fonction u' l ,  d 'ordre k < n', qui v6rifie la relation 

(i3) ~u'a __Au,l+an,,t. (n' > 4) 
~x 

Si k--<4, (I3) se eonfond avee (F); si k > 4 ,  on peut reeommeneer sur (13) les 

raisonnements fairs sur (9); ils nous am~neront toujours soit ~ 1~ relation (IJ, 

soit ~ des relations de la forme (9), off u' sera remplae6 par des fonetions Vl, 

u ' l ,  d 'ordres d6eroissants. I1 arrivera un moment  off l 'ordre d 'une de ees fone- 

tions sera --< 4 et on retombera alors sur (r). C . q . f . d .  

. 

s ~ m e  

off 

Nous avons suppos6 n > 4 .  

F.(9) = Z,,1 

Si n = 4 ,  il y a une solution pour le sy- 

G s ( ~ ) =  ~ , , ,  + Js 
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J'~=3P:'(m2--ml)~cl + 3OaP~ j '  +'is+2OmJ~op ] + 3030~,20a--~ 

+ L~(Os--m~po3) + L~poa + Ls, 

L1, L~, L a 6tan~ des fonc~ions du second ordre faciles ~ calculer. Un calcul 

analogue s celui du cas gdn6ral donne 

9 =po, 3~4,, + u(x, y, ~, p, q, s, t, 08) 

ut'aOu ul~,l__3c~O ~ [ . . . .  ) ~ ( O ~ m . , - - 4 ) =  +0~_ 6~(l ' ' ] ) - t* ' '~i ' ' ' -L~+ L~'h + l~ G~(u) + 
\ ms--m~ 

lj e~ l~ 6~ant d'ordre _< 2. 

I1 semble ici que la condition (/') soit en d6faut, a,.i n'ayant 6t6 d6fini que 

pour n > 4. Mais il es~ clair que ft,,1 es~ une fonc~ion de n qui a une valeur 

d6termin6e pour n = 4 .  Si on d6signe cette valeur par le symbole a~,~, on voit, 

tous calculs fairs, qu'en d~rivant le sys~me pr6c6dent 

ob~ient la condition 

OOs 
- -  6rant d'ordre _~ 3- 

par rapport ?~ 08, on 

On aboutit ainsi ~ l 'importante conclusion suivante: 

Pour une dquation lindaire qui n'admet ni invariant d'ordre infdrieur & 2, 
ni involution d'ardre compris entre n et 2 (extrdmitds exclues), l'existence d'une 
involution d'ordre n supdrieur ou dgal & 4, entra~ne celle d'une fonction H, d'ordre 
i~fdrieur ou dgal h 4, vdrifiant la condition 

(F) ~ H__ = A H  + a,,,,1 (m entier -->4). 
~x 

Remarque. Les m~mes raisonnements conduisent 1, pour l'6quation 

(E)  r + f (x ,  y, z, p, q, s, t) = o 

au th6or~me suivan~: 

Voir Gosse, loc. cit., fin. 
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Si l'dquation (E)n 'admet  ni invariants d'ordre inf~rieur ~ 3, ni involutions 

d'ordre compris entre n e t  3 (extr~mi$~s exclues), l'existence d'une involution 

d'ordre n sup4rieur ou dgal ~ 4, entralne celle d'une fonction H ,  d'ordre in- 

fdrieur ou ~gal ~ 5, v~rifiant la condition 

d H  
d--~ = A H + am, ~. (m entier ~ 5) 

9. Nous allons montrer que la condition (F) entraine, pour les dquations 

lin~aires qui n'admer aucun invariant d'ordre --< 2, soit l'exis~ence d'une in- 

volution d'ordre deux, soit la condition c z = o .  

Supposons d'abord que H soit d'ordre au �9 ~gal s 3. En posant 

M = (,n-- I ) ( m - 2 )  
2 

on trouve fa~ilement, en g~ndralisant tree uot~tion d4j~ employ6e (n ~ 6) 

a.,,1 = am,, + 02 [ ~ op ]J + (m~--ml)pos Mj~ + (m--I) Oml]--~-pj 

a'~,~ ~t~nt d'ordre < 3; et on a l e  sysf~me 

OH Om 1 
F,(H) = -~8~3,, + Mj~ + (m--l)  dp 

OH,  0 j ~  , G~(H) + "~8 t $~$3,1-- 2I= AH"~-{Tm,1 m ( m -  I) c~ O~ 
2 

qui donne, en d~rivant par rappor~ h. 0~, 

(OH l OH 
,~z ~o081 + b-O~ m'~ + z 

--r 

OH O~H 
Si _ _  ~ ,  est d'ordre 3, -O-~- est une fonction canonique d'ordre g 3 et d'indices 

5 et 2; le th~or~me I nous assure alors de l'exis~ence d'une fonction canonique 

�9 OH 
d'ordre ~< 2 e t n o s  conclusions r~sultent du th~or~me I I ;  si ~ es~ d'ordre ~ 2, 

elles rdsulten$ du th~orbme III .  
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Si H est d 'ordre  4, l ' involu~ion dont  l 'exis~ence ent ra lne  la condit ion (F) est 

d 'ordre  n > 4 (n ~ 8). La  relat ion 

donne alors 

6 H  
--  A H  + a,~,~ 

~x 

+ - - ~  ~ = o  ~ o ;  
00~ ' 

OH 
le th~or~me I nous mont re  que, si ~ est d 'ordre  4 ou 3, comme il n 'y  a au- 

curie involut ion de ces ordres, il y a un fac teur  canonique d 'ordre  --< 2. l l  y a 

donc toujours  un fac teur  canonique d 'ordre  --< 2 et  nos conclusions rdsul~en~ du 

th~or~me I I .  

Io. La  condit ion (F) peut  se simplifier dans un cas f rdquent  dans la pra- 

tique. On a en effet, en tenant  compte des vadeurs de H~ et  de In (n ~ 4), 

' -  I " -  I'-&-;." l _ ia _ < . _  ,) (A + , ) ] -  
~ . , 1=  ~ ~-_m~ J ~_-~.~ -j 

.of. 
Oz 

en posant  

.~  - -  ( ~ - -  I ) ( "  - -  2 )  

2 

I tdm. l  d~ft. 1 Of  OJ)[dm~ din2 O.f Of] 

La  condit ion (F) s'~crit a2ors, en modifiant  H d 'une expression d 'ordre  --< 3, 

-dx- = A H ~ - -  [ A N - - ( n - - I ) ( A  + B)] 
O f  I 

- ~ -  o ~  m,-m---~," 

Supposons main tenan t  qu'i l  existe une seule fonct ion canonique u d 'ordre  ~ 2 

telle que 
~ u  
t i T  = a A + B 3. t~ ~ o 

d B  
On peut,  en d6rivant  par  rappor t  s y, t i rer  ~ de la re la t ion 

u y  
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d f 2 u = A d ~ u _ ~ ( A a 4 .  B~) 
r dy dy 

et 6crire f inalement (/') sous la forme 

d A  Of  I ~----H-~ AH-i-  K - - - a  
d x -dy 0 z m s -  m 1 

K 6rant une constante  facile ~ calculer. 

S'il  existe 2 fonct ions canoniques d 'ordre  ~ 2, il en existe une  infinit~ et  

il en est une dont  les indices sont n - -  I - - N e t  n - -  I : La  relat ion (I') peut  alors 

s'6crire, par  un calcul analogue s celui que nous venons de faire, 

i o f  ~ H =  A H - - a  - - .  
~x m~--mlOz 

Dans les deux cas, H reste une fonct ion d 'ordre  au plus 6gal ~ 4. S i c e t  ordre 

est effect ivement 6gal s 4, il r6sulte du n ~ pr~c6dent  qu'i l  existe cer ta inement  

une fonct ion canonique d 'ordre  --< 2 et  d' indices entiers. 

I I. L 'ensemble des r6sultats que nous venons d 'obtenir  nous amine  s la 

m6thode suivante pour  l%tude d 'une 6quation lin6aire. 

I1 f audra  d 'abord  faire une 6rude directe de l '6quation pour  savoir quand 

elle peut  admet t re  un  invar iant  d 'ordre  <--2. Cette circonstance exclue, nous 

dist inguerons 2 cas. 

P r e m i e r  cas:  c~r~o. II ne peut  y avoir d ' involut ion d 'ordre  > 3  que s'il 

y en a une d 'ordre 2. I1 suffira donc d%tudier d i rec tement  la possibilit~ d'exi- 

stence d 'une involut ion d 'ordre  --< 3. On n ' aura  s 6tudier F que lorsque l%qua- 

t ion  admet  une involut ion d 'ordre  2. Le probl~me de Darboux  ne se pose donc 

que pour  n----o, I, 2, 3 et les syst~mes s discuter  dans ce cas sont re la t ivement  

simples. P o u r  n quelconque, on n 'a  'i 6tudier l%quation que dans [e cas o5 il 

existe une involut ion d 'ordre  2 et il faut ,  avant  d%tudier le sys~me  g6n6ral, 

t en i r  compte d e s c o n d i t i o n s  que suppose r6alis6es cette involut ion et de celles 

qu 'y  ajoute la discussion du syst~me simple issu de la condit ion (F). Le pro- 

blame ainsi pos6 devient  manifes t~ment  abordable. 

Second  cas:  c2-~o. Les involutions d 'ordre  ~ 3 devront  ~tre 6tudi6es di- 

rec tement  comme dans le premier  cas. Mais, ici, la condit ion (F), qui doit  ~tre 

v6rifi6e quand il existe une involut ion d 'ordre  n > 3, n 'en t ra lne  plus l 'existence 
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d'une involution d'ordre 2. Les e6nditions qu'une pureille involution imposerait 

sont remplac~es par la seule 4quation c~=o .  I1 faut done &udier le sysf~me 

issu de la condition (1") sous la seule hypoth&se que e~ eat nul. 

La m&hode eonduira s distinguer ainsi des ~quations s forme de plus en 

plus eonditionnde; au point de rue thdorique, il peut toujours arriver qu'elle soit 

impuissante ~ d&ider si, pour les formes eanoniques auxquelles elle ram~ne, il 

existe ou non une involution d'ordre quelconque; quand il en seraainsi, 1'analyse 

qui nous a fourni la condition (F) permet d'en trouver d'autres d'ordre supdrieur. 

Je  ne les donne pus ici, puree qu'elles me semblent d'un emploi mulais4 duns le 

eas g 6 n & a l .  Mais les suites de raisonnements et de ealculs que j'ui exposds pa- 

raissent suffire ~ donner des r~sultats d6finitifs d~s qu'on leur soumet une 6qua- 

tion, non pas donn~e ~ priori, maim dont la solution int&esse lea sciences d'ap- 

plieation. Ainsi, elles n'ous ont permis de r6soudre entibrement le probl~me de 

l'int6gration de l'dquation des surfaces W, des 6quutions lln6aires off manque le 

terme en s, de eelles off manque le terme en t et auxquelles se rambnent routes 

les dquations de Monge-Amp~re qui admettent une inf~grale interm4diaire d'ordre 

--< I. La suite de ee M6moire va montrer que notre re&bode permet de mener 

bonne fin, d'une fa~on naturelle et eompl&e, lu discussion de l'6quation de la 

ddformation, que rant de beaux travuux n'avaient pas r~ussi ~ terminer. 

I 2 .  

lin6aire 

SECONDE PARTIE.  

]~tude de l'6quation de la d6formation des surfaces. 

Notations. La ddtermination des surfaces qui admettent l'd16ment 

ds ~ = d X  ~ + F~(X, Y) d Y~ 

d6pend de l'int6gration de l'6quafion 

o~ 

+/ - 'F" ( I  --P") -- F / " '  + IVY)= o 

1"- -  OF /_,,,_~ 0~ff 
OX OX ~ 
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~[~ Gau (M6moire citd, p. 115) a montr6 que "la Cransforma~ion d'Amp~re permet 

de l'6crire 

(E') r + a s + b t + e = o  

1" p~ p O F  y F l "  
a ~ - - - 2 p j . - -  b = r / " ' ( y 2 - - I ) +  ~ ( F F " + / ~ )  o =  F O x  

/1 ~tant une fonetion de x et de q dont I r et /~' son~ les d~riv~es premiere e~ 

seconde par rapport s q. 

On a ici, en posant 

e ~ = 111-" I - -  y~--  p , 

1-" 1-" 
m l : - - P  ~: + e m ~ : - - p  F - - e  m ~ : - - m l :  - -  2e 

I 0 
_ _  _ __ L F s / " ' .  c~ ~- c~ = 40q 

On pent supposer /~' diffdrent de z~ro, en laissant de e6t8 le eas eonnu off 

l'~l~ment donn~ seruit celui d'une surface ddveloppable. 

I3. - -  Involutions d'ordre --< I. •ous allons d'abord chercher quand il peut 

exister une fonetion qD(x, y, z ,p ,  q) telle que la condition 

$ ~ - - o  
Ox 

soit une consequence de la relation q~=o. En explici~nt cette condition, on 

est conduit au syst~me 

O qD O qD 

Si ~ ne d6pend pas de p et qu'il d6pende de q, on pent prendre 

qD : q + ~p (x, y, z) 

et le syst~me (s) est impossible. Si ~ ne d~pend ni de p ni de q, la seconde 

~quation de (s) constitue une identit~ en p qui n'est possible que si 
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la fonction /~ devant v6rifier la condition 

F F "  + F '~ ---- o. 

On en tire 

r '  = q x ,  (x) + 

337 

( I )  ds~=da ~ + 2[a + go~8)] d/~ ~. 

Cherehons d'abord s quelle condition l'614ment 

(2) ds ~-~ dq ~ + l~(x,  q)dx 2 

peut 4~re ramen6 s la forme (I). I 1  fau~ et il suffit qu'il existe deux fonctions 

a(x, q) et ~(x, q) telles que 

(3) iOql + = 1 

OaOa g, OflOfl 
(4) O--qO-x + OqOx -- o 

(oo l' a,[o i' 

en posant 

(6) g~ = 2 (a + ~ (fl)). 

CetCe derni~re condition est exaetement 4quivalen~e 

(6)' g ~oqOx OxOql-~-q-O-x OxOq" 

En remarquant que la conservation de la courbure totnle donne la relation 

F"  I 
I" g4 

43--27377. Aeta mathema$ica. 51. Imprim6 le 6 fSvrier 1928. 

L'41gment lin6aire prend alors une forme remarquable, que nous appellerons la 

forme de Weingart~n. 

Nous allons d6montrer que, dans t o u s l e s  cas, l'$quation de la d~for~ation 

ne peut admettre d'involution d'ordre <--I que si l'61~ment lin6aire donn6 peut ~tre 

ramen6 ?~ la forme de Weingarten: 
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et posant 

Oa _ O~ Oa g~O# (}fl F i)~ I 
- -  -- cosu --  s inu O-q = i t  Ox Ox it Oq Ox g Oq g 

�9 ^ �9 

un calcul imm6diat montre que (3), (4), (5) ef (6) ont une solution en meme temps 

que le syst~.me 

Ou sin u (z) oxaU= r ,  _ r c o s . .  = _ 

qui s'4crit, en posant 

Q ~ - ~ - i ~ t g -  u,  
2 2 

OQ V F "  
(s) ~q = r-  

.oq 
~ 0 x  =: F' sin Q- V['F" cos Q. 

Nous allons maintenant dgmontrer que le syst~me 

(S') ~q) ( 0 0  ) ~x - - o  (l)(x,y,z,p,q)-~o ~Zp ~ o  

n'admet de solution que lorsque (S) en a~lme~ une. 

0q) 
# o .  On peut r6soudre 4 ) ~ o  par rapport s z et Supposons d'abord 

(S') s'gcrR 

Les deux derni~res 6quations ne d6pendent pas de z. 

solution ~, elles admettent routes les solutions ~ + const. 

une infini~6 de solutions 

O(x, y, z+k,p,  q)-~o. 

Nous ~crirons cette 6qua~ion sous la forme 

:p ~ oJ(x, y, z + k, q)~-o 

et (S') deviendra 

Si elles adme~tent une 

I1 y a alors pour (S') 
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p + to-----o 
Oq ---  m l  Oto Oto 8w (p+m~q)_e=o. + + 

339 

Soient to, et to~ deux 

constance k; on a 

valeurs de to eorrespondant  g 2 valeurs k, et k s de la 

~(to,-to,) 
dx - -  o; 

eomme il ne peu$ exister  de solution de (S') qui ne d~pende pros de p que si (S) 

g une solution, il ne  nous reste g examiner  que le cas off w ( x , y , z + k ~ , q ) - -  

t o (x , y , z+k~ ,  q) se r~duit ~ une constant~ quels que soient k, et ks, c. s d. le 

eas off 

to = K z  + tol(x, y, q). 

On doit  alors avoir 

Owl(x, y, q) _ ml(x, y, - -  % --  Kz ,  q) 
~)q 

63m 1 
ee qui es~ impossible, ~ n 'd tant  ja.mais nul. 

Nous pouvons done nous borner  g ~tudier le syst~me (S') dans le eas off 

(S') s'dcrir alors 

=-p + ~(x, y, q). 

p + ~p(x, y, q) : o 

O~ F'  V F F "  

T -  .... --y' - o +vrr' ~ O .  

Si on pose a2ors 

~J = F W I---y 2 sin w, 

cos to se met  en fac teur  dans les deux ~quations; on en eonelut  que (E') admet  

toujours  l ' i n~gra l e  interm4diaire que Darboux I appetle J z =  I e t  qui s'gcri~ iei 

t DARBOUX, T M o r i e  g~n&ale des surfaces, T. I I I ,  p. 255. 
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I1 reste le syst~me 

+~(r' 

OoJ ~ I"' 

sin to -- V- ~ cos oJ) l/" I --yZ + V- -Y-~-~I- (F' cos 0) + i ~ "  sin co) ~O. 

Nous poserons 

V F "  I = r cos 9 -~ r sin 9 (r # o) 
0 Q 

v = cos t r - o q  V T F  ~ 

Q, r et ~ 6rant des fonctions de x et q seulement, dont la premiere n'est d6finie 

qu's une fonction additive de x pr~s. On a alors 

OQ 
(7) Ox 

., = q(q, ~) + l(x, t) 

O1 r s i n ( Q - 9 )  0 r c o s ( Q - 9 )  O 
- -  Ot (sin 1 sin t) gt  (cos 1 sin t). 

- -  + Ox s in t  sin t 

En posant, pour un moment, 

_ _  I 0 ( s i n l s i n t )  
A sin t o t  

on en tire 

(s) 

I 0 
B = - - - i  ~ (cos l sin t) 

sin 

O~l OA OB 
OxOt  = -O-t r sin ( Q - ~ )  - ~-~ r cos ( Q - 9 ) .  

021 
I~ 0 ~  # o. En divisant par cette expression et d6rivant par rappor~ s t, 

on obtient une relation qui, si elle ne se r6duit pas une identit6, donnera Q - r  

en fonetion de x e t t .  Cette expression ne d@end alors que de x et on peut 

prendre Q 6gal ~ 9.  On trouve sans peine, dans ce cas, que les surfaces ~tu- 

di6es sont caract~ris6es par l'616ment lin6aire 

ds  ~ = d u  2 + s i n  2 r  ~ 

off ~ est d6fini par la relation 

+ sin ~ cos ~ = u + K v  (K eonstante quelconque). 



Le probl6me de la d6formation des surfaces. 341 

II est facile de v6rifier que le systbme (~) du n ~ 13 admet  pour  ces surfaces la 

solution 

tg  u + e+i~ 
2 

O~l 
relat ion (8), divisde par  O ~ t  et d6riv6e par  rappor t  "~ t se r6duit  Si la 

une identit6, c 'est  que l 'on a 

O A 021 
0 t - ~' (x) axg-t  

O B 0~l 
i - &(x) o 3 t "  

~l et ~ ne pouvant  8tre nuls en mSme temps. Si ~ + ~', est nul, les re la t ions 

pr6c6dentes donnent  

t 
i l =  ~ X ( x )  + ~ t g  2 

O*l 
ce qui est contraire  g l 'hypothbse 0x0-t ~ o. On peut  donc poser 

~, = X cos ~ ~, = X sin 

et, en modifiant  convenablement  Q, la relat ion 

I 
- -  = ~1 sin ( Q - C )  - -  g, cos (Q-~0) 
r 

montre  qu 'on peut  prendre,  sans diminuer  la g~n~ralit6, 

On a alors 

g, = o & = X ( x ) .  

0•(s in  I sin t) = X/ )  1 + X,(x) 

cos l sin t -~ - -  X2(x  ) cos t + X 3 (x  ) . 

Un calcul 616mentaire montre  que ces deux relat ions sont incompatibles sous nos 

hypothbses.  

2~ dxO-----t = o.  En modifiant  convenablement  Q, on peut  supposer 1 ind& 

pendant  de x et  on a 
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OA OB 
O-Y sin (Q-q~) ~- ~ -  cos (Q--q~). 

Si e e t ~  relat ion n 'es t  pas une identitY, on en conelut  comme plus hau t  que 

Q - ~ --- cons~n~e 

eg, en modifiant  Q d 'une e0nstante  , on ret, ombe sur le cas d6j?~ traiI~ off Q es~ 

6gal s ~.  

I1 ne reste donc qu'~ 6tudier le eas off 

OA OB 
- -  - -  0 

Ot Ot 

e. ~. d. off 

s i n l s i n t = a c o s t + a  I c o s l s i n t -  f l c o s t + f l l  

off a, a l ,  fl, fll sont des constanies.  I1 se ram~ne ~, celui off 

I 
cos 1 - -  sin 1 = i cotg t 

sin t 

et le syst6me (Sj) se r6duit  alors au syst~me (S) e. q. f. d. 

L'dldment de Weingarten nous est done fourni de la fafon la plus naturelle: 

c'est celui auquel on peut ramener tous les ~l~ments qui fournissent une ~quation de 

la d~formation admettant une involution d'ordre <--I. 

15. Lorsque 

r '  = 2(q + x(~)) 

les 6quations (E) et (E') s '6crivent 

(E) R T - - S ' + R ( P r F '  QOF) r '  P"-~ r ~  + 2 S Q T  + r~ - o  

(E') ,., p'(2~' + Z(~')) ( i - - .r162 y' 
2(q' + ~W)) + 2(q' + ~(x')) = o. 

I1 est manifeste  que (E) a~lmet les involutions P =  • I.  En  revenant  a u x  nota- 

t ions classiques de Darboux,  on aura  
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z = - -  u + f ( v )  

d x  ~ + d y  ~ = ds  ~ - -  d z  ~ ~ du  2 + 2 (u + ]~(v))dv 2 - -  ( d u ~ f ' d v )  ~ 

= f v(~) 
f ( v )  J Y ' (v )  d v  

on obtieut les formules 

:f 

v~ +,~ 
2~. V' + V '  ] d v  

VS--i~ (2Z + --V~] V '  d v  

V '  + V '  d v  

343 

off V est une fonction arbitraire de v. Ce sont les formules obtenues par Dar- 

boux (T. IV, p. 333) par une tout autre vole. 

On pourmit 6tudier (E') par les m6thodes de la I~r~ paxtie. I1 est plus rapide 

de raisonner ainsi: 

Nous savons que (E') a~lmet l'int~grale in~erm6diaire 

e ~ = - p "  + 2(q' + zC~' ) ) (v '~ -0  : o .  

Si on remplace dans (E') les d6riv6es s e t  t e n  fonction de q et de ses d6riv6es, 

on est imm6diatement amen6 ~ donner s cette 6quation la forme remarquable 

0 O, 

qui exprime que l'expression 

(io) d x '  f f  d y'  

e e ( v ' ~ - ' )  

est une diff6rentielle exacte. Ce fair amine ~. penser s une trunsformation de 

B~cklund, pour laqueUe l'existence des deux involutions y ' •  I ~ o  invite ~ poser 

X y ' ~ I  
y y ' +  I 
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afin d 'essayer  de t r ans fo rmer  les 2 involut ions en x ~ - o  et y----o. L a  considera- 

t ion de ce quot ient  a m i n e  s in t rodui re  le produi t  

et  si on pose 

on t rouve de suite que 

Xy~---V 

= f ( z ' ,  y', p', 4) 

p x + q y  
+ Of dq') )--fp, d p' + O q~ 

p x  + qy ~ y " - -  I 

Le second m e m b r e  de (i i) p r end ra  la forme (IO) si on pose 

z ~ x '  p' # -~]~x + qy =px--qy 

et  la t r ans fo rma t ion  de B~cklund est  d6finie pa r  les formules  

x ' ~  z y, y H- x 
y - - x  

p'=px--qy (px+qy)'=p" + 2(q' +Z)(y"--l). 

L'~qua t ion  (E') devient  

l ' invo lu t ion  @ -~ o,  

alors, apr~s a v o i r  divis6 pa r  p x  + qy qui correspond 

(E,) O' z X' (z) 
OxOy (x--y)'  

I5. Cette 6quation, que noun venons d 'ob ten i r  par  un proc6d6 na ture l  e~ 

p u r e m e n t  a2g6brique, a fair  l ' ob je t  de nombreux  t ravaux .  Euler  l ' a  int6gr6e pa r  

une int6grale  d6finie quand ).'(z) est  lin~aire en z. D a r b o u x  1 a d~termin6 tous 

leg cas off eUe admet  un  invar ian t  d 'ordre  _< 2. M r G o u r s a t '  l ' a  int6gr6e par  

la  m6thode de D a r b o u x  quand  

z'(z) = - . ( n -  

n ~t~nt un ent ier  positif.  Pou r  en t e rminer  l 'dtude, nous allons mon~rer que leg 

cas qui v iennen t  d 'e t re  ~num6r6s sont  leg seuls off une in tegra t ion  explicite soit 

possible. 

i DAltBOUX, Th6orie g~n6rale des surfaces, T. IV, p. 33 ~ et sq. 
2 GOURSAT, American Journal of Mathematics, t. X, p. I87; t888. 
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I1 suffit, aprbs le travail de Darboux que je viens de rappeler, de chercher 

quand r6quation (E~) peu$ adme~tre une involution d'ordre > 3. J 'ai  montr6, dans 
, i ma These , qu'il n 'en peut ~tre ainsi que s'il existe une fone$ion g(x, y, z, p, r) 

v6rifiant la relation 

O g Og Og Og(Of , 0]) ( ~ O~f O~f 20~f\ Of 
o v + q ~ + f ~ + ~ .  ~ . p ~  + x  ,. + ~ + 2 p ~ N + ~ S p ) + g ~ = o  

l '6quation 6$an~ 6trite sous la forme 

s ~-f(x, y, z, p, q) 

et X e~ ~ 6tan~ deux fonctions de x qui ne peuvent s'annuler en m6me "temps. 

En d6rivant deux fois cette relation par rapport s r,  on voit, puisqu'il n 'y 

a pas, par hypo~hbse, d'invariant da second ordre, que g est de la forme 

g = Xx(x)r  ~ + ra(x,  y, z ,p)  + b(x~ y, z ,p)  

et le fai~ que g ne contient pas q exige que 

oo Oa oo o o o - o  o-~+f~+2x~ + p ~  + x  =o 

Ob Ob O b (Of Of) (O' f  , O'f ,O' f \  Of 
o~ o o-~+f~+~ ~ + p ~  + x  ~ . 2 p o ~ + p ~ )  ~ = o .  

Si 
Oa 
~pp est nul, en d6rivant la I ~ 6quation par rapport s z, on voit que 

ou bien O~f-- Oz--- ~ - o  on bien X----X1----o. 

~a 
Si ~p n'est pas nul, on retrouve le m6me r6sultat par deux d6rivations par rap- 

porg s z, en tenant compte de la forme particuli~re de f .  

Si X =  X i = o ,  le seul cas nouveau est celui o5 a est une fonc*ion de x 

seal et la seconde 6qua~ion prend la forme de la premiere. X 6~ant hal, ~ ne 

peat  l'6~re et E1 ne peat par suite admettre d'involution d'ordre sup6rieur s 2 

que si 

]~' (z) = az. (a constant) 

1 GOSSE, Theses de doctorat, Privat (Toulouse) I92I , pp. 32 et 33. 
44--27377. Acta maChemaaca. 61. Impr/m6 lo 4 f~vrior 1928. 
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Tout  revient  donc ~ chercher  dans  quel cas l '6quat ion d 'Eu le r  est  int6grable  par  

la  m6thode de Darboux.  

L '6qua t ion  

a d m e t t r a  l ' involut ion 

si 

( I 2 )  

8 ~  E a z  = z a ( x ,  V) (y-.)~ 

p,, + ~ (x, y, z, Pl ,  P2, �9 -- p . -1 )  = o n ~ 3 

+ q + f-~p,  + + . . . +  + = o .  

EUe a d m e t t r a  d 'aiUeurs dans  ce cas l ' i nvar ian t  p . + ~ y  et on a 

~(p.+~)=o. 

Si on d6rive par  rapporg g x, on en d6duit  

I I  y a donc aussi une involut ion d 'o rdre  n + I, r emarque  dont  nous ferons usage 

tou t  s l 'heure.  

En  d6signant  les dgriv6es de a pa r  r appor t  ~ x pa r  des accents,  on volt  

imm6d ia t emen t  q u e  

d f  . d"- l  f 
d x  = z a  + p a , . . ,  d~  ~ - - z a  ("-~1 + C~_~p~a ('~-2~ + ... +p,_~a. 

Ces expressions ne eon tenau t  pas q, (I2) mon t re  que ~p ne eont ient  pas  z. Si on 

d6rive (12) pa r  rappor~ g pn-x et qu 'on  d&igne  par  h la d~riv6e de ~p par  rap-  

por t  g cet te  variable,  on a 

Oh Oh 
e-b + f ~ +  

Cet~e re la t ion  peu t  s '6erire 

(~f) oh oh (o~-d_~ ~ 
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Si nous supposons qu'il n 'y a aucune involution d'ordre infdrieur ~r n, on a 

ndcessairement 

f f h + a d y -  cg.p,,_~ + a d y = X ( x )  

~p est done lindaire en P.-x. Admettons qu'il le soit aussi en P--~,.-. pK+i. 

La condition (12) s'dcrit 

o__v o~, o~o ld~-,A 

u dtant, s cause de notre hypoth~se et de la forme des ddriv~es de f par rap- 

port ~ x, lindaire par rapport s t ous l e s  nombres pi off i ~ K. En ddrivant par 

rapport ~ pg, la ddmonstruti0n que je viens d'exposer pour p~ permet de con- 

clure que ~ est aussi lindaire en Px. Posons alors 

qJ=v+ uoPa + ulp~ + "'" + u,,-2p,,-x 

les expressions v e t  ui ne ddpendant que de x e t y .  La relation ( I 2 ) s ' ~ c r i t  alors 

0 V 0 U o 0 ttn--a r 
Oy--+ P l a y + "  + P,~-l ~ + uoaz +ul(a z 4-apl) 

1 + u,-~(za (n-2) + ... + ap,-2) + a('*-l)z + C~-x Pt a("-~) + "'" + ap, -1  ~-o. 

C'est 1~ une identitd qui montre que l'on peut annuler v e t  que les expressions 

u~ doivent v6rifier lea conditions 

03) 

a u  o + a ' u ~  + �9 �9 �9 + a( '~-~)u, ,_~ + a("-~)=o 

O u o o u  + a , ,  + 2 a'u, +...(n--2)aC"-"/,,,,_~ + ( , - -  ~)aC--'l=o.. 

�9 �9 ~ . . . . . .  �9 �9 ~ ~ �9 . . . .  . . . . . . .  

0u~-3 
0~-- + au._~+(n-- i )a ' - -~o 

0 Y,n--2 
- - - -  -k- a ~ o .  

Oy 

On en tire 

f ady a u , , - 2  = - -  ( y _ x ) ~  +. X , , _ ~  - y - x  + X , , - ~  
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I 
u~-8 sera un polyn6me du second degr~ en - -  et u~_p, ~n  polyn6me de degr6 

y - - x  

I les coefficients 6~ant les fonct ions arbi traires  de ~ introdui tes  p - - I  en y--x' 

par  l'int~gration~ s des const~ntes pr~s. En portrant ces valeurs des u~ dans la 

I 
I ~r~ 6quation de (x3), on aura  un polyn6me P en - -  dont  le degr6 se r~duit 

y - - x  

s n, apr~s qu 'on a divis6 par  (y_x)~ et qui devra 6tre ident iquement  nul. Le 

coefficient de son t~rme de degr6 le plus ~lev6 ne d6pend pas des Xi d'apr~s la 

loi de format ion  des u~. En  l '6galant  ~ z~ro, on aura  une  condit ion n6cessaire 

pour  qu'i l  existe une involution. Si, d 'aut re  part ,  on prend z6ro pour  valeur 

commune des Xi et que le coefficient du te rme de d ~ n de P soit nul, il y a une 

involution. La  condit ion n~cessaire et suffisante pour  que r~qua t ion  d 'Euler  

admet te  une involut ion est donc que a soit racine de l '6quation H = o  obtenue 

en ~galant s z~ro le coefficient du terme de plus h au t  degr~ de P.  

Si on calcule ce te rme pour n----3, on t rouve qu'on doit  avoir 

H = a 2  + 8 a +  I 2 ~ 0  

c.-a.-d, o =  --2 a =  --6.  

P o u r  ~ 4 ,  OU a 

qui donne 
H = a S +  20 02-~ - log o-~- I44~-o 

(1~-- - -2  a = - - 6  o = - - 1 2  

on reconnai t  les premiers termes de la suite des nombres de la f o r m e - - n ( n - - I ) .  

De plus, on volt  apparal t re  ce fair  que les valeurs que doit  prendre  a afin qu'il  

existe une involut ion d 'ordre  n comprennent  d 'abord  routes ceUes qu 'on dolt  lui 

assigner pour  qu'il  existe une involut ion d ' o rd r e  n - - I .  La  remarque fai te  au 

d6but de la d6monstra t ion mont re  que ce fair, v6rifi6 pour  n = 2  et 3, est g6n6ral, 

puisque l 'existence d 'une involut ion d 'ordre  p entra lne  celle d 'une involut ion de 

chaque ordre sup6rieur ~ p. 

I |  s 'ensuit  done que nous pouvons admet t re  que l '6quation H - - o  admet  

tous les nombres --K(K--I) comme racines, K 6rant inf~rieur ~ n et que nous 

aurons d6montr6 que la n ~me racine est --n(n--~) si nous d~montrons que le 

produi t  des racines de H est 
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Posons pour  cela 

( - - I )  n2 ~. 3 z . . . ( n - - I ) z n : (  - I ) n n [ ( n  - I ) ! ]  ~. 

VK 

u E  - (y_x) ._r_  , 

v~-2 vaut  a; vn-3 est du second degr4 en a e t  le coefficient de a 2 est I e t  les 
2 

ggal i~s  (I3) montrent~ de proche en proehe en r emontan t  que % est un polynSme 

I 
de degrd n e n  a off o ~ a pour  coefficient (n--I)~" La premiere de ces dgalit~s 

I 
divis~e par  a e t  par  (y_x)~+2 consti tue l '~quation H.  Le terme de plus hau t  

I 
degr~ y a pour  coefficient (n - - I ) !  et le terme constant  est le num~ra teur  de 

a (~-~), divis~ par  a et  (y_x)~+2 , e.-s n! Le produi t  des mcines  a bien la valeur  

voulue, c. q. f. d. 

L'~quation d'.Euler n'est doric inNgrable par  la ~nOthode de Darboux que da~s 

les cas signal,s par  M r Goursat. 

17. - -  Involutions du second ordre. - -  Nous venons d'~tudier, sans aucune 

hypoth~se restrictive, tous les cas off il y a une involut ion d 'ordre  infdrieur s 2; 

dans l '~tude que nous allons ma in tenan t  ent reprendre  des involutions d 'ordre  2, 

nous pouvons par  suite supposer qu'i l  n 'existe aucune involut ion d 'ordre  in- 

f~rieur ~. 2. 

Supposons que, darts ces conditons, il existe u n e  expression 

telle que 

Posons 

~ p - ~ s + m l t + ~ ( x ,  y, z, p, q) 

o~p 
Ox - -  ~p(2 A + B)--cz~p ~. 

, Oq~ 

q~ - - O z  

et supposons d 'abord ce~te quantit~ non nulle. On a 

6x 
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I 
et  il r6sulte de cet~e relat ion que si 9 '  ou --~ est susceptible de s 'annuler,  il 

9 
existe une involut ion du premier  ordre  au plus. Or on a successivement, en 

d6signant  par  des accents les d6riv6es par  rappor t  h. z, 

~ L g '  _ 

~x 
- - - -  2 A + B - - 2  ~pcz 

~ ' [9" t '  l ( ~ ' ) ' }  
- = o .  

Si, dans cette derni~re dgal i~,  l 'expression entre  parentheses ne se r6duit  pas 

�9 ~ une constante,  il y a un invar iant  du premier  0rdre. Si elle se r4duit  

I 
une consf~nte, un ealcul 616mentaire montre  que ~ peut  s 'annuler  et il y a une 

involut ion d 'ordre  inf6rieur  s 2. Nous pouvons done nous borner  au cas off 9 

est ind4pendant  de z. En effeetuant  les calcuis indiqu6s au n ~ 3, sur l '6quation 

(E'), on t rouve que la condit ion n4eessaire et suffisante pour  que l '~quation 

s+m~t+q)(x, y, p, q)=o 

soit en involut ion avec (E') est que 9 soit une solution du syst~me 

(z) 
F~(9)=Oq m,~p = 9  - -c2+ + 4 0x  ~ 1 ~ 

I 09 09 09 ~ 9 0 

C'est, aux notat ions pros, le sysf~me (69) (loc. cir., p. I24) de M r Gau. Comme 

eelui-ci l 'a remarqu6, il est clair que, si 9 ne eont ient  pas l 'une des variables 

y ou p, elle ne eont ient  pas l 'autre.  Je  vais d6montrer  1 que, sous nos hypo- 

thbses, 9 est eer ta inement  ind6pendant  de y et  de :p, ~ moins que e~ ne soit nul. 

' Les calculs du texte sont plus simples que ceux de M r Gau et je crois de plus que ces 
derniers contiennent  une faute. 
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Posons  

g4 ~ ~'F K(x,  q)~_ J(ydq , p = F ] / I - - y  ~ cos (oJ--K), 

y----cos t, 

Ce changement  de variable ~ransforme (~) en 

gl(x, q)= ~ ~ .  

~qq---o 

09O O K  (•') ~--~x + ~ - 0 9 P  090 (a sin oJ--~ cos w) + ~ Oxx 
1 

+ cotg t (a cos ~o + fl sin oJ) ] 

-~ Lgo~ + z Mgo + N 

o5 9o repr6sente maintenant  une fonction de x, t, q, co et o5 

F 
a - ~ / "  cos K + -~  s in  K g~ 

F 
/~----F' sin K - -  ~ cos K L ~ - - - ( F ' g - - F g ' )  

M =  --  [ K  1 (1"g - Fg')  + Ox 

N =  -- g ' ,  ( F'g - l"g') + 2 Kl  ~ x  ~ g + --~--~-x + �9 

Nous remarquerons 

I ~ que, tou~es les hypotheses,  qui eonduisent  s prendre pour  9O une expression 

ind~pendante d 'une settle des variables t ou co, obligent ~. prendre 9O ind6pendant  

de ces deux variables - -  et le ~h6or6me est alors dSmontr6, 

2 ~ que, si a et ~ ne d6pendaient  ni l 'un ni l 'autre de q, on aurait  

,~ + ~---- 1 "'~ + 1" I ' " = f ( x )  

d'o5 Yon conclut sans 

est exact. 

3 ~ Si on avait  

peine que c~ est nul et, par  suite, que notre th6or~me 

un caleul ~16mentaire d ' int~gration permet  de prendre, en changeant  au besoin 

de variable x et supposant  c~ ~ o, 
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V = Vq + X(x) [X~(x) + ~(q + X)]. 

Le syst~me (~)  conduit alors ~ l'identit~ en q 

O~ 
Ox 
off 

- - +  ff{Oq~(a sin to--flcos to) + (a cos to+fls in to )= - -qg~] /~  + ~ 2+Xt+~qlq / 

, (  I + ~ + ~ q )  I (  x+Xa+~q) 
a = -  ~ + 2  - " f l = 2  ~ -  q " 

Une nouvelle d6rivation donne 

o~ 

Z~  

Ot + (Z+l~c~ 

OK' 
, L p O x  a cos  t o + f f  sin to Lr~-  , 

a' sin to--ff cos to gt = a' sin to--ff sin to a sin to--ff cos to 

et on a finalement: 

(,) (~,' + g'  c o t g  t) O9 = L'I 9 ~ + 
r i 2 M ~9+ N v 

D6montrons d'abord le lemme suivant: 

Lemme. La fonction 9~ ne peut  .~amais, sous nos hypothbses, v6rifier une 

6quation diff6rentielle de la forme 

(2) 0g0 
oto - q~'Q(x)+ 2 ~q1(z) + e,(x). 

En effet cette 6quation ne permet s r que d'avoir l 'une des 4 formes 

oJX(x)+y)(x, t); ~(x)+~)(x, t)eX~ ~ _  X(x) X2(x 
to-- ~ (x, t) ; Xl (~) + ~ -Tp (~: t) e o-~ 

09  ] N' .  ot ( . ' s in  ~ - - # '  cos ~) + O~ [OK' - -  ~ [-~-x + cotg t(a' cos to + ff sin to) = L'~0~ + 2 M'~o + 

Cetf~ identif~ est impossible. 

La discussion de (~1), en 6cartant" les 2 derni~res hypothbses~ devient rela- 

t ivement ais6e. On a, en d6signant par des accents les d6riv6es par rapport s q, 
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La substitution de ees quatre formes dans la seeonde ~quation de (:~) conduit ~, 

un syst~me incompatible, quand c~ n'est pas nul. 

Nous n'avons plus alors qu'~ distinguer 2 cas: 

I ~ ~t'---o. a' e t  ~r ne pouvant gtre nuls simultan6ment, on peu~ prendre 

f f '=a 'X  2' 0 ~  = L/~o~ + 2 Ml'go + 2~r1'. 

Si ~' n'est pas nul, divisons par ;t' et d6rivons par rapport s q. L'6quation 

obtenue doit se r6duire s une identit6 en ~, sans quoi elle donnerait g0 en fonc- 

tion de oJ seul. Donc 

d'ofi 
L/--Z 'r  to) MI'=Z'#, (x  , to) NI'=Z'#,(x , w) 

L'  ~ --~x Q K '  "x, to) + a(x, to)(a' sin to -- #' sin to) 

o - -  OK'o~ Oto a' ~O a(sin to - -X cos ~). 

O# 
Si ~ n'gtait pas nul, on en tirerait 

OK 
-Ox = x ,  + x ,  

K n'~tant d6fini qu' s une fonetion de x prbs, on peut prendre 

En posant 

OK XI (/_r cos K + .F_ sin K )  
Ox g~ 

7~ 
K = - Q +  

2 

et faisant un changement de variable x, on retombe sur le syst~me d u n  ~ I3, 

qui ne peut avoir de solutions iei, puisqu'il n'y a pas d'involution d'ordre "--< I. 

OO 
Done ~ est nul; on d6montrerait de mgme que Ql et #2 ne d@endent pas de oJ; 

on a pax a suite 
45--27377. Acta ntathemat/ext. 51. lmprim6 le  6 f~vrier 1928. 
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O~ 
- r  + 2 ~e , (~ )  + e,.(x) Oca 

ce qui est impossible d'apr~s le Lemme. 

Si 1' est nul, c'est que 

, O K "  , , O K '  O K  
a Ox a Ox - - ~  o x ~ X a ' r X ~  

e t o n  re~ombe sur un cas d~j~. gtudi~. 

2 ~ ~u'~ o. On ne peut alors avoir aueune relation de la forme 

Aa+ Bfl+ C~o. 

A, B, C ne dgpendant pas de q, sans que ces 3 coefficients s'annulent. 

relation (I) donne 

La 

~ P 

Si ~ n'est pas nul, e'es~ que ron  a 

(4) 
OK 

L = -~e(x ,  ~,)+~,(~, ,,,)+~v(x, .,)+~(~, ~) 

et 2 ~galit~s analogues pour M et .hr. 
Si e, 0~ et O~ ne d~pendent pas de oJ, l'~galit~ (3) prend la forme (2) et 

conduit par suite ~ une impossibilit6. 

OQ 
Si ~ n'est pas nul, (4) donne 

0 e OK du Ov Ow 

et 

u = 0 X ,  (x) + ~, (x) v---- e X,(x) + ~,(~) 

On a donc 

L=~(x ,  o J ) [ ~  + a X , + , X , +  Xs] 

~ O  

une nouvelle d6rivation par rappor~ s eo, apr~s division par 0O--~Qo, montre que 

w = e  ~ ( x )  + h(x) .  

+ ~ , + ~ + ~  
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ee qui exige que 

OK 
Ox 
- -  + ~, X ,  4: ~ x .  + x~ - o 

Z' t '  et  cel;te conditdon exprime que X~/  esl; nul. 

I1 ne nous resl;e s voir que cette derni~re hypol;hbse. 

l'6galit~ 

O K  
~u  = ,~ x~ (x) + ~ x,(~) + x .  (~) 

355 

Elle se traduil; par  

el; comme la relal;ion (3) doit alors se r6duire ~ une idenl;il;6, on doit avoir, les 

~i, ~i, ~ d6signant des foncl;ions de x seul, 

L=.&+~&+& M---~,+~+w N-~&+tK,+ r&. 

En porCan~ darts (~1) el; modifianl; K de fa~on que Xa s'annule, on ob~ienl; une 

relat ion lin6aSre en a, ~, 7 qui donne, tous caleuls fail;s, 

8 9  
O~Oto (X1 + co~;g t cos to) + ~ {  sin to-=-u 9 '  + 2 u , 9  + u~ =: U (9 ) 

0 9  

0 9  - wg~ + 2 w~9+w2 - -  W(cp) 
Ox 

les fonc~ions u 6 v~, wi ne conl;enan~ que x. D'ofi on tsire 

0 9 d U d U  d W  
Xl'  o ~ o -  dx  + ~ W - -  V d-9 

X ,O d V d V  v d W  
~ = d x + ~  W -  dg" 

Ce sonl; cles relations de la forme (2); il faul; done, en particulier, que X t el; X~ 

soienl; des consl;anl;es. En modifianl; K d 'une consl;an~, on a donc 

OK 
c~x ~- X1 a 
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et nous avons vu qu'il y a a~ors une involution du premier ordre. Notre th6o- 

r~me g~n6ml es~ complStement d~montrd. 

18. II 

le syst~me 

ne nous reste done plus qu'~ chercher dans quelles circonstances 

I Ou u 0 F 3 F" 
o-x = + - r r '  

peut admettre des solutions. C'est le syst~me (79) (P. I26) que M r Gau a discut6 

dans le m~moire, couronn6 par l'Aca~16mie des Sciences, auquel ]'ai si souvent 

renvoy~ le lecteur. Aux pages I3O et I3I, M r Gau a fair faire un pas d6cisif 

au probl6me de la d6formation en montrant qu'on retombe sur (~,) quand on 

6crit que l'dl6ment lin6aire donn~ peut se ramener s la forme 

(s)  d s ~ - d  U* + (a U* + 2 fl U + 7) d V ~ 

a, #, 7 dtant des fonctions de V qu'on peut toujours supposer li6es par la relation 

aT--~'= x. 

Mais l 'ensemble de son raisonnement laisse ~chapper 2 cas: 

I ~ celui off, ~ c6t6 d'une involution du second ordre qui permettra de 

trouver une h~nsformation qui rambne l'616ment lin6aire donn6 "~ la forme (5), 

il existe aussi une involution d'ordre inf~rieur qui conduit ~ la mSme forme off 

a est nul. Ce c as se prgsente effectivement pour les paraboloides de Weingar- 

ten et met en d6faut routes les conclusions de M r Gau. L'dquation de la ddforma- 

tion correspondante admet alors en effet un invariant d'ordre I e t  un invariant 

d'ordre 2. I I e n  r~sulte l'existence d'une infinitd d'involutions du second ordre, 

qui, selon le raisonnement de M r Gau, entralnerait 1'existence d'une infinit~ de 

transformations ramenant l'616ment donn~ ~ la forme (5) et conduirait ~ ranger 

les paraboloides de Weingarten parmi les surfaces ddveloppables. On dvite cette 

contru~liction en remarquant que le raisonnement de M r Gau n'est valable que 

s'il n'y a pas d'involution d'ordre --< I. 

2 ~ De plus, au cours du calcul, M r Gau remplace une fonction q), suscep- 

tible de prendre route va2eur, par cotg V1. C'est s'interdire de donner ~ �9 les 

valeurs + i, sous peine de voir les formules de la Trigonom4trie prendre des 
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formes inaccoutumdes. I1 faut done 6tudier directement le syst~me (:~.~) dans ce 

cas; et il se trouve qu'effectivement, il existe des surfaces pour lesqueUes l'6qua- 

tion de la d6formation admet l'involution 

s + m l t + , i l ' = o .  , = +  I 

II est facile de les caract6riser. En effet, d'apr~s les notations m6mes de M r 

Gau, la seule solution possible de (~) es~ + i F et elle existe si 

/~' . 0  v" (6) r o _  + = o.  
Oq -- ~ O x ~  F 

Prenons par exemple le signe +.  Dans le cas g6n6ral, il n'y a qu'une involu- 

tion du second ordre pour chaque syst~me 

s + m ~ t + i F = o  s + m 2 t q ~ i F = o .  

I1 n'en est plus ainsi lorsque 

Ox I ' "  I " '  0 ~ = O. = ~  -P- 

Dans ce cas, les surfaces 6tudi6s sont les surfaces s courbure constante. 

deux involutions pour chaque syst~me 

~Vl =--- s + m l t  + i F - ~ o  

% ---- s + m t t _ i i , =  o 

I l y  a 

~p~=s + mzt  + i F = o  

c%=s + m~t - - i  F-~o.  

Pour ces surfaces, il r6sul~e d'un th6or~me de Sophus Lie I que l'6quation de la 

d6formation n'admet jamais d'invariants d'ordre --> 2. Nous avons vu qu'il n'y 

avait pas d'involution d'ordre < 2. S'il y e n  avait une d'ordre n--> 3, on aurait 

la fois 

~-x ~ 

~ F~e ~ = F~e~B 

t Voir GOURSAT, Lefons sur l'intdgration des dquations du 2e ordre, If, p. 185. 
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et il y aurait un invarian~ d'ordre n, ce qui est impossible. Si on d6termine, 

par la m6thode de Darboux, les solutions communes aux involutions du 2 e ordre 

et ~ l'6quation donn~e, on retrouve les surfaces de Serret: ces surfaces s g6n6- 

ratrices isotropes et "~ courbure const~nte constituent donc la solution explicite 

la plus g6n6rale du probl~me de la d6formation des surfaces s courbure constante. 

1 9. I1 nous reste ~ 6tudier le cas g6n6ral off 

I" O---52--F'~ + i o ~  ~ ~ , '  = o. 
• I" 

Ce sont les surfaces pour lesquelles la courbure ~otale reste constante le long 

d'une famille de lignes de longueur nulle. Elles n'ont, s ma connaissance, 

jamais 6t4 signal6es et il est remarquable que le probl~me de la d6formation 

soit, pour elles, susceptible d'une solution explicite partielle. Pour les 6tudier, 

prenons leur 616ment lin6aire sous la forme 

ds~=:2 _F(u, v) d u d v  
on doii avoir 

I O~ 
F  uOv - - f ( u ) .  

Posons 
U 1 = f ( u )  

on est rameu6 ~ l'6qu~tion classique 

qui montre qu'on peut poser 

- - :2 '  
Ox dy  

U 'z (u') du '  dr" 
d 8  z := 

( u ' - - v ' )  2 

qu'un changement de variables simple ram~ne s la forme 

ds z = v*" du*" + 2 q~(u) du  dv. 

L'dquation de la ddformation correspondante I est 

q~(r t - - s  ~) + 2 s q v 9  + t ( v - - 9 ' ) ( p g - - q v  ~) + ~ - - 2  ~ p q = o  

et eette 6quation admet une seule involution du I ~* ordre2: 

DARBOVX, TMorie gEndrale des surfaces, III, p. 154. 
Ibid., p. 255. 
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(vS--ps)~ s + (~--pq)~=o 

et une seule involution du second ordre correspondant s s + m l t + i F = o .  
facile de v6rifier que cette involution est ici 

t ~ O .  
Posons en effet 

~=v u,(,,)+ us(u) 
on trouve que l'6quation est v6rifi6e sous la seule condition 

~(x-v/s)=2 u, u,'. 
On a donc 

~'=V V 1 ~, f g(u) I--2 U 1UI'" d'u. 

Pour avoir 

relations 

off 
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I1 est 

les surfaces correspondantes, il suffit d'adjoindre ?r eerie 6galit6, les 

x=Ulvshf- - f  f ~(Ul'ch f+sh fI  + U"*)du 

iy=U~vchf--ff '+(U,'~h f + c h f t  + 2U1") du 

I 
f ( u ) -  U,(u). 

I1 est ais6 de voir que l'on peuf 6crire 

x = i z  cos u+ F(u) y=iz sin u+ G(u). 

Ces surfaces sont donc les surfaces isotropes les plus g6n6rales, si on consid~re 

f et ~ comme des fonctions quelconques. 

Appliquons s l'6quation de leur d6formation la transformation d'Amp~re. 

On est ramen6 s l'6quation 

(6) ( 2sqy t I+ 2 py) + (py+yqS)=o. r+ ~(x) ~ I 

EUe n'admet plus 

Ier ordre 
d'involution du second ordre et elle admet l'involution du 
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en proc6dant  comme au n ~ 15, on peut  6erire l '6quation (6) sous la forme 

0 ~ 0 q 

qui condui t  ~ la t ransformat ion  de Bi~cklund 

' ~ y  ' .2' = X ~ X  

L'6quat ion tmnsform6e  est 

Zt 

p' ~ q , _ r  

= e-r (t' -- q'2-- I) 

Eu prenan t  comme ineonnue e -~ ,  on a f inalement s 6tudier l '6quation 

r - z ' t -  + 2 v X ( x )  + - - -  o.  i ( x )  
z 4 

Nous allons appliquer g eet exemple la mdthode exposde dans la premiere  pat t ie  

de ce travail .  On a iei 

m l = - - m ~ = z  ~ c~ = o A = 2 qz B --  3 (P--q z~) X .  
z 

I ~  On aura  une fonction canonique d'ordre --< 2 s'il existe une solution pour  

le sys~me  (n ~ 6) 

F, (~) -  o,, 
b~// ,  = o  

Ou ( Oc) [ 3 fl(p--qzS) f l X ]  ~. ~ 

off a e t  fl sont les indices de la f0nct ion et off 

H ~ =  X P--qz~ H ~ =  X 3P qz Oc 2p ~ 5_z4. 
z z Oz z ~ + 4 

La premiere ~quation montre  que u est une fonct ion v de x, y, z et  des nou- 

velles variables 

co=p + qz ~ a =  0 + q X - - P - q .  
z 

En remplagant  u par  v(x, y, z, to, a) dans la seconde 6quation, on est condui t  s 

une identit6 en q qui fourn i t  le Syst~me 



Le problcXme de la d6formation des surfaces. 361 

xOV ~Ov 2~ ~ = o  

, O r  Ov OV [ X ,  + X , _ z 4  2Xa, '~ - - 2 e  ~ +  2eb--~ + Oa \ z 2 a z  
1 

O x - Z y y  + O~ ~ O ~o + 2 ~o X - 

+ 2 v z ( ~ -  3 fl) = o 

�9 O v l 3 t O _ X )   x):o 
Ce sys~me ne peut avoir de solution si a n 'est  pas nul. 

la seule solution 

r 

z a fl 

Si a est nul, il admet 

2 ~ Supposons maint~nant  qu'il existe une fonction canonique d'ordre h > 2. 

S'il n 'y  a pas d ' involution d'ordre --< h et > 2, il y a une fonction canonique 

d'indices enLiers non nuls et d'ordre --< 2 (Th. I) et nous venons de voir que 

c'est impossible. I1 suffit donc, puisque nous savons qu'il  n 'y a pas d'involu- 

tions d'ordre I et 2, de ddmontrer qu'il  n 'y  a aueune involution d'ordre --> 3, 

pour d6montrer qu'il n 'y  a aucmm fonction canonique d 'aucun ordre. 

3 ~ Involutions d'ordre 3. - -  I1 faut  &udier le syst~me 

F~(u) = ~3,, G~(u) = u~3,, + J2. 

La z ~re 6quation donne 

u=t (3qz - -P-z  +X)+v(x ,y ,z ,p ,q ,O) .  

En portant  cette valeur de u dans la seconde 6quation, un calcul analogue s 

eelui de n ~ 3 donne 

Ov qz 40z+z4--X'--X~--4Pq + 2p_XX 
F~(v) + ~ ( P  z X) -~  _ 2z ~ z 

Gz(v)+ff~[O(qz+ 3 P - - X ) - - q ,  z~ + ~ z ' ) ]  

4 6 - - 2 7 3 7 7 .  Ar ffl~thet,no3icr 51. Impr im6  le 6 f6vrior 1928. 
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. . . . . . .  + - -  z 4 - - X ' - - X  ~ -  2opq + 
g g 2 g 2 

4 P'q~ 
z s + 5 zSq ~. 

En d6signant par des accents les d6riv6es par rapport g 0, on voit que 

V ppv 

dx  
- -  + v ' " ( 3 A + 2 B ) = o  

v'" doit 6t-re nul (I ~ et v" doit vdrifier le syst~me 

FI (v") = o G l ( v " ) = v " ( X - - 2 p p + z  qz) 4z 

qui n'a jamais de solution. 

4 ~ Involutions d'ordre > 3- Une pareille involution ne peut exister que si 

la condition (F) est satisfai~e. Ici, il n'y a qu'une seule fonction canonique pos- 

sible, d'ordre --< 3; c'est -~- La condition (1") s'6crit alors (n ~ IO) 

d H . =  A H + N '  d2m~ a - -  - - I  O f  
dx dy ~ m , - m t  Oz 

d'ofi, tous calculs fairs, 

1 = P~ (zX--P) ~ q~ 2+ + 2tz .  dr A H - -  N' (2 t z  + 2 q2) + 8 z -~ 2 z 4 2 

H ne pent ~tre du .4 ~ ordre, puisque cette hypoth~se exige l'existence, ici im- 

possible, d'une fonction canonique d'ordre < 3 dour aucun indite n'est nul (n ~ 9). 

On tire de l'6gallt5 pr6c6dente, en supposant H d'ordre au plus 4gal g 3, 

OH 

OH,  0 G2(H) + -~a( s t&t - -J , )  

On en d~duit que 

5 z~ (z X - p )  
+Ta + 2 g 4= 

OH OH 
= O  
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ce qui exige que H soi~ au plus du 2 e ordre. Un calcul fair main~es fois mon~re 

alors que H est une fonction de 0 telle que 

O H I o  l G1(H)+ 
t 

FI(H)+ eOH~p--qz X~ N ' + i  

l p' 5 

: 2 H q z - - q  ~ 2 N ' +  + ~z + ~ + 
(zX-p)  t (N' + 

2 ~a Z~ 

En ddrivant par rapport ~ 0, on es~ de suite amend ~ un syst~me qui n'a jamais 

de solutions. 

dtudide n'admet done jamais que la fonction eanonique ~ et L'dqua~ion 

cUe n'a aucune involution proprement dire. 

i9. - -  Conclusions de lYtude des involutions d'ordre --<2. Mise ~ par~ l'in- 

volution singulibre signalde par Darboux, l'~quation de la ddformation ne peut 

en admettre d'autre d'ordre < 2  que dans les 3 cas suivants: 

I ~ on peut ramener l'dldment lin4aire s la forme 

ds~=du ~ + 2 (u + f(v)) dv ~ 

et ce cas a df~ complbtement dlucidd. 

2 ~ on peu~ mmener l'dldmen~ s la forme 

ds ~ __ U (u)  du 2 

et nous venons de faire l'dtude complete de cette 2 ~ hypoth~se. 

3 ~ s'il existe une transformation qui ram~ne l'dldment ~r la forme 

dsS=du~+[u~a(v)+2ub(v)+c(v)]dv2 a ~ o  

qui est caracf~ristique des surfaces gauches. Dans ce cas, c~ est d'ailleurs nul 

et un calcul dl~menf~rire montre que, rdciproquement, si c~ est nul, on est dans 

le premier ou le troisi~me cas. 

Nous .allons maintenant montrer que, si c~ n'est pas nul, il ne sauruit exister 

d'involution du 3 e ordre: il rdsultera alors de notre thdorie gdndrule qu'il n'en 
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est de possible d 'aucun ordre. Nous reprendrons ensuite l 'dtude du 3 ~ cas et 

nous aurons ainsi dpuis~ la discussion. 

20. - -  Involutions du 3 ~ ordre quand c 2 n'est pas nul. Nous pouvons supposer 

qu'il n'existe aucune fonction canonique d'ordre -<2 et de premier indice non nul. 

Supposons alors qu'il existe une fonction 

~elle que 

~P----P1~ + ml Poa + u (x, y, z, p, q, s, t) 

d x  -- ~p(3 A + B ) .  

~u 
Si u d~pendait de z, 0z  serait une fonetion eanonique d'ordre --<2 et de premier 

indice 3; done u est inddpendant  de z. S'il existait deux involutions du 3 e ordre, 

l 'expression ut--u ~ serait une fonction canonique d'ordre -<2 et d'indices 3 et I. 

~Ious pouvons donc borner notre ~tude an cas oh il existe une solution et5 une 

seule, inddpendante de z, pour le syst~me 

qui s'~crit 

F~(u)=2 tc,(m2_nh)+O(j, + --aP-lOm'~ + TyOm' +111 
[ ( am, Om, t _ t ( , n _ m , ) ( 2 j ,  Go.(u)=u 0 c~ ap z ap ] 

e ,  (u) = .  t,3,, + J,  

am,] a,,. ] 
+ apl  ay H, +J~. 

O n  a done 

u=(m~--rn')t~co'+Ot '+ Op! + ~Oy +I t ,  +v(x,y,p,q,O).  

En portant  c e t ~  vateur de u dans la seconde ~quation, lee termes en t s et t 2 

disparaissent; en dgalant s zdro le coefficient de t et le terme constant,  on trouve 

le syst~me 

F,(~)--~ o ],+ opl+H, =--v~3,+-op.)+O~e+O~,+Q, 
G,(v)+ or( oc) ( o~, ) c,O'--OH,--~y =v 3 c~ O ay 112-Ose-O'e,--Oe.~ 

Oil 
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Posons 

T' 
2 e e = F ~  (c , ) - c ]  + 2 c,-p = - r ( x ,  q) 

0 3~g O~g ._ rl (x, q) 2eel=--2  Ox3q +2c~ Ox 

OZ~g 0 0 F 
2ee~=IT"  +c~FF'--F'z--  Ox ~ + o x ~ g o - x ~ g  re(x,q). 

f dq p:I']/I-Z--y ~ sin (w--k) t k (x, q) = g-~ y = C08 

) s i n ( ~ - ~ ) +  cos (~ -k)  + x( f )  --- Ox + ot 

Of[Ok ( + ~  ~ + c o t g t  r' 

u 

2 e  

r )] eo~ ( ~ - k ) - ~  sin (~--k) . 

Nous sommes ramen& g chereher s'il existe une solution pour  le syst~me 

Ou Ou! O O~g~ F' 
O q + ~ [O-Oq ~Fg + -~x ] = 2 u ~ - - O ' r - - O r , - - r ,  

( ) ( Ou o -r+I"I ~ =u  o ~ + OS r + O~ r~ :~ Or~. 

Cette solution ne peut  &re qu'une fraction rationnelle en 0; si celle-ci contenait  

un d6nominateur,  il y aurai t  au moins une involution du 2 e ordre; u est donc un 

polynbme en 8 et la 2 ~ 6quation du syst~me montre que ce polynbme es~ de degr6 

3. Les coefficients de ce polynbme seront  des fonctions rationnelles de sin (co--k) 

et cos (oJ--k): 

Si on pose 

ils ne peuvent  donc d6pendre de eo que par le groupement  w--k.  

u=s + tL0~ + a0 + ~ 
on aura 

0 2 + ~  0 
(I) O-q Oq rgO-----~ 

(2) X 0-) + ~ ~  = ~  c, + r 

(3) o tt + 3 ~ ~ -x  q + o 
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(4) 
0 

X(~) +/~ ~x~g =2 oez+r I 

(5) 
Oa ~ g O~g Oq+a ~ + 2 t ' ~ - x  +rl=o 

(6) X(a)_ao~ ~ r + 2 ~ r / ~ = 3  c~+r-* 

(7) 
r '  , O~g ~ *~-~x +,-,=o 

m 

Oq 

(8) 

(I) donne 

0 ~ 1  "~ 
x(~)+~r~=~0~ gs- 

;~ __ it, ( x ,  t, co) 
F g s 

it 1 ne peu~ eontenir co que par l ' interm6diaire de oJ--k; ne eontenan~ pas q, il 

ne peu~ cont~nir co; (2) donne alors 

eg (3) 

O-t I "  

Ces conditions exigent que 

I" ) 0/~ cos ( w - k ) - ~  sin (w--k) = c . ~  

bq-OVo 2~yqeg=o.  

0k 0~  
Ot Oco ~ - o .  

(2) mongre alors que /~ ne d6pend pas non plus de t; (4) eg (6) mongreng que a eg z 

song aussi seulemeng fonc~ion de x e~ q. En d 'augre t e m e s  

On a alors 

Of X ( ~ -  d~ 

z - x (~) 
I'g s 

et un changemeng de variable x permeg, si ~ n'esg pas nul, de prendre X =  I. 

(2) eg (3) donneng, dans ce cas, par addit ion 
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d'ofi 

et on a une premiere condition 

0 t tg 3 
b q T -  =o 

c X, (x) 
I ~ =  gS 

I 0 1 F X 1  
~ O x g~ - -  gS C2 -]- r.  

367 

(4) donne a en fonetion de tt et (5) donne une 2 e condition; (6) donne v e t  (7) et (8) 

donnent 2 autres conditions. Un calcul long et compliqu4 de discussions m'a 

amen6 ~ la conclusion que le systbme des 8 6quations pos6es plus haut n'est 

jamais compatible. Ce r6sultat est hors de doute dans tous les cas particuliers 

que soul,re la discussion. Je  ne le donne que sous r6serves dans le cas le plus 

gdndral: le temps m'a manqu6 pour refaire et essayer de simplifier le calcul. 

TROISIEME PARTIE.  

Surfaces applicables sur  une surface gauche ~ g4n~ratriees non isotropes. 

2i.  - -  Notations. I1 ne nous reste plus qu's 4tudier les 616ments lin4aires 

de la forme 

ds~-~dq2+(aq~+2 bq+c)  d x  ~ a # o  

a, b, c 6rant 3 fonctions de x seul v6rifiant la relation 

ae - -bZ= i . 

Les 6quations (E) et (E') s'6crivent dans ce cas 

(E) R T - - S ~ ' + R ( P F I '  Q_OF]FoY] 

F' t ~ y2 
(E') r - -  2ps-~, + ~ , ( a p  + --  I) 

Nous poserons 
a '  

aq + b ~ t g  ~ ~ = - -  a 

I-" I - -  p 2  a Q~ 
+ ~ S Q-F + F 2 F~ = o  

p 0 1 "  
F O x  y / ' / r  

a b ' . -ba '  
la - -  R ~ = a  (I --y2)--m~ . 

a 
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I1 en rdsul~e les identif~s 

R--m~ tg 
a r ~ I  + t g  s~ P-- 

a 

m l + R t g ~  0r  Ztg ~+~t 
I ~- tg s ~ Ox I + tg  * z 

lOaF Oe) G , ( e ) = - - e ~  +~yy 

m I (t~g s %-- i ) -  2 R ~g 
m 2 - -  

I + t g e ~  

l OF = 2!tg2~ - I ) +  2 Ixtgz 
Ox 2a 

( I --tg~ ~) ( ay - -  m--~2Z-) - -R  (Z tg ~ + Ix) + m~). 
G1 (m,) -~ 

I -{- tgS T 

22. - -  FonctiOfi8 c'anoniques d'ordre <z.  Nous pourrions nous borner ~ 6tudier 

le cas off il n'y a pas d'involution du I er ordre. I1 y a pourtant intdrSt "~ discuter 

le sysf~me $1 d u n  ~ 13 dans le cas qui nous occupe. II vient 

( ~  I I 09(0 0t0 
Oq 1"' V ~ # ~  + ~ cos (r + ~) + cotg t sin (o~ + ~)=o.  

On a imm4diatement 

l(x, t) 

et une identif~ en �9 qui donne le syst~me 

O1 ~ = o  
3x + 

Z 
0~ (sin t cos l)+ Z~a  sin t •  o 

Ix 
~ ( s i n  tsin 1)+ ~ : ~  cos t = o  

qui n'est compatible que si 

a' 2_~ - - 4  a 3 - - 4  K s aS 

Si on fair alors le changement de eoordonn6es qui ram~ne l'616ment lin~aire donn~ 

la forme de Weingarten, on retdmbe sur l'un ou l'autre des paraboloides 

d~couverts par ce savant, suivant que K est nul ou non. Ce fair s'explique 

d'ailleurs d'une fagon immediate par la G6om~trie. 

Cherchons main~enant les fonctions canoniques d'ordre ~ I. Soit v le 

logarithme d'une pareiUe fonction 

~v 
~-~ = A a +  Bfl. 
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On a 

tovt 
 Ezl ~ O  

Ov 
ne peut  se r6duire qu'~ une constante,  si nous supposons, comme c 'est  notre  

droit ,  qu'i l  n 'y  a pas d ' invar iant  du I ~r ordre. Un calcul d6js fair  mont re  alors que 

v=2 fl~ F+ (2 fl--a) ~ (ml--m,) + K z  + m (x, y, mj) 

la fonct ion V0 vdrifiant la condit ion 

O~ +m~yy  +Om aOF 
Ox ~ G~ (m,) + K (p + m~q) + p 0 % = o .  

Si nous y rempla?ons, au moyen  des formules d u n  ~ 2 I, p, q, ms, G1 (ml) par  leur  

valeur en fonct ion de tg  % on obtient,  par  rappor t  s cette variable, une identi t6 

qui fourn i t  le syst~me: 

0m 0m K Om [ ml l \  a l  

Ox-m,  +  (R+mlb)+ ray-- = T 

_2ROm=Oy + K ( R b _ m l ) _ R ~  ~Om + al~=O 

OFO OPO (ml]~ R.) 

et  la discussion mont re  que ce syst~me 

I ~ a toujours  une solution quand a est nul;  on a 

~ F ~ e~_~B F ~ e ~, 
~x 

2 ~ admet  une solution unique 

(re) ~ 
e ~ 

quels que soient a et fl, si a, b, c sont des constantes,  

3 ~ admet  une infinitg de solutions lorsque 

47--27377. 

a,~._~_4aa4K~a~ (_ha)' _= 2K a 

Avta ma thema~va .  51. I m p r i m 6  le 6 f6vr ier  1928. 
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il y a alors un invar iant  du premier  ordre et nous venons de voir ce qui se passe 

dans ee eas. 

Pour  &udier  les involutions d 'ordre  2, remarquons  que le syst~me (~)  du 

n ~ 18 qui les d6t~rmine ne cont ient  plus de terme en u s quand c~ est nul:  il 

I 
admet  la solution - = - o ,  qui signifie ici que les ~quations u 

E = o  R = o  

sont en involution. 

Quand a est nul, la d&erminat ion  des int~grales communes 's ces deux ~qua- 

tions n'offre aucune difficult6: on retrouve,  comme M r Gambler  me l 'a  fair  re- 

marquer,  les surfaces que j 'ai  signal6es g propos des involutions P =  + I. 

Quand a n 'es t  pas nul, si on pose 

, = ~  Y, (v) + Ys (v) 

on voit  que eette expression est solution de (E) sous la seule condit ion 

En  posant  

(a Y',--b Y',)'-=a ( I -  Y~)-- I7' 2t. 

YI=  sin q~ o/(v) cos 9D=-va--z-(~ 

off q~ est une fonct ion arbi t raire  de v, la m6thode de Darboux  ambne imm6- 

d ia tement  aux surfaces 

(z) 

(u + co, f s i n  co 1 f 

( : )  f �9 f f s in~176176 c~176 sinoJcos~od a y =  u +  sin co cos ~0-- " a 

z =  ( u +  ~ ) s i n  9~+ fe~ fsin god ( ~ ) .  

II est tr~s remarquable  que ces formules ne puissent repr6senter  que des surfaces 

r6gl6es. 0 u t r e  qu'eUes r6solvent compl~emen t  un probl~me d6jg t rai t6 par  

Darboux,  elles fournissent, comme nous le verrons plus tard,  la solution explicite la 
plus gdndrale du problOme de la ddformation dav surfaces gauches quelconques. 

25. - -  Est  ce que le systSme (:~s) peut  admet te  d 'autres  solutions? Si on y 

remplace u par  F2v(x, y, z, ml) , ce syst~me devient  
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OV I OF 
Oq l"SOx 

Ov 
Ox 

I "  2 V O F  
+ . . . .  O. 

I" F O x  

D'a~Ueurs la relat ion 

-~--x (s + mj t + u)--~(s + m, t + u) (2 A + B) 

donne  ici 

3 (c)u) 0u  
~ ~- ~ z ( 2 A + B ) .  

Ou du 
Si Oz n 'es t  pas nul, l 'existenee de la fonct ion canonique d 'ordre --< I ~z implique, 

puisqu'i l  n 'y  a pas d ' i nwr i an t s  d 'ordre  ---< I, que a, b, e ne d6pendent  pas de x. 

S'il  n 'en est pas ainsi, u et par  suite v ne d6pendent  pas de z. 

En in t roduisant  la variable z (n ~ 21), on a 

d'ofi 

O v  ~.( l - - tg2*)- -2  kt t g*  

). tt h (x, y, z, m l) 
v - -  - sin 2 z +  - c o s 2 z +  

4 4 4 

La  seconde 6quation du systbme (2~e)devient, quand on y remplace v par  c e t ~  

valeur, une identi t4 en z d'ofi on t ire les conditions 

oh oh 1Oh. Oh ) 
O-Tx + m, by  --  a O-z (R + bin1) + --  ay =ix '+  ~ (tz--h) �9 O m ~ \  2 

R Oh 2 ;( - - 2 0 y  + a-Oh(Rb--ml)--R~" Om, + 2  + 4 a - 2 / t ( / ~ - - h ) = o  

0 h 
2~x  + (ml E - - R k t ) = o .  

Si a, b, e ne d6pendent  pas de x, g et /t sont nuls et la discussion du syst~me 

ainsi simplifi6 condui t  ~r une impossibilit6. 

Si g e t  /t ne sont pas nuls simultan6ment,  h ne cont ient  pas z. En posant  

2 a- - -g~+/ ,2+4 a 
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les operations de Jacobi ambnent s la relation 

Oh 
~ B ~-~m ~ -~ 3 a �9 

Si a n'est pas nul, on en tire l'identif~ 

ml a' - a' ( 3 a ( 2 + f t y )  2) 

qui exige que a' soit nul. On a done toujours 

(I) ~ + # ~ + 4 a ~ K  (K constant) 

et on volt alors que, quel que soi~ K, h dolt se r~duire ~ une constants. 

alors les conditions 

I1 reste 

(2) # '+~ , (# - -h )=o  (3) 2 ~ ' + 4 a - - 2 # ~ - - h ) = o .  

Si ~ est nul, # est une constant~ (d'apr~s (2)) qui ne peut s'annuler (d'aprbs (3)); 

a est constant; b est proporCionnel ~ x; on trouve l'616ment lindaire des quaAri- 

ques de r6volution. 

Si ~ n'est pas nul, on a 

#' a v h I 
# = h + -  

# - - h  a a 

e~ les dquations (I), (2), (3) se r6duisent aux relations 

I a ' s =  - - 4  aS+ K a 2 - - ( a h + h l )  ~ 

qui jointes s 

a c - - b  ~ -  i 

ddf~rminent a, b, c, (~ condition qu'on n'y prenne pas a' et b' nuls simultandment) 

de fa~on que l'dquation (E) admette deux involutions du second ordre. 

24. - -  D'apr~s le rdsultat fondament~l de M r Gau, les surfaces qui admettent 

un dldmen~ lindaire tel que l'dquation (E) air deux involutions du second ordre, 

sont applicables de deux fa~ons sur une surface gauche. EUes son~ par suite 
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applieables sur une quadrique, d'apr~s le th~or~me d'Ossian Bonnet. Classer les 

solutions du syst~me (R) revient done s classer les ~l~ments Hn~aires des quadri- 

ques, rapport~es ~ leurs g~ngratrices rectilignes et aux tra]ectoires orthogonales 

de cellemci. 

Remarquons d'abord que le syst~me (R) d~termine a, b e t  c d'une fa~on 

unique en fonction de x, puisque les eonstamtes qui interviennent sont additives 

pour x et q et peuv~nt par suite ~tre n~glig~es. Supposons alors que, partant 

de l'~l~men~ 
ds ~=du ~ + (au ~ + 2 bu+e) dv s 

on fasse le ehangement de eoordonn~es T dont l'existence est impliqu~e par 

eelle de l'involution du second ordre et qui amine l'~14ment lindaire s la forme 

ds~=d U s + (A U s + 2 B U+ C) d V 2 

A, B, C ~tant des fonetions de V. Deux eas peuvent se pr4senter: 

I ~ L'expression A ainsi calcul~e est nulle. I1 faut qu'il existe aiors une 

involution du I ~ ordre et la quadrique est un des 2 parabolo'ides de Weingarten. 

2 ~ Si A n'est pas nul, les nombres A, B, C devront v4rifier les conditions 

(R), car l'6quation transform4e de (E') admet une involution du second ordre. Par  

suite, ces nombres ne sont autres que a, b, c o5 on a remplacd v par V. On 

retrouve ainsi le f~it bien connu de l'autom~trie des quadriques: les paraboloides 

isotropes exceptS.s, eUes sont applicables sur elles-m~mes de mani~re que les g~n4- 

ratrices d'un systbme viennent coincider avec les g6n~ratrices de l'autre. 

Consid~rons alors les formules (~) du n ~ 22; elles sont valables quels que 

s0ient a, b, c. Sices  fonctions v~rifient les relations (R), les formules (~) repr~sentent 

des surfaces ddpendant d'une fonction arbitraire et applicables sur des quadriques. 

Rien ne se ra  ehangg dans cette conclusion si on remplace, dans (~), u par U et 

v par V. Les formules repr~sentent done dans ce cas des surfaces S applicables 

sur une quadrique Q de mani~re que les g~n4ratrices de S viennent coi'ncider 

avec Fun quelconque des syst~mes de gdn~ratriees de Q. Comme nous d~montrerons 

que l'dquation de la ddformation de la quadrique g~ndrale n'admet aucune in- 

volution d'ordre sup4rieur ~ 2, les formules (~) constituent la solution explieite la 

plus gdn6rale qu'on puisse obtenir pour le probl~me de la d6formation des quadriques, 

quand on y remplace a, b, c par une solution quelconque du syst~me (R). 

On peut obtenir sans peine routes ces solutions. Posons 

f ( a ) = - - 4  a3 + K a  s - ( a h  + hi) ~ . 
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I ~ f(a) a ses 3 racines distinetes. - -  Si on pose 

a-=-p (a)--~a (x) p (a)=K--h ~ ( K - - h ~ o )  
on aura  

~,'~ (~)=4 ~,~ ( x ) - g ~  ~ ( . ) - g ~  

~"(~) 
h 1--~ i ~o' (a) h = --  I ~' (~) 

on en ddduiL 

�9 /V(,~)(~'(~+,~) + ( x - ~ ) -  2 ~'(@ 

eL 

ds~=du~_dv~ [(~(v)_~(a)) (u + ~ (v + a) + ~ (v--a)--2 v ~' (a)) ~ + I ! 
i ~,'(~) ~, (,0-~, (~)_, 

C'es~ le cas g~n4ral 1, off l '4quation en S de la quadrique a ses 3 racines disLinctes. 

Si K = h  ~, la quadrique a u n  c6ne directeur inscriptible dans un LriSdre trirectangle; 

on n 'a  qu'g poser 

a =  - ~ (x) 
eL on es~ amen~ g la forme 

2 ~ f (a )  a u n e  racine double eL une racine simple non nulles. On peal  poser 

a'~---=--4(a+,~)~(a+l.~ ~) Z=lz~q-~o ~ oJ~o. 
On a alors 

a =  -- t t~--sin ~ oJx. 

Si /t~§ I n'es~ pas nul, 

b ~ t ( e o ~ + / t  ~) tgeox 2 / x ' + 3 ~ t ~ + ~ o  ~ ( ~  ) 
r - : - -  ~ g  ~ x  

a /Z~§ I I +U * (I ~- $g* fOX) /t (~t~ + i)~1~ Arc tg 

Si /*~ + I es{ nul, 

ire ab = ~ ( ~ - -  I) eotg a rex+ (m*+ ~) cotg cox. 

Ces surfaces ne sonL applicables sur aucune quadrique r~elle. Elles le sont sur 

la quadriqne 

Voir DARBOUX, Th~orie gdndrale des surfaces, IV, p. 335. 
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x2 § + z~ § z y(y § i z ) ~  L 

3 ~ f(a) a une racine tr iple non nulle. On a alors 

et cet  dldment convient  s la quadr ique type  

x~ +y~ +z~ + z x ( y + i z ) - ~ .  

4 ~ f (a)  ne peu t  avoir  une racine simple nulle. 

nuUe, l ' au t re  dtant  ~ o ,  on a, en posant  

D ' o h  

K--h%~4 w 2 (w ~o), 

a' ~-~ - -4  a'~ + 4 a~ w~ h a 
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S'il  y a une racine double 

to ~ b b h 
- = x o n  - -  (2x +sh  x) 

ch ~ wx  a a 4 t~ 

su ivant  q u e  h est  nul  ou non. 

ordinaire,  soit  sur le paraboloide 

Ces surfaces  sont  appl icables  soi t  sur  le paraboloide  

qui convient  au paraboloide isotrope 

z (y + iz) = K ( y - - i z ) .  

25. - -  Fonctions cano~iques d'ordre 2. P o u r  routes les surfaces  que. nous 

4tudions dans  ce chapi t re ,  il existe pour  l '~quat ion (E) une involut ion d 'ordre  2, 

R-=o:  Nous  aurons  sonvent,  pour  les ~tudier, 's d is t inguer  3 cas, dont  la classi- 

fication r4sulte na tu re l l ement  de la discussion du n ~ precedent .  Nous avons vu qu ' i l  

exis ta i t  toujours ,  pour  l 'dquat ion (E'), une fonct ion canonique u----- F ~ e ~ d ' indices o e t  I. 

Cas / .  I1 n 'exis te  pour  (E') aucune involut ion d 'ordre  ~ 2  et aucun fac~eur 

canonique d 'ordre  ~ I aut re  que F ~ e ~. C 'es t  le cas gdndml. S'il  y ava i t  une 

d s ~ d u ~ - - d v ~ ( ~  +v ~) 

y (y + iz) + K x ~ o .  

5 ~ Si f(a) a une racine tr iple nulle, on obt ien t  la fo rme  
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fonetion canonique d'ordre 2, son logaxithme v entra~nerait l 'existence d 'une solu- 

t ion pour le syst~me d u n  ~ 6 (Th. II), off l 'on fai$ e ~ = o .  Dans cette dernibre 

hypoth~se, ce syst~me ne pouvan~ admettre  qu'une solution unique, celle-ci seru 

certainement solution de l '6quation diff6rentielle 

O0 Oa, +a~ 

les expressions a 6rant du premier ordre au plus; puisqu'il n 'y a pa~ d' involution 

d'ordre 2, la seule solution acceptable serait 

v = h(O + hi) h # o 

h e t  h 1 6rant du premier ordre au plus. 

En 6galant les coefficients des termes en 0, on a 

d'ofi, en posant 

OH OH 
Oq =o -Ox 

FI (h) + 2 h F = o Gl (h) - -0  

~ h =  H(x , y , z ,  m l ) - - ~ F  ~ 

OH OH OH FOI" 
+ + + . . . . . . .  2 o 5  

H serai~ alors (n ~ 22) line fonction eanonique d'ordre --< I et d'indices - -2 ,  o, 

ce qui est contraire ~ l 'hypoth~se, n n 'y  a donc, dans ce premier cas, aucuae 

fonction eanonique d'ordre 2. 

Cas. I L  I1 existe, pour (E'), une involution du second ordre 

Outre l~Ze ~, il existe alors la fonction eanonique ~p du second ordre: 

6x 

I1 y a alors une fonction canonique d'ordre 2 et d'indices a e t  fl, 

a 

u ---- g,2 ( / - e ) ~ - , , .  
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Cas. I l L  Si a, b, c sont constants, la fonction du premier ordre 

(re)2~ 
e ~ 

est eanonique et d'indices a e$ ft. S'il y avait  une fonction canonique d'ordre 2, 

il y aurai t  un invariant  d'ordre 2 eL nous avons exclu cette hypoth~se en m~me 

temps que les paraboloides de Weingarten.  

26. Involutions d'ordre 3. - -  Le calcul du n ~ 5o, off on fair c.~=o, montre 

qu'il  fau t  discuter le syst~me 

(s) 

I e,t or' o~ri ( r '  emil 
F , ( ~ ) + a a l 2  7 F + T x - , l  = u  2 r ~l+e~o+Q.,_ 

dO Om~ 
O,(,) + b ~ r r ' - - - - ,  O y  --e'O'--e~O 

off 

I 0 ~ 
QI-~ ~I" 

eOxOq Q*=2-e I ' F " - - F  ' ~ -  ~)x~ ]" 

On en tire 

rappor4 g O, 

(s') 

(s)" 

successivement en d6signant par des accents les d6riv6es de t~ par 

I 0~' / I" O~F\ _~,Ome 

I 0~' Om 2 
G,(, ')  + ~ V r ' = - - , ' ~ g y  - - 2 e ,  O - e ~  

o," ( r' o~r] _,,,lo,n, 

I -- U" 0~" Om~ 
G,(t/') + ~ F I " ' =  Oy --2#, .  

Une troisi~me d6rivation montre que 

(~D rpp 

g~-- + t / " ( 3 A  + 2B) = o. 

4 8 -  27377. Acta mathema$/ea. 51. Imprim6 le 7 f6vrier 1928. 
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Ca*. / .  I1 n 'y  a aucune fonct ion canonique d;ordre --< 2 et de p remie r  in- 

dice non nul;  t/" est donc nul  et b" est du I ~ ordre. (S") n 'est  autre  que le 

syst~me du n ~ 22 off a=-=fl-=--I et, off le 2 ~ membre de la 2 ~ 6quation est aug- 

ment~ de --2Q1. Le ra isonnement  du d6but d u n  ~ 20 est ici valable pour  d6- 

mont re r  que U" est ind6pendant  de z; il existe donc une fonct ion ro (x, y, m~)qui 

dolt  v6rifier l ' identit6 en tg  , :  

O~D Oro Om Gl(m~) ;~(tgz ~ - -  I) + 
+ oW, = 

2/z tg * +  44 t g , +  2/*(1 - - t g  ~ ~) 
I + t g  ~ 

Une discussion analogue ~ celle d u n  ~ 22 mont re  que le systSme en ~ issu de 

cette identi t6 ne saurai t  avoir de solutions lorsque Z et /~ ne sont pas nuls simul- 

tan6ment. 

Cas IL 8i U'" est nul, le calcul et  les conclusions sont  identiques. Mais 

on peut  avoir ici 

u'" - -  2 K  ~ t~" K _~ 
~:~p-  =~e~p + lu(x,y,p,q). (K#o)  

Comme le systSme (S") peut  s'6erire 

(~11 tp 

- -  V"(A + B ) _  2t h 
dx 

et  que 

la fonct ion lu doit v6rifier la relat ion 

dlv 
d x =  -- r0(A + B ) - -  2Q, 

que nous venons de discuter. 

Cas III .  a, b, c sont des cons tantes ;  01 est nul;  (S') et (S") s '6crivent 

d ~  = A u ' - e ~  ~x --~"(A+B).  

Si u" n'est  pas nul, on peut  prendre  
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_ _ -  o+ w(x, 
KF~e KF~e 

:x(O-~ ~o):= (2A + B)(O + i v ) -  KI"eQ,. 
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C'est encore le calcul d u n  ~ 22 Oil a =-= 2, ~ =  I et off le second membre de l'gqua- 

t ion qui donne G~(t0) est uugmentd de 

KF*e#~ = KF*e(FI'"--F '~) 

0m 
il fau t  simplement remarquer ici que l 'on ne peut pas affirmer que ~ est nul. 

En posant tu=hF ~, on obtient l ' identit6 en t g~  

Oh Oh [ m l ( i . _ t g ~ ) +  2Rtg~]  + _I Oh[2tg~(Rb_m,)+(R+bmL)(x + t g ~ ) ]  
aOz 

+ 0 ~ l a y ( 1 - - t g ~ )  + a ( 1 - - t g 2 ~ ) = o .  

Le sys~me en h issu de cette identit~ n 'a  jamais de solutions. 

Si U" est nul, b' est une fonction d'ordre - - I  et comme 

on obtient, en posant 

la relation 

(~e 
. . . .  ~ - A ~  
~x 

e~' 
2 

~h 
(~x 2eQ~ 

qui est la mSme que celle que nous venons de discuter. 

I1 r~sulte de la discussion des 3 c a s q u e  l '~quation (E ' )n ' admet  jamais d'in- 

volution du 3 ~ ordre sous nos hypotheses. 

27. La condition (F). II ne nous reste donc plus qu's chercher si la condi- 

t ion (F), n6cessaire pour qu'iI existe une involution d'ordre --> 4, peut  ~ r e  satis- 

fai te pour certaines valeurs de a, b, c. On doit avoir 
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~ H  
- -  A H + a,,.~ 

~x  

H grant d'ordre au plus ggal g 4. S'il es~ d'ordre 4 

~ ( i ' ) H )  O H  O H  

o H  
Dans le cas I, l 'existence de la fonction canonique 0 ~  entralnerai t  l 'existence 

d 'une fonction canonique d'ordre --< 2 et d'indices entiers, ce qui est impossible. 

O H  
Dans les cas I I  et III~ si ~ est d'ordre sup6rieur '~ 2, l'6galit6 pr6c6dente en- 

tralner~it,  soit l 'existence d'un invariant  d'ordre 3, ce qui est impossible (n ~ 27), 

soit celle d 'un invariant  d'ordre 4 et par suite d 'une involution de cet ordre: 

on pourrait  alors trouver un nombre H d'ordre 3 v6rifiant (F) (n ~ 8); il s'ensui~ 

OH 
que 0~0] est d'ordre au plus 6gal s 2, darts les cas I I  et I I I .  

Cas I. II suffit de chercher s'il existe une fonction co d'ordre --< 3 telle que 

~--~ = A oJ + N '  ds ms 
6x  dy  ~ 

- - -  ~ t 7  

d'apr~s les r6sultats d u n  ~ IO. Ici 

o ' ~  - - t  t ~ x + ~  +~ +~ 
I [ (_~:__~)p) + Ox de~yy][o(l~ +Oe_o_p) TO~F-~x -t-0~y] + - - -  0 de O ~ F  

2 e  

d ~ ms 
dy ~ 

[ (0~) ~ ,.o"m~l 
- ~"~ Io, +po.(,~;-~,)] + t" ~(~,-m~) ~ -  + (~" -~ ' )  -~p"-I Op 

+ ~to_____ + ( m ~ - m , ) ~ ]  + + (ms--ml)0p0~ j 

_s OS m~ OZ ms OS ms 
+ ~ + 2 e : - - = -  + . 

~p tl y Oy ~ 

On a donc 
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Comme d'ailleurs 
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~;(~) = ~o ~,, _ ~,0~,o~ 

Ool 
a:(,o) + ~ (o~3,, -J,) 

c,% d y  ~ ] - -  a. 

~g~l = oo~ 

~-x \-g; ] o z 

co est une fonetion du second ordre qui ne d~pend pas de z: 

co = - -  N '  t Om~ + f ( x , y , p , q , O ) .  

En formant G2(~o), on ob~ien~ alors une identitg de la forme 

G~(~) = U t  + V 

qui conduit au syst~me 

o+[ o r' o ri 
N (qo) + ~ ~ f + --JZx ] = 

Ore, [ 02m~ I [F'~ (0 e)')] 
- - 9 - ~ p  - -O  N ' - - + - -  - -  

Op: 2 e ~ c*  -013 
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Ux ~-o"1 ---- - oo ~ 

0r  es~ une fonction du premier ordre qu'on peut poser ~gale "~ 
O0 

-- H(x, y, p, q) Op 

~p et ~Pi dtant des fonctions d'ordre < 2 qu'il es~ inutile de calculer. Si on ddrive 

ces relations par rapport s O, on trouve 

G, ( r  + j 6  r ~  =--q~-O~f + -  N '  G, 2e ~ Op ] Oy Op 
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et  H v6rifie le systbme 

(s,) 

R. Gosse. 

~ o v  v f 2 e \ r '  ~Opl l 

I G,(H) + Hcgm~ K I I"  Oe\ [O~.r cOe\ 
- 

K ~tant  une constante  non nulle parce que N '  ne peut  ~.tre 6gal s I .  Ce syst~me 

est un  cas par t icul ier  du systbme 

Om~ F,(H) -t- H(~-p- 4- 21")~-  _K_2 e \I"(F"_ ~O_p!(Oe-~'~! 

(S) / ( ) ' G ' ' H ' +  0m~,y K(r'2e\r ~ )  ( b-x 0e\ t0~r  --0ylae\ K.rr'eF, H w -  -- + + + Ka, Ql + . . . .  
K% #~_ 

oh K est une constante  non nuUe; a ,  al ,  %, des constants  quelconques;  Ql et (~2 

sont  les fonct ions d6finies a u  n ~ 25. Avan t  de discuter  (S), nous allons mon t r e r  

que e 'est  encore ce syst~me qu 'on  obt ient  dans  les cas I I  et I I I .  

28. Cas I I  et I l L -  I I  y 

condit ion (F) s 'ecr i t  ici 

d~  

~x 

a une fonct ion canonique d 'ordre  --< 2. La  

- -  A f.o - -  a .  

690) 
Si to est d 'ordre  4, on a vu que ~ est  une fonct ion tD du second ordre au plus 

belle que 

~-x + ro~3,~ = o. 

On a donc 

et  

-~ (0, + ~) = (04 + ~) ~,,, - "-. 
(~x lu 

Les calculs d u n  ~ 8 mon t r en t  alors que 

90 = posZ,, 1 + u(x, y, z, p, q, s, t, 08) 
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a ~tant du  second ordre au plus, ~ la relation et conduisent,  ~ 

[Ou ~ Ou 

u ~tant du troisi~me ordre au plus. 

3 ~  ordre: Cet~e condition s'dcrit 

(~OJ 

(](]3 
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I1 suffit donc d'~tudier (I') quand ~o est du 

0~0 
+ b o  - - o .  

Une d~rivation par rappor t  ~ 0~ donne 

g ( O t o ) = _ ( 2 A  + Oto 

OOJ 
I ~ ~ est nul - -~o  est alors une fonction ~ de 0, x, y, z, p,  q qui v~rifie 

le syst~me 

OqD Ome I ~O~F O e ) [ O ~ F  Oe (/F~ O e ) ]  

Deux ddrivations par rapport  -s ~ conduisent  ~ la condition 

d x  - -  (3A + 2B)q~". 

Dans le ca~ II ,  on a donc 

,p m s ~ i 

q~ . . . . . . . . .  2 F e ~P - '~ q~ ' : - -  F e ~P -- ~ H ( x , y , z , p , q ) 

m 6rant une constante quelconque. En por tant  cette valeur de q~' dans le systbme 

pr6c6dent d6riv6 par rappor t  ~ O, on obtient  le syst~me (S) off K--~ I, a -~ a L = % ~ o. 

Dans  le cas I I I ,  on a 

a aO 
qD"-- e i .  4 qD'~ eF'--- + H ( x , y , z , p , q )  
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et  on re tombe  sur 

s tante  quelconque. 

2 ~ ~ -  n ' e s t  pas nul. 
uu s 

Dans  le cas I I  

le syst~me (S) off K - ~ I ,  a t=ae=~-~-~u-~o,  g ~t~nt une con- 

On a alors 

Dans  le cas I I I  

(~U 
. , =u (o~  + ~) dx - (2 A + B)u. 

I 

K~ 

I 

u -  K F  ~ 

K 6rant  une cons tan te  non nulle. Dans  les 2 cas, on a 

~X G 
(o, + ~) = (3 A + B)(0~ § ~) - -  ~ .  

Le calcul fair  pour  les involut ions d 'o rdre  3 donne ici 

F,(9~) +~F 2~ + O x l = - ~ o p  +e,o+e~ 

2.~ ~ L T ~ + ~  +~ + ~  

"OqD . Om~ 

~,,~!_~ .~ l.--~-x+~ +~ + ~  " 

Dans  le cas I I ,  ~ est  lin~aire en 0; dans  le cas I I I ,  il en est inddpendant .  

les 2 cas, 3 d4riv~tions pa r  r~.pport ~ 0 donnen t  

On a alors 

s176 =_~ ) 
dx ~0O s / 0O s 

1 
, p  m -- - 

---- F e  W 2 + H (x, y, z ,p ,  q) (cas I I )  

Dans  
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a0 
q ~ ' - - - -  + I"~H. (cas I I I )  

F~e 
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En rempla~ant q~' et 9o" par ees valeurs daus le syst~me pr6e6dent d6riv6 une 

ou deux fois, on retrouve,  dans le cas I I ,  (S) off a ~ a ~ - o ;  darts le cas I I I ,  (S)off 

a t e s t  nul ainsi que ~ et  #. 

29. Nous avons finalement ~ discuter  (S) dans les eas suivants 

OH 
I~ a=al=a~--~  -Oz "- o; a, b, c quelconques (ac~b~: i ) .  

2 ~ ) a, b, c sont li6s par les relat ions (R) d u n  ~ 23, et on peut  avoir  

soJt~ a ~ a l = a ~ o  , SOit a ~ a 2 ~ - O  

a e~ a.~ sont  donc toujours  nuls. 

Eu d6rivant  par rappor t  's z, on voit que 

(~ + B) ~ 
~x ~I oz 

Comme il ne peut  exister  de fonct ion canonique d 'ordre  ~ I qui air un premier  

indice non nul, on en conclut  que H ne d6pend pas de z. 

3 ~ a, b, c sont des constantes et on pent  prendre  

b : o  a ~ r  i .  

OH 
L'6galit6 prgcddente en Oz- donne 

O H  ~e ~ e  
Oz - -  2 l '~e  ~ H . . . . .  + H i ( x ,  y,  ml) 2I'Ve 

et  on a alors s discuter  (S), avec ces valeurs de a, b, c, dans le cas oh 

soit al=a~--O soit a=a,~O.  

Dans t o u s l e s  cas, nous pouvons prendre K - - - - x  et  poser 

a q + b = t = t g ~  H=h(_x~y , z ,m , ,  t) 
2 eF ~ 

Le syst~me (S) s '6crit alors 

49--27377.  Acta mathematiea. 51. Imprim6 le 7 f6.vrier 1928. 
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Oh t ~ p2 

a ?)t - -  1"* e*F ~ 

O ~ F =  t P 2 a leq tF*- -2  a~eQ2. 

La premiere 6quation s'dcrit 

d'ofi 

qu'on peut 6crire 

avec 

Oh t ~ ( R - - m ,  t)' a(I --y*) 
Ot I + t  2 e~(I + t*) s ( R t + m , ) '  

a ( ! - -y ' )  
h = t + R ( R t +  m~) + g(x, y, z, rex) 

h = t + ~ + u ( x , y , z , m , )  

u = ,  (x, v, m,) + t~z 

/~ 6rant une constante qui est nulle dans les cas I e t  II .  

On a donc l ' identit6 en t 

G, u +  t + ~---e-~ ] --  ~ ~u-t- t + ~ ]  + --F2 + 2 aiI'~eot + 2 a~ee~ 

p ) O~ F py ty 
- -  t - - e -  ~ ~-~x - e-~--F ~ + e l.~ 

off il f au t  remplacer F, p et e par leurs valeurs en fonction de t tir6es des 

formules d u n  ~ 2I. 

On peut ainsi l'6crire 

O ~ F ,  2 a t a  
G,(u)+Zt+g ~ (u+z t )  + ~ + 2a~q~eI'~+2a~q~e 

( ~ )  mt O~F  a v ( I - - t  *) ay 

En changeant  u en m -  R !, on abouti t  s l ' identit~ 

. , O~F 2 Z t + g ( ~ - t  *) 
a , ( v o ) - - r o  o x -  + " i + t  ~ 

+ - -  2 a a t  a y t  ~ 
I + ~  + 2all '~eQt+ 2a~eQ~= - - R ( I  +t~)" 
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~2 a 
ql= OxO--q~ F =  (r + t~), [2 Zt+/z(I  -- t~)] 
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F,2__O~F__ I-- t  ~ O"~F 
2 ~_ = F F"  - -  

O x  ~ - -  F~ O x  ~ 

En remarquan~ que a o es~ nul  routes les fois que F eontien~ x, on abouti~ finale- 

men~ ~ l'iden~i~6 g6n6rale 

Dx(iOm + t~) + OyyOrO [mx(t~ - I)--  2 Rt] + fla [(R +m,b)(x--t') + 2 t(Rb--m,)] 

Om [ ( ~ )  ] m[g(t~_i)+ 2ttt]+2aa t +Om~mj ( I ' t 2 )  ay-- --RO't+tt)+ml)~ - - 2  

at~y 
+ (I--2e~)[22t + tt(i--t~)]+aa~(i--t ~) + R = o .  

z e~ et 2 e eas. On a ~oujours 

Posons 
~ = ~ = ~ . ~ = o .  

$1=  x - 2 , ~ , .  

Nous sommes amen4s s discuter le sys~me  

y) Oro + Oro 0~o - - a  = -  "[- ~t/.ffl 

(2) 0~o Oro ay 

(3) - -  2 R 0 ~  - -  R)~ am ~mm, = ~ - 2 z~ , .  

L'6qua~ion (k) peut g~re remplac6e par 

OrO ~Rg . ) ~]~ + i.t~ t + ay 
(x)' m~ ~y + Ore, ~ 2 ay = ~ -  2-~" 

L'opgragion de Jacobi fai~e sur (i)' e~ (3) donne 
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Oto_~y (md,  + RZ) - ~Oto ( 2 a R  +at ty )~_  fll(Z~ +tt2)+ a + ~ + 

Si on 61imine to entre (i)' et (3), on obt ient  

d'ofl 

- - ] 
o ~  ('~'" + Rz) + ~ ,  am~ = ~ (z  ~ + ,~)  + - -  

R Oto ( Z ~ + / ~ + 4 a ) ~ _ _  a _ a~y ~ aymlZ 
R ~" 2 R ~ 

arty 
2 R  

En remarquan t  que l 'expression 

a ~ Z ~ + #~  + 4 a 

ne saurai t  4tre nulle sans t rans former  l'6galR6 prdcddente en une identi t6 im- 

possible, on a, en intdgrant ,  

to - -  g ( x ,  v)  ayZ ay ~ m 1 a Arc sin m~ 

En  por tan t  eette valeur de 

impossible. 

3 ~ cas. On a iei 

to dans (I)', on obt ient  une identi t6 en m~ qui est 

) ~ / , =  o a~ ~ o  a ~  I b = o .  

On est donc amend s discuter  le syst~me 

ovo Oto oto y BOto 

On peut  intdgrer  la 3 e 6quation et en por tan t  darts la seconde la valeur ainsi 

obtenue de to, o n  about i t  encore ~ une impossibilit6. 

Nous avons ainsi compl~tement ddmontr6 que la condit ion (F) n 'es t  jamais  

sa t i s fa i te  lorsque l'616ment lindaire donn6 a la forme 

d s ~ = d u  ~ + dv ~ (au ~ + 2 bu + c) 

et  qu 'aueun changement  de variable ne peut  ramener  cet 616ment s une forme 

analogue off a serait  nul. I1 est donc impossible darts ce cas qu'i l  existe une 

involut ion d 'ordre  sup6rieur ou 6gal ~ 4 pour  l '6quation d e  la ddformation.  
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Les formules (~) d u n  ~ 22 fournissent done bien, comme nous l'avons annonc6, la 

solution explieite la plus gdndrale de la d~formation des surfaces gauches quel- 

conques. 

3 o .  - -  C o n c l u s i o n  g d n d r a l e .  - -  L'6quat!on de la d6formation n'est compl~te- 

ment int6grable que si l'616ment lin6aire donn6 convient 

I ~ aux d6velopp6es des surfaces minima, 

2 ~ au paraboloide de r6volution, 

3 ~ aux paraboloides de Weingarten, 

4 ~ et, plus g6n6ralement, s'il peut se mettre sous la forme 

d8 ~ : ~  + 2dv~[u-~ n(I --~)v ~] 

off n e s t  un entier positif. 

Ces cas except6s, la solution explicite la plus g6n6rale du probl~me' de la 

ddforma~ion ne contient une fone~ion arbi~raire que si l'~l~men~ lin6aire convien~ 

5 ~ s certaines surfaces gauches signal6es par Darboux et pour lesquelles 

l'dquation de la d6formation admet une seule involution du premier ordre, 

6 ~ ~ des surfaces dont les lignes de longueur nulle sont lignes de courbure 

constante ou s la surface gauche la plus g6n6rale, pour lesquelles l'6quation de 

l a  d6formation admet une seule involution du second ordre, 

7 ~ aux surfaces ~ courbure constante ou aux surfaces applicables sur des 

quadriques, pour lesquelles il existe deux involutions du second ordre. 

Dans les cas 5, 6, 7 la solution explicite la plus g6n6rale ne donne jamais 

que des surfaces r6gl6es. 

Ainsi, dans ce cour~ travail, j'ai, non seulement retrouv6 tous les r6sultats 

connus, mais encore 6lucid6 ceux qui n'avaient pu l'Stre. La raison en est que 

le probl~me de la d6formation, malgr6 les 616gantes 6tudes g~om6triques dont il 

a 6~6 l'objet, d6pend en r6alit6 de l'int6gration d'une 6quation du second ordre 

que iYl ~ Gau et moi avons seuls 6tudi6e m6thodiquement: la question est prise 

par le fond e~ les r6ponses apparaissent et se classent tout naturellement. 

J 'a i  appliqu6 la m~me mdthode s l'dquation du second ordre don~ Darboux 

fair d6pendre la d6termination des surfaces W: les mSmes raisons assurent le 

mSme succ~s. J 'exposerai rues r6sultats dans un prochain m6moire. 


