
UBER DIE INTEGRATION DER LINEAREN DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN DURCH REIHEN. 

V o n  

ALFRED KIENAST 

in  KiiSNACHT bei  ZiiRICH. 

Die Koeffizienten Pf(x) der homogenen linearen Differen~ialgleichung n-ter 

Ordnung 

~(y) = ~  P~ (x)x'v(~) = o 
i = 0  

(i) 

seien im Kreisring 

(2) 

regul~re Funktionen und P~(x) 

R1 < Ixl < R~ 

verschwinde in diesem Kreisring nicht. Dann 

gib~ es 1 ein Fundamentalsystem Y l , . . .  Y,~, dessen LSsungen darstellbar sind in 

der Form 

yi = Xri(fot (X) + f l i  (X)lgx + -  + fki (x)(lgx) k) 

i =  1 , 2 , . . . ~ ;  

hierin bedeuten j ~  (x) Funk~ionen, die im Kreisring (z) eindeu~ig und regular 

sind; sie lassen sich also, ebenso wie Pi (x)[P,~ @)]-1 durch Laurentsche Reihen 

dars~ellen, die im Kreisring (2) l~onvergieren. 

Die Aufgabe, diese Laurentschen Reihen f u n d  die Exponenten r~ wirklich 

zu berechnen, ist yon Helge von Koch ~ mit  Hilfe der unendlichen Determinanten 

gelSs~ worden. Dabei is~ es n5~ig vorauszusetzen 

1 FUCHS, J o u r n a l  fiir die re ine  u n d  a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k  66, 68. 

2 H. v. K o c r  L Ac t a  m a t h e m a t i c a  ~S, I6, I8. 
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Pn (x) = l; P~-l(X) = o. 

Hierdurch werden in dem besonders iateressierenden Falle, dass alle P~(x) ganze 

rationale Flmktionen yon x sind, einfache Beziehungen verwischt. 

Es scheint daher nicht ganz aussichtslos, zur LSsung der genannten Aufgabe 

noch einen anderen Weg zu suchen. In dem speziellen Falle dass R1---~ o und 

die Funktionen Pi (i-~ I, 2 , . . . ,  n) in x = o nicht unendlich werden, hat  Frobenius s 

ein zu dem genannten Ziele ffihrendes, sehr vorteilhaftes u angegeben. 

Im vorliegenden Aufsatz werde ich dessen wesentliche Gedanken benutzen, soweit 

dies die vorliegenden Resultate fiber Differenzengleichungen gestatten, um das 

Problem in dem Falle zu 15sen, in dem alle P~ (x) Polynome sin& Hierbei stfitze 

ich reich auf die S~tze fiber Differenzengleichungen, die Herr Perron 4, Herr 

Kreuser ~ und Herr NSrlund 6 bewiesen h~ben. 

I.  

Ich setze in der Dif~erentialgleichung (I) ffir y 

(3) g (~, e) = ~  . ,  - z~ ,§ 

ein und erhalte 

Nun ist 

wenn 

P(g  (~, e)) = ~  g, P(x'§ 

p (~) = x e f  (x, e), 

f (x, e) = e ( e -  i ) ( e -  ~ + i) pn (x) + e ( e -  i ) ( e -  ~ + 2) p,,-1 (x) + + Po (x) 

und folglich ist 

P (g (x, e)) = F ,  g~f (x ,  e +~) x ~§ 

Die Pi(x) sind Polynome yon h5chstens m-tem Grade und daher ist uuch 

3 FROBENIUS, J o u r n a l  fiir die re ine  u n d  a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k  75. 

a O. PERRON, A c t a  m a t h e m a t i c a  34. 
5 p.  KREUSER, Inaugura l -Di s se r t a t i on ,  T i ib ingen  I9I  4. 
6 N. E. N()RLUND, Ac ta  m a t h e m a t i c a  4 o. 
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=i f (x, O) f~ (e) x" 
o 

ein Polynom vom Grade m in x und vom Grade n in Q. Somit ist 

P(g (x, e)) = - ~  [g, fo (Q+v)+g*,-1A(O'+Y--I)+ " +gr--mfm(Q'+V--TYt)] X *'+~. 

SoU die Reihe (3) die Differentialgleichung befriedigen, so miissen ihre Koeffizienten 

so bestimmt werden, dass die Rekursionsformeln 

(4) g,fo(e+v)+g,-~A (e+v--i)+ ... +g,-,~ fm(e+v--m)= o 

. . . . .  2 , - - I , O :  I~ 2 ,  . . . 

erfiillt sin& Under diesen Gleichungen sehe ich zuni~chst yon derjenigen ftir 

v=O ab, wodurch die tibrigen in zwei Gruppen zerfallen, diejenigen fiir v>O 
und fiir v < 0. 

Durch Aufl5sung des Gleichungssystems, das man aus (4) erhs fiir v = 0 + I ,  

0 + 2 , . . .  v kann man g~ berechnen, ausgedriickt durch go-m+~,...go. Man finde~ 

(-- I)~-~ h" (q) ( v = O +  1 , 0 + 2  . . . .  ) 
g"=?o(Q"FO+ I)fo (Q+O+ 2)"" fo(O+v) 

wobei 

h, (Q) = 

und 

x~ f o ( e + 0 +  ~) o o o 

x o f ~ ( r  f 0 ( Q + 0 + 2 )  o o 

o f ~ ( e + O + l )  f~_1 (~+o+2)  f o ( e + o + m + l ) ,  o 

o f ~ ( e + ~ - ~ )  , . . fm(e+,,-1) 

X1 --  go--re+l fro (Q-t-O--m+ I) + go-m+2fm-l (Q+ O--m + 2)+"" + go f l  (Q+ O) 

X~ = go-,~+2 f,~ (Q + O - - m +  2)+.-. + gof~ (e+O) 

Xm. 

h, ist daher eine ganze Funk~ion yon Q. 
5 0 - - 2 7 3 7 7 .  Actamathematlca. 51. I m p r i m 6  ]e 7 f6v r i e r  1928. 

.qo f~ (Q + 0) 
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Die AuflSsung des Gleichungssystems, das sich aus (4) ergibt ffir ~ = 0 - - I ,  

0 - - 2 , . . . ,  m--~ liefert g_,. ausgedrfick$ durch go-l, go -2 , . . . ,  go-,,; man finder 

( - - I ) ' - - m + O - - I  ]r (()) (Y =- m - -  b~ "~ - I,  . ~ - - 0 ~  2 , . . . )  
jr'm ( e - - m - l - O - - I )  fm(Q--? '~" t -O--2)""  f m ( o  ~') 

wobei 

k, (e) = 

und 

0 

0 

o fm(O--m+O--~)  I5 

�9 fm(O--rt?,2YO--2) fm--l(~--?n-~-O--I)  ~r 2 

fm--~ (e - - "+ ~) . fo (e+~n-- , )  . 

fo(e--m+O--1)  o 

o o 

0 0 

YI  = g o - m  fro--1 (O"~-O--'D'I,)"] - " " " @ gO---2fl (0 - I - 0 - 2 )  "[-go--I fO(~  " t - 0 -  I) 

- go-m f,,--2 (Q + 0-- , , )  ~ - . .  + go--~ fo (e + 0--2) 

Y m =  go--m fo (e + O--~n) 

k, ist somi~ eine ganze Funktion yon Q. 

Im Ansatz (3) ist der Parameter 0 enthalten, fiber den erst spiiter verffigt 

wird. Es ist aber nicht nStig ffir 0 andere Werte in Betracht zu ziehen, als 

solche, fiir die der reelle Teil yon Q der Bedingung genfigt 

( ~ ) 0 ~ ~ ( ~ ) ( I I I 

Die beiden Funktionen fo(o) und fm (Q), die in den Nennern yon g, und 

g - ,  auftreten, sind Polynome yon Q, deren Grad hSchstens n ist. Sie haben also 

.~e hSchstens n Nullstellen: fo(e) die Stellen 0,', fro(O) die Stellen ai. Zu jeder 

dieser Stellen gibt es im Streifen (5) eine kongruente Stelle: Q, ' I=Qi+Ni ,  

ail-= ai+Mi,  wo N~ und Mi ganze Zahlen bedeuten, die so besehaffen sind, dass 

0__--< ~ ( O i l ) < I ,  0__--< ~ ( 0 " i 1 ) < I .  

Wenn man diese hSchstens 2n Stellen ~)il, O'il durch kleine Kreise ausschliesst 

und 0 auf den hierdurch iibrig bleibenden Teil des Streifens (5) besehriinkt, der 
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T genannt werde, dann kSnnen die /~lenner von g, und g - ,  fiir keinen Wer t  von 

@ aus T verschwinden. 

Man kann aber das Verschwinden der Nenner yon g, and g - ,  auch noch 

durch passende Verfiigung fiber die willkiirlichen Konstanten go-,n,go-m+~,.., go 
vermeiden. Setz~ man 

g, =.fo (@ +-N1)fo (@+/Y~) �9 "'fo(Q+Nn)fm ((~+M1) "fro (0+ Mm) C,: (0) 

i -~O--m, 0 - - r e + i , . . . ,  0, 

wo die C; (@) willkiirliehe Funktionen yon @ sind, so bleiben die Funktionen g, (@), 

g_,(@) f i i r  jeden beliebigen Wert  @. des Streifens (5) endlieh. 

Die mit den Koeffizienten g,, g_,  gebildete Reihe (3) enthglt noch m + I 

wiUkiirliehe Konstante. Wenn man diese so bestimmen k~nn, dass die Reihe 

konvergiert, dann ist y = g  (x, @) ein Integral der Differentialgleichung 

(6) P ( v ) = x ~ + ~  . . .  + 9 o - m f ~ ( e + O - - m ) } .  

Es kommt also zuniichst darauf an die Konvergenz nachzuweisen. 

II. 

Die Koeffizienten go-m+~(v=I,  2 , . . . )  sind dadurch eh~rakterisiert, dass sie 

der Gleiehung (4), d.h. 

(7) g,+~/0(~§ ~+ ~)+g,+~-~f~(~+~+m-~)+--.  + g,fm (Q+~)=o 

v=O--m+I, 0 - - m + 2 , . . .  

geniigen. Dies ist eine Differenzengleiehung m-ter Ordnung. Irgend eine ihrer LSs- 

ungen ist dutch ihre m Anfangswerte go-~+l, go-m+2,. . .go eindeutig bestimmt. 

Ebenso sind die g_~ (v = I, 2, 3 , . - . )  dadureh eharak~erisiert, dass sie (4) oder 

g - - , - - m f , ,  (~ - -  �9 - -  m)  + g - r - - = + , f , , - - ~  (r - -  ~ - -  ~n + ~ ) + . "  + 9 _ , f o  (e - -  ~) = o 

V = - - 0 + I ,  - -  0+2 , . .  : O , I , 2 , . . .  

genfigen. Setzt man g__, -~- G,, so genfigen diese GrSssen der Differenzengleichung 

(8) G,,+mfm(@--v--m)+G,,+m_lf , ,_l(@--v-.m+I)+.. .+G,fo(@--v)~--o 
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und  irgend eine ihrer LSsungen ist eindeutig bestimmt dureh die Anfangswerte  

go-1 = G-o+1, go-2 = G-o  +2 . . . .  go-m = G-o+,~. 

Um fiber die Konvergenz von (3) etwas aussagen zu kSnnen, muss man das 

Verhalten der LSsungen yon (7) und  (8) kennen ffir unendlich grosse Werte yon v. 

Hieriiber geben die Untersuchungen yon O. Perron ~ und P. Kreuser 5 vollstiindig 

Auskunft .  Perron setzt voraus, dass der Koeffizient der Funkt ion  mig dem hSchsten 

Index in der Differenzengleichung den W e f t  I hat.  Man muss also (7) durch 

f0 (Q + v + rn) und (8) durch f ~  (Q--v--m) dividieren kSnnen. Somit dfirfen f0 (Q + v + m) 

ffir v = O - - m + I ,  0 - - m + 2 , . . .  u n d f ,  n ( Q - - v - - m )  ffir v = - - 0 + I ,  - - 0 + 2 , . . .  

nicht  verschwinden. Perron setzt weiter voraus, dass der Koeffizient der Funk- 

t ion mit  dem niedrigsten Index nie verschwindet. S0mit dfirfen f m ( q + v ) f f i r  

v = 0 - - m + I ,  O - - r e + z , . . .  und f o ( Q - - v )  ffir v ~ - - - O + I ,  - - 0 + 2 , . . .  nicht  

verschwinden. 

Unter  den hier gemachten Voraussetzungen sind die Bedingungen Perrons 

erffillt, wenn man  Q auf  das vorhin angegebene Gebiet T beschr~inkt, was im fol- 

genden vorausgesetzt werde. 

Wenn die Koeffizieuten in (I) bezeichnet sind durch 

so erh~lt man 

Pi (x) = Cio + ci~ x + ... + vi~ x ~, 

j~(Q)==Q(Q--I)..(e--n-[- I)eni+(}(Q--I)..(Q •-1-2) 6 n - l , i + " "  +Co, .  

Der Grad des Polynoms J~(Q) ( i =  o, I, 2, . . . m) sei h ( i ) < n .  Dann  ist 

Cni ~ Cn- - l , i  . . . . .  Oh(i)+!, i ~ O, Oh(i),i =~ 0 und 

lira j~ (v) v-a (t) __ Ch (i), i. 

Wenn  mit  Kreuser,  in Anlehnung an Perron, jede ffir v ~-~ o, I, 2, . . . deft- 

nierte Funkf ion f ,  fiir die 

lim f v  - k  -~ I, 

bezeichnet wird durch [vk], dann ist 

(9 )  = 

Nun erffillen die beideu Differenzengleichungen 



13ber die Integration d er linearen Differentialgleichungen dureh Reihen. 397 

, f l  ( q + v + m - -  I) .fro (q + v) 
(7) ..q,+mtg,+m--I --fo(q+v+m)-- + " "  +g" f o ( e + v  + m )  - -  o 

G*,+m 1 f m - l ( 0 - v - m +  I) fo(O--v)  
(8) G.+,. + - fi,, ( q - - v - - m )  + " "  + e "  fm (q - -  v - -  m ) =  o 

die Vorausse~zungen yon Per ron  uncl Kreuser.  Denn wenn 

(IO) D , + ~ + D , + m - i  a~')+ .-- + D , a ~  ) = o 

die Differenzengleichung ist, so setzt Per ron  voraus 

(I I) al ~) = a,I [~k(')] I, 

wo die ai yon null verschiedene Kons tan te  sind, wghrend Kreuser,  zur Vervoll- 

st~iaadigung der Perronschen l~sul ta te ,  voraussetzt  

(I 2) a~ ") = a, Irk(")]. 

In  den bier vorliegenden Gleichungen (7) lind (8) ist (I2) und damit  (I I) 

erfiillt; denn 

f i  (e + v + m - -  i) ea(i),i [va(i)_h(0) ] 
f o ( q + v + m )  ca(0), o 

f m - - ,  ( e - -  ~ - -  ~ + i )  __ Ch (~ --,),~--, [~h (m-,)  -- h (~)]. 
fm ( e - , ~ - ~ n )  eh(m),~ 

W e n n  J~ (0) ------ o, was nach Voraussetzung nur ein~re~en kann, wenn i yon 

o und m verschieden isr dann is~ col . . . . .  c . , i = o .  In  diesem Falle haben die 

beiden Quo~ienten a~f0 -1 und g~fm -1 f-fir alle v den W e r t  Null  und kSImen durch 

das Symbol  Iv-| multiplizier~ mi~ einem beliebigen, yon Null  verschiedenen, 

Zahlenfaktor,  dargestell t  werden. 

Die Exponenten  k(i) in (II) und (12)(ki bei Perron und Kreuse r ) s ind  somi~ 

fiir die Differenzengleichung (7) 

(~3)  k ( o )  = o ,  k ( i )  = h ( i )  - -  h ( o )  

und fiir die Differenzengleichung (8) 

(I 4) k (o) = o, k (i) h (m --  i) - -  h (m) 

( i  = I ,  2 , . . .  m )  

(i= I, 2, . . .  m), 
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Unter  diesen ist k (m) = _+_ (h (m) --  h (o)) sicher yon --  ~ versehieden, da fo 

und f ~  naeh Voraussetzung yon 1~ull versehieden sind. Dagegen ist es mSglieh, 

dass man fiir einen der anderen Exponenten k(i) das Ze iehen- -or  zu setzen hat. 

Urn die Si~tze yon Perron und Kreuser  aussprechen zu kSnnen, werden die 

Punl~e Po, P ~ , . - .  P~ mit  den Koordinaten 

X = i ,  Y=k( i )  ( i = o ,  1 , 2 , . . . , m )  

mit  einem nach der positiven Y-Axe konvexen Newton-Puiseuxschen Polygon um- 

spannt. Dieses ist bestimmt durch die Forderung, dass jede Ecke einer der 

Punkte  Pi ist, w~hrend die iibrigen dieser P u n ~ e  nicht  auf  der konvexen Seite 

liegen diiffen. 

Die Ecken dieses Polygons werden bezeichnet dutch 

deren Abszissen e 0 = o, e 1, . . . ,  e~ --~ m sind. 

W e n n  qz die tr igonometrische Tangente  des Winkels  ist, den die Z-re Poly- 

gonseite mit  der positiven X-Axe bildet, so ist 

k (e~) - k ( e ~ - , ) .  
q ) .  ~ . . . . .  

H i e r d u r c h  sind die a GrSssen 

ql > q~ > ' " ' > qo 

definiert; e~ -- e~_~ ist die Abszissendifferenz der Endpunkte  der ~-ten Polygonseite. 

Unter  Verwendung dieser Bezeiehnungen gilt  der Perronsehe 

Satz  7: Die Differenzengleichung besitzt ein Fundamenta lsys tem yon LSsungen, die 

derart  in a Klassen zeffallen, dass die LSsungen der ~-ten Klasse und ihre 

linearen Verbindungen den Ungleichungen geniigen 

I.+1 < C:(vl)qz f~r alle hinreiehend grossen v, 

{ g, I > c+ (v t)qz fiir unbegrenzt  viele ~. 

C und c sind yon v unabhiingige Konstanten.  Die Anzahl der Integrale  

der Z-ten Klasse is~ e ~ -  e~_,; man sagt, sie seien yon der Ordnung qz. 

7 0 .  PERRON, Acta mathemat ica  34 S. I35. 
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Man ha t  also, ausgehend yon den speziellen Wer t en  (i3) der k ( i )das  Poly- 

gon zu bilden, das zur Differenzengleichung (7) gehSrt. Das Polygon besitze eine 

horizontale Seite; es sei die v-re; dann ist q~ = o. Alle q~, 2 --  I,  2 . . . .  , �9 --  I, sind 

positiv; die q~. fiir 2 ~ ~+ I . . . . .  a sind negativ. Die Anzahl der LSsungen der 

Differenzengleichung, die positiven q~. korrespondieren, sei p; diejenige, die nega- 

riven qz entsprechen, sei r und zu q~ ~ o gehSren e~ -- e~-~ --  s LSsungen. Dann ist 

p+r+s-----m. 

Nun betrachte ich das Polygon, das zur Differenzengleichung (8) gehSrt. 

Die Ordinaten seiner Ecken ergeben sich aus den Exponenten (I4). Diese schreibe 

ich folgendermassen: 

k (o) = h (m) --  h (o) --  (h (m) -- h (o)) , . . .  k (i) = h (m -- i) - -h  (o) --  (h (m) - -h  (o)). . .  

...k(m)---- - -(h(m) -- h(o)). 

Man ersieht leieht, dass diese Reihe von Zahlen aus der Reihe (I3) erhal- 

ten wird, indem man die Reihe (I3) yon rechts nach links durchli~uft und yon 

jeder Zahl die feste Zahl h(m)--h(o) subtrahiert .  Zu (I4) gehSrt also ein Poly- 

gon, das aus dem]enigen der Exponentenfolge (13) erhalten wird, indem man in 

Bezug auf  die Y-Axe zum Spiegelbild iibergeht und dieses dann noeh verschiebt, 

bis sein linker kn fangspunk t  im Punkte  X ~ - o ,  Y = o sieh befindet. 

Hieraus folgt, dass die aus der Reihe (14) sich ergebenden Zahlen q~. diesel- 

ben sind, die aus der Reihe (i3) folgen, in umgekehrter  Reihenfolge und multi- 

pliziert m i t -  I. Somit  gehSren r LSsungen der Differenzengleichung (8)zu  

positiven Exponenten q~; p ihrer LSsungen gehSren zu negativen Exponenten 

qx und s ihrer LSsungen gehSren zu q~ ~ - o .  

Jede LSsung der Differenzengleichung (7), die zu einem negativen Exponen- 

ten q gehSrt, liefert eine Reihe ~ g,x  ~, die fiir jedes endliche x konvergiert.  
0+1 

Ebenso liefert jede LSsung yon (8), die zu einem positiven Exponenten q gehSrt, 

eine Reihe ~ g- , x - ' ,  die fiir jedes x ~ o konvergiert. 
- - 0 + 1  

Die s LSsungen jeder der Differenzengleichungen, die zu q~ = o gehSren, 

liefern Potenzreihen, die innerhalb, bezw. ausserhalb, ihrer Konvergenzkreise konL 

vergieren. Ih r  Verhalten ffir unendlich wachsendes ~ ergibt sich aus einem Satz 

yon Kreuser  (Satz VI). 
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Darnach zeigen die e l -  e z - 1  L~isungen der ~-ten Klasse dasselbe Verhalten 

fiir jedes ~ ~ I, 2 , . . . ,  a. t i ler  interessiert uns speziell die Klasse ~ ~ v und ich 

werde die Eigenschaften daher aussprechen fiir die e ~ -  e~-~----s LSsungen, d b  

der ~-ten Seite des Polygons korrespondieren. Zu diesen gehSrt die charakteris- 

tische Gleichung 

(I5) box' + b~x ~-~ +"" + b~-~o. 

Wenn man die Differenzengleichung, geschrieben in der Form (IO), zu grunde legt, 

mit der Bestimmung (r2), dann ist 

bi~-ae~_l+~lfallsderPunkt /auf  der ~-ten Seite 

o (e~-i + i, k (e~-i § i) (nicht auf der ~-ten Seite 

des zu (Io) gehSrenden Polygons liegt. 

Es seien a~ , a s , . . ,  a~ die yon einander verschiedenen und der GrSsse nach 

geordneten absoluten Betr~ge tier Nullstellen der charakteristischea Gleichung 

(~5). my sei die Anzahl der ihrer Vielfachheit entsprechendgez~hlten Wurzeln 

yore absoluten Betrag a~; dann ist 

~ 1 - ~  m ~ - ~  . . .  ~ - ~ ,  ~ ev ~ e~-i ~ 8. 

Dann lautet das Ergebniss von~ Kreuser: 

Satz: Jede der im Satze yon Perron genannten Klassen zerf~llt in w Unterklas- 

sen in der Weise, dass den m~ Wurzeln der charakteristischen Gleichung, 

die den absoluten Betrag a~ haben, m 7 LSsungen des Fundamentalsystems 

entsprechen mit der Eigenschaft, dass fiir sie und ihre linearen Verbindungen 

die Beziehung gilt 

l i m  sup ]~ I.q~l - -  ~ (7 = i ,  2 , . . .  oJ) 
v ~  ~ q~ 

Da im vorliegenden Fal le  q~ den Wer t  Null hat, so gilt fiir die der horizonta- 

len Seite des Polygons zugeordneten LSsungen des Fundamentalsystems 

lim sup ~f Ig~l : a.~. 

Ich bestimme ~etzt die zu q~ • o gehSrenden charakteristischen Gleichungen 

yon (7) und (8). Die bt sind yon der Form 
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ch (~), i [ch (0). o] -1 �9 

Da der Exponent  h ( i ) -  h (o) die Ordinate des Punktes  Pi  ergibt, da diese den 

gr5sst mSglichen WerL haben muss, well P i  auf der horizontalen Seite des Po- 

lygons sich befinden soil, und da dieser grSsste W e f t  h ( i ) =  n ist, so lautet  die 

zur horizon~alen Seite des Polygons yon (7) gehSrende charal~eristische Gleichung 

(I6) e,, ,~x s + e , , ~ + l x  "-1 + + e~, ~+, = o ,  fl > o.  

Hierin  haben alle diejenigen c,, i den W e f t  Null, fiir die der zugehSrige Punk t  

nicht auf der horizontalen Seite des Polygons liegt und die Gleichung beginnt  

mit  en,0x s, wenn c~,0 ~ o. In  diesem Spezialfall sind alle Exponenten (I3)nega-  

tiv, mit  Ausnahme yon k ( o ) =  o. Dann  beginnt  das Polygon mig einer horizon- 

talen Seite. 

Analog erh~lt man als charak~eristische Gleichung, die zur horizontalen 

Seite des Polygons yon (8) gehSrt, 

(I7) Cn, m-~2c s ~- Cn, m--~--I xs-1 -~- "'" -~- (3n,~q--t~--8 = O. 

Diese Gleiehung beginnt  rail c,, ~ x  s, wenn c,, m ~ O. 

Wenn  c,,flx s das wirkliche Anfangsglied yon (16) ist, d.ann ist 

Cn, 0 ~ Cn, z . . . . .  Cn, f l - -1 : ~  O; 

dann kann man  aber aueh 

[2n, O 3.,~u-~,'l -4- Cn, l X$ + ~--l .~- . -~-. Cn, (~_l X s -{-1 

in (I6) zufiigen ohne die Gleiehung zu ~ndern. 

W e n n  c~,~+, das wirkliche Schlussglied ist, dann ist 

daher kann man (I6) mi t  x~- ,  ~-~ mul t ip l iz ieren und 

C n , ~ + s + l X  m-~-e'-I "~ "'" ~- Cn, m 

hinzuffigen. Dadurch wird den Wurzeln von (16) nur die (m--f l - -s)- fache Wurzel  

nu l l  hinzugefiigt.  Ebenso kann man rail (I7) verfahren und mall ersiehL leicht 

dass (I6), abgesehen yon einer Potenz yon x, iibereinstimmL mit 

( I  8)  X m P n  ( x - ' )  = 0 

5 1 -  27377. Acta mathematiea. 51. Imprimfi  Io 7 f~vrler 1928. 
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und  (.17) mit  

(19) P,,Cx) = o .  

Die s Wurze ln  der charalrteristischen Gleichung, die zu q, = o fiir (7) ge 

h6rt, sind demnach die yon Null  verschiedenen Wurzeln  yon (I8) und die z~ 

q, ~ - o  fiir (8) gehSrenden sind die yon Null verschiedenen Wurzeln yon (19). 

Bezeichnen jetzt  ~ < a., < -.. < ao die yon einander verschiedenen absoluter 

Betr~ge der yon Null verschiedenen Nullstellen yon P,, ( x ) =  o und ist m~ die A n  

zahl der ihrer VielfachheR entsprechend gez~hlten Wurzeln vom.absoluten Betragc 

a~, so ist 

m l + m ~ +  . . -  + m o , - - - ~ s .  

Weiter  sind 

- - 1  - - 1  - - 1  
O f t o  ~ r  ~ �9 �9 �9 ~ 6 f l  

die der GrSsse nach geordneten, yon einander verschiedenen, absolu~en Betr~ig~ 

der yon Null  verschiedenen Nullstelien yon x m Pn(x--1). 

Ich fasse j e t z t  eine Wurzel  yon (18), deren absoluter Betrag ai  -1 ist, in~, 

Auge.  Die Differenzengleichung (7) besitz~ nach dem vorangehenden 

too+me0-1+ ' "  + m f ~  t 

LSsungen eines Fundamentalsystems,  fiir die 

qJ 

. . . .  1 

Diesen t LSsungen entsprechen t Reihen 

(20) ~,  g, x ' ,  
8 + 1  

deren Konvergenzradius mindestens a~ ist. Ausserdem haben, wie oben ange. 

geben, r LSsungen des Fundamentalsystems eine negative Ordnung (Satz vor. 

Perron) und somit l~isst sich durch lineare Verbindung aus diesen r + t Reiher 

eine Reihe (20) bilden, worin in den g, r + t willkiirliche Kons~ante auf t re ten 

Jetz t  betrachte ich eine Wurzel  yon (I8), deren absolu~er Betrag -1 ai-1 ist 

dann ist. ai-1 absoluter Betrag einer Wurzei  yon (I9). Die Differenzengleichun~ 

(8) besRzt 
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m 1 -~- m ]  --[- ' ' '  -]- n l i - - 1  : 8 - - t  

LSsungen eines Fundamentalsys~ems, fiir die 

lim supVIg_, I < a;_,.  

Diesen s - - t  LSsungen entsprechen ebensoviele Reihen 

-}-oo 

Z g_,x-', 

die mindestens ausserhalb des Kreises mit Radius a~-i konvergieren. Ausserdem 

haben p LSsungen des Fundamentalsystems eine positive Ordnung und ergeben 

daher Reihen (21), die fiir jedes x ~-o konvergieren. Indem man die lineare 

Verbindung dieser p + s - - t  Reihen bilde~, erh~ilt man eine Reihe (2x), worin die 

g_, p + S--  t willkiirliche Konstante enthalten. 

Die beiden l~ ihen  (2o), (2x) greifen iibereinander; die Koeffizienten g o - , ,  +1 . . . .  , 

go-1 miissen in beiden dieselben Wer~e haben, wenn (20)und (zx)zusammen 

genommen eine Reihe (3) bilden sollen. Setzt man daher die Ausdriicke, die 

man in beiden F~illen fiir die g erh~lt, einander gleich, so sind dies m - - I  Glei- 

chungen zur Berechnung der festgestellten 

(r + t) + ( p + s - - t ) -  m 

willkiirlichen Konstanten. Diese kSnnen somit, abgesehen yon einem gemein- 

samen Faktor, berechnet werden und damit ist d~nn eine Reihe (3) gewonnen, 

die im Kreisring 

. , - 1  < Ixl  < - ,  

konvergiert und eine LSsung yon (6) dars~llt,  deren reehte Seite jetzt bis auf 

denselben Faktor bestimmt ist. 

111. 

Der niichs~e Sehri~t best~eht darin, die soeben skizzierte Best~immung der 

Koeffizien~en go---,~+l . . . .  go-~ durchzufiihren. 
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Die in den Si~tzen von Perron und Kreuser  festgestellten LSsungen der 

Differenzengleichung bilden ein Fundamentalsystem.  Dieses sei fiir (7) 

H ,  + ,,) ( i  = 1, 2 ,  . . . , , )  

und fiir i ----- I, 2 , . . .  r + t seien dies diejenigen Funkt ionen,  die auf  die soeben 

beschriebene Weise zu Reihen (20) fiihren, deren Konvergenzradius as oder grSs- 

ser ist. 

Das analoge Fundamenta lsys tem fiir (8) sei 

K,'(v -- Q) (i ---- I, 2 , . . .  m) 

und unter  diesen Funkt ionen seien die fiir i = I, 2 , . . .  (p + s - -  t) diejenigen, die 

zu l ~ i h e n  (21) fiihren, die ausserhalb eines Kreises konvergieren, dessen l ~ d i u s  

a i - -1  oder kleiner als a~-i ist. 

Perron hat  in den LSsungen dieser FundamentMsysteme v auf die Folge 

ganzzahliger Werte  I, 2, 3 , . . .  beschriinkt. Da jede LSsung dutch  ihre m An- 

fangswerte eindeutig bestimmt is~, ist es leieht, die H und K Ms a.nalytische 

Funkt ionen yon v + Q auszudriicken, in den Fiillen, in denen man fiir die Diffe- 

renzengleichung ein Fundamentalsystem,  bestehend aus analytisehen Funktionen,  

angeben kann. 

Ieh setze daher voraus, die Funkt ionen Hi(v+ Q)und Ki(v--Q)seien als 

analyt isehe Funkt ionen von v bekannt.  Dann  lassen sieh die Koeffizien~en der 

Reihen (20) und (21) l inear dutch sie ausdriicken 

(22) 

g, 
r+t 

= Z +,) 
i--I 

( v=O--m + I, 0 - - m + 2 , . . . )  

p+8--~ 

~_j B, Ki(v--O) (v . . . . .  0 +  I, - - 0 +  2 , . . . 1 .  
i=1 

Da man ferner (8) aus (7) erhalten hat,  indem man - -v  fiir v substituierte, 

so sind die Hi (Q + v) und Ki (-- v -- Q) Fundamentalsys teme derselben Differenzen- 

gleichung und miissen sich daher linear durch einander ausdriicken lassen. Es sei 

(23) Ki (--  v --  Q) = ~ ~i ~/-/~ (y + Q) (r  I, 2 , . . .  ,~). 
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Die beiden Darste l lungsar ten (22) miissen dieselben Koeffizienten go-m +1.. .  go-a 

ergeben, woraus die ( m - - I )  Gleichungen folgen 

(24) ~ A , H ~ ( Q  + ; r  ~ B , K ~ ( - - ; t - - Q ) =  o 

) . ~ O - - m +  I, O - - m +  2 , . . . O - - x ,  

fiir die m Unbekann ten  A~(i = i ,  2 , . . .  r + t), B~(i = I, 2 , . . . a v  + s - -  t). 

Bezeichnet  man die Unte rde te rminan ten  der Elemente  der ersten Zeile der 

Determinan~e 

H (e + o) = ] H, (e + o--  ~). . .  H,+, (e + 0 -  m) K, ( m ,  0--  a)... K,+,_, (m - 0 -  e) 

I 
I t l a ( o + O - - I ) . . . H , + t ( Q + O - - x )  K , ( I - - O - # ) . . . K p + , _ t ( I - - O - - Q )  

mR Ha (;~ = I, 2 . . . .  m), so erh~l~ man aus (24) 

Ai --  CHi (i = I, 2, . . .  r -{- t) 

- - B ~ = C H r + , + i  (i=: I , 2 , . . . p + s - - t )  

wobei U als willkiirMehe Funkt ion  yon O anzusetzen ist. Diese W er t e  in (22) 

eingetragen,  ergeben die Anfangswer te  go- ,~ . . ,  go. 

Die Reihe (3), die im Kreisr ing a;-~. < [x[ < gi konvergier~, ist damit  voll- 

stRndig bestimmt.  

Man kann  je tz t  auch die rechte  Seite in (6) berechnen;  es ist 

q) (e) = gofo (e + o) + g o - , / 1  (~ + o - i ) + . .  + g o - , , f , ,  (e + o -  m) 

r+t } 
----arm (e + 0 - -  m) go-,, - -  ~ ,  A, Hi (# + 0 --  m) ; 

1 
denn die Differenzengleiehung (7) ist aueh effiillt  fiir ~ = 0 -  m, wenn man fiir 

g, den in (22)  augegebenen Ausdruek benutz& Wei ter  l~sst sich go--m durch  die 

zweite der Formeln  (22) ausdriieken; dies gib~ 

r  A,tI,(e+O--m)-- y,, B, Ki(m--O--o) I 

= _ 

= - o / ~ ( e  § o - ~ ) ~ ( e  + o) 



406 Alfred Kienast. 

mad es bleibt iibrig, die Determinante  J zu berechnen. 

Berfieksiehtigt man (23), so erh~tlt man  

d(e+O)=lH~(e+O--m--~ +Z)l ~ 

0 

0 0 

I 0 

O I 

~ l t  ~ l ,v  

~ U ' ,  1 ~ 

0 . 0 

0 . 0 

~1,~,+1 �9 ~ l ,m  

.* 

�9 i ~ I , 2 , . . . ,  m;  ~ : = l , 2 , . . . , r n ~  

wenn zur Abkiirzung gesetzt wird r §  t = v, p §  = w. Ferner  sei 

D(e+O) = IH,(e.§ I + • ) I ( i , Z  = , ,  2 . . . .  , m) ist die Determinante  des l~unda- 

mentalsystems der t1~; somit ist D ffir .]eden zu den singtfl~iren Sfiellen der 

Difl~erenzengleiehung (7) inkongruenten  W e f t  q v o n  Null  versehieden. Diese 

singulgren Stellen best~hen unter  den. hier  gema~h~en Voraussetzungen aus den 

Nullstellen e, yon fo(e) u n d . ,  yon f,~(e). 

Verffigt man fiber die Bezeichnung in (7) so, dass 

re(e) = ( e - e , ) ( e - e , ) . . .  ( e - e . )  

f,.(e) = d ( e - - . , ) ( e - - . ~ ) . . .  (e - . . ) ,  

so ergibt  sieh leieht, dass D(e+O) einer Differenzengleichung I-ter 0 r d n u n g  

geniigt, aus der, ( - - I )  m d = e gesetzt, folgt  

D ( e  + O)~_ - l I ( e  + O - - m - a , - - 1 ) .  . . I I (q  + O - - m - - a n - -  i ) 
/ ~ ( Q - ] - 0 - - e l - - I  ) . . .  / - / ( e - k - 0 - - e a - -  i )  eQ/1(0) ,  

we -4(0 ) eine periodisehe Funkt ion  yon O ist mit  der Per iode ~. H ist das 

Gausssche Zeichen ffir die Ga.mmafunktion. Somit ist 

r t ( e  + o - n ~ - a , ) .  . . r t (e -+  O - m - a , , )  
q)(q) = -  Cdee i i (q+O_e _ , )  i i (o+O_o, ,_ ,  ) -4(0)~. 
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_//(q) und ~ sind durch die besonderen Fundamentalsysteme Hi und K~. ge- 

geben. Sie sind bisher, meines Wissens, nur ermittelt worden yon N5rlund G 

fiir eine >) norm~le >> Differenzengleichung (7) in der fm (q+v)  und J'o(O+v+m) 

Polynome des Grades n der beigefiig4en Argumente sind, w~hrend der Grad yon 

f l . . . f , , - 1  nicht hSher als n i s t .  

Ich habe nicht die Absicht, hier .//(~) und ~ noch fiir andere Klassen yon 

Differenzengleichungen zu bestimmen und nehme daher jetzfl an, dass fiir (7)die 

NSrlundsche Voraussetzung erfiillt ist. 

Dana ist die eharakteristisehe Gleiehung (I 5) resp. {~6), n~m[ieh 

(25) x "  Pn(x  - I )  : (x - -  a l ) "  " (x - -  am), 

yore Grade m und hat m yon Null verschiedene Wurzeln. NSrlund definiert in 

w I I zwei Fundamentalsysteme 

(i = I,  2 , . . .  m) 

und weist fiir die u, fiir v--~ + ~ ,  das Yerhalten naeh, das Perron-Kreuser fiir 

das oben dutch Hi(v) bezeiehnete System angegeben haben, w~hrend er fiir die 

finder, dass sie sich fiir v --~-- r verhalten, wie das oben durch K~(v) bezeichnete 

System. 

NSrlund erInittelt in w 19 .4(q) unfer zwei Voraussetzungen; erstens wenn 

die charakteristische Gleichung (25) lauter yon einander verschiedene Nullstellen 

besitzt, und zweitens, wenn 

X m/) .(37 -1)  = (I "--'X) ta- 

U n t e r  diesen Voraussetzungen ist _//(Q) eine yon q u~d 19 unabh~ingige Konstante. 

Die Koeffizienten ~ik der Relationen (23) und folglich such ($ sind periodi- 

sche Funktionen yon ~ mit der Periode I. N5rlund zeigt, dass sie rationale 

Funktionen yon e~';(e-e~ ), ). = I, 2 , . . .  n sind und dass sie so viele rood. I in- 

kongruente Pole haben, jeder in seiner Vielfachheit gez~hlt, als J0(q) Nullstellen 

besitzt. Ihre Anzahl ist somit n. 

Setz~ man 

e2'~;Q-- o~, e~"e~  = 0~, (k = i ,  2 , . . .  n), 

so geht die eindeutige Funl~ion ~(Q) yon ~ fiber in eine eindeutige Funktion 

yon oJ; sie ist im endlichen, ausser in den  Polen 8 j , . . .  0,. iiberall reguBir. 
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Es sei Q --= u + i v  und 

lira ~ = 7 1 ,  lim (~=7~:  

7, und 7-. sind vSllig best immt und NSrlund zeig~, dass 

lira ~ k = o ,  i ~ k  

lim qii---- I, lim (~ii= di r o. 

Hieraus  folg~ 7, = I: 7_~ r o und r :r Daher  is~ ~ eine rutionale Funkt ion  yon w, 

die fiir r  und w = ~  die endlichen Wer t e  I und 72 annimmt;  somit  ist 

wobei 

Setzt  man  

(,o - , , , , )  �9  �9 ( ,o - ~o,,) 

= ~'~ ( ~ o -  0~) . . .  ( ~ -  0 , ) - '  

7~fi cok=fi  Ok. 
k=l k=l 

O)k=e2Zirk ( k = I , 2 , . . . ,  ~$), 7~=e -~'i~, 

wodurch rk, ~ nu r  bis auf ganze Zahlen best immt sind, so ist 

exp { 2 g i  ( r i +  ' -"  + r n - - ~ ) ) } =  e x p  { 2 r  .- .  +Qn)} 

oder  bei passender W a h l  der rk, ~p  

n ~f 

k=l k~l 

Da 

f~--tOk ~ i ( r k _ Q k  ) 
0 ) - -0  k 

sin ~g(Q--rk) 
sin ~(Q-- Qk)' 

so f o l ~  un te r  Beri icksichtigung yon (26) die Dars te l lung 
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I ]?l sin z (q- - rk)  
(~(e) = ~ -~  sin z ( Q - -  qk)' 

k-- I  

aus der die Nullstel len ersichtlich sin& Fiir ~ gibt es also als Funkt ion  yon co 

ein Par t ia lbruchzer legung und eine Dars te l lung durch eine Summe yon ctg ~r(Q--Qk), 

wie dies H. v. Koch s ffir die analoge Gr5sse ~ ausgefi ihrt  hat.  

Verfiigt  man schliesslich fiber die willkfirliche Funkt ion  C(Q) dadurch,  dass 

man setzt 

c (~) --- [ r /  (o + o - m - , , , ) . . ,  n(o + o-m-o, , )  r t ( q , - e - o ) . . ,  n ( e , , - e - o ) ] - - ' ,  

so folgt  

q ) ( q ) = B e ' ~  I I  sin z ( q - r ~ . )  
71: 

k = l  

wo B eine yon e unabhiingige Kons tan te  ist. 

Damit  ist unter  gewissen Voraussetzungen die rechte Seite yon (6)ermit tel t :  

Nachdem im w z die Konvergenz  der Reihe (3) nachgewiesen wurde, ersieht  

man hier, dass man aus der Reihe (3) eine LSsung der Different ialgleichung (I) 

erh~lt,  wenn man fiir die bisher unbes t immt gelassene GrSsse Q eine der n 

Nullstel len r/: yon (~ einsetzt. 

Besitzt  {~(0) n rood. I inkongruente  Nullstel len r~, so erh~ilt man zu jeder  

eine LSsung der Different ialgleichung (I) 

yk = g (x, rk) (k = I, 2 . . . .  , n), 

und diese bilden das Fuchssche Fundamenta lsys tem.  

Man kann schliesslich annehmen,  da~ss o < ~ ( r k ) < i ;  denn wenn dies n icht  

der Fall  w~tre, so kSnnte man in der Dars te l lung yon (~(0) leicht zu diesem Fall 

iibergehen, wobei nur  eine Potenz yon ( - - I )  als Fak to r  h inzutre ten wfirde. 

IV. 

Die Reihe (3), wie sie durch die Entwicklungen in w 2 festgelegt  wurde, ist 

L5sung der inhomogenen Different ialgleichung 

(6) P (u) = x ~+~ �9 (Q). 

s H. v. Koch, Aeta math. r 5 S. 58 fig., ~6 S. 282. 
5 2 -  27377. Acta mathematica. 51. lmprim6 le 7 f6vrier 1928. 
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Differentiier~ man bier nach x a n d  eliminiert q), so folgt  

x P '  (.v) - QP (.v) = P,, (x) x "+~ y ( " + ~ ) +  . . . .  o 

g (x, Q) ist somit LSsung einer homogenen linearen Differentialgleichung, in 

der der Koeffizient der hSchsten Ableitung yon 0 nnabh~ngig ist, w~hrend die 

iibrigen Koeffizienten lineare Funkt ionen yon Q sind. Nach einem fundamenta len  

Satz y o n  Poincar~ folgt daraus, dass g (x, Q) eine ganze transzendente Funkt ion 

yon (~ ist, wenn der yon x unabhii.ngige wiUkiirliche Faktor  C(Q) richtig gew~ihlt ist. 

I n  Bezug auf x ist g (x, e) (nach w 2) regul~ir in der Umgebung jeder Stelle 

x innerhalb des Kreisringes 

(27) ~,-~ < H < 6,. 

Somit ist g (x, Q) fiir jedes Wer tepaar  xl,  el, wo x~ dem Kreisr ingan gehSrt, 

and  ]e~] < G, entwickelbar in eine Potenzreihe 

.q (x, e) = Co + c~ ( x -  x,) + c , ~ ( e -  e,) + ; 

folglieh ist g (x, Q) eine stetige Funkt ion  des Paares x, ~ in dem genannten Gebiet. 

Es sei x 2 irgend ein Wer t  yon x, der auf einem innerhalb des Kreisringes 

verlaufenden und zu diesem konzentrischen Kreise K liegt, dessen Radius r sei. 

Dann  n immt  g (x~, q) seinen maximalen Wer t  an fiir eine Stelle qz, die auf dem 

Rande des Gebietes liegr auf das q beschr~nkt wird. Dieses sei das Rechteek L, 

bestimmt durch 

o_-< ~ (Q) < ~ I ~ (~)1 < G, 

wo ~ (e) den reeUen und ~(e) den rein imagin~ren Teil yon e bezeichnen. 

Betmchte t  man daher  

F(x~,  e~) = la (x_,, e..)l, 

wo. jetzt  x~ und q~ zwei beliebige Stellen des Kreises K und des Randes yon L 

sind, so folgt, dass F(x~,  O~) eine stetige Funkt ion  des Paares x~,q~ ist. Da jede 

der beiden Variabeln x~, Q~ auf  einer geschlossenen Kurve variiert, so h~ngt jede 

nur  yon einem reellen Parameter  ab, n~mlich den Bogenliingen s~, s~ der Kurven 

und diese Parameter  sind beschr~nl~ auf das Interval l  o bis ganze L~nge der 

Kurve, 2 7~r im Fal le  des Kreises, 1 fiir das Rechteck. 

Es ist also F(x~, e~) eine reelle F u n ~ i o n  der beiden reellen Variabeln s~, s~; 

sie ist eine stetige Funkt ion  dieses Paares im Innern  und auf dem Rande des 

Gebietes 
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o__<s1~2zr  , o<--_s.,<~l 

und folglich hat sie in diesem Gebiet ein Maximum F. Darius folgt, dass 

Igx ,  o) l < v 

fiir jedes x auf dem Kreise K und jedes Q aus dem Rechteck L. 

ffetzt ergibt die Koeffizientenabschittzungsformel fiir die Laurentsche Reihe, 

angewendet auf (3), class fiir jedes  0 aus L, 

(28) ]g'l <=Fr--" ( v = ~  I ' 2 ' ' '  " - -2 ,  . .. 

Die Reihe (3) ist fiir den Kreisring (27) aufgestellt worden. Durch Ein- 

fiihrung der neuen Variabeln ~, x ~ ~ ] f a , ' ~ l  ai, wird er transformiert in den Kreis- 

ring 

V.,_,.;-' < I~l < V -1 Ofi 0fi--I 

der die Eigenschaft hat, dass der Kreis mit Radius I in ihm liegt. Man kann 

daher voraussetzen, dass dlese Eigenschaft yon Anfang an vorhanden ist, also 

Jetzt betra~hte man im Kreisring (27) zwei Kreise K1, dessen Radius R~ > I, 

und K~, dessert Radius R~ < I. Dann gibt es zufolge obiger Betrachtung zwei 

Maxima F1, F~, sodass 

und jedes Q das L angehSrt. 

[.q,.I _<_ ~;  R, - ,  

Ig,] --< z~ 1~:-, 

Ig(x, 0)l < F  1 fiir jedes x auf K l 

Ig( x, Q)I < I"~ fiir jedes x auf K,, 

Weiter ist nach (28) 

(~=o,  I, 2 , . . . )  

( ~ = - ~ , - 2 , . . . )  

Hieraus folgt endlich, dass die Reihe, durch die g (x, Q) dargesLellt ist, gleichmiis- 

sig konvergiert fiir aUe ,o des Rechtecks L und alle x zwischen den Kreisen Kt 

und K.~. 

Folglich erhiLlt man durch gliedweise Differentiation der Reihe g(x, Q) den 

Differentialquotienten der dargestellten Funktion. 
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Naehdem in w 3 ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (I) ange- 

geben worden ist, unter der Voraussetzung, dass die Nullstellen yon ~ (Q) yon 

einander verschieden sind, bleibt noch der Fall zu betraehten, dass ~ mehrfaehe 

Nullstellen besitzt. 

r I sei eine k-fache Nullstelle yon ~ und somit yon �9 (Q)und r 1 liege im Ein- 

heitsstreifen. Das Reehteck L werde fixiert, indem man setzt G > Ir~l. Dann 

erh~lt man 

[0 ~g(x,Q)| 0~ " '0 

Hier hat  die reehte Seite die Nullstelle r 1 ffir 2 = o, I, 2 , . . .  k - - I  und somit~ 

geh5ren zur k-fachen Nullstelle r x als LSsungen der Differentialgleichung die k 

Funktionen 

{ O~g(x'Q)} (,~ = o, r, 2, . .  
0 qz ~=r, 

Sie bilden mit den zu den iibrigen Wurzeln gehSrigen LSsungen das Fuchssche 

�9 

$ $ 

Die dargestellte LSsung konnte nur unter Zuhilfenahme yon einigen sehr 

beschr~nkenden Voraussetzungen durchgeffihrt werden, weil nur fiir diese die 

n5tigen Resultate fiber Differenzengleichungen zur Verffigung standen. Die Eigen- 

schaften yon O(Q) entsprechen vollst~ndig denjenigen, die It. v :  Koch ffir die 

analoge Funkt ion gefunden hat  unter Verwendung viel umfassenderer Vorausset- 

zungen. Es ist daher nicht unwahrscheinlich, dass die oben gefundenen Resultate 

wieder erhalten werden, wenn die erforderlichen S~tze fiir weitere Klassen yon 

Differenzengleichungen zur Verfiigung stehen. 

Oder man kann das Interesse auch auf die fehlenden S~tze, z. B. fiber nicht 

>>normale>~ Differenzengleichungen, riehten und sagen: es ist nicht unwahrschein- 

lich, dass diese ungef~hr so lauten werden, wie die ihnen analogen, die in diesem 

Aufsutz gebraucht worden sin& 

Kiisnacht (Zfirich), 3 ~ Nov. I925. 
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