RECHERCHES SUR LE THEOREME DE M. BOREL DANS LA
THEORIE DES FONCTIONS MEROMORPHES.

Par
GEORGES VALIRON

4 STRASBOURG.

Les résultats qui seront exposés dans ce qui suit complétent ceux donnés
dans trois mémoires précédents’; ils concernent la distribution des points ol une
fonction méromorphe prend une valeur donnée arbitraire.

Considérons d’abord une fonetion f(z) méromorphe en tout point 3 distance
finie. M. Borel®? a défini l'ordre d'une telle fonction au moyen de l'ordre de
deux fonctions entiéres dont elle est le quotient. M. R. Nevanlinna® a donné
une définition équivalente & partir de la fonction T'(r,f) qu'il a introduite dans
cette théorie:

2

T(r,f)z_m(r,f)+N(7’,f

avec
27

mirof) =57 [ Toglstrelau,

0

! Ces mémoires que je désignerai par I, II, TII, ont pour titres: I. Sur la distribution des
JSonctions méromorphes (Acta math., t. 47, 1926); II. Sur une propriété des fonctions méromorphes
d’'ordre positif (Bull. des sciences math., t. 50, 1926); III. Compléments au théoréme de Picard-
Julia (Ibid., t. 51, 1927).

* Contribution & Uétude des fonctions méromorphes (Annales Ecole norm., 3¢ s., t. 18, 1901)
et Legons suir les fonctions méromorphes (Paris, Gauthier-Villars, 1903).

8 Zur Theorie der meromorphen Funktionen (Acta math., t. 46, 1925).
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r

Nir,0)= [ tntw,0) =nfo.a) % + nio,gogr

0

n(xz,g) désigne le nombre des zéros de g(z) pour |z| =z et ;;L désigne le nombre
v sl v>0 et o dans le cas contraire. L’ordre est le nombre
0 = Tim b_z%'%ﬂ

M. Borel avait obtenu des résultats relatifs & »(r,f — x), il montrait que cette
fonction est de l'ordre de grandeur de »¢ sauf pour deux valeurs de x au plus.
Grice a la méthode puissante qu'il a mise en ceuvre, M. R. Nevanlinna a apporté
a ces résultats des .compléments trés importants en ce qui concerne le rapport
de N(r,f) & T(r,f); ses énoncés contiennent ceux de M. Borel. On peut égale-
ment déduire de ses résultats la proposition suivante (I, TIT) qui jouera un rdle
fondamental dans la suite: '

I. La fonction f(z) dordre positif ¢ étant donnée, il existe un nombre k
supériewr & 1 et une suite de couronnes C(n,f)

]2R1L<|Zl<k‘R”
telles que
_ B . log T(Rn,f) __
e Y

jouissant de cette propriété: le nombre des points de C(n,f) en lesquels f(z) prend
une valewr x est compris entre

I

_c 2 2
IOg’kT(RN)f) et T(k Rn,f)

log &

pour tous les x dont les points représentatifs sur la sphére de Riemann sont ex-
tériewrs & Uun ow Uautre de trois cercles de rayon [T (Ru,f) .

Cette proposition est trés précise en ce qui concerne le nombre des zéros
de f(2)—x lorsque ¢ est fini, le rapport des nombres limitant cette quantité est
alors inférieur & un nombre fixe si les O (n,f) sont convenablement choisies.
Flle pourrait étre complétée dans le cas de lordre infini (I1).
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11 existe donc des couronnes d'épaisseur finie dans lesquelles le nombre des
zéros de f(¢)—x est de l'ordre de T(R,f). 8i la distribution de ces zéros dans
la couronne était sensiblement homogéne quel que soit x, il existerait des régions

de dimensions V——%ﬁ) dans lesquelles f(2) —z s’annulerait encore sauf pour des
x voisins de certaines valeurs. J’ai montré (III) que I'on a effectivement une
propriété de ce genre. De méme si I'hypothése de la distribution homogéne est
la moins favorable, il doit exister des régions de dimensions ¢ B dans lesquelles
le nombre des zéros de f(2) —x est de l'ordre de &* T'(R,f). C'est ce genre de
résultats que je me propose surtout d'obtenir ici; je les déduis non plus du
théoréme de Schottky, mais d'une généralisation d'un théoréme de M. Landau au
cas d'une fonction méromorphe dans un cercle ou elle prend moins de N fois trois
valeurs distinctes. Ceci me conduit a des résultats quantitatifs assez précis mais
qui ne semblent pas définitifs. Quelques unes de leurs conséquences peuvent
8tre énoncées sous une forme définitive (& cause de son imprécision) trés simple,
notamment les suivantes:

II. f(2) étant dordre o positif, il existe une direction D, ¢ = const. (¢ = ré'?)
Jourssant de cette propriété: dams tout angle comprenant D & son intériewr, I'exposant
de convergence de la suite des zéros de f(z)—x ' est égal & o pour tous les x sauf
deux au plus.

Ce théoréme compléte celui de M. Borel. Je dirai qu'une direction D pos-
sédant la propriété précédente est une dérection de Borel.

TIL. f(2) étant d’ordre o fine non nul, il existe une suite de cercles I (n,f)

lze—z(m)|<em)|z®)]|, lime(n)=o,

n=cw
tels que, dans T (n,f), f(2) prenne
|2 (m)Jetama g (12,.70) |<n(®), limyn)=o
Jois toute valewr x représentée sur la sphére a Uextérieur de deux cercles de rayon
e—lzmr—e (@>o0). -

Cette proposition est encore valable, mais sous une forme moins. précise,
pour les fonctions d’ordre infini; elle contient un théoréme de M. Julia complété

! Pour x = ® les zéros de f(z)—x sont les pdles de f(2).
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par M. Ostrowski’. Elle se généralise au cas ol 'on considére les zéros des
fonections f(z) + R(z), R(z) étant une fraction rationnelle, ce qui donne une nou-
velle propriété des familles de fonctions considérées par M. Julia.

Dans le cas d'une fonction f(¢) méromorphe dans un cercle |z|<1 et dont

I'ordre moyen

est positif®, on a une proposition analogue & 1 et on peut encore appliquer la
méthode de découpage d'une couronne en régions plus petites. On étend ainsi
les résultats précédents et le théoreme de M. Julia, ce qui donne notamment
cet énoncé:

IV. 8¢ f(2) est méromorphe et d’ordre moyen positif dans le cercle |z| <1 il
existe au moins un rayon @ = const. tel que, dans tout angle A de sommet origine
admettant ce rayon pour bissectrice, f(2) prenne une infinité de fois toute valewr sauf

deux valewrs au plus.
' : . . 7
Lorsqu'une fonction est méromorphe dans un angle A4, |¢p|<—2—— et pour ¢
o

voisin de zéro et que, dans un angle complétement intérieur a A, f(2) est d'ordre
3 supérieur & o (dire que l'ordre est 3, c'est-a-dire que l'exposant de convergence
des points ol f(z) prend une valeur x est au plus égal & 8 quel que soit x et
est égal 4 B pour un x au moins), une représentation conforme raméne au cas
d'une fonction d'ordre positif dans un cercle de rayon 1 mais n’admettant qu’'un
point singulier sur la circonférence. La méthode de découpage s'applique alors
d'une fagon plus compléte et montre que

V. flz) étant méromorphe dans le voisinage de Uorigine & Uintérieur d'un
angle A dowverture = ¢t étant d’ordre B supérieur & o dans un angle intérieur, ol
[£4

existe o Uintériewr d'un angle intériewr & A une suilte infinie de petits cercles

Tn,f), le rayon de I'(n,f) étant infiniment petit par rapport & la distance d(n)

! Voir les mémoires de M. Julia (dnnales de I'Ecole nor., 1919, 1920, 1921) et son ouvrage
Lecons sur les fonctions uniformes & point singulier esseniiel (Paris, Gauthier-Villars, 1924), le
mémoire de M. Ostrowski Uber Folgen analytischer Funktionen wnd einige Verschdrfungen des
Picardschen Satzes (Math. Z., t. 24, 1925) et les Lecons sur les familles normales de fonctions ana-
lytiques et leurs applications de M. Montel (Paris, Gauthier-Villars, 1927).

2 M. Nevanlinna appelait ce nombre ordre. Il m’a fait remarquer que, eu égard aux pro-
priétés des zéros, il conviendrait plutét de donner ce nom au nombre g-+1. Jappellerai ¢ ordre
moyen et 0+ 1 ordre total.
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du centre & Uorigine, tels que f(2) premne d(ny=Pt7™ fois au moins dans I'(n,f)
toute wvalewr x sauf celles qur sont représentées swr la sphére a Uintérieur de deux

BN (n) tend wvers o lorsque n erolt indéfiniment.

cercles de rayon e

Cet énoncé suppose 8 fini. Lorsque g est infini, on a une proposition analo-
gue. Dans tous les cas il y a une direction de Borel & l'intérieur de Yangle 4.
Ceci s’applique & une fonction méromorphe autour du point & l'infini et d’ordre

s . N I 232 . 1
¢ supérieur a —; on peut notamment considérer un certain angle d'ouverture su-

M

périeure a :)_1: dans lequel Yordre est égal a4 9. Dans le cas d’'une fonction holo-

. . . . 4o 1. .
morphe autour du point 3 linfini et d’ordre fini supérieur a > il y a au moins

deux directions de Borel. La proposition V se généralise au cas des fonctions
f(@)+ R(2), B étant une fraction rationnelle.

J'ai du laisser en suspens un certain nombre de questions. J'ai déja dit
que mes formules précises ne semblent pas définitives, elles renferment un terme
en log T introduit par le mode de démonstration et qui doit pouvoir disparaitre.
Dans les démonstrations, au lieu d’employer un théoreme genre Landau (dans
lequel figure la dérivée & Lorigine), il serait plus indiqué d'utiliser un théoréme
genre Schottky. Je n’ai pu reconnaitre si, comme il semble probable, il-n’existe
pas toujours une direction de Borel au moins commune & une fonction et & sa
dérivée, J'indiquerai au cours de lexposition d'autres questions qui restent a

résoudre.’

I. Rappel de propositions antérieures.

1. Je ne reviendrai pas sur la démonstration du théoréme I donné ci-dessus
pour laquelle on se reportera aux mémoires I et III. Je donnerai d'ailleurs plus
loin (n°7) des indications sur la démonstration de la proposition analogue relative
aux fonctions méromorphes dans un cercle.

La proposition suivante jouera aveec I un réle fondamental dans la suite.

VI. Soit g(2) une fonction méromorphe dans un cercle |z| < R, prenant N fois
au plus dans ce cercle les valewrs o,1,%. On supposve que la plus courte distance

! Une partie des résultats donnés dans ce mémoire a été résumée dans une Note des Comptles
Rendus (3 janvier 1928).
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de Uorigine aux points ot g(z) prend ces valewrs 0,1, % sott au moins égale i 0 et

que g (0) ne soit pas nul. Dans ces conditions, on a

(1) T(;R,g)< 36 N log 565—4log lg' (©) R| + 12 lgg lg (0)] + C,
C étant une constante absolue.

On obtient ce résultat en explicitant les valeurs des constantes dans le se-
cond théoréme fondamental de M. Nevanlinna® ou plus simplement en complé-
tant la démonstration du théoréme de M. Landau due i cet éminent géometre.
On peut suivre la marche que jai employée dans le mémoire I. 11 est loisible
de supposer R=1. L'identité

donne

(2) m(v',g)<2m(1‘,gil) +m (7*,%) + N(r,g)+ N(r,g—1)+log 2

—log |g’ (0)] + log |g (0) [g (0) —1]],

et I'on a

N(r,g)<Nlogg<Nlog Z;
et des inégalités analogues pour N(r,g—1) et N (r,;). En ajoutant cette der-

niére quantité aux deux membres de (2), on obtient

. 9 g L
T(7,9)<2m(7,g_1)+m(7,g) +3N10g6+10,__, 2

—log |g’ (0)] + log |g(0) (g (0)—1)|.

Le calcul des limites supérieures de m (r,%) et de la quantité analogue se fait

en utilisant la formule de Jensen-Poisson due & M. Nevanlinna (loc. cit., p. 53).

! loe. cit., p. 61.
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Il y a ici des simplifications provenant de ce que #(r,¢g) est moindre que N et
N(r,g) limité par la formule précédente. On a

+ '

log

I * , , 1 I
gg <log2+zlogﬁ_—r+log [m(R,g)+¢7z(R,§)]+log (2N+1)+2N10g(—§

R’ étant compris entre r et 1. Le troisidme terme du second membre est infé-
rieur &

log [2T(R’, g) —log |g (0)]]

ce qui donne

1
R —y

m (7*,%)< log 8 + 2 log

+ log (N+ 1)+2Nlog§
+ , + y
+ log T' (R, g) + log |log|g ()|
et

't 3log T(R,g)+ H

T(}', g)< 6log R—,:’—

avec

b

+ R
H=C+ 3 log |g(0)|—log |g (0)] + 9N log

QD

C étant une constante absolue. On applique alors la me’thode de M. Borel pour
éliminer le terme en log 7' du second membre, comme dans le mémoire I; on
trouve

1
1—v

T(r,g9) < 36 log +4H.

. I . NETT, sl s .z Lz .
En faisant r=-, on arrive a I'inégalité (1). Pour N=o0, cette inégalité fournit

le théoreme de M. Landau. On peut d’ailleurs abaisser la valeur numérique des
coefficients des termes du second membre de (1) en faisant des approximations
moins grossiéres, en utilisant notamment la propriété de convexité de la fonction
N(r,g) comme le fait M. Nevanlinna. Par exemple, le coefficient du terme en
N peut étre remplacé par un nombre quelconque supérieur & 3. Mais la déter-
mination des valeurs exactes présenterait surtout de lintérét.

10 — 2822. Acta mathematica. 52. TImprimé le 29 février 1928.



74 Georges Valiron.

II. Cas des fonetions méromorphes en tout point a distance finie.

2. Plagons-nous dans une couronne ou la fonction considérée f(z) satisfait
4 1'énoncé I et écrivons R au lieu de R,. Partageons la couronne en domaines
plus petits limités par des rayons @ — const. et par des ares de cercle |z| = const.

¢ étant un petit nombre donné nous tragons - (k—-— 7;)—1 circonférences équi-

. . p - 27 o .
distantes des circonférences limites et — rayons. Nous formons ainsi
. ]

(3) p—zn(k-—,;)s—lg
domaines partiels que nous appellerons pour simplifier des quadrilateres. Soit ¢
I'un de ces quadrilatéres: nous appellerons centre de @ le point situé sur la cir-
conférence |z]=const. équidistante des circonférences limitant @ et sur le rayon
@ =const. bissecteur des rayons limitant . Soit alors @' le quadrilatére homo-
thétique et concentrique 4 ¢, le rapport d’homothétie étant égal & 20.

Nous allons supposer que dans @’ f(z) ne prenne que N fois au plus trois
valeurs g, b, ¢ dont les points représentatifs sur la sphére ont des distances mutu-

. . g s pss N £ 1as
elles au moins égales & un nombre d inférieur & 5 Nous en déduirons une borne

\

pour la fonction T relative & une certaine fonction, puis une borne pour le nom-
bre des points f{¢) =y appartenant a @ lorsque y ne s’'approche pas trop de cer-
tains points. En faisant le méme raisonnement pour chaque quadrilatére @' nous
aurons une limite supérieure du nombre des zéros de f{z)—y pour toute la cou-
ronne C(n,f), denc une contradiction avec I si N est convenablement choisi. Il
existera donc un quadrilatére @ ot f(2) prendra N fois au moins les valeurs
autres que celles voisines de deux points.

Entourons les zéros de fle)—a, f(&)—0, f(e)—c appartenant & @ de cercles
I' ayant ces points pour centres et pour rayon 4. La somme des diamétres de
ces cercles est au plus égale & 6 Nd. Nous supposerons

(4) 6Nd=¢R

Soit 2, un point situé sur une circonférence |z| =const. et sur un rayonq>——const
ne coupant pas ces cercles I On peut choisir ce point & une distance du.centre
de @ inférieure & 2¢’R et tel que f(z,) soit fini. On peut supposer
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lellal, lel=]el, [5] <
elzlal, lel=]bl, 2

If(go)"‘“l éIbf(zo)“‘z’l-.

Si l'on pose

(Z)_f(z):g c—b

T fe)—=b c—a’

on aura
c—b K
lglell<|"—2|< T

K étant une constante absolue. Nous distinguerons deux cas suivant que |g’ (z,)}]

est inférieur & 1 ou supérieur ou égal & 1. .
Plagons-nous dans le premier cas et parcourons la circonférence |z|=]z]

jusqu'aux points z, et 2z, situés & la distance 3¢R de z,. Tant que l'on ne

rencontre pas de point en lequel »

(5) g ()] >1

on a sur tout larc 2,z
K
|g(z)|<E+3sR.

Supposons que l'on puisse atteindre les points z, et z,” sans rencontrer de points
donnant lieu & (3). Considérons une circonférence |z—z,|=1 dont le rayon r est
compris entre 3¢R et 3¢ R—&®R et qui ne coupe pas les cercles I Parcourons
cette circonférence & partir des points situés sur |z]=]|z,|. Tant que (5) n’est
pas vérifiée, on a encore

(6) |g(z)l<§+3eR(1+Z;).

Done, ou bien il existe un point ot l'on a a la fois (5) et (6) ou bien (6)
a lien sur toute la circonférence de rayon r. Dans ce dernier cas nous avons

m(r, g (2,+2) <log (§+ gaR)

et

N(V, —

r
g(zo+z))<N10g3
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On a dans ce cas

3¢R

(7 T(r,g (e +2)) < Nlog 3%

K +
+log3+ log (9 ¢ R) + log 2.

. I . N . .
En outre, la circonférence |z— z,| =7 contient @ 3 son intérieur pourvu que

& soit assez petit.

Lorsque cette circonstance simple ne se produit pas, il existe un point &, en
lequel on a & la fois (5) et (6), le cercle |¢ — 2| < ¢ ne contenant pas de points
ot g(z) est nul ou infini ou égal & 1. On peut en outre supposer qu'en ce point
2y, f(z,) est fini; il suffira de prendre, s'il y a lieu, un point voisin de z;, on
aura encore (6) et

(5) lg' )l > -

Appliquons alors la proposition VI au cercle

le—2z] <166 R =1,
on aura '

r 16ee R t o2 I
(8) T(;,g(zl+z))<36Nlog———6— +4logm+lzlog3

+
+12log(oe R)+ C

’

: r . o iz
et le cercle |¢ — 2| < 7 contient encore ¢ a son intérieur.

En remplacant d par sa valeur (4), on voit que, dans tous les cas, il existe
un cercle tel que le cercle concentrique de rayon moitié contienne ¢ et pour
lequel on a

(9) T(r,g)<ANlogBTN+ (]logé-ﬂlogeRl,

A, B, C, étant des constantes absolues. Cette inégalité est d’ailleurs valable méme
pour N nul, dans ce cas le premier terme du second membre doit étre rem-
placé par o.

3. On passe de T (r,g9) & T (r, f) par des transformations connues (III). On
obtient, dans le cercle précédent, dont le centre sera désigné dans tous les cas
par 2,
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BN , I + '
(10) T@, f) < ANlogT+ C logg + |log ¢ R| + log | f(2o)],

(' étant une nouvelle constante absolue. On tire de 13 une limitation du nombre
des zéros de f(z) —y dans le cercle de rayon moitié, donc dans @, en supposant
la distance sphérique de y A f(z,) assez grande. On a en effet

+
T(r,f—y) < T [f)+logly| + log 2
et
_r

N f—p) +m ( = 7) +log|fley) ~ 71 = T, f—7)

done

N f—y9)<T0 f)+ 1;g|7| —log | f(ze) — | + log 2.

Dans le cercle concentrique de rayon moitié, donc & fortiori dans @, le nombre

des zéros de f(z) —y est moindre que

logzN(v‘,f—r)

et, par suite d’aprés (10), inférieur a

1 BN 1 ‘ + +
(1) Tog 2 ANlogTJrClog;ﬁllogeRI—long(zo)—VI+10g|f(zo)l+log 7] -

Nous supposerons que la distance sphérique de y & f(z,) est supérieure ad,
de sorte que la somme des trois derniers termes du crochet est aussi inférieure
I
'Zl.

aux quadrilatéres @; il existera des points y pour lesquels le nombre des zéros

a ("lo Faisons la méme hypothése pour les uadrilatéres @ attachés
g yp rq

appartenant & la couronne C(n, f) sera inférieur au produit de (11) par p, pourvu
que l'aire totale exclue sur la sphére soit inférieure & 47, donc pourvu que pd®

o s . . e s | S . .
soit inférieur & 2. Si pd?® est inférieur a > il existera méme de tels points y
auxquels s'appliquera le théoréme I, l'expression (11) devra étre supérieure &

I . . .z . .
————T(R, f). Si cette inégalité n’a pas lieu, c¢’est que, dans I'un au moins des

plogk v
quadrilatéres @', f(z) prend plus de N fois toutes les valeurs sauf au plus celles qui
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sont représentées dans deux cercles de rayon d de la sphére.  C'est ce qui aura
lieu si 'on suppose

BNlogXB — 1R, /), 10g;1l=egh T(R,f)
(12) ¢
lloge R| < &*h T(R, f), d=he

h=h(f) étant un nombre positif inférieur & 1 convenablement choisi. La pre-
miére condition (12) est réalisée si

_&h  T(R,f)

B log T(R,f)
et si ¢ est assez petit. Si 'on suppose que la valeur de N définie par cette éga-
lité est au moins égale & un nombre ¢ = q(f),e®h T(R, f) sera au moins égal &
qBlog T, ce qui limite i et donne

I I
log— <

T 2
€ e ;logﬁqu-—O—gi<quOg‘T<£ hT

pouryu que ¢ ait été convenablement choisi. d pourra donc étre défini par la
seconde égalité (12) en accord avec la quatriéme. Enfin la troisiéme inégalité
(12) sera vérifiée. On a en effet d’aprés les conditions du théoréme I,

logR < qlog T

si g a été pris assez grand; la troisiéme condition -est donc réalisée si ¢ R est

supérieur 4 1. Si Re <1 le premier membre dans cette troisiéme condition est

. . N I ‘s . . .
inférieur a logg, elle est vérifiée d’aprés ce qui précéde. Finalement, en rem-

8 . Y rz rd s
lacant ¢ par —, on arrive a l'énoncé suivant:
p 20"

VII. A chaque cowronne C(n,f) définie dans le théoréme 1 correspond au moins
un cercle I'(n,f) de rayon e R, coupant cette couronne, dans lequel [ (2) prend aw
moins N fois toute valewr sauf au plus celles qui somt représentées sur la sphére @
Uintérieur de deux cercles de rayon

T(R, [ (B = Rn).
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On a
_euI(B,)
~ log T(R, )’
A et u sont deux constantes dépendant de f(2); ¢ = ¢(n) doit étre inférieur i un cer-

tain petit nombre et choisi de telle fagon que N soit supériewr & un nombre q=q (f).

4. En prenant ¢(n) de telle facon que N soit constant on retrouve et on
compléte le résultat donné dans le mémoire III: on obtient des petits cercles
dont le rayon est le méme que dans ce mémoire, mais on peut affirmer que dans
ces cercles, /(z) prend ¢ fois au moins les valeurs suffisamment distantes de deux
valeurs.

Si 'on prend
(13) ¢ (n) = [log T'(Rn, f)]—* (@ > o)
les valeurs extérieures aux petits cercles exceptionnels seront prises au moins

w T (Rn, f)[log T (R, f)]-i—2e

fois.
Appliquons ceci aux fonctions d'ordre fini ¢. On a dans ce cas
log T(Rn, f) = R2T"™, limy (n) = o
done
Rno+n(n)
- (10g Rn)1+2a

h étant fixe, ce qui démontre 'énoncé III de l'introduction. Lorsque la fonction
est & croissance réguliére le résultat se précise. Par exemple, lorsque

log T (r, f)==wr?

v étant compris entre deux nombres positifs fixes, les couronnes C(xn, f) sont ad-

jacentes les unes aux autres; il existe un nombre % (v, ¢) tel que, toute couronne
R<|zl < RE(v, o)

contienne un cercle de rayon
HR(log Ry~

dans lequel f(z) prend au moins Re(log R)~1—%¢ fois toutes les valeurs sauf celles
représentées & l'intérieur de deux cercles de rayon d, avec
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1
o— = K¢ —20
log pi Re(log R) 2@,

Revenons au cas général. Si 'on considére une suite infinie quelconque S
de cercles I'(n, f) obtenus avec les valeurs (13) de ¢, il y a deux valeurs au plus
qui sont prises moins de N (#) dans tous les cercles S; pour une valeur y distincte
de celles ci, f(¢) —y a au moins N (n) zéros dans une suite infinie de cercles ex-
traite de 8. Si 7(y, f,n) est le module de l'un de ces zéros appartenant & l'un

de ces cercles I'(n, f), la somme
(14) Dy S {1 <o)

étendue aux zéros situés dans I'(n, f) est supérieure a
R lim ¢ (n) = o.

La série (14) étendue aux zéros de f(z) —y appartenant & la suite S des cercles
constdérés est done divergente. L’exposant de convergence de la surte des zéros de
f(2) — x appartenant & une suite infinie S quelconque de cercles T'(n, f) est égal &
Vordre o de f(z) sauf au plus powr deux valewrs x(S) et x’ (S). Le théoréme de
Borel comme celui de Picard s’applique lorsqu’on se borne 3 considérer ce qui se
passe dans de petits domaines infiniment petits par rapport i leur distance a
I'origine.

Soit ¢ une courbe quelconque qui s'éloigne indéfiniment. On peut lui don-
ner, par une rotation convenable autour de l'origine, une position €’ telle que
le domaine D (¢) balayé par un cercle variable dont le centre z décrit C’, le rayon
étant ¢|z|, contienne une suite infinie de cercles I'(n, f) si petit que soit . L’ex-
posant de convergence de la suite des zéros de f(z) -~ x appartenant & D (e) est égal
a o quel que soit ¢ et quel que soit x, sauf peut-étre powr dewx valewrs de x. Une
courbe C” jouissant de cette propriété sera appelée courbe de Borel. Une courbe
quelconque fournit une courbe de Borel par une rotation convenable autour de
I'origine. En particulier, on a V'énoncé II. Tout ceci ne suppose nullement que
¢ soit fini.

5. On obtient d’'autres résultats en donnant d’autres lois de décroissance de
¢(n). Notamment on peut choisir ¢(n) de fagon & obtenir des cercles de rayon
borné dés que l'ordre ¢ dépasse deux. On compléte ainsi un résultat de M. Julia.
On obtient en effet des cercles I'(n, f) de rayon borné dans lesquels f{z) prend

toute valeur, sauf celles appartenant au voisinage de deux points, au moins 7¢ 21
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fois, » étant la distance du centre du cercle & l'origine et 7 tendant vers o lors-
que 7 croit indéfiniment. Il s’ensuit immédiatement que
VIIL. 8¢ la fonction f(2) est d'ordre ¢ supérieur @ 2 et si Uon considére la
Jamille de jfonctions
fle+mo+nd),

w et o étant deux nombres domnés dont le rapport est complexe, et m et n prenant
toutes les valeurs entiéres positives, négatives et nulle, il existe au moins wn point
z, en lequel cetle famille n'est pas normale.
Cette proposition, qui découlait également du théoréme donné dans le
mémoire III, est valable aussi' pour les fonctions d’ordre 2z pour lesquelles
= T(r.f)

g 10,)

mais on sait qu'elle ne g’applique plus aux fonctions elliptiques, pour lesquelles
le rapport 7(r,f):7® est borné. IL résulte de VIII et d'un théoréme de M.
Ostrowski qu'il existe une suite de cercles de remplissage dont les centres ont
pour affixes des nombres de la forme z,+mw -+ nw et dont le rayon est un
nombre fixe arbitrairement petit. (J'appelle avec M. Milloux cercle de remplissage
un cercle dans lequel les valeurs de la fonetion remplissent toute la sphére sauf
le voisinage de deux points.) Il y aurait lieu de rechercher si les valeurs prises
dans ces cercles sont prises 19?77 fois au moins, » étant la distance du centre a
Vorigine.

6. On peut étendre les propositions précédentes au cas ou l'on considére
les zéros de f(z)—R (2), B (z) étant une fraction rationnelle. On fait alors I'hypothése
que, dans le quadrilatére Q’, les trois fonctions

SE)—R,(2), - Sle) =Ry e), Fle)—Ry(2)

ne s’'annulent que N fois au plus. On suppose que, dans toute la couronne cou-
verte par les quadrilatéres Q’, on a

1Z@I=IREL IREI=IREL (REI<f

et que les différences de ces fractions deux & deux ont une distance sphérique
1

supérieure a 7

dans cette couronne. On introduit alors, la fonction

_f—Rl Ra‘_Rz
g(Z)Nf'_Rz Rs—‘R1

11 — 2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 29 février 1923.
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Rien n'est changé aux raisonnements fait sur cette fonction; on a encore l'iné-
galité (7). Rien n'est changé non plus dans le passage de T'(r,g) & 1'(r,f), ni
dans les conséquences relatives aux zéros de f(z)—y. II existe encore un qua-
drilatére Q' dans lequel f(2)—R (z) s’annule N fois au moins pour toute fraction
R(2) qui n’est pas trop voisine de deux certaines fractions. Ce voisinage est
défini par les conditions ci-dessus; il pourrait se traduire par des conditions
relatives aux coefficients de la fraction en supposant que l'on considére des
fractions de degré borné. Je me bornerai & énoncer des propositions genre Julia
et Borel qui se déduisent de suite du fait que trois fractions rationnelles distine-
tes vérifient toujours les conditions données ci-dessus & partir d'une valeur de 7.

IX. f(z) étant une fonction méromorphe dordre positif, il existe une suite
infinie du cercles I'(n,f),

|z—z )| <e(®)]|z(n)], (/%R,,<|z(n)|<Rnk)

e(n) étant donné par Uégalité (13), jouzssant de cette propriété: S étant une suite
infinie quelconque de cercles I'(n,f), le nombre des zéros de f(2)—R(z) est au
moins égal @

T (Ru,f) [log T (Ry, f)) 1%

dans chaque cercle I'(n,f) d'une certaine suite extraite de S, sauf auw plus pour
deux fractions rationnelles R (2) (U'infine compris).

X. La fonction f(2) étant d'ordre positif, il existe au moins une direction D
qut est direction de Borel powr toutes les fonctions f(z)—R(2). L'exposant de con-
vergence des zéros de cette fonction appartenant & un domaine angulaive D () arbi-
traire contenant D est égal a Vordre o sauf au plus pour dewx fractions rationnelles
(Uénfine compris).

Si l'on. considére l'une des familles introduites par M. Julia, par exemple

la famille
(15) ‘ flzam, (r=1,2,....|6|>1)

et si l'on désigne par F(o,f) l'ensemble des points autres que o et o ou cette
famille (15) n’est pas normale, il découle de 1X que

XI. flz) étant d'ordre positif, les ensembles

(16) Efo,f29)
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oit q prend les valewrs entiéres positives, négatives et nulle, ont au moins un point
commun 2.
Ces ensembles ont donc en commun les points ,¢6". Nous verrons plus loin

1, . . . .
que lorsque l'ordre dépasse 5 il existe au moins deux points communs vraiment

distincts. Dans certains cas les ensembles (16) correspondant & un méme o coin-
cident quel que soit ¢, c’est le cas pour ¢ et o réel. J'ai montré ailleurs que
cette circonstance ne se présente pas toujours.'- Dans le cas des fonctions entié-
res la proposition XI est aussi valable pour les fonctions d'ordre nul, car la
proposition IX s'étend & ces fonctions.? Il y aurait lien de rechercher si XI ne
s'applique pas & toutes les fonctions qui vérifient le théoréme de M. Julia.

On peut compléter d'une fagon analogue la proposition VIIL

En ce qui concerne les fonctions exceptionnelles J, fonctions pour lesquelles
la famille (15) est partout normale dans le plan privé des points o et «, done
telles que F(o,f) n'existe pas, il est clair que, si la famille (15) admet une fone-
tion limite possédant un pdle distinct de o et «, I'ensemble (16) existe dés que
g est négatif. C'est ce qui a lieu pour les fonctions invariantes par la substitution
(2,2 0). De ce point de vue on doit considérer comme complétement exceptionnelles les
fonctions pour lesquelles toutes les fonctions limites de (13) n’ont pas de pole ou
de zéro distinct de 0 et . On peut effectivement construire de telles fonctions.

.Tous les résultats précédents s’étendent au cas des fonctions méromorphes
autour du point 3 linfini et d’ordre positif autour de ce point en utilisant la
remarque faite 4 la fin du mémoire IIL

Dans le cas des fonctions entiéres, il existe des couromnes C(n,f) pour
lesquelles la propriété I est valable a la fois pour la fonetion f(2) et pour sa dérivée.
Il y aurait lien de chercher si ceci a encore lieu pour les fonctions méromorphes.
Cette propriété des fonctions entiéres et l'examen des cas simples rend vrai-
semblable 1'existence de petits cercles I'(n,f) dans lesquels f(z) et f'(z) prendrai-
ent N fois au moins les valeurs non exceptionnelles, ainsi que l'existence d'une
direction de Borel commune & la fonction et & sa dérivée. En utilisant les ré-

sultats du mémoire cité ci-dessus (J. de math.) on constate d’ailleurs qu’il existe

1 Le théoreme de M. Picard et le complément de M. Julia (doit paraitre dans le Journal
de math.).

? Jai signalé ce résultat a plusieurs reprises, notamment dans 'article du Mémorial des
sciences math. consacré aux fonctions entiéres et méromorphes (fase. II). Voir aussi. la these de M,
Williams (& paraitre dans le Rendiconti del Circolo mat. di Palermq),
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une infinité de spirales logarithmiques qui sont courbes de Borel pour f(z) et
toutes ses dérivées; presque toutes les spirales logarithmiques jouissent de cette
propriété.

11 conviendrait également de donner des résultats plus précis que les pré-
cédents daus le cas de l'ordre infini en utilisant les travaux de M. Blumenthal.

ITI. Les fonetions méromorphes dans un cercle.

7. Nous appellerons ordre moyen d'une fonction / (¢) méromorphe dans le

cercle |z] < 1, le nombre

o= lim log T(r
r=1 T
log P~

f)

que M. Nevanlinna appelait ordre; le nombre ¢+ 1 sera !'ordre total.

Nous supposerons l'ordre moyen positif. On peut alors étendre la proposi-
tion I. On a en effet (I, p. 124)
T0.f) < Niof—a)+ NG/~ b) + Nl f— o) + 12 log 55 + 24 log T(R,f)

1
—b||b—c||c—al

+e(f) + 8 log B

e(f) ne dépendant que du premier terme du développement de Laurent de f(z)
autour de lorigine, r < B < 27, et |a|,]?], |¢| étant inférieurs & T'(r, f). Il résulte
de 14 que, si la distance sphérique des points @, b, ¢ pris deux a deux est supé-
rieure a [T (r,f)]7%, on a

(17) T/ )<N@,f—a) + N f—b) + N, f—c) + e(f) + 12 log R:r

+ D log T(R,/)
D étant une constante absolue. (Si @ par exemple est supérieur & 7 (r, f), on introduit

J7_~I_—7 pour démontrer cette inégalité, y étant égal 4 o, 1 ou —1 suivant les cas.)
On procede alors comme dans le cas des fonctions méromophes en tout point
a distance finie, mais en tenant compte du fait que 7'(r,f) peut avoir des va-
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leurs moindres que log ?:I_-;— En vertu de 'hypothése de l'ordre positif, il existe

des valeurs » aussi proches de 1 gne l'on veut pour lesquelles
(18) T0r,f) > (1 —n)F, (8> o).

Soit » 1'une de ces valeurs. Si l'on a

(19) Tr)=>TH(+e), r,=r+TFr* A=, «>0)

2
r, est encore une valeur satisfaisant & (18). Si pour.r =, 'inégalité de croissance

anormale (19) est encore vérifiée, puis pour
r=re=r o (2l
et ainsi de suite, il existe un nombre #»

4 N W‘,.,ilﬁ%*_.i
I — (1 + ™

T (r)—
pour lequel la croissance est normale: I'inégalité de sens contraire a (19) est vérifide.
Appliquons (17) en prenant » =1 et

R=y + TG'74
on aura

T, A)<N@G,f—a)+ N ,f—b + NG, f—¢).

Eu égard & la croissance de 7'(r,f), il s'ensuit que, pour tout » donnant lieu &
(18), on a

T(rf)< NG, f—a)+ N, f—b) + N, f—¢)

N | =

pourvu que

’

' =r+k(1 —)?, E>1.

D’autre part, pourvu que la distance sphérique de f(0) & a soit. supérieure &
T@”, £, on a

(20) NG f—a)<3T0".f)

done
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" 1444 I 1rr
(21) SN f—a)= N0\ f—al = T f)—9 Tt f).
Or, " étant défini comme ci-dessus, et +"" =1 —% (1 — 7), k" fini, on peut choisir
ce nombre &’ de telle fagon que le second membre de (21) soit supérieur a

3T, f) et qu'en outre

lim log 70", f) _

oy

r'=1 I
lOg Ii’_'ii/"

I . . (o s
Car, en posant T, =% on est ramené au cas des fonctions définies pour x >0

traitées dans le mémoire II. En remplagant alors le premier membre de (21) par
=" f—a)+n0".f—b+nl",f— o)
qui lui est supérieur, on voit que

" 1+ k1
r - > 3 irr
n(”’, f—a) i —

sauf au plﬁs pour des o dont les distances sphériques & trois points (y compris
le point f(0)) sont inférieures & 7'(r’”,f)"'. D’'autre part, d’aprés (20),

nlf—a) < e T0f)
ce qui conduit & 1'énoncé suivant:
XII. Lorsque f(2) est d'ordre positif o, il existe des nombres positifs k, ¥,
h, b’ (& < 1) et une suite de couronnes C(n,f)

ra— k(1= 1) <|e|l <rn + (1 — %), lim =1
avec
llIIl 1Og T(r@f)

log ——

I—p
telles que, dans C(n,f), le nombre des zéros de f(2) — a soit compris entre

L P+ 2 EE G
- -

I —7p I —
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sauf au plus pour des valeurs. a downt les poinis représentatifs sur la sphére sont
intérieurs & trois cercles de rayon [T (rn,f)] L.

Lorsque ¢ est fini, on peut choisir la suite des couronnes de fagon telle que
le rapport des nombres limitant le nombre des zéros soit inférieur & un nom-
bre fixze.

Il semble probable que, dans cet énoncé, comme dans l'énoncé I, le cercle
exclu sur la sphére ayant pour centre le point f{(0), doit pouvoir étre supprimé;
ce cercle est introduit uniquement par un défaut de la méthode employée.

8. En partant de la proposition XII on peut opérer comme on l'a fait &
partir de I. Mais ici, d'une part la couronne est infiniment mince par rapport
4 sa longueur (prise le long d'un cercle |z|= const.), et d’autre part, la couronne
extérieure & C(n,f) et appartenant & |z|<1 a une épaisseur de l'ordre de celle
de C(n,f). Les dimensions des quadrilatéres Q doivent étre prises égales 3
' A
() (1 —7)”

& (n) (1 — ), le nombre de ces quadrilatéres estwa- On arrive alors 4 la pro-

position suivante:
XIII. 8¢ f(z) est méromorphe pour |z| <1 et d’ordre moyen positif o, ¢l existe
une suite infinie de cercles I'(n,f),

|2 —2(n)| < e(n) (1 =]z (n)])

tels que, dans I"(n,f), f(2) prenne au moins

C sPuTlnf) e 1=
N = g ) B i—fem] =&

Jois toute valewr sauf au plus des valewrs représentées sur la sphére & Usntérieur de
deux cercles de rayon [T (ra,f)]™. On a

Au,KetK' sont des nombres fixes dépendant de f(2), et &(n) peut étre pris arbi-
trairement infériewr & wun certain nombre fixe mais de telle facon que N(n) soit
supérieur & un nombre q= q(f).

En donnant une valeur constante & &(xn), on met en évidence dans les cerc-
les I'(n,f) un nombre de zéros de f(2)—a qui est de l'ordre du produit de 1 —r,
par le nombre total des zéros appartenant a la couronne correspondante C(n,f),
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tout au moins dans le cas de lordre fini. C’est bien le résultat qu'on devait
prévoir, le cas général étant sans doute celui de la répartition homogene des
zéros dans la couronne; c'est l'ordre total qui intervient lorsqu'on considére une
couronne, l'ordre moyen lorsqu'on considére un petit cercle, ce qui justifie la
dénomination de ces nombres.

Pour obtenir les cercles de remplissage de rayon minimum fournis par cette
méthode, il suffit d'écrire que N(n) est constant et égal a ¢ (f): le résultat obtenu
est tout analogue & celui donné plus haut dans le cas des fonctions méromorphes
autour du point a l'infini.

L’énoncé IV donné dans l'introduction résulte de suite de l'existence d'une
suite infinie de cercles de remplissage dont les centres tendent vers la circonfé-
rence |z]=1. Les centres de ces cercles ont au moins un point limite #, sur
cette circonférence. Le théoréme de M. Picard s'applique & f(2) dans le domaine
le] <1 et |z—z,|<e si petit que soit &. Mais en outre, en supposant &(n) fixe
et en raisonnant comme plus haut, on voit que, si 2, (Jz,|= 1) est un point limite
des centres des cercles I'(n,f) correspondants, et si »(n, a,¢) est le module d'un

zéro de f(¢)—a appartenant au domaine |z| < 1,|z—z,| <e, la série

(23) Si—rin,a,e)le

diverge pour g, inférieur & l'ordre moyen ¢, sauf pour deux valeurs a au plus:

XIV. fle) étant méromorphe et d’ordre moyen o positif pour le|l <1, ¢l existe
auw moins un point z, de la circonférence |z|=1 tel que Uexposant de convergence
des zéros de f(¢)—a appartenant au cercle |e—z,| <& (et & || <1) soit égal a o, si
petit que sott &, sauf au plus pour deux valewrs a.

Nous exprimerons ce fait en disant qu’'il y a au moins un potnt d’exposant
o sur la circonférence |z|=1. Nous verrons plus loin que, dans certains cas, il
y a un point 2, d'exposant ¢+ 1. I1 semble bien que la proposition précédente ne
puisse pas étre améliorée en ce qui concerne la valeur maximum de l'exposant
de convergence en un point; mais il est aussi probable que, lorsqu’il n'existe pas
sur la circonférence de point d’exposant supérieur & l'ordre moyen, les points
d'ordre ¢ sont denses sur un arc de cette circonférence.

De méme que les directions de J ulia, dans le cas des fonctions méromor-
phes autour d'un point sont liées & l'existence de points ol certaines familles ne
sont pas normales; leur existence dans le cas actuel, ¢’est-a-dire I'existence des.cercles
de remplissage I'(n,f), est liée & un fait analogue. Considérons la substitution
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Z_ZO

Z:S(Z,ZO)”:;?Z?ON

z, étant le nombre imaginaire conjugué de z, et |z,] <1, qui transforme le cercle
|zl <1 en lui-méme, le point z, venant & l'origine. A un cercle de rayon &(1—]|z,|)

de centre 2z, correspond, lorsque & et 1—|z,| tendent vers o, un cercle dont le

. . I ' N . y e
rayon est équivalent a ¢ et dont le centre est a une distance de l'origine

équivalente é,;—; e®. On voit alors, en appliquant un théoréme de M. Ostowski sur

les points de Julia (points en lesquels une famille n’est pas normale) que la con-
dition nécessaire et suffisante pour que la famille de fonctions

S(S (e, 2))

ne soit pas normale au point =0, est qu'il existe une suite de cercles de remplis-
sage dont le centre tend vers la circonférence |#2]=1 et dont le rayon est infini-
ment petit par rapport a la distance du centre & la circonférence. On peut as-
surer que cette famille w'est pas normale & Uorigine dés que f(z) est d'ordre moyen
supérieur @& zéro. Il conviendrait de rechercher ¢'il existe des fonctions méro-
morphes vérifiant le théoréme de Picard dans le cercle unité et pour lesquelles

la famille en question serait cependant normale & 1'origine.

IV. Les fonctions méromorphes dans un angle.

9. Nous considérerons ici une fonction méromorphe dans un angle et d'or-
dre assez grand dans cet angle. 1l sera entendn une fois pour toutes que les angles
dont il sera question ont leur sommet & l'origine. Soit f(2) méromorphe dans
Pangle 4

7T

lol< 7~ (e=r o)

et pour les valeurs de r inférieures 4 un certain nombre R. Nous dirons que f(z)
est d'ovdre 3 dans un angle B complétement entérieur a4 A

13
lol< o1y

12 — 2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 7 avril 1928.

(n>o0)
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lorsqu’il existe un nombre & au moins pour lequel T'exposant de convergence des
points f(z)=a intérieurs a B est égal & 8 et qu'il n’existe pas de nombre a pour
lequel l'exposant serait supérieur & [)’.. Done, 7(n,a) étant le module d'un zéro
de f(2)—a intérieur & B (et au cercle |z| < R'<R) la série

D rin,a)

converge pour y>f8 quel que soit a et diverge pour un a au moins quel que
soit y << @.

Nous considérerons une fonction f(2) qui soit d'ordre § supérieur & ¢ daus
un angle B intérieur & A. Dans le cas des fonctions holomorphes cette propriété
peut étre déduite d'une propriété de croissance du maximum du module grice &
un théoréme de M. R. Nevanlinna.?!

Il est loisible de se ramener au cas suivant: l'ouverture de A est supérieure
4 7, celle de B est inférieure & =, l'ordre dans B est supérieur & 1 et R est
supérieur a 2. La fonction

F(Z)=f(1+Z)

est alors méromorphe dans le cercle |Z] <1 et le nombre des points intérieurs
au cercle |Z|=7r<1 ol elle prend la valeur a est au moins égal, pour une suite
infinie de valeurs de », &

g (r)
(—‘I—) R g>1,limy(r)=o.

1—7

En passant a la fonction N(r, F—a) on voit que l'ordre moyen de F(Z) est un
nombre 8 au moins égal & f—1. Le théoréme XII s'applique. Il en est de méme
du théoréme XIII ce qui met en évidence l'existence de cercles de remplissage
dans un angle intérieur & A4 mais contenant B, f(z) prenant dans ces cercles plus
de N fois les valeurs non exceptionnelles, N croissant indéfiniment. Les centres
de ces cercles convergent donc vers z=0, ce qui montre que les théorémes
de M. Julia s'appliquent a4 f(¢).* Mais le théoréme XIII peut ici se com-
pléter. Pour passer de XII & XIII on a décomposé une couronne C(n, F) en
quadrilatéres Q tous. égaux, de dimensions &(1—7,). Ici, la fonction F(Z) est
méromorphe pour |Z+1|<2 lorsque Z+1 appartient & langle 4; on peut

Y Untersuchungen tber den Picardschen Satz (Acta soc. sc. fenmicae, t. 50, n°6, 1924).
? Jai donné ce résultat dans le mémoire II lorsque la fonction f(2) est méromorphe dans tout
le plan & distance fini, comme conséquence du théoréme VI du mémoire I.
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alors décomposer C(n, F) en régions plus petites en tenant compte des distances
de ces régions non plus & la circonférence | Z| =1, mais au point Z = — 1, point singulier
non polaire unique. Nous introduirons des quadrilatéres de dimensions ¢ (r) I (m), I (m)
étant la plus courte distance de la portion de C(», F) oti 'on place Q au point Z==—1.

Le nombre des quadrilatéres couvrant O(n, F) sera seulement p= S—;Zlog I_IF’h
’ —In
fini et le nombre des zéros de f(2)—x mis en évidence par la méthode dans I'un

d'eux sera

E2uT(rn, F)
(1 —ry) log T (1a, F)log

1
I—r,

La valeur du rayon des cercles exclus sur la sphére est modifiée d'une fagon ana-
logue. On voit ainsi que lorsque F(Z) est méromorphe d'ordre moyen ¢ powr | Z| < 1
et lorsque F(Z) a un seul point singulier non polaire sur la circonférence |Z|=1,
F(Z) étant encore méromorphe dans un angle de sommet Z =1 contenant la civcon-
férence | Z|=1, Z=1 est un point d'exposant o+ 1. C'est ce qui va résulter
de ce qui suit ol je considérerai f(z) de facon a arriver directement & 1'énoncé V.
Passons donc & f(2). On a des cercles de remplissage I'(n, f) situés dans un
angle intérieure & A; si d (n) est la distance du centre de I'(x,f) a l'origine, le rayon
est ¢(n) d(n) et le nombre des zéros pour les valeurs non exceptionnelles est au
moins égal & d(n)F+t7® majis aussi & (1 — 7, F*t7™ 1, tendant vers 1. d(n) tend
donc vers o et on obtient 'énoncé V ainsi que celui donné ci-dessus. Le théoréme
V est valable pour l'ordre infini & condition d'y remplacer 8— 1 (r) par 3 (x), cette
quantité croissant indéfiniment. On peut préciser cet énoncé dans ce cas en in-
troduisant la fonction N (r,f— a).

En raisonnant comme plus haut, on déduit de V qu’il existe au moins une
direction D de Borel, @ = const., contenue dans A (telle que, dans tout angle D (e)
d’ouverture ¢ admettant D pour bissectrice, I'exposant. de convergence des zéros
de f(z2)—x appartenant a D (e) soit égal & l'ordre 8, sauf au plus pour deux va-
leurs z). Ce résultat reste valable si I'on considére les zéros de f(2)+ R (2), R (2) étant
une fraction rationnelle. Le théoréme X1 se généralise également.

10. Ceci s'applique au cas d'une fonction méromorphe autour du point 3

Iinfini et d'ordre ¢ supérieur a % Tout d’'abord s'il existe un angle d’ouverture

supérieurs ig ol f(2) est d'ordre ¢ on appliquera ce qui précéde. D’autre part,
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on sait qu'il existe toujours un angle au moins d'ouverture aussi petite que l'on
veut dans lequel f(z) est d'ordre o; tout angle d’owvertwre supérieure a% contenant

cet angle contiendra une direction de Borel aw moins. On peut d’ailleurs ici obtenir
ces propositions comme conséquence du théoréme VI du mémoire I: on peut
appliquer aux secteurs figurant dans ce théoréme la méthode qui a conduit au
théoréme VII du présent mémoire.

Dans le cas d'une fonction holomorphe autour du point a l'infini et d'ordre

fini ¢ supérieur a —;, il existe, d'aprés un théoréme de M. Lindelsf, un angle A

d’ouverture g tel que, dans tout angle empiétant sur celui-ci, 'ordre du maximum
du module de f(2) soit égal & 0. Dans tout angle B empiétant sur A et d’ou-
verture supérieure a ;—t, Vordre de f(z) (au sens donné ci-dessus au début du n° g)

est égal 4 ¢ d'aprés le théoréme déja cité de M. R. Nevanlinna. Un angle con-
tenant celui-ci contient donc une direction de Borel: ‘
XV. Pour une fonction f(2) holomorphe autour du point & Uinfini et d’ordre

supéroeur @ —, il existe au moins deux directions de Borel.

Lorsque l'ordre est supérieur 4 1, on peut montrer, en raisonnant exactement
comme M. Milloux l'a fait pour les directions de Julia, que:

XVI. 8¢ fle) est holomorphe autowr du point & Uinfini, d’ordre ¢ supérieur
a4 1, et sl w'y a que deux directions de Borel, ces deux directions font un angle

. . T N . . .\
égal & —, et f(e) est & croissance réguliére au sens de M. Borel.
4

Les propriétés de ces fonctions d'ordre supérieur & 1 n'admettant que deux
directions de Borel sont moins simples que celles des fonctions n’admettant que
deux directions de Julia étudiées par M. Milloux'; il y aurait notamment lieu

de chercher s'il peut exister dans l'angle d’ouverture % compris entre les deux

directions une suite de. zéros d’ordre ¢ pour f(2) — a, a étant donné.
Comme je l'ai signalé dans la note citée dans l'introduction, une fonction

méromorphe d'ordre quelconque peut n’avoir qu'une seule direction de Borel.

! Comptes Rendus (décembre 1927 et janvier 1928).
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