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Les r~sul ta ts  qui  se ron t  expos6s dans  ce qui suit  compl~ ten t  ceux donn6s  

duns  t ro is  m6moi res  pr6c6dentsX; ils c o n c e r n e n t  la  d i s t r ibu t ion  des po in t s  off une  

f o n c t i o n  m 6 r o m o r p h e  p r e n d  une  vMeur  donn6e  arbi t ra i re .  

Cons id6rons  d ' a b o r d  une  f o n c t i o n  f ( z )  m 6 r o m o r p h e  en t o u t  po in t  ~ d i s t ance  

finie, hi. Bore l  ~ a ddfini l ' o rd re  d ' u n e  telle f o n c t i o n  au  m o y e n  de l ' o rd re  de 

deux  fonc t ions  ent i~res d o n t  elle est  le quot ien t .  M. 1~. N e v a n l i n n a  s a donn6  

une  d 6 f i n i t i o n  6quivMente  ~ pa r t i r  de la f o n c t i o n  T ( r , f )  qu ' i l  a i n t rodu i t e  dans  

ce t te  th6or ie :  

avec  

T ( r , f )  : m ( r , f )  + N ( r ,  f )  

2~  

f+ I log  I f ( re i~ )  ] du, m ( , ' , f )  = 

0 

1 Ces m6moires que je d6signerai par I, II, III, ont pour titres: I. Sur la disb'ibution des 
fonctions mdromorpbes (Acta math., ~. 47, 1925); II. Sur une propridtd des fonctions mdromorphes 
d'ordre positif (Bull. des sciences math., t. 5% I926); III.  Compldments au thdor~me de Picard. 
Julia (Ibid., t. 5I , 1927). 

Contribution h l'dtude des fonctions mdromorphes (Annales Ecole norm., 3 e s., t. 18, 19oi) 
et Legons sur les fonctions mdromorphes (Paris, Gauthier-Villars, I9O3). 

* Zur Theorie der meromorphen JFunktionen (Acta math., t. 46, I925). 
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N (r, g) = i In (x, g) --  n (o, g)] dxX + n (o, g) log r ,  

o 

+ 

n(x ,g )  d~signe le nombre des z6ros de g(z) pour {z I <  x et v d~signe l e  nombre 

v si v > o  et o d~ns le e~s eontraire. L 'ordre est le nombre 

e lim log T ( r , f ) .  
~.=~ log r 

M. Borel avait  obtenu des r6sultats rela~ifs '£ n ( r , f - - x ) ,  il montrui t  que cette 

fonction est de l 'ordre de grandeur  de r, ° sauf pour deux valeurs de x au plus. 

Gr'£ce £ la m6thode puissante qu'il a mise en oeuvre, M. R. Nevanl inna a apportd 

• £ ces r~sultats des compl6ments  tr~s importants  en ce qui concerne le rapport  

de N ( r , f )  £ T ( r , f ) ;  ses 6noneds contiennent  eeux de M. Borel. On peut  dgale- 

ment  ddduire de ses rdsultats la proposition suivante (I, I I I )  qui jouera un rble 

fondamenta l  dans la suite: 

I. La fonetion f ( z )  d'ordre posi t i f  e dtant donnde, il e:ciste un hombre k 

supdrieur ~t I e t  une suite de couronnes C( n , f )  

telles que 

l imB,,  = ~ , l imlog  T(R,~, f )  __ q, 
,~--oo log R,~ 

jouissant de eette propri6t5: le nombre des points de C(n , f )  en lesquels f ( z )  prend 

une valeur x est compris entre 

log T(R.,f) .t log T(k 

pour tous les x dont les points repr~sentatifs sur la sphere de Riemann sont ex- 

t~rieurs ~ l'un ou l'autre de trois cercles de rayon [T(R~.,f)j -1. 

Cette proposition est trbs prdcise en ce qui concerne le nombre des z6ros 

de f ( z ) - - x  lorsque 0 est fini, le rapport  des nombres l imitant  cette quanti t6 est 

alors infdrieur ~ un nombre fixe si les C ( n , f ) s o n t  convenablement choisies. 

Elle pourrait  6tre compl6t6e dans le cas de l 'ordre infini (II). 
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I1 existe done des couronnes d '@Msseur finie duns lesquelles le nombre  des 

z6ros d e f ( z ) - - x  est de l 'ordre de T ( R , f ) .  Si lu dis t r ibut ion de ces zdros duns 

lu couronne dtuit sensiblement homoggne quel que soit x,  il existerMt des r6gions 

R 
de dimensions - -  duns lesquelles f ( z ) - - x  s 'unnulerui t  encore suuf pour  des 

V r (R) 
x voisins de certaines vuleurs. J 'ui  montr6  ([[I)  que l 'on u effect ivement  une 

propri6t6 de ce genre. De m4me si l 'hypoth3se de lu dis t r ibut ion homog3ne est 

lu moins fuvoruble, il dolt  exister des rdgions de dimensions e R duns lesquelles 

le nombre  des z6ros de f ( z ) - - x  est de l 'ordre  de e"T(R , f ) .  C'est ce genre de 

r6sultuts que je me propose sur tout  d ' o b t e n i r  ici; je les d6duis non p h s  du 

thdor3me de Schot tky,  rams d 'une g6n6rMisution d 'un  th6or~me de M. Lunduu  au 

cus d 'une fonct ion m6romorphe  duns un cercle oh elle prend moins de N fois trois 

vMeurs distinctes. Ceci me condui t  £ des rdsultuts quunt i ta t i fs  assez pr6cis mMs 

qui ne semblent  pus d6finitifs. Quelques unes de leurs cons6quences peuvent  

4tre 6nonc6es sous nne forme d6finitige (£ cause de son impr6c is ion) t r~s  simple, 

no tumment  les suivuntes: 

I I .  f (z )  dtant d'ordre q positif, il existe une direction D, 9 = eonst .  (z = rei~ °) 

jouissant de cette propridtd: duns tout angle comprenant D ~ son intdrieur, l'exposant 

de convergence de la suite des zdros de f ( z ) - - x  ~ est dgal ~t Q pour tous les x sauf 

deux au plus. 

Ce th6orgme complgte celui de 31. Borel. ;Ie dirM qu 'une direct ion D pos- 

s6dunt lu propri6t6 pr6c6dente est une direction de Borel. 

I I L  f (z)  dtant d'ordre ¢ fini non nul, .il existe u~e suite de eercles F ( n , f )  

< (n) (-)1, l im e (n)  = o ,  
~ l ~ o o  

tels que, duns F(n , f ) ,  f (z)  prome 

]z (n)10+7 (~,x), I ~ (n, x) l < ~ (n), lim V (n) = o 

lois route valeur x repr~sentde sur la sphere 5 l'ext~rieur de deux cercles de rayon 

e -I~'(') I'°-~ (a > o ) .  • 

Cette proposi t ion est encore valuble, rams sous une  forme m o i n s  pr6cise, 

pour  les fonct ions d 'ordre infini; elle cont ient  un  thdor~me de M. Ju l ia  comp16t6 

1 Pour x = ~ les zdros de f(z)--x sont les pbles de f(z). 
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par  M. Ostrowski ~. Elle se g6ndralise au cas off l 'on consid6re les zdros des 

fonctions f ( z ) +  R (z), R (z)6rant  une fraction rationnelle, ce qui donne une nou- 

Velle propri6t6 des familles de fonctions consid6r6es par M. J u l i a .  

Dans le cas d 'une fonction f (z)  m6romorphe darts un cercle I z [ < I  et dont  

l 'ordre moyen 

Q = lira log T ( r , f )  
I 

~=* log i - - r  

est positif ~, on a une proposition analogue £ I e t  on peut encore appliquer la 

m6thode de d6coupage d 'une eouronne en r6gions plus petites. On 6tend ainsi 

les r6sultats pr6c6dents et le th6or~me de M. ffulia, ce qui donne no tamment  

cet 6none6 : 

IV. Si f (z)  est mdromo~The et d'ordre moyen positif dans le cerele [ z [ < I il 

existe au moins un rayon ~0 = const, tel que, dans tout angle A de sommet origine 

admettant ce rayon pour bissectriee, f (z)  pre#ne une infinitd de fois toute valeur saul 

deux valeurs au plus. 

fonction est m6romorphe dans un angle A, [ 9 [ < ~  et pour z Lorsqu'une 

voisin de z6ro et que, darts un angle complStement int6rieur '~ A, f(z)  est d 'ordre 

fl sup6rieur '£ a (dire que l 'ordre est fl, c'est-'£-dire que l 'exposant de convergence 

des points off f (z )  prend une valeur x est au plus 6gal £ ~ quel que soit x et 

est 6gal '£ fl pour un x au moins), une repr6sentation conforme ramSne au cas 

d 'une fonction d'ordre positif dans un cercle de rayon I mais n ' admet t an t  qu 'un  

point  singulier sur la circonf6rence. La  m6thode de d6coupage s'applique alors 

d 'une fagon plus complSte et montre  que 

Vo 

angle A 

existe 

r ( . , f ) ,  

f(z) dtant mdromorphe dans le voisinage de l'origi~e h l'intdrieur d'un 

d'ouverture z et dtant d'ordre ~ sup6rieur ~ a dans un angle intdrieur, il 

l'int&'ieur d'un angle intdrieur ~. A une suite infinie de petits cercles 

le rayon de I ' (n , f )  ~tant i~n iment  petit par rapport ~ la distance d(n) 

1 Voir les mdmoires  de M. Ju l ia  (Annales de l'Ecole nor., I919, I92O, I 9 2 I ) e t  son ouvrage 

Legons sur les fonctions umformes h point singulier essenliel (Paris, Gauthier-Villars,  I924) , le 

m6moire de M. Ost rowski  Uber Fol.qen analytischer ~enktionen und einige Verschdrfungen des 
Picardschen Satzes (l~lath. Z., t. 24, I925) et les Le~ons sur les familles normales de fonctions ana- 
lytiques et leurs applications de M. Montel (Paris, Gauthier-Villars,  I927). 

2 M.  Nevanl inna  appelai t  ce nombre  ordre. I1 m ' a  fair r emarquer  que, eu 6gard aux  pro- 

pri6t6s des z6ros, il conviendrai t  p lu t6 t  de donner  ce nora au nombre  O+ I. J 'appel lerai  O ordre 

moyen  et O + I ordre total.  



Recherches sur le thgor~me de M. Borel dans la thgorie des fonctions m6romorphes. 71 

du centre ~ l'origine, tels que f ( z )  prenne d(n)-13+~ (') fois au moins dans F ( n , f )  

toute valeur x saul  celles qui sont repr~sent~es sur la sphere ~ l'int&'ieur de deux 

cercles de rayon e -d(~)-~+~('). V(~) tend v e r s o  lorsque ,n cro~t ind~finiment. 

Cet dnoncd suppose fl fini. Lorsque fl est infini, on a une proposi t ion analo- 

gue. Dans t o u s l e s  cas il y a u n e  direct ion de Borel  ~ l ' int~rieur de l 'angle A. 

Ceci s 'applique ~ une foncf ion mdromorphe au tour  du point  ~ l ' infini et d 'ordre  

¢~ supermur ~ I " " - ;  on peut  no tamment  consid6rer un cer ta in  angle d 'ouver ture  su- 
2 

p~rieure a - dans lequel l 'ordre est ~gal ~ ¢. Dans  le cas d 'une fonct ion holo- 
Q 

I 
morphe au tour  du point  ~ l ' infini et d 'ordre  fini sup~rieur ~ 2, il y a au moins 

deux directions de Borel. La  proposi t ion V se gdn~ralise au cas d e s  fonct ions 

f (z) + R (z), R dtan~ une f rac t ion rat ionnelle.  

J ' a i  du laisser en suspens un cer ta in  nombre de questions.  J ' a i  ddj'~ dit  

que mes formules prdcises ne semblent  pas ddfinitives, elles r en fe rmen t  un  te rme 

e n  log T in t rodui t  par  le mode de ddmonstrat ion et qui dolt  pouvoir  disparaltre.  

Dans  les ddmonstrat ions,  au l i eu  d 'employer  un  thdor~me genre Lan d au  (dans 

lequel figure l a  ddrivde ~ l 'origine), il serai t  plus indiqud d 'ut i l iser  un  thdor~me 

genre Schottky.  Je  n 'ai  pu reconnal t re  si, comme il semble probable,  il n 'existe  

pas toujours  une direct ion de Borel  au moins commune ~ une fonct ion  et ~ sa 

d4riv~e. J ' ind iquera i  au cours de l 'exposit ion d 'aut res  questions qui res tent  

r~soudre. 1 

I. Rappel de propositions ant6rieures. 

I. Je  ne reviendrai  pas sur la ddmonstra t ion du th~or~me I donng ci-dessus 

pour  laquelle on se repor te ra  aux mgmoires I e t  I I I .  Je  donnera i  d'ailleurs plus 

loin (n ° 7) des indications sur la ddmonstra t ion de la proposi t ion analogue relat ive 

aux fonct ions mdromorphes  darts un cercle. 

La  proposit ion suivante jouera  avec I u n  r61e fondamenta l  dans la suite. 

V[. Soit g (z) use fonction m~romorphe dans us cercle [z] < R, prenant N j b i s  

au plus darts ce cercle les valeurs o, i, ~ .  On suppose que la plus eourte distance 

1 Une part ie des rdsul ta ts  dorm,s  dans ce mdmoire a dt4 r~sumde dans  une Note des Comptes 
Rendu8 (3 janvier  I928 ). 
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de l'origi~e aux  points  o~'~ g (z) prend  ces valeurs o, I, ~¢ soit au moins dgale 4, (~ et 

que g' (o) ne soit pas  nul. Dans  ces conditions, on a 

(i) T B , g  < 3 6 N l o g  ~--41oglg'(o)~l+ i~loglg(o)l+ c, 

C dtant une constante absolue. 

On obtient ce rdsul tu t  en explicitunt les wleur s  des constantes duns le se- 

cond th@orSme fondament~l  de M. Iqevanlinnu 1 ou plus simplement en compl6- 

rant  la d6monstrat ion du thdor6me de M. L~nd~u due £ cet 6minent g60m6tre. 

On peut suivre la murche que j 'ai  employ6e duns le m6moire I. I1 est loisible 

de supposer R----I. L ' identi t6 

g' 

g - - I  
g - -  g, g' 

g - - I  g 

donne 

(2) m ( r , g ) < 2 m  r, + m  r, 

et l 'on a 

-{-" d~(r,g) + ~ ( r , g - - I )  + l o g  2 

--  10¢ Ig' (0)1 + lOg Ig (0)[g (0)-- ~]1, 

N (r, g) < N log r I < N log 

i T\ 
et des in6galit6s ~n~logues pour 2 V ( r , g - - I ) e t  2V~r,g) .  En ~joutant  cette tier- 

n i t re  quantit6 ~ux deux membres de (2), on obtient 

( / T (r, g) < 2 m r, + m \ r '  gg ] + 3 N log ~I .~_ log 2 

- log Ig' (o)l + log Ig (o)(g ( o ) -  i)l. 

Le ealeul des limites sup6rieures de m r, et de 1~ quantit6 analogue se f~it 

en utilis~nt 1~ formule de ffensen-Poisson due ~ M. Nevanlinn~ (loe. cir., p. 53). 

loe. cir., p. 6i. 
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I1 y a ici des simplifications provenant de ce que n(r,g) est moindre que N et 

N(r,g) limit6 par la formule pr6c6dente. On a 

+ ] t] I + [ ( g ) ]  I 
1 o 2 " [ g [ < l o g 2 + 2 1 o g R ,  / + l o g  m(R',g)±m B', +log(2N+,)+zNlog~ 

R' 6rant compris entre r et i .  
i 

meur ~ 

Le ~troisibme terme du second membre est inf6- 

log [2 T (R', g) - - log  Ig (o)1] 

ce qui donne 

, , 
m r, < l o g S + 2 1 o g ~ + l o g ( N + I ) + 2 N l o g  

+ + 
+ log T(R',g) +log" Ilog ]y (o) H 

et 

I 
T ( r , g ) < 6 1 o g ~  + 3 log T(R',g)+H 

avec  

/ - /~-C + 3 log [.q (o)[--log [g' (o)[ + 9 N log ~, 

C 6rant une constante absohe .  On upplique alors la m6thode de hi. Borel pour 

61iminer le terme en log T du second membre, comme dans le m6moire I ;  on 

trouve 

T(r,g) < 3 6 log ~ + 4 H .  
! - - r  

En faisant r - - -  on arrive ~ 1 megahte (i). Pour N----o, cette megahte fournit 

le th6or~,me de M. Landau. On peut d'ailleurs abaisser la valeur num6rique des 

coefficients des termes du second membre de (I) en faisant des approximations 

moins grossi~res, en utilis~nt notamment la propri6t6 de convexit6 de la fonction 

N(r, g) comme le fair h i .  Nev~nlinn~. P~r exemple, le coefficient du terme en 

N peut 4tre remplac6 par un nombre quelconque sup6rieur £ 3. hiais la d6ter- 

ruination des valeurs exac~es prdsenterait surtout de l'int6r4t. 
10--2822. Aeta mathemat~ca. 52. Imprim6 le 29 f6vrier 1928. 
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II.  Cas des fonctions m~romorphes en tout  point ~ distance finie. 

2. Plagons-nous dans une couronne o~ la fonetion eonsid~r~e f(z) satisfait 

?~ l'~nonc~ I et ~crivons R a u  lieu de R,~. Part~ageons la couronne en domaines 

plus petRs limit,  s par des rayons ~0=eonst. et par des ares de eerele I z l  const. 

~tant un petit nombre donn~ nous tragons !e (~ --I eirconf~rences ~qui- 

2 ~  
distantes des circonfgrences limites e t -  rayons. Nous formons ainsi 

(3) v=2  ? 

domaines partiets que nous appellerons pour simplifier des quadrilat~res. Soit Q 

l 'un de ces quadrilat~res: nous appellerons centre de Q le point situ~ sur la cir- 

conference H = c o n s t .  ~quidistante des circonf~rences limitant Q et sur le rayon 

~cons t .  bissecteur des rayons limitant Q. Soit alors Q' le quadrilat~re homo- 

th~ique et concentrique ?~ Q, le rapport d'homoth~tie ~tant ~gal g 2o. 

Nous allons supposer que dans Q'f(z) ne prenne que N fois au plus trois 

valeurs a, b, c d e n t  les points repr~sentatifs sur la sphere ont des distances mutu- 

• I 
elles au moins ggales g u n  nombre d inf~rieur a -.  Nous en d~duirons une borne 

2 

pour la fonction T relative ?~ une certaine fonction, puis une borne pour le nom- 

bre des points f~e)-=-- 7 appartenant g Q lorsque 7 ne s'approehe pas trop de cer- 

rains points. En faisant le m~me raisonnement pour chaque quadrilat~re Q' nous 

aurons une limite sup~rieure du nombre des z~ros de f ( z ) - -  7 pour route la cou- 

ronne C(n,f), donc une contradiction avee I si N e s t  convenablement choisi. I1 

existera donc un quadrilat~re Q' off f(z) prendra N lois au moins les valeurs 

autres que celles voisines de deux points. 

Entourons les zgros de f ( z ) ~  a, j : (z)-  b, f (z)--c  appartenant ?~ Q' de cercles 

F ayant ces points pour centres et pour rayon c?. La somme des diam~tres de 

ces cercles est au plus ~gale g 6 N& Nous supposerons 

(4) 6Nc~ = e~R. 

Soit z o un point situ6 sur une eireonf~rence Izl ~-- eonst, et sur un rayon ~ ~-~ eonst. 

ne coupan~ pasces  cercies F. On peut choisir ce point g une distance du:centre 

de Q inf~rleure g 2e~R et tel que f(Zo) soit fini. On peut supposer 
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14_>-I.I 14_->lbl, [bl < 4  
, d, 

I f  (Zo) - a I < I f  (Zo) - b I. 
Si l 'on pose 

on aura  

75 

g (z) f(z)--a c--b. 
--f(z)--b e--a' 

c--b[< K 
Ig(~o)l< I ~ l  d- '  

K grant une constante absolue, lqous dist inguerons deux cas suivant que [g' (Zo) [ 

est infgrieur £ I ou supgrieur ou ggal £ I. 

Plaqons-nous dans le premier cas et pareourons la circonfgrence [z[=[Zo[ 

jusqu 'aux points Zo' et Zo" situgs ~ la distance 3 ~R de Zo. Tant  que l 'on ne 

rencontre  pas de point en lequel 

Ig' (~)l > (s) 
on a sur tout  r a re  ZoZ 

K ]g (~)] < g + 3~R. 

Supposons que l 'on puisse at te indre les points Zo' et Zo" sans rencontrer  de points 

donn~nt  lieu £ (5). Considgrons une circonfgrence [Z--Zo[~r  dont  le rayon r e s t  

compris entre 3eR et 3~R--e~R et qui ne coupe pas les cercles F. Parcourons 

cette circonfgrence £ part ir  des  points situgs sur ]z[-~[zo[. Tant  que (5) n 'est  

pas vgrifige, on a encore 

(6) [ g ( z ) l < ~ - + 3 e R  i + ?  . 

Donc, ou bien il existe un  point off l 'on a £ la lois (5) et (6) ou bien (6) 

a lieu sur route la circonfgrence de rayon r. Dans ce dernier cas nous avons 

et 

m(r,g(Zo+Z))<log (K÷ o~R) 

I ) r 
N r,g(zo+z) < N l o g ~ .  
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O n  u dans ce cas 

r(r,g(Zo+Z))<Nlog~B+~ K + (7) log ~- + log (9 e R) + log 2. 

En  outre, la circonf6renee ]Z-Zo] = - r  cont ient  Q £ son int6rieur pourvu  que 
2 

soit assez petit. 

Lorsque cette circonstance simple ne se produit  pus, il existe an point  z 1 en 

lequel on u ~ lu fois (5) et (6), le eercle [z - -z~[  < 6 ne contenant  pas de points 

off g(z) est nul  ou infini ou dgal £ I. On peut  en outre supposer  qu'en ce point  

zl, f(z~) est fini; il suffira de prendre, s ' i l  y a lieu, un point  voisin de z~, on 

aura  encore (6) et 

(5') Ig' > L. 2 

Appliquons alors lu proposit ion V[  au cercle 

Iz--z l]  < I6~R -~r', 
o n  a u r a  

(8) T -~,g(zl+z < 3 6 N l ° g I 6 e ~ R d  + 2 I 
- - - -  + 41og~-~ + I 2 1 o g ~  

+ 

+ I 2 1 o g ( 9 e R ) + C  

r' 
et le cerele [ z -  Z l [ < -  cont ient  encore Q £ son int6rieur. 

4 
En remplaqant  ¢i par  sa vuleur (4), on volt que, duns t o u s l e s  cas, il existe 

un  cercle tel  que le cercle concentr ique de rayon moiti~ contienne Q et pour  

lequel on u 

(9) T (r, g) < A ~Y log BeN + C log d + [ log ~ R I, 

A, B, C, &ant  des constantes absolues. Cette in6galit6 est d'ailleurs valable m~me 

pour  ~Y nul, dans ce cas le premier terme du second membre  dolt gtre rem- 

plac6 par o. 

3. On passe de T (r, g) ~ T(r,  f )  par des t ransformat ions  eonnues (III). On 

obtient,  duns le cercle pr6c6dent, dont  le centre sera d6sign6 duns t o u s l e s  ces 

par  Zo, 
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I + 
(IO) T(,',f) < ANlogBN+,  C'log~- + [ l og ,R [  + log [f(z0)[, 

C' 6rant une nouvelle eonstante absolue. On tire de 1~ une limitation du hombre 

des z6ros de f ( z ) - -7  dans le eerele de rayon moiti6, done dans Q, en supposant 

la distance sph6rique de 7 ~ f(Zo) assez grande. On a en effet 

et 

done 

+ 

T (r, f - -  7) < T (r, f )  + log [7[ + log 2 

( i )  
N ( r , f  --7) + m r ,~_~  + log[ f (zo) - -7[  = l ' ( r , f  --7) 

+ 

N(r,  f - -  y ) <  T (r, f )  + log [y[ --  log [f(go) - 17[ + log 2. 

Dans le eerele coneentrique de rayon moiti6, done £ fortiori dans Q, le hombre 

des z6ros de f ( z ) - -7  est moindre que 

i 

tog 2 

eL par suite d'aprSs (io), inf6rieur 

I [  B N + , I  + + ] 
(IÀ) ~ A N l o g  ~ ClOg-d+llog~Rl'loglf(zo)--r[+log[f(zo)l+log[7 [ • 

N0us supposerons que la distance sph6rique de 7 ~ f(Zo) est sup6rieure ~d, 

de sorte que la somme des trois derniers termes du crochet est aussi inf6rieure 

I 
C"log ~d" Faisons la m6me hypothbse pour les p quadrilat~res Q' attach6s 

aux quadrilat~res Q; il existera des points 7 pour lesquels le nombre des z6ros 

appartenant ~ la couronne C(n,f) sera inf6rienr au produiL de (I I )par  p, pourvu 

que l'aire totale exclue sur la sphgre soit inf6rieure ~ 4 z, done pourvu que J0 d~ 

I : 
soil inf~rieur £ z. Si p d °" esL inf6rieur ~ - ,  il existera mSme de tels points 7 

2 

auxquels s'appliquera le th6orgme I, l'expression (I I) devra 8tre sup6rieure 

I T(R, f). Si cette inSgalit6 n'a pas lieu, c'est que, dans l'un au moins des 
p log k 

quadrilatgres Q', f(z) prend plus de £V fois routes les valeurs sauf au plus celles qui 
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sont repr6sent6es dans deux cercles de rayon d de la s p h e r e .  C'est ee qui aura 

lieu si l'on suppose 

B N l o g  N B  _ ~ h T(R, f ) ,  

i og*/ 1 <= h T (R, f) ,  

I 
log~  = ,~h T ( R , f )  

d<=hs 

h ~ h (f) 6tant un nombre positif inf6rieur £ I convenablement choisi. La pre- 

miere condition (I2) est r6alis6e si 

N__ T(R,f) 
B log f) 

et s i e  est assez petit. Si l'on suppose que la valeur de N d6finie par cette 6ga- 

lit6 est au moins 6gale £ un nombre q-~q( f ) , e~h  T ( R , f )  sera au moins 6gal £- 

q B log T, ce qui limite I e t  donne 
8 

i i T 
l ° g h e <  T < q B l o g T  < ,~h T 2 log hqBlog 

pour.vu que q air 6t6 convenablement choisi, d pourra donc 8tre d6fini par la 

seconde 6galit6 (I2) en accord avee la quatri~me. Enfin la troisi~me in6galit6 

(12) sera v6rifi6e. On a en effe~ d'apr~s les conditions du th6or~me I, 

log R < q log T 

si q a 6t6 pris assez grand; la troisiSme condition .est donc r6alis6e si ~/t  est 

sup6rieur ?~ I. Si R ~ < I le premier membre dans cette troisiSme condition est 

~, eUe est v6rifi6e d'apr~s ce qui pr6c~de. Finalement, en rein- inf6rieur log 

pla~ant ~ p a r ~ ,  on arrive ~ l'6none6 suivant: 

VII. A chaque couronne C (n , f )  d6finie dans le th6or~me I correspond au moins 

un cercle I ' (n,  f )  de rayon e R ,  coupant cette couronne, dans lequel f ( z )  prend au 

moins N l o i s  toute valeur sauf au plus celles qui sont repr6sent6es sur la sphere 

l'int~rieur de deux cercles de rayon 

T (R, f ) - z  ~ (R = R~). 
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On a 

25=  e~ # T ( R , f )  
log T (R, f ) '  

X et ~ sont deux eonstautes d@endant de f(z) ;  ~ = ~(n) doit ~tre inf&'ieur ~ un cer- 

tain petit hombre et choisi de telle fagon que N soitsup&ieur ~ un ,ombre q-~q (f).  

4 - E n  prenant  e (n) de telle fagon que N soit constant  on retrouve et on 

complete le rdsu l t a t  donnd dans le mdmoire I I I :  on obtient  des petits cercles 

dont  le rayon est le m~me que dans ce mdmoire, mais on peut affirmer que darts 

ces cerdes, f ( z )  prend q lois au moins les valeurs suffisamment distantes de deux 

valeurs. 

Si l 'on prend 

3) ( .)  = [log T (R . ,  f ) ] - o  > o) 

les valeurs ext6rieures aux petits cercles exceptionnels seront prises au moins 

# T (R,,, f )  [log T (Rn, f ) ] - i -=  

fois. 

Appliquons ceci aux fonctions d'ordre fini e. On a dans ce cas 

log T (R, ,  f )  - - R 2  + v (n), lira V (n) = o 
done 

(log R,~) *+2° 

h ~tant fixe, ce qui ddmon{re l'4noncg I [ I  de 1'introduction. Lorsque la fonc~ion 

est g croissance rggulibre le rdsultat  se prdcise. Pa r  exemple, lorsque 

log T (r, or) =--- v re 

v dtant  compris entre d e u x  hombres positifs fixes, les couronnes C ( n , f )  sont ad- 

jaeentes les unes aux autres; il existe un  nombre k(v,(~) tel que, route couronne 

R < I*1 < 

contienne un cercle de rayon 

H R  (log R) - l - a  

dans lequel f ( z )  prend au moins Re (log R) ~1-2° lois routes les valeurs sauf eelles 

repr~sentdes g l ' intdrieur de deux cercles de rayon d, avec 
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I R)-~°.  
1%o. ~ = Re (log 

Revenons au cas g5n6ral. Si l 'on considbre une suite infinie quelconque S 

de cercles F ( u , f )  obtenus avec les valeurs (I3) de e, il y a deux valeurs au plus 

qui sont prises moins de _N (n) dans tous les cercles S; pour  une valeur 7 distincte 

de celles ci, f ( z ) - - 7  a uu moins N(n)  z6ros duns hne suite infinie de cercles ex- 

t ra i te  de S. S i  r(7, f , n  ) est le module de l 'un de ces z6ros appa r t enan t  '£ l 'un 

de ces cercles £(n , f ) ,  la somme 

(I 4) ~,] r (7, f ,  ~)-e, (¢t "< 6~) 

6tendue aux zdros situ6s duns I ' ( n , f )  est sup6rieure & 

R,F (,,)-a, lim Q (n) =- Q. 

La Mrie (I4) dtendue aux zdros de f ( z ) - - 7  appurtenant ~ la suite S des eereles 

eonsiddr#s est done divergente. L'exposant de convergence de la suite des zdros de 

f ( z ) -  x appurtenant ~t, une suite infinie S quelconque de cercles F ( n , f )  est dgal 5 

l'ordre q de f(z)  saul au plus pour deux valeurs x (S) et x' (S). Le thdor~me de 

Borel  comme celui de Picurd s 'npplique lorsqu 'on se borne £ consid~rer ce qui se 

passe dans de petits domaines infiniment petits par  rappor t  ~ leur distance 

l 'origine. 

Soit C une courbe quelconque qui s'dloigne ind~finiment. On peut  lui don- 

ner,  pur une ro ta t ion convenable au tour  de l 'origine, une posit ion C' telle que 

le domuine D (e) balay~ par un  cercle variable dont  le centre  z d~crit C', le r ayon  

~tnnt t lzl, cont ienne une suite infinie de cercles F ( n , f )  si pet i t  que soit ~. L'ex- 

posant de convergence de la suite des zdros de f ( z ) - . - x  appartenant ~ D (~) est ~gal 

~t Q quel que soit ~ e t  quel que soit x, saul peut-#tre pour deux valeurs de x. Une 

courbe C' jouissant  de cette propri~t6 sera uppel6e eourbe de Borel. Une courbe 

quelconque fourn i t  une courbe de Borel  par  une ro ta t ion  convenable au tour  de 

l 'origine. En  purticulier,  on a l '6nonc6 I I .  Tout  ceci ne suppose nul lement  que 

~) soit fini. 

5. On obt ient  d 'autres  r6sultats en dormant  d 'autres  lois de d6croissunce de 

, (n). No tammen t  on peut  choisir e (n) de fagon ~ obtenir  des cercles de rayon 

bornd d~s que l 'ordre Q d~passe deux. On comple te  ainsi un %sulfur de M. Julia.  

On obtient  en effet des cercles £ ( n , f ) d e  rayon born6 dans lesquels f ( z ) p r e n d  

route  vuleur, saul celles uppar tenant  au voisinuge de deux poin ts ,  au moins re -2-~ 
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fois, r &ant  la distance du centre du eercle g l 'origine et V t endan t  v e r s o  lors- 

que r erolt  ind6finiment. I1 s 'ensuit  imm6dia tement  que 

"VIII. Si la fonction f ( z )  est d'ordre Q ~up~rieur ~ z et si l'on co.nsid&e la 

famille de fo~wtions 

f ( z  + m co + n (o'), 

co et ~o' grant deux hombres donn& dont le rapport est complexe, et m e t  n prenant 

toutes les valeurs e ,  ti&es positives, n~gat~ves et nulle, il existe au moins un point 

z o en lequel cette famil le  n'est pas normale. 

Cette proposit ion,  qui d4coulait  6gMement du thdorbme donn6 dans le 

m6moire I I I ,  est valable auss i  pour  les fonct ions d 'ordre  2 pour  lesquelles 

lim T ( r , f )  _ ~ ; 
r ~ log T (r,j ')  

mais on salt qu'elle ne s 'applique plus aux fonet ions elliptiques, pour  lesquelles 

le rappor t  f ( r , f ) : r  ~ est born6. I I  r6sulte de V I I I  et a 'un  th6orSme de M. 

Ostrowski qu'il  existe u n e  suite de eereles de rempliss~ge dont  les eentres ont  

OS pour  affixes des hombres de la forme z o+m~o  + n et dont  le rayon est un 

nombre  fixe a rb i t ra i rement  petit .  (J 'appelle avee M. Milloux eerele de remplissao'e 

un  eerele dans lequel les vMeurs de 1~ fonct ion remplissent  route la sphere sauf 

le voisinage de deux points.) I1 y aura i t  lieu de reehereher  si les valeurs prises 

dans ees eereles sont prises r~ °-2-'1 fois au moins, r 6rant la distance du centre g 

l 'origine. 

6. On peut  6tendre les proposit ions pr6e6dentes au eas off l 'on eonsid8re 

les z6ros de f ( z ) - - R  (z), R (z) 6rant une f rac t ion  rat ionnelle.  On fair  Mors l 'hypoth~se 

que, dans le quadrilat~re Q', les trois fonct ions 

f ( z ) - - R  1 (z), f ( z )  - R~ (z), f ( z ) - - R a  (z) 

ne s 'annulent  que lq fois au plus. On suppose que, dans route la eouronne cou- 

verte par  les quadrilat~res Q', on a 

I > I ] > < 
' d 

et que les diff6rences de ees f ract ions  deux g deux ont  une distance sph&ique 

I 
supdrieure g ~ dans eet te  couronne.  On in t rodui t  Mors. la fonct ion 

f - - R  1 ~.~--.R~ 

1 1 - -  2822. Acta mathematica. 52. Imprim6 Io 29 f6vrier 1928. 
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Rien n 'est  chang6 aux raisonnements fair sur cette fonction;  on a encore l'in& 

gulit6 (7).  Rien n'est  chang6 non plus duns le passage de T(r ,g)  g l ' ( r , f ) ,  ni 

duns les cons6quences relatives aux z6ros de f ( z ) -  7. I I  existe encore un qua- 

drilat~re Q' duns lequel f ( z ) - - R  (z) s 'annule N lois au moins pour route fraction 

R(z) qui n 'est  pus trop voisine de deux certaines fractions. Ce voisinage est 

ddfini par les conditions ci-dessus; il pourruit  se t raduire  par des conditions 

relatives aux coefficients de la fract ion en supposant que l 'on consid~re des 

fractions d e  degr6 born6. Je  me bornerai g 6noncer des propositions genre Jul ia  

et Borel qui se d6duisent de suite du fair que trois fractions rationnelles distinc- 

tes v6rifient toujours les conditions donn6es ci-dessus g par t i r  d 'une valeur de r. 

IX.  f (z)  ~tant une fonetion m&'omorphe d'ordre positif, il existe une suite 

infinie du cercles F(n , f ) ,  

(n) l < (n) l, 

e(n) dtant donnd par l'~galit~ (I3) , jouissant de cette propridtd." S dtant une suite 

infinie quelconque de cereles F (n , f ) ,  le hombre des z&'os de f ( z ) - R ( z )  est au 
moins dgal it 

~: T (R,, , f )  [log .7' (R,~,f)]-l-2e~ 

dans ehaque eerele F ( n , f )  d'une eertaine suite extraite de S, sauf  au plus pour 

deux fi'aetions rationnelles R (z) (l'infini compris). 

X.  La fonction f (z)  dtant d'ordre positif, il existe au moins une direction D 

qui est direction de Borel pour toutes les fonctio~s f ( z ) - - R  (z). L'exposant de con- 

vergence des z&os de cette fonetion appartenant & un domaine angulaire D (~) arbi- 

traire contenant D est dgal ~t l'ordre Q sauf  au plus pour deux fractions rationnelles 

(l' infi~i compris). 
Si l 'on consid~re l 'une des familles introduites par M. Julia,  par exemple 

la famille 

(is) f ( za") ,  (n,= I, 2 , . . . ,  I,~[ > I) 

et si l 'on d6signe par E ( a , f )  l 'ensemble des points uutres que o et ~ off cette 

famille (15) n 'est  pas normule, il d6coule de I X  que 

XI.  f (z)  dtant d'ordre positif, les ensembles 

:E zg) 
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o~t q prend les valeurs enti~res positives, n~gatives et ~ulle, ont au moins un point  

commun z o. 

Ces ensembles ont  donc en c o m m u n  les points  z0 d~. Nous  verrons  plus loin 
- [  

que lorsque l 'o rdre  d~passe ~, il existe au moins  deux points  communs  v ra imen t  

dist incts.  Dans  te r ra ins  cas les ensembles  (I6) cor respondan t  ?~ un m~me a coin- 

c ident  quel que soit  q, c 'es t  le eas pour  e ~ et  a r~el. J ' a i  mont r~  ailleurs que 

cette c i rconstance  ne se pr~sente pas  toujours .  ~- Dans  le cas des fonet ions  enti~- 

res la proposi t ion  X I  est aussi  valable pour  les fonet ions  d 'o rd re  nul, car  la  

proposi t ion  I X  s '~tend ~ ces fonct ions.  ~ I1 y au ra i t  lieu. de reehercher  si X I  ne 

s ' appl ique  pas ~ routes  les fonct ions  qui v~rifient le th~or~me de M. Jul ia .  

On peu t  comple te r  d 'une fagon ana logue  la proposi t ion  V I I I .  

En  ce qui concerne  les fonct ions except ionnel les  J ,  fonct ions  pour  lesquelles 

la famil le  (i5) est pa r t ou t  normale  clans le p lan  priv~ des points  o et oo, doric 

telles que E ( a , f )  n 'exis te  pas, il est  clair  que, si la  famil le  (I5) admet  une fonc- 

t ion l imite  poss~dant  un p61e dis t inct  de o et oo, l ' ensemble  (I6) existe d~s que 

q est  n~ga t i f .  C 'es t  ee qui a lieu pour  les fonct ions  invar ian tes  pa r  la subs t i tu t ion  

(z, z a). De  ce point  de rue  on dolt  consid~rer comme compl~tement  except ionnel les  les 

fonct ions  pour  lesquelles routes  les fonct ions  l imites  de (I5) n ' on t  pas  de pSle ou 

de z~ro dist inct  de o e t  ~ .  On peu t  ef fec t ivement  construi re  de telles fonctions.  

T o u s  les r~sul ta ts  precedents  s%tendent  au cas des fonct ions  m~romorphes  

au tour  du po in t  ~ l ' infini et d 'o rd re  p o s i t i f  au tour  de ce po in t  en ut i l isant  la 

r emarque  fai te  ~ la fin du m~moire  I I I .  

Dans  le cas des fonct ions  enti~res, il existe des couronnes  C ( n , f ) p o u r  

lesquelles la propri~t~ I e s t  valable  £ la  fois pour  la fonct ion f ( z )  et pour  sa d~riv~e. 

I1 y au ra i t  lieu de chercher  si ceci a encore lieu pour  les fonct ions  m~romorphes .  

Cette propri~t~ des fonct i0ns enti6res et l ' examen  des cas s imples rend  vrai- 

semblable  l 'exis tence de peri ls  cercles F ( n , f )  clans lesquels J(z)  et  f ' ( z ) p r e n d r a i -  

ent  N fois au moins  les valeurs  non exceptionnelles,  ainsi que l 'exis tence d 'une  

direct ion de Borel  c o m m u n e  ?~ la fonct ion  et ~ sa d~riv~e. En ut i l i sant  les r& 

sul ta ts  du m~moire  cit~ ci-dessus (J. de math.)  on consta te  d 'a i l leurs  qu' i l  existe 

1 Le thdorkme de Mr. Picard et le compldment de M. Julia (dolt paraitre dans le Journal 
de math.). 

2 J'ai signald ce r~sultat ~ plusieurs reprises, not~mment dans l'article du Mdmorial des 
sciences math. consacr6 aux fonctions enti~res et mdromorphes (fast. II). Voir aussi la these de M, 
Williams (~ paraitre dans le Rendiconti del Circolo mat. di Palermo), 
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une infinit6 de spirales logarithmiques qui sont eourbes de Borel pour f ( z )  et 

routes ses d&iv4es; presque routes les spirales logarithmiques jouissent de cette 

propri&~. 

11 conviendruit 4galement de donner des rgsultats plus pr&is que les pr& 

eddents daus le cas de l'ordre infini en utilisant les travaux de M. Blumenthal. 

I I I .  Les fonctions m6romorphes darts un cercle. 

7. Iqous appellerons ordre moyen d'une fonetion f (z) mgromorphe duns le 

cercle I zl < I, le hombre 

r : l  I 
log 

I - - ~ '  

que M. Nevanlinna appelait ordre; le nombre 0+ I sera l'ordre total. 

5Tous supposerons l'ordre moyen positif. On peut alors &endre la proposi- 

tion I. On a en effet (I, p. I24) 

I 
T ( r , f )  < N ( r , f  --  a) + N ( r , f  -- b) + N ( r , f  - -  c) + 12 log ~-_~i] -{'- 2 4 log T ( R , f )  

I 

+ e( f )  + 8 log l a _ b l l b _ c l l c _ a  I 

e( f)  ne d4pendant que du premier terme du d4veloppement de Laurent de f ( z )  

uutour de l'origine, r < R < 2 r, et lal, Ibl, Icl 4tant infgrieurs g T(r , f) .  I1 r~sulte 

de 1£ que, si la distance sph&ique des points a, b, c pris deux g deux est sup& 

rieure g [T(r,f)] -1, on u 

(i7) 
I 

T(r ,J )  < N ( , ' , f - -  a) + N ( r , f  -- b) + N ( r , f - -  e) + e(f) + 1 2  log R - - r  

+ D log T(R, f )  

D gtunt une constante absolue. (Si a par exemple est supdrieur £ T(r,J),  on introduit 

I 
f - - 7  pour d~montrer eette in~gulitd, 7 &ant dgul g o, I o u - - I  suivunt les cas.) 

On proe~de alors comme duns le eas des fonetions m&omophes en tout point 

distance finie, muis en tenant c0mpte du fair que T ( r , f )  peut uvoir des vu- 
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leurs moindres que log ~ - - .  E n  ver~u de l 'hypothgse de l 'ordre positif,  il existe 
I - - r  

des w l e u r s  r aussi proehes de I qne l 'on veut  pour  lesquel!es 

(I8) T ( r , f )  > ( I -  r)-~, (fi > o). 

Soit r l 'une de ees wleurs .  Si l 'on 

(I9) ~(Y1) > ~t~(y) (I "~- C¢), (1" 1 = ," ~- ~,7(r)_2, Z = ; ,  1~ >O)  

r 1 e s t  encore une valeur  sat isfaisant  go (I8). Si p o u r r  = q l ' in6galit6 de croissanee 

anormale (I9) est encore v6rifi6e, puis pour  

1 . =  ,... = 1.~ + [T (r , ) ] -~ .  

et ainsi de suite, il existe un nombre  r '  

Y ' = I "  4- I 
I - -  (I 4 g)--i, f ( r ) - 2  

pour  lequel la eroissanee est normale:  l ' in6galit6 de sens contra i re  go (I9) est v6rifi6e. 

Appliquons (I7) en prenant  r =  r '  et 

/¢ = r '  + ~(,,')-~; 

on aura  

T ( r ' , f )  < N ( / , f  - -  a) + N ( r ' , f  - -  b) + N ( , " , f  - -  c). 
2 

Eu 4gard g la croissance de T (r~f), il s 'ensuit  que, pour  tou t  r donnan t  lieu g 

( I 8 ) ,  o n  

~- T ( r , f )  < N ( , " ' , f - - a )  + N ( , " ' , f  - -  b) + N ( r " , f - - c )  
2 

pourvu que 

r ' t  = r - - ~ - k ( I - - r )  ~, k > I. 

D'aut re  part ,  pourvu que la distance sph6rique de f ( o ) g  a so i t  sup6rieure g 
/ PIP ~ 1 T~r ,or)-, on 

(20) \ ~ d  I vtv N i l "  f - -  ~) < 3 T (" , f )  

donc 
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( 2 I )  
t t  I i t p  

Z[.N'(" , f - -  a) - -  N ( r ' " , f - -  a)] > T ( r , f ) - -  9 T( r  , f ) .  
a 2 

Or, r"  &ant  d6fini comme ci-dessus, et r ' "  

ce hombre k' de telle faqon que le second 

3 T ( r" ' , f )  et qu'en outre 

= r - -k '  (I - -  r), k' fini, on peu~ choisir 

membre  de (21) soit sup6rieur £ 

lira log T ( r ' " , f )  
I 

log 
I - -  i j~/  

I 
Car, en posant  - - x ,  on est ramen6 au cas des fonctions d6finies pour  x > o  

I - - r  
trait6es dans le m6moire II .  En remplagant  alors le premier membre de (2 I) par 

k' (~ --  r)[n ( r " , f - -  a) + n ( r " , f - -  b) + n ( r " , f - -  e)] 

qui lui est sup6rieur, on voit que 

I -{- ]~' I 
T (r'" f~ 

k '  I - r  P t t  ~ ~ d l  

sauf  au plus pour  des a dont  les distances sph6riques g trois points (y compris 
r ' "  --1 le point  f(o))  sont inf&ieures  g T(  , f )  . D 'aut re  part, d'apr~s (2o), 

. ( r , f -  a) < ,,, 4 r (/%/) 
r - -  r 

ce q u i  conduit  g l '6n0nc6 suivant:  

XI I .  Lorsque f ( z )  est d'ordre posi t i f  q, il existe des hombres positifs k, k', 

h, h' (k < I) et une suite de couronnes C(n , f )  

a y e e  

r n - - ] ~ ' ( I  - - r ~ )  < [ z ]  < r n  + ]~(I - - r n )  , lim r , , - -  I 

lim log T ( r . , f )  
- - 0 '  I 

log 
I - -  rn  

telles que, dans C(n, f) ,  le hombre des zdros de f ( z ) - -  a soit eompris entre 

h - - ~ - -  T ( r~ , f )  et h' i T(.r,~ + I +_k (I - -  rn),f) 
I - -  ?'n I ---~'n 2. 
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sauf au plus pour des valeurs a dont les points repr~sentatifs sur la sphere sont 

i~tdrieurs it trois eereles de rayon [T(r~,f)] - i .  

Lorsque Q est fini, on peut choisir la suite des couronnes de fagon telle que 

le rapport  des hombres l imitant  le nombre des z~ros soit infdrieur £ un nom- 

bre fixe. 

I1 semble probable que, dans  cet ~noncd, comme darts l'dnonc~ I, le cercle 

exclu sur la sphere ~yant  pour centre le point f(o) ,  dolt pouvoir ~tre supprimg; 

ce cercle est in t rodui t  uniquement  par un d d f a u t  de la mgthode employde. 

8. En par tan t  de 1s proposition X I I  on peut opdrer comme on l 'a  fair  £ 

part i r  de I. ~Iais ici, d 'une part  la couronne est infiniment mince par rapport  

sa longueur  (prise le long d 'un  cercle ]z] = const.), et d 'autre  part, la couronne 

ext~rieure £ C(n, f )  et appar tenant  ~ ] z ]<  I a une ~paisseur de l 'ordre de celle 

de C(n,f). Les dimensions des quadrilat~res Q doivent ~tre prises ~gales 

i 
e (n) (i --  r.n), le nombre de ces quadrilat~res est e In) ~ (I - - r , ) '  On arrive alors £ la pro- 

position suivante: 

X I I I .  Si f(z)  est mdromorphe pour ]z] < I e t  d'ordre moyen posit~tf e, il existe 

une suite i~finie de cercles F(n , f ) ,  

P -  (-)] < " b  (.)[) 

tels que, daus F ( n , f ) ,  f (z)  prenne au moins 

N(n)~- *(n)2 ~t T ( r " f )  I - - r , ,  K '  
log T (r,,,f) K < < 

lois route valeur saul au plus des valeurs reprdse~tdes sur la sphere it l'intgrieur de 

deux cercles de rayon [T(r, , f)]  -1. On a 

lim log T (r~,f) = e, 
I 

log - i -~r :  

~ , # , K e t K '  sont des hombres fixes d@endant de f (z) ,  et e(n) peut Otre pris arbi- 

trairement infdrieur it un certain hombre fixe mais de telle fagon que N(n) soit 

supdrieur it un hombre q = q  (f). 

En donnant  une valeur constante ~ e (n), on met  en dvidence duns les cerc- 

les F ( n , f )  un nombre de zdros de f ( z ) - - a  qui est de l 'ordre du produit  de ~ --r~ 

par le nombre total  des zdros appar tenant  £ lu couronne correspondante C(n,f), 
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tou t  au moins duns le cus de l 'ordre fini. C'est bien le r6sul tat  qu 'on devuit 

pr6voir, le cus g6ndrul 6runt sans doute  celui de la rdpart i t ion homog~ne des 

zdros duns lu couronne;  c 'est  l 'ordre to ta l  qui intervient  lorsqu 'on considSre une 

couronne,  l 'ordre moyen lorsqu 'on considbre un  pet i t  cercle, ce qui justifie la 

d6nonlinution de ces hombres.  

Pour  obtenir  les cercles de remplissuge de rayon  minimum fournis  par  cette 

m6thode, il suffit d'6crire que N(n) est constant  et 6gal ~ q ( f ) :  le r6sultut obtenu 

est t ou t  unulogue £ celui donn6 plus huut  duns le cas des fonct ions m6romorphes  

uutour  du point  £ l'infini. 

L'6nonc6 IV donn6 duns l ' in t roduct ion  r6sulte de suite de l 'existence d 'une 

suite infinie de cercles de remplissuge dont  les centres t endent  vers lu circonf6- 

rence ] z ] ~  I. Les centres de ces cercles out  au moins un  point  l imite z 0 sur 

cet te  circonf6rence. Le th6or~me de M. Picurd s 'upplique £ f ( z ) d u n s  le domaine 

I z l < i  et Iz-zol  < e si peti t  que soit e. Mais en outre, en supposunt  ~(n) fixe 

et  en ruisonnunt  comme plus huut,  on volt que, si z o ( I z o l :  i ) e s t  un point  l imite 

des centres des cercles F ( n , f )  correspondants,  et si r (n ,  a,~) est le module d 'un  

z~ro de f ( z ) - a  uppar tenunt  au domaine Izl < i  , I z - z o l  < e ,  lu s6rie 

5', [i --,'(n, 

diverge pour  Q1 inf6rieur £ l 'ordre moyen Q, sauf pour  deux vuleurs a uu plus: 

XIV.  f ( z )  ~tant mdromorphe et d'ordre moye, Q posit~f pour Izl < I, il existe 

au moi,ns un point Zo de la cireonfdre~we ] z l ~  I tel que l'exposant de conve~yenee 

des zdros de f ( z ) - - a  appartenant au eerele I - ol < ~  (~t < ~) soit d.qal 0 Q, si 

petit que soit e, sauf  au plus pour deux valeurs a. 

Nous exprimerons ce fair  en disunt qu' i l  y u uu moins un point d'exposant 

Q sur la circonfdrence ]z] = I. Nous verrons plus loin que, duns certuins cus, il 

y u un point  Zo d 'exposunt  q +  I. I1 semble bien que lu proposit ion pr6c6dente ne 

puisse pus 8tre um61ior6e en ce qui concerne lu valeur maximum de l 'exposunt  

de convergence en un  point;  muis il est uussi probuble que, lorsqu'i l  n 'exis te  pas 

sur lu circonf6rence de point  d 'exposunt  sup6rieur ~ l 'ordre moyen, les points 

d 'ordre  (~ sont denses sur un  arc de cette circonf6rence.  

De mSme que les directions de Julia,  duns le cus des fonct ions m6romor- 

phes uutour  d 'un  point  sont li6es ~ l 'existence de points off certuines fumilles ne 

sont pus normules;  leur existence duns le cus ~ctuel, c'est-£-dire l 'existence des  cercles 

de remplissage F ( n , f ) ,  est lide £ un fuit  uuulogue. Considdrons lu subst i tu t ion 
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Z =  S (z, Zo) - z -  Zo 
I - - Z ~  O' ' 

z 0' 4runt le nombre imaginMre conjugu4 de z o et Izol < I,  qui t ransforme le eercle 

Izl < I  en lui-m~me, le point  z o venant  £ l 'origine. A un  cerele de rayon  e (I--Iz01) 

de centre z 0 correspond,  lorsque e et I--IZo] t enden t  vers o, un eercle dont  le 

r a y o n  est 4quivMent £ r - e  et dont  le centre est ~ une distance d e  l 'origine 
2 

4quivMente £ _I e~. On voit  Mors, en uppl iquant  un  th4or~me de M. Ostowski sur 
2 

les points  de Jul ia  (points en lesquels une fumille n 'es t  pus normMe) que lu  con- 

di t ion n4cessMre et suffisunte pour  que lu famille de fonct ions 

f ( s  

ne soit pas normMe au point  z = o ,  est qu ' i l  existe une suite de cercles de remplis- 

sage dont  le centre tend  vers la cireonf4rence Izl----I et dont  le r a y o n  est  infini- 

ment  pet i t  par  rappor t  £ lu distance du centre £ Is circonf4rence. On peut as- 

surer que cette famil le  n'est ~as normale ~ l'origine d~s que f ( z )  est d'ordre moyen 

sup~rieur it z~ro. I1 conviendrMt de rechercher  s'il existe des fonct ions m4ro- 

morphes  v4rifiant le th4or~me de P ica rd  duns le cercle unit4 et pour  lesquelles 

la famille en quest ion serait  cependant  normMe £ l 'origine. 

IV. L e s  fone t ions  m ~ r o m o r p h e s  dans un an g l e .  

9. Nous consid4rerons iei une fonet ion mdromorphe  darts nn  angle et  d'or- 

dre assez grand  dans eet angle, l l  sera en tendu  une fois pour  routes que les angles 

dont  il sera quest ion ont  leur sommet £ l 'origine. Soit f ( z )  m4romorphe dans 

l 'angle A 

I I < (z = , .  
2 ~  

et  pour  les vMeurs de r inf4rieures ~ un certain hombre  R. Nous dirons q u e f ( z )  

est d'ordre fl dans un m~gle B compl~tement int&'ieur 5 A 

1 2 - - 2 8 2 2 .  Acta mathematica. 52. l mprim6 lo 7 avril 1928. 

(~ > o) 
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lorsqu'i l  existe un hombre  a au moins pour  lequel l 'exposant  de convergence des 

points f ( z ) ~ a  int6rieurs ~ B e s t  ggal ~ fl et qu'il  n 'existe  pas de hombre  a pour  

lequel l ' exposant  serait  supdrieur £ ft. Donc, r ( n , a )  dtant  le module d 'un  zgro 

de f ( z ) - -a  int~rieur ~ B (et au cercle I z I < R ' < R )  la s~rie 

converge pour  7>f l  quel que 

soit 7 < ft. 

r ( . ,  

soit a et  diverge pour  un a au moins quel que 

Nous  eonsid6rerons une fonct ion f (z)  qui soit d 'ordre fl sup~rieur ~ a dans 

un angle B int~rieur £ A. Dans le cas des fonct ions holomorphes cet te  propri~t~ 

peut  ~tre d~duite d 'une propri~t~ de croissance du maximum du module  gr£ce 

un th~or~me de M. R. Nevanlinna.  1 

I1 est loisible de se ramener  au cas suivant:  l 'ouver ture  de A est sup6rieure 

'~ z ,  celle de B e s t  inf~rieure £ z ,  l 'ordre dans B e s t  sup6rieur £ I et R e s t  

sup~rieur £ 2. La  fonct ion 

+ z) 

est alors mdromorphe  dans le cercle I ZI < I  et le nombre  des points intdrieurs 

au cercle I ZI -~ r < I off elle prend la valeur  a est au moins dgal, pour  une suite 

infinie de valeurs de r, 

I 1 ~--~ (r), > I, lim ~ (r) = o. 

En passant  ~ la fonct ion N ( r , F - - a )  on voit  que [ 'ordre moyen de F(Z)  est un  

nombre ~' au moins ~gal £ f l - - I .  Le th~or~me X I I  s 'applique. I I e n  est de mSme 

du thdor~me X I I I  ce qui met  en dvidence l 'existence de cercles de remplissage 

dans un  angle intdrieur  £ A m a i s  con tenan t  B ,  f (z)  prenant  dans ces cercles plus 

de N fois les valeurs non exceptionnelles,  N croissant  ind~finiment. Les centres 

de ces cercles convergent  donc vers z = o ,  ce qui montre  que les thgor~mes 

de M. Ju l ia  s 'appl iquent  £ f(z). ~ Mais le th~or~ine X I I I  p e u t  ici se com- 

pl6ter. P o u r  passer de X I I  £ X I I I  on a ddcompos6 une couronne C(n,F) en 

quadrilat~res Q t o u s  ~gaux, de dimensions e (I r,). Ici, la fonc~ion _F(Z) est 

m~romorphe pour  [ Z + I [ < 2  lorsque Z + I  appar t ien t  ~ l 'angle A; on peut  

1 Untersuchungen i~ber den Picardschen Satz (Acta soc. sc. fennicae, t. 50, n°6, 1924). 
J'ai donnd ce rdsultat dans le m~moire II lorsque la fonction f(z) est mdromorphe dans tout 

le plan ~ distance fini, comme cons4quence du th~or~me VI du mdmoire I. 
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alors d~composer C(n, F) en r6gions plus petites en t enan t  compte des distances 

de ces r6gions non plus ~ la circonf~rence [Z] = I, mais au point' Z =  --  I, point, singulier 

non polaire unique. Nous int,roduirons des quadrilat~res de dimensions e (n) 1 (m), 1 (m) 

~t,ant la plus courte dist,ance de la port,ion de C(n, F)  off l 'on place Q au point' Z =  - I. 

h I 
Le nombre des quadrilat,~res couvran~ C(n,F)  sera seulement, p =  e ~ l o g - - - ,  h 

I - -  F n  

fini et le hombre des z6ros de f ( z ) - - x  mis en 6vidence par la m6t,hode dans Fun 

d'eux sera 

- log T (,'n, F)  log 
I - -  r n  

La valeur du rayon des cercles exclus sur la sphere est modifige d 'une faqon ana- 

logue.  On voit, ainsi que lorsque F(Z)  est m&'omorphe d'ordre moyen O pour [Z[ < I  

et lorsque F ( Z )  a un seul point singulier non polaire sur la circonf&'ence [Z[ = I ,  

F(Z)  ~lant encore mdromorphe dans un angle de sommet Z - ~  I contenant la circon- 

fdrenee [ Z [ = I ,  Z ~  I e s t  un point d'exposant Q+ i. C 'es t  ce qui va r6sulter 

de ce qui suit, off je consid6rerai f (z)  de fagon £ arriver directement ?~ l'6nonc6 V. 

Passons donc £ f(z). On a des cercles de remplissage F(n ,  f )  sit,u6s dans un 

angle int,6rieure ?~ A; si d (n) est, la dist,ance du cent±re de F(n , f )  k '  " " 1 orlgme, le rayon 

est, e (n)d (n) et le hombre ~les z6ros pour les valeurs non exceptionnelles est au 

moins 6gal ~ d (n)-~ +~(') mais a.ussi ~ ( I -  r,~)-, ~+~ (,0, r~ t,endant vers I. d(n)tend 

donc vers o et on obtient l'6nonc6 V ainsi que celui donn6 ci-dessus. Le th6orSme 

V e s t  valable pour l 'ordre infini £ condition d'y remplacer f l - -~  (n) par fl(n), cette 

quant,i~d croissant, ind6finiment,. On peut, pr6ciser cet, 6nonc~ dans ce cas en in- 

troduisant± la fonct,ion N ( r , f - - a ) .  

En ra isonnant  comme plus haut,, on d6duit de V qu'il  existe au moins une 

direction J9 de Borel, 9~ = const., contenue dans A (telle que, dans tout  angle D (e) 

d 'ouverture e admet,t,ant D pour bissectrice, l 'exposant, d e  convergence des z6ros 

de f ( z ) - - x  appart,enant, £ D (e) soit, 6gal ~ l 'ordre fl, sauf au plus pour deux va- 

leurs x). Ce r6sultat, rest,e valable si l 'on considSre les z6ros de f ( z ) +  t~. (z), R (z) 6rant, 

une fract,ion rationnelle. Le th6orSme X1 se g6n6ralise ~galement. 

IO. Ceci s'applique au cas d 'une fonction m6romorphe autour  du point 

I 
l ' infini et d 'ordre ¢ sup6rieur £ - .  Tout, d 'abord s'il existe un angle d 'ouverture 

2 

sup6rieurs a -  off f ( z )es t ,  d'ordre a on appliquera ce qui precede. D 'aut re  part, 
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on suit qu'il existe toujours un angle au moins d'ouverture aussi petite que l'on 

veut duns lequel f ( z )  est d'ordre Q; tout angle d'ouve;:ture sup&Aieure ~t z contenant 
Q 

cet angle contiendra une direction de Borel au moins. On peut d'uilleurs ici obtenir 

ces propositions comme consequence du th~orSme VI du m~moire I: on peut 

appliquer aux secteurs figurant duns ce th~or~me la mdthode qui a conduit au 

th~or~me VII  du prdsent m~moire. 

Duns le cas d'une fonction holomorphe autour du point £ l'infini et d'ordre 

I 
fini Q sup~rieur ~ =, il existe, d'apr~s un thdorbme de M. LindelSf, un angle A 

2 

d'ouverture z tel que, duns tout angle empidtant sur celui-ci, l'ordre du maximum 
Q 

du module de f ( z )  soit ~gal ~ Q. Duns tout angle B empidtant sur A et d'ou- 
7g 

verture sup6rieure £ - ,  l'ordre de f ( z )  (au sens donnd ci-dessus au d~but d u n  ° 9) 
Q 

est dgal ~ Q d'apr~s le th~or&me ddj£ citd de M. R. Nevunlinna. Un angle con- 

tenant celui-ci contient donc une direction de Borel: 

XV. Pour une fonetion f ( z )  hoiomorphe autour du point ~t l'i~fini et d'ordre 

I 
supdrieur ~ - ,  il existe au moins deux directions de Borel. 

2 

Lorsque l'ordre est sup~rieur £ I, on peut montrer, en raisonnant exactement 

comme M. Milloux l'a fair pour les directions de Julia, que: 

XVI. Si f ( z )  est holomorphe autour du point ~t l'infini, d'ordre Q supdrieur 

~t I, et s'il n'y a que deux directions de Borel, ces deux directions font  un angle 

~gal ~ ~-, et f ( z )  est ~ croissance r~guli~re au sens de M.  Borel. 
Q 

Les propridt~s de ces fonctions d'ordre sup~rieur £ ~ n'admettunt que deux 

directions de Borel sont moins simples que celles des fonctions n 'admettant  que 

deux directions de Julia dtudides par M. Millouxl; il y uurait notamment lieu 

de chercher s'il peut exister duns rangle d'ouverture _z compris entre les deux 

directions une suite de  z~ros d'ordre Q pour f ( z ) ~  a, a dtant donnd. 

Comme je l'ai signald duns la note circe duns l'introduction, une fonction 

m~romorphe d'ordre quelconque peut n'uvoir qu'une seule direction de Borel. 

1 Com2tes t~endus (ddcembre 1927 et janvier 1928). 


