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I.  

G@n@ralit~,s. 

1. I~troduction. Le point  (x, y, z) de la  courbe alg~brique en coordonndes 

homog~nes  f ( x , y , z ) : o  est appeld point  ra t ionne l  quand les coordonndes sont 

propor t ionnel les  ~ trois  hombres  rat ionnels.  Les points  ra t ionnels  £ l ' infini sont 

donngs pa r  l 'dquat ion  f ( x ,  y ,  o) ~ o.  

Deux  courbes algdbriques £ coefficients ra t ionnels  sont  dites ~quivaleutes quand 

elles sont  reli~es par  une transformation birationnelle de coefficients rationnels. Les 

courbes gquivalentes  out  le mSme genre. 

Dans  l 'g tude  des points  ra t ionnels  des courbes alg~briques, c 'es t  plutSt  le 

genre que le degrd qui intervient .  Le probl~me de t rouver  les points  ra t ionnels  

" resolu. Au contraire ,  les d 'une  courbe alg@brique unicursale  est comple t emen t  " 

r~sul tats  sur les points  ra t ionnels  des courbes de genre  ~ I sont  tr~s incomple~s. 

Les  rdsul ta ts  les plus impor t an t s  sur les courbes du p remier  genre  sont  dus 

POINCAlCg s, g HVlCWITZ a e t  ~ M. MORDm~L ~. Poincard  a mont rd  qu 'une  courbe 

1 Voir D. HILBERT et A. HURWITZ,  ~ Ueber die diophantischen Gleichungen vom Geschlecht 
Null,,, Acta Mathematica, t. I4, p. 217 (I89o). 

H. POINCA~: ,,Sur les propri~tds arithmdtiques des courbes algdbriques,*, Journal de Ma- 
thdmatiques, 5 e sdrie, t. I7, p. I6I (I9oi). 

8 A. HURWITZ: ,7 Ueber tern~ire diophantische Gleichungen dritten Grades,,, Vierteljahrschrift 
d. Naturf. Gesellschaft in Zigrich, t~ 62, p. 207 (I917). 

4 L. J. MORDELL, ,)On the rational solutions of  the indeterminate equations of the third 
and fourth degrees% Proc. of the Cambridge Philos. Soc., vol. XXI, p. I79 (I922). 

Pour la Bibliographic ddtaill@e de notre sujet voir L. E. DICKSON, History of the theory of 
numbers, vol. II, Washington I92O. 

Voir aussi ma monographie ,, L'Analyse Inddterminde de degrd supdrieur,,, qui par~itra prochaine- 
ment dans la Collection ~Mdmorial des Sciences Mathdmatiques,,. 
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du premier genre qui admet un point rationnel, est dquivalente £ une cubique. 

Ainsi on peut se borner ~ considdrer les cubiques. Cependunt, duns le cus gdndral, 

nous n'avons pas de moyen pour reconnaltre si une courbe du premier genre 

admet un point rationnel ou non, mgme duns le cus d'une cubique. 

Le but des pages suivantes est de pr6ciser et compldter les recherches de 

Poincard et Hurwitz et d~velopper les premiers dl6ments d'une thdorie des points 

rationnels des cubiques planes du premier genre. 

Duns ce qui suit nous entendons par nombre rationnel un nombre d'un do- 

maine de rutionulitd quelconque donnd. 

2. La representation param~trique des cubiques. Soit donn~e lu eubique plane 

du premier genre £ coefficients rationnels f ( x ,  y) = o. Pour ~tudier la distribution 

des points rationnels sur la courbe il est indispensable d'introduire les fonctions 

elliptiques repr6sentunt puramdtriquement la eourbe. Nous allons montrer com- 

ment on peut choisir cette representation d'une meni~re commode. I1 est facile 

d'dtablir lu proposition suivante: 

Si la cubique admet un point ratio~mel, elle est toujours ~quivalente h une aub'e 

cubique de la forme 

y~-~4x s - g ~ x - g S ,  (i) 

5 coefficients rationnels g~ et gs. Soit en effet P0 un point rationnel de la cubique. 

La tangente £ la cubique en ce point rencontre lu cubique en un second point 

P1 qui est dvidemment aussi rationnel, t (Si Po est un point d'inflexion les deux 

points coincident.) Si Pj est pris pour origine des coordonndes, l'~quation de la 

cubique peut 6tre ramende, par une transformation lin6aire £ coefficients rationne!s, 

la forme 

~a (x, v) + ~ (x, v) + ~ ,  (x, y) = o, 

q~l(x,y) ddsignant un polynbme homoggne de degrd i £ coefficients rationnels. 

Coupons par la s~cante y--~ tx; x est ddtermind par l'~quution du second degrd 

d'ofi l'on tire 

x~ qD~ ( i  , t) + x qD.. (~, t) + q~, ( i  , t ) = o ,  

_ - ~ (~, t) + _ V ~ ( t )  
2q~a(I,t) , y--~tx, 

i En effet, si deux des racines d'une dquation cubique ~ coefficients rationnels sont ration- 
nelles, la troisieme racine est aussi rationnelle. 
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R (t) d6signant le polynome ~0~ (I, t) --  4 ~01 (I, t) ~O 3 (I,  t), qui est en g6n~ral du qua- 

triSme degr& Les z6ros de ce polyn6me sont pr6cis6ment les Coeffcients angulai- 

res des tangentes k la cubique qui passent par l'origine. Nous connaissons a 

priori un z~ro de ce polynome, le coefficient angulaire t o de la droite qui joint 

l'origine au point Po; ce hombre t o est rationnel. (Si to-----oo le polynSme est du 

troisi6me degr&) En posant t= to  +I ,  il vient 
T 

V ~  (t) = T - 2 "  i ~  1 (T), 

le polyn6me R I (,) n '&ant plus que du troisi6me degr& Or, on peut, par une 

transformation lindaire "£ coefficients rationnels, ramener ce polyn6me ~ la forme 

c ~ (4x ~ -g~  x--g~), 

les nombres c, g~ et g3 &ant rationnels. Donc, la cubique f ( x , y ) : o  et la cubique 

(i) sont 6quivulentes. A chaque point rationnel de f ( x , y ) = o  correspond un et 

un seul  point rationnel de l~ cubique (I), et inversement. Le point/)o correspond 

uu point d'inflexion £ l'infini de la courbe (I). I1 suffit uinsi de consid6rer les 

cubiques de la forme (I). 

La courbe (I) &ant du premier genre, nous avons la repr6sentution para- 

m&rique par la fonction lo (u) correspondante, 

= ~ (u), Y = ~' (~). 

Pour la cubique f ( x ,  y ) =  o nous aurons la reprdsentation 

x-F(  #(u)), y =  #(u)), 

F(~, ~) et G(~, ~) &ant  des fonctions rationnelles de ~ et V ~ coefficients r~tionnels. 

Le point d'inflexion de la cubique (i), ainsi que le  point P0 de f ( x ,  y ) : o  correspon- 

dent £ l 'argument u = o .  

Dans la sui te  la reprdsentation param&rique est toujours choisie de cette 

mani~re. 

I1 rdsulte de la th6orie gdn6rale des fonctions elliptiques: 

Pour que les deux cubiques du premier genre 

4 x 3 --ge x -- g3 -~ Y ~ 

et 

4x  8 -- G~ x -- G~ -- y" 
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soient dquivalentes, il faut  et il suffit qu'on ait G2-  c4 gs et Ga:c6  g3, c grant un 

nombre rationnel, diffdrent de z~ro. 

Le problbme de l 'dquivalence est ainsi compl~tement rdsolu pour  les cubiques 

qui admet t en t  u n  point  rat ionnel .  

3.  Les a~yuments elliptiques des points rationnels. Soit  ul l ' a rgument  d 'un 

point  rat ionnel.  Alors, en ver tu  de la formule d 'addi t ion de la fonct ion ~o(u), 

t o u s l e s  points d 'a rguments  mu~ sont aussi rationnels,  m ~tant  un hombre  ent ier  

quelconque. P o u r  que ces points soient tous distincts il f au t  et  il suffit que u~ 

ne soit pas commensurable avec une pdriode. Dans ce cas on aura Une infinitd 

de points rationnels.  Or, on n 'a  pas de m6thode gdn~rale pour  reconnal t re  si 

l ' a rgument  d 'un  point  donnd (x,y)  est commensurable  avec une p6riode ou non. 

En  g6n~ral, si on a l e s  n points ra t ionnels  d 'a rguments  u ~ , u ~ , . . . ,  u,,, tous les 

points d 'a rguments  

ml ul + m2 u2 + ' "  + m,~ u~, (2) 

les m~ ~tant des nombres entiers  quelconques, sont rat ionnels.  Dans le eas du 

domaine de rationali td ordinaire,  M. Mordell  a ddmontrd le th4or~me tr~s impor- 

t an t  que voici ~: 

II existe un hombre fini de points ration.nels fondamentaux d'arguments ul, us, 

. . . ,  u,~, tel que tousles points ration~els soient donnds par la formule (2). 

Poincar~ avait  d~j~ soupgonnd ce rdsultat;  il appelai t  la plus pet i te  valeur 

possible de n le rang de la cubique, s Malheureusement ,  la m~thode de M. !Vfor- 

dell ne donne aucun moyen  dans le cas g~ndral pour  effect ivement  d~terminer  un 

tel  syst~me d e  points rat ionnels  fondamentaux .  

Dans le cas d 'un  domaine de rat ionali td quelconque, nous ne connaissons 

pas encore les conditions gdn~rales dans lesquelles il existe un  tel  syst~me d 'un  

hombre  fini de points ra t ionnels  fondamentaux.  Quand il n 'y  a qu 'un  nombre 

fini de points rationnels,  il est tr iviel  que le rang  de la cubique est fini. Dans 

ce cas les arguments  de t o u s l e s  points ra t ionnels  sont ndcessairement commen- 

surables avec une p~riode. Si la cubique admet  une infinit~ de points rationnels,  

et  si le r ang  est fini, il f au t  qu'i l  y air au moins un  point  fondamenta l  dont  

l ' a rgument  ne soit pas commensurable  avec une pdriode. 

4. Interpretation g~omdtrique de la formule (2). Soient  ul, u 2 et ua les argu- 

ments  des trois points d ' in tersect ion de la cubique avec une droite. D'aprSs la 

1 M O R D E L L ~  1. C. 

• 2 POINCARI~ ,  1. C., p .  I 7 I .  
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mani~re dont nous avons choisi la repr6sentation paramdtrique, la somme de ces 

arguments dolt ~tre 4gale g une p&iode. Si les points ul et us sont rationnels, 

le point ua l'est aussi. (Pour abr4ger nous parlons dans la suite du point u au 

lieu du point P d'argument u.) La sgcante par les points u~ et o coupe la cubi- 

q u e e n  le point --u, .  La tangente en le point u~ coupe la cubique en le point 

~ 2 u  1. La s~cante par les points - - 2 u  1 et o donne le point +~u  1. La s~cante 

pax" les points - - u  1 et - - 2 u  1 coupera la cubique en le point + 3u~. En continu- 

ant ce procddd on aura gvidemment tous les points mu~, mdtant  un nombre entier 

quelconque. En gdn&al, en partant des n points initiaux u~ ,us , . . . , u~ ,  on aura 

par Ces constructions g4omdtriques simples tous les points 

~VftlUl"~ TYtS ~S '~ -  . . .  -[-W~tn~n, 

entiers quelconques. On le d~montre sans difficultd par in- les ms &ant des 

duction. 

5. Cubiques r&lles. Dans la suite nous nous bornons g considdrer les cubiques 

rdelles. R~sumons quelques r6sultats de la thdorie de ces courbes: Nous choi- 

sissons la reprdsentation param&rique comme au n ° 2. On sait qu'on peut 

choisir une paire de p~riodes primitives co et w' telle que w soit r~elle et positive 

et co' imaginaire. Les cubiques r~elles se partagent en deux catdgories: les unes 

ont une seule branche off les arguments elliptiques sont rdels; les autres ont 

deux branches, tous les points de l a  branche >)impaire~)ont leurs, arguments rdels, 

Off 
tous ceux de la branche )'paire)) (l'ovale) ont leurs arguments de la forme u + - - ,  

2 

off u est rdel et off w' est la p&iode (purement) imaginaire. 

Rappelons aussi le fair suivant: Soit la cubique donnde dans la forme 

4 ( *  - - ( x  - = v " .  

el est r6el, et si e s et ea sont complexes, on a et~---~a(~). Si routes lesquan- Si 

t i t& e,, es et e~ sont r6elles, et si e l>es>e~ ,  on a 

el = ~° ( ~ ) '  e2 = P ( @ ) '  e3 = P ( ~ ) "  

Supposons aussi que le domaine de rationalit4 est rgel. 

On peut partager les cubiques en deux cat4gories suivant qu'elles ont une 

infinit4 ou seulement un nombre fini de points rationnels. Mais nous n'avons 
13 - -  2822.  Acta mathematica. 52. I m p r i m ~  le  7 a v r i l  1928. 
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pas de moyen gdngral pour reconnaltre si une cubique donnde appartient ?~ la 

premiere ou ?~ la seconde catdgorie, m~me si on connait ddj£ un certain nombre 

de points rationnels sur la courbe. Quand la cubique est rdelle et bipartite, il 

se pose aussi la question de la distribution des points rationnels entre les deux 

branches. Soit P0 un point rationnel de l'ovale. La sdcante par Po coupe la 

branche impaire en le point P1 et la branche paire en le point P~. Si /)1 est 

rationnel, P~ l'est aussi, et inversement. I1 r~sulte de 1£ qu'il se prdsente trois 

possibilit~s: I ° Tous les  points rationnels sont sur la branche impaire. 2 ° I1 y a 

une infinit~ de points rationnels sur chacune des deux branches. 3 ° I1 y a un 

nombre limitd de points rationnels et autant de points sur la branche paire que 

sur la branche impaire. Nous allons montrer par des exemples num~riques que 

routes ces possibilitds existent r~ellement. 

Supposons que le rang r de la cubique est fini. Alors, dans un syst~me 

r~duit de r points rationnels fondamentaux, il ne peut ~tre qu'un seul point fon- 

damental sur la branche impaire, dont l 'argument est commensurable avec la 

ao~ bo~ 
p~riode oJ. En effet, soient --/- et--rn deux points rationnels quelconques sur la 

branche impaire, les nombres, l ,m,  a et b dtant des entiers tels que les fractions 

a b aeo b w  
et m-- soient irr6ductibles. Or, il est facile de voir que les points ~ - ~  + tt--,m 

k u  
~t=o,  x , 2 , . . . , [ - - I , t t = o ,  1 , 2 , . . . ,  m - - I ,  sont identiques aux points - - ,  

n 

k-=o,  I, 2 , . . . ,  n - -  I, off n d~signe le plus petit multiple de l et m. II r6sulte de 

17~ que tous les points rationnels de la branche impaire, dont les arguments sont 

commensurables avec une p~riode, sont dorm,s par la formule k~o, k = o ,  I, 2 , . . . ,  
~b 

n - - I .  Alors, le nombre de ces points est exactement n. 

Nous pouvons toujours supposer qu'il n'y a qu'un seul des points rationnels fonda- 

mentaux sur la branche paire. Si, en effet, nous avions sur cette branehe deux 

points fondamentaux d'arguments va et v~, nous pourrions les remplacer par les 

points dont les arguments sont v 1 e t  - - v l - - v ~ ,  e t  le second de ces nouveaux 

points fondamentaux serait sur la branche impaire. Mais, s'il y a des points ration- 

nels sur la branche paire, il y a toujours un point fondamental sur cette bran- 

che, puisque les quantit~s eo et co' sont incommensurables. 

Les classes de cubiques pour lesquelles nous savons d6terminer un syst~me 

de points fondamentaux, sont tr~s sp6ciales; et presque tous les  r~sultats sont 
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dans le domaine de rationalitd ordinaire. C'est un fair tr~s remarquable que, 

dans tous ces cas, c'est la mgthode classique de la )~descente infinie>> qui conduit 

au but. On sait que cette m~thode est due £ Fermat, qui l 'a appliqu~ pour 

ddmontrer l'impossibilitg en hombres entiers de certaines dquations biquadratiques 

trois ind~termin~es, p. ex. celle de l'~quation 

x4--y~--~Z ~. 

La m~thode consiste £ d~duire d'une solution qu'on suppose donn~e, une seconde 

solution de la m~me dquation. Si l 'on peut montrer que les valeurs absolues de 

cette seconde solution sont ndcessairement plus petites que celles de la solution 

initiale, il es~ ~vident que l'dqu~tion proposde est. impossible en nombres entiers, 

puisqu'il n'y a qu'un nombre limitd d'entiers positifs au-dessous d'un nombre donnd. 

Si ce proc~dd est en ddfaut pour certaines valeurs des inconnues, l'gquation pro- 

posse peut avoir des solutions en nombre fini. Lagrange a montr~ le premier 

par un exemple numdrique comment la m~me m~thode peut servir £ la rdsolu- 

tion complete de l'dquation quand il y a une infinit6 de solutions. ~ ~i. Mordell, 

pour dtablir son rdsultat du n ° 3, se ser~ aussi de cette mdthode. 

II. 

Les cubiques qui admettent une infinit~ de points rationnels,  

6. Le cas gdndral. Hurwitz a d~montrg le thdorbme suivant3: Soient a, b, c 

et d des nombres entiers, tels que abe soit sans facteurs quadratiques > I. Au 

plus un seul des nombres a, b e t  c peut prendre les valeurs ± I. Alors, si la 

cubique 
ax3 + by3 + cz3 + d x y z = o  (I) 

admet un point rationnel, elle en admet une infinitS. (Domaine de rationalit~ 

ordinaire.) 

I1 r~sulte de  1£ qu'il existe rdellement des cubiques admettant une infinitd de 

points rationnels. En effet, si nous posons b-~ a + I, c = I et d = O, la cubique (I) 

admet le point rationnel x ~  I , y - - - - - - I , z :  I, et par consdquent une infinitd de 

points rationnels, sous les conditions donndes. Or, nous avons ant6rieurement 

1 (Euvres de L A G R A N G E  ¢. I V ,  I ). 377. 
2 I ~ U R W I T Z  1. C., p .  226. 
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ddmontrd qu'il  existe une infinitd de nombres entiers  a tels que le nombre  a ( a + I )  

soit sans facteurs  quadrat iques > I. ~ Donc  nous avons le thdor~me: 

I I  existe uue iufinitd de cubiques indquivalentes 

a x a + ( a +  I ) y a + z a = o  (2) 

admettant une infinitd de points rationnels. 

(Quant £ l ' indquivalence de ces cubiques on peut  l 'dtablir  sans peine £ l 'aide 

du dernier  thdor~me d u n  ° 2.) 

Poincard et Hurwi tz  out  dnoncd la proposi t ion suivante~: 

Si  une cubique rdelle admet une infinitd de points rationnels, il  y e n  a une in- 

finitd sur tout arc de sa branche impaire, et sur tout arc de sa branche paire, pourvu 

que cette branche en admette un. 

Cependant  la dSmonstrat ion de t tu rwi tz  n 'es t  pas complete.  Elle est bas4e 

sur la supposit ion qu'il  y air toujours  un point  ra t ionnel  dont  r a r g u m e n t  ne soit 

pas commensurable  avec une p6riode. Or, cela n 'es t  pas dgmontrd dans le cas 

gdndral. I1 r~sulte ~videmment du thdor~me prdcitd de ~[. Mordell  que la suppo- 

si t ion est vraie dans le cas du domaine de rat ionali tg ordinaire.  Car la formule  

(2) du n ° 3 ne donne qu 'un  hombre  limit6 de valeurs si routes les quantit~s 

u~, u2, . . . ,u ,~ sont  commensurables avec une pdriode. 

II est facile de completer  la d~monstrat ion de Hurwitz .  I1 suffit de consi- 

ddrer la branche impaire. Si u~ est l ' a rgument  d 'un  point  ra t ionnel  de la branche 

impaire,  et si u~ est i r ra t ionnel  (dans le sens ordinaire), le thdor~me est ~vident. 
~0 

Car, si nous posons R (x) ~- x - -  E (x), o~ E (x) d~signe le plus grand nombre ent ier  

il est bien connu que les hombres R ( m ~ ) , m  ~tant un nombre  ent ier  ~ x ,  quel- 

conque, couvrent  l ' intervalle o - - ~  par tout .  

Supposons ensuite que t o u s l e s  arguments  des points ra t ionnels  sont  com- 

mensurables  avec co. Si le point  keo, k eL n dtant  des entiers  positifs premiers  
n 

a kw  
entre  eux, est rat ionnel,  le point  l 'est  aussi, a grant entier.  Si nous prenons 

n 

ak------~ (mod. n), le point  _west  aussi rationnel.  I1 existe ainsi un  nombre  infini 
n 

1 Voir notre M4moire, ~,Zur Arithmetik der Polynome,,, Abhdl. aus dem Math. Seminar d. Uni- 
versitdt Hamburg, 4. I (I922), p. I88. 

1)OINCAR~ 1. c., p. I73  , sans  d6monst ra t ion;  HURWITZ 1. c., p. 225. 
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de points rat ionnels  
6O 6O 6O 

Ttl ~ ~3 

off les n sont  des entiers  positifs tels que n~ < n  2 < n 3 < . . . .  Soit ma in t enan t  u 

l ' a rgument  d 'un  point  quelconque de la branche impaire, o < u < w, et soit e une 

6O 
quant i t6  positive aussi pet i te  qu 'on veuk Choisissons enfin ~ > - - .  Alors, si You a 

t - -  I <U<__ t 

t 6rant un hombre  ent ier  tel  que I _ - - < t ~ n ~ - - I ,  on a 

[  :rl ° u - -  < - - < ~ .  
~r 

Ainsi on peut  approcher  le p o i n t  u par  une infinit6 de points ra t ionnels  tw .  Le 
n r  

th6or~me se t rouve ainsi d6montr6. 

D'aprbs le num6ro pr6c6dent il y a, pour  une cubique rgelle admet t an t  une infinit6 

de points rat ionnels,  les trois possibilitds suivantes:  i ° II n 'y  a que la branche im- 

paire. 2 ° I1 y a deux branches,  qui admet ten t  chacune une infinit6 de points 

rationnels.  3 ° I1 y a deux branches, et tous les points rat ionnels  sont  sur la 

branche impaire. 

La  premibre catdgorie est r6alis6e par  les cubiques (2). Car, il est 4vident 

que ces cubiques n 'on t  pas de branche paire. Dans le num~ro suivant  nous allons 

donner  un exemple numdrique r6alisunt la deuxi~me cat6gorie. 

Nous allons aussi mon t r e r  par  un  exemple num6rique que la troisibme cat6- 

gorie existe r~ellement. 

7: La cubique x (2x  2 -  I)-~y ~. Ce~te cubique a deux branches.  •ous al- 

ions mont re r  qu'il  y a une infinit6 de points rat ionnels  sur chacune des deux 

branches.  Consid~rons d 'abord  la branche impaire,  x 6rant ra t ionnel  et positif,  
a 

nous pouvons poser  x = ~ ,  off a et b sont des hombres entiers  positifs, premiers 

entre eux. Alors la cubique peut  s'6crire 

ab(2a~--b~)..~(b~y)~=E ~, (i) 

E 6tan~ un nombre  entier. Si b est pair, cet te  6quation entra lne  
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b ~  2u ~, a--~ v ~, 2 a  ~ -  b ~--~ 2 w ~, 

u, v e t  w & a n t  des nombres  entiers,  premiers  entre  eux deux £ deux;  v et w 

sont  impairs .  E n  61iminant a et b, on t ire de 1£ 

v ' -  (2) 

N0us allons m o n t r e r  que cette dquat ion a une infinitg de solut ions en nombres  

ent iers  positifs u,  v, w, premiers  entre  eux deux ~ deux. Une  solut ion de l '6qua- 

t ion est v = 3, u----- 2, w -= 7. Quand  on connal t  une solut ion en nombres  ent iers  

posi t i fs  u~,v! ,w~, on peut  en ddduire une aut re  pa r  les formules  

v =  + 2ul,  ] 

J u=12ulvlw l 

= I - 8 v l, 

(3) 

ainsi  qu 'on  le v~rifie sans pelne. Supposons  que les nombres  u l , v  1 et wl sont  

p remiers  entre  eux deux ~ deux, ul pai r  et v 1 w 1 impair .  Cela posd, il r~sulte 

des ~quations (3) que u, v et w sont  premiers  entre  eux deux h deux;  u est pair ,  

t andis  que v w  est  impair .  On a de plus u _--> 2u~. Ainsi, en p a r t a n t  de la solut ion 

ini t iale v , ~  3 , u ~ -  2,w~---- 7, nous  aurons  £ l 'a ide  des formules  (3) une infinit~ 

de solut ions de l '~quat ion (2) en hombres  ent iers  posi t i fs  u, v, w, premiers  entre  

eux deux £ deux. Puisque u > 2ul on ne r e tombera  jamais  sur  la mSme solution. 

On vdrifie a i sgment  que l ' i n t e rp r&a t ion  gdom&rique  du syst~me (3) est  la suivante:  

Vl ~ Vl ~f)l 
L a  t angen te  £ la  cubique en le po in t  xl = 2 u---~l' Y l ~  2 u--~-' r encon t re  la cubique 

q)'~ V W 
en le po in t  x - ~  ~-~u ~, y~-- 2u 8 - Ainsi,  si l ' a r g u m e n t  du point  ( x l , y l )  est  fl, l ' a rgu-  

m e n t  du point  (x, y) est - -  2 ft. A u x  valeurs  u---- 2, v = 3, w = 7 cor respond  le poin t  

r a t ionne l  x----- 9 2 I ~,  y = ~ .  Soit  a r a r g u m e n t  de ce point.  Alors  nous  venons de 

m o n t r e r  que t o u s l e s  points  d ' a r g u m e n t s  ( - - 2 ) h a ,  n ent ier  > 0 ,  sont  dist incts.  

On conclut  de 1~ que a est incommensurab le  avee les p~riodes. I1 r6sal te  de ce 

qui pr~cbde, qu ' i l  y a une infinit~ de points  ra t ionnels  sur la b ranche  impaire .  

to + ~o' 
Or, le poin t  ra t ionne l  x---- y ---- o, d ' a r g u m e n t  - - ,  est sur la  b ranche  paire.  Nous  

2 

pouvons  ainsi ~noncer la  proposi t ion:  
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L a  cubique 

admet une infinit~ de 19oints rationnels sur chacune des deux branches. 

Nous pouvons comp16ter ce r6sultat  e t  montrer  que le rang de la cubique 

(4) est 6ga! ?~ 2 et qu'on peut choisir pour points fondamentaux  les points x = y----- I 

(sur la branehe impaire) et x = y = o  (sur la branche paire). Nous reviendrons 

prochainement  sur cette question. 

8. L a  cubique (x - - I )  (7 xS --  3) = yS. Cette eubique a deux branches. Nous 

allons montrer  qu'il  y a une infinit6 de points rat ionnels sur sa branche impaire 

et qu'il  n 'y  a aucun point  rat ionnel  sur sa branehe paire. (RationaHt6 dans le 

sens ordinaire.) x 6tant  rationnel,  nous pouvons poser x = b '  off a et b sont 

premiers entre eux, b positif. Alors la cubique peut s'6crire 

b (a - -  b)(7 aS - -  3 b~) = (bSy) ~ = A S ,  (I) 

A 6tant un  nombre entier. I1 faut  dis t inguer  deux cas. 

1. b e s t  indivisible par 7.  Dans ce cas les hombres b e t  7 a S m 3  b~ sont 

premiers entre eux. b est aussi premier ?r a - - b .  Si a et b sont impairs, le 

nombre 7 a S k 3 b  ~ est divisible par 4, mais non par  8; il f au t  donc que a r a b  

soit divisible par 4. L 'dquat ion (I) entraine par suite 

b - ~ u  s, a - - b = + v  s, 7 a S - - 3 b S ~ -  + wS, 

u, v e t  w 6tant des nombres entiers, premiers entre eux deux ~ deux, si a - - b  

est impair;  si a - - b  est pair le plus grand  commun diviseur de v et w e s t  2. 

O r ,  il fau t  prendre le signe supdrieur, puisque le nombre 3 est reste non-quadra- 

tique de 7. On aura  donc a - - b = v  2 > o .  

2. b est divisible par 7. Dans ce cas les hombres b e t  7 a S - - 3  bS ont  le 

plus grand commun diviseur 7. Le plus grand commun diviseur des nombres 

a h b et 7 a S - - 3  bS esg 4 ou i suivant que a - - b  est pair ou impair. L 'dquat ion 

(I) entraine par suite 

b=7uS, a - - b = _ +  v s, 7 a S - - 3 b ~ - ~  +7ws. (2) 

I1 faut  prendre le signe sup~rieur, puisque aS+ w ~ est indivisible par 3. On aura 

donc a - - b ~ v  s ~ o .  
a 

Dans tous les deux cas on a ainsi x - ~  ~ i. Done, tousles  points ration- 

nels sont sur la branche impaire. 
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En  41iminant a et b du syst~me (2) on au ra  l '6quat ion 

v 4 + 1 4 v  ~u ~ + 2 8 u  *=-w ~. (3) 

Nous allons m o n t r e r  que cette 6quat ion a une infinit~ de solutions en nombres  

ent iers  positffs u, v, w, premiers  ent re  eux deux g deux. Une solut ion de l '6qua- 

t ion est  u ~ IO, v :  3, w =  541. Q u a n d  on connai t  uue solut ion en hombres  

ent iers  posit ifs  Ul, v~, wl, de l '4quat ion (3) on peu t  en ddduire une aut re  pa r  les 

fo rmules  

] 
u = 12 u, V 1 ~/4' 1 I'  ( (4) / 

ce qu ' on  v&ifie sans difficult& Supposons  que les nombres  u~, v~ et w 1 sont  

p remie r s  entre  eux deux g deux, u 1 pair ,  vt wl impa i r  et indivisible pa r  7. Cela 

pos~, il r&u l t e  des dquat ions (4) que u, v et w sont  premiers  entre  eux deux g deux,  

u est  pair ,  v w est impai r  et indivisible pa r  7. De  plus on a u ~ 2u~. Ainsi ,  

en p a r t a n t  de l a  solut ion init iale u~ ~ m,  v l - ~  3, w~ = 54I,  nous aurons  g l 'a ide  

des fo rmules  (4) une  infinit~ de solutions de l ' d q u a t i o n  (3) en nombres  ent iers  

posit ifs  u ,v ,w ,  premiers  entre  eux deux g deux. Puisque u ~ 2u 1 on ne re tom- 

bera  ]amais  sur la mSme solution. I1 r~sulte de tou t  ce qui pr~cSde: 

La  cubique 

(X--  I)(7 x 2 -  3) = Y2 

admet une infinit6 de points rationnels qui sont tous sur la branche impaire. 

Aux  valeurs  u ~ Io, v = 3, w ~ - 5 4 I  cor respond le point  r a t ionne l  

709 
x - -  , y---- 

700 

I623 .  
7000 

I1 r6sulte  de ce qui pr6c~de que l ' a r g u m e n t  de ce point  est incommensurab le  avec 

une pdriode. L ' in t e rp r6 ta t ion  gdom~trique du . sys t~me (4) est la suivante :  L a  

t angen t e  g la cubique en le point  

7 u~ + v~ vl wl 
x l -  7u~ ' Y l = T u ~  

rencont re  la  cubique en le point  
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7 ¢ ~ 2 +  V ~ V W  

x - -  7 u 2 , y - -  7 u a 

Trgs probablement  il existe une infinit6 de eubiques jouissant  de la m6me 

propri6t6. Mais il ne semble pas gtre trgs facile en donner  la preuve. 

III. 

Les  eub iques  qui n'admettent q u 'u n  n o m b r e  fini de points r a t i o n n e l s .  

9. L e  cas gdn~ral. Soit  donn6e une eubique r6elle qui adme~ exactemen~ 

les n points ra~ionnels d ' a rguments  

U O~ U 1~ U 2~ • • .~ Un- -1 .  (i) 

La  repr6senta t ion param6tr ique est choisie eomme au n ° 2. Nous prenons u 0 = o. 

Supposons d 'abord  que t o u s l e s  n points  sont sur la br~nche impaire.  Alors nous 

savons d'apr~s le n ° 5 que t o u s l e s  n points rat ionnels  sont donn6s par  la formule 

U = - - ,  k = O , I , 2 , . . . , n - -  I, (2) 
n 

co 6tant  la p6riode rdelle. 

Supposons ensuite qu'i l  y a aussi des points ra~ionnels sur la branehe  paire 

de la eourbe. Si co' est la pgriode imaginaire ,  les a rguments  des points de l 'ovale 
jr 

ont la forme u + - -  off u est rdel. 17 y a au tan t  de po in ts  ra t ionnels  sur  la 
2 

branche pa i re  que sur  la branehe impaire .  En  effe~, soil P o  un point  ra t ionnel  de  

l 'ovale. La  sdcante par  Po coupe 1~ branche  impaire en un point  /)1 et l 'ovMe 

en un point  P~. Si /)1 est ra t ionnel  /)2 l 'est  aussi, et inversemen~. Ainsi, 

ehacun des points  ra t ionnels  de l 'une des branches correspond un  et un  seul point  

n 
ra t ionnel  de l'au~re branche.  Done le nombre n est pa i r .  I1 y a exac tement  - 

2 

points ra t ionnels  sur chaeune des deux branches.  I1 rgsulte de 1~ que t o u s l e s  

points ra t ionnels  de la branehe impaire sont  donnds par  la formule  

1 4 - - 2 8 2 2 .  A c t a  mathemat ica .  52. 

)~co I 
U - -  , k = O ,  1 , 2 , . . . , - - n  - -  I .  (3)  

I ~. 2 
- -  n 

2 

I m p r i m 6  le lO avr i l  1928. 
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! 
o) 

D d t e r m i n o n s  e n s u i t e  les  p o i n t s  r a t i o n n e l s  s i tu6s  su r  l ' ova l e .  S o i t  v ~ : w ~ + - -  
2 

un p o i n t  r a t i o n n e l  de  l'ovale, Wl 6 r a n t  r6el.  A l o r s  le  p o i n t  2 v 1 ~ 2 w 1 (rood. co, co') 

es t  u n  p o i n t  r a t i o n n e l  de  la  b r a n e h e  i m p a i r e ,  d o n e  ~ 

1 0 )  
2 W 1 ------ - - ~  

I 
--/)//. 

2 

1 6 r a n t  u n  n o m b r e  en t i e r .  I1 r 6 su l t e  de 1£ ou  

~ 1  ~ - -  OU ~/31 ~-- - -  "{- - -  

D a n s  t o u s l e s  cas  on  a d o n c  

~1 ~o 
W l  --~-- - - ~  

l~ 6 r a n t  u n  n o m b r e  en t i e r .  P a s s o n s  une  s6can te  p a r  le  p o i n t  v~ et  p a r  c h a c u n  

des  p o i n t s  (3) e t  nous  a u r o n s  t o u s l e s  p o i n t s  r a t i o n n e l s  de  l ' o v a l e  d a n s  l a  f o r m e  

k OJ k (a  /1 e0 r a '  i 
V ---- . . . . .  Y l  ~ . . . . . . .  ( k  = O ,  I ,  2 , . . .  ~ ~?~ - -  1 ) .  

• I I ~ 2 ' 
- -  ~ - -  ~ 
2 2 

Si 11 es t  p a i r  on a u r a  6 v i d e m m e n t  

V ~  m 

t 
hco co I 

+ - - ,  h =  o,  1, 2, . . . , - . n  - -  I.  (4) 
I 2 2 

2 

S i l l  es t  i m p a i r  on  a u r a  

v ~  
¢M t I 

( 2 h + I )  w + - - ,  h = o ,  1 , 2 , . . . , - n - - I .  (5) 
~, 2 2 

t h e o r e m e  : I [  r6su l t e  de ce qu i  p r6cSde  le . , 2 

Si la cubique r~elle du premier genre admet exactement n points rationnels, les 

arguments de ces points sont donnds par l'une des trois formules suivantes 

1 T o u t e s  l e s  c o n g r u e n c e s  s o n t  m o d u l o  o) e t  w' .  

C o m p a r e z  l e s  r ~ s u l t a t s  d e  H U R W l T Z  1.C., p .  2 I  5. 
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I .  u ~  , 
~r 

~---0, 1,2,... ,gZ--I. 

2 ]c o) co' ~t 
I I .  u = - - + ~ - - ,  } = 0 ,  1 , 2 , . . . , - - - - I ;  ~ = 0 ,  I. 

I I I .  

Dans le premier cas, le rang de la cubique esL 6gal £ I. (Cf. le n ° 3.) Dans 

le deuxi6me cas le rang es~ ~gal ~ 2; et on peuL prendre pour points fondamen-  

2 ¢0 0)' 
t~ux les points et - - "  

2 

En ddsignanL par 2 ~ i s  plus hauLe puissance de 2 qui divise n, on peut 

montrer  que le dernier cas est dquivalent ~ la formule 

- + ÷ (6) 
~/. 2 c~ 

9~ 
~ 0 ,  I , 2 , . . . , 2 a  - - - -  I;  h ~ 0 ,  1 , 2 , . . . , 2 a - -  I .  

En effet, t o u s l e s  n points (6) dtanL diffdrents, il suffiL de montrer  que, k et 

h ~tanL donnds, on peuL toujours trouver les deux nombres entiers l e t  6, Lels que 

03 ' 2 a ~ ¢0 O) 21o + ~ + - - - -  ÷ h + • o, I) 
~r Tt' 

Si h est pair on aura  e ~ o eL 

l : k . 2  ~ - 1 + -  - - - -  
h ~ 

- -  entier. 
2 2 a 

Si h esL impair on aura  e----I eL 

l ~ k . 2 a - 1  + I (h n ) 
- - - - -  I -~ent ier .  
2 2 a 

Ainsi le rang  de la cubique est 6gal ~ 2; et on peuL prendre pour points 

fondamentaux les points ~-2~c° et ~ + - - ' ° J  ~o'2 
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Consid6rons les demi-p~,riodes - ,--w co' et co+co 
2 2 2 

P o u r  que ees points soient 

ra t ionnels  il f au t  que n soit pair.  Dans  le cas I, le poin~ ~- est toujours  ration- 
2 

f.O I 

nel, tandis  que les points - -  et  
2 

for 
impair,  le point  - -  est ra t ionnel  

2 

o~' sont i rrat ionnels .  Dans le cas I I ,  s i n  est 
+ to 

2 2 

et  les deux autres  i r ra t ionnels ;  si ~± est pair, 
2 

t o u s l e s  trois points  sont rat ionnels.  Dans le eas I I I ,  s i n  est impair,  le point  
2 

+ ~ '  est ra t ionnel  et les autres  i rrat ionnels;  si n-n- est pair, le point  -~ est rat ion- 
2 2 2 

nel et les autres irrationnels.  

I1 se pose na ture l lement  la quest ion suivante:  E t an t  donnd un nombre  ent ier  

n que!conque, existe-t-il des cubiques qui admet ten t  exactement  n points ra t ionnels?  

Quelles sont, parmi les cat6gories que nous venons d '6numerer  dans notre  th6o- 

rbme, celles qui exis tent  r6el lement? 

Cette quest ion semble d'6tre trbs difficile; et  c 'est  seulement  pour  les quatre  

premieres  valeurs de n que nous pouvons la r6soudre complbtement .  P o u r  n = I 

il n 'y  a que la possibilit6 u = o. P o u r  n ----2 il y a les trois possibilit6s suivantes:  

P 09 t to. to.  to+ 
0, 2 , 0, 2 , o ,  2 - -  

co 2 o )  
S i n  = 3, les points rat ionnels  sont o , - ,  - - "  

3 3 
bilit6s suivantes 1: 

S in - - - -  4, il y a les trois possi- 

to to' to+ to'. to to 30). to to to' 3to to' 
o , - , - , - - ,  o , - , - , - - ,  o , 2 , 4 + - , - - + -  

2 2  2 4 2 4  2 4 2 

On a d6j£ longtemps connu une infinit6 de cubiques in6quivalentes admet- 

t au t  un  seul point  rationnel.  On a en effet 4tabli le th6or~me suivant~: S i p  est 

un  hombre 29remier de la f o r m e  i b m  + # ou de la f o rme  z 8  m + z I ,  la cubique 

x 8 + y8  __ £ z 8 

i L a  d e r n i e r e  c a t ~ g o r i e  m a n q u e  c h e z  H u R w I T z ,  1. c., p. 2 2 2 - - 2 2 3 .  

2 V o i r  HUlCWITZ, 1. c., p.  2 1 7 - - 2 2 0 .  



Sur les propri4tds arithm6tiques des cubiques planes du premier genre. 109 

n'admet aucun point  rationnel en dehors de x ~ ~, y -~ - -  z, z = o. (Rationalit6 

dans le sens ordinaire.) 

Nous allons mont re r  l 'existence d 'une  infinitg de cubiques in6quivalentes 

vdrifiant routes les autres catggories que nous venons de citer, saul les deux der- 

ni t res  pour  n - ~  4. Nous allons aussi examiner les cas de n----5 et n ~-6 .  

Dans la suite le mot  ra t ionnel  s 'entend toujours  dans le sens ordinaire. 

f9 t O - b ~  t 
10. Les deux eas o,  2 et  o,  - - - -  Le  premier exemple d 'une  eubique qui 

2 

n ' admet  pas d 'aut res  points rat ionnels  que 0 et ~o - - ,  a 6t6 donn6 par  Euler. En  
2 

effet, il a montrd que la cubique 

x a + ya ~ 2 z 3 

ne porte aucun point  ra t ionnel  en dehors de x = I,  y = - -  I ,  z ~ o et x =  y = z = I. 

Darts une note ant~rieure nous avons g6ngralis6 ce rdsultat  en ddmontrant  la 

proposi t ion suivante ~ : 

S i p  est un hombre premier  de la forme I 2 m +  5, la cubique 

xa + I = p y  ~ (I) 

n'admet pas  d'autres points rationnels que o et w_. 
2 

I1 existe ainsi une infinitg de cubiques ingquivalentes qui n ' admet t en t  que 

ces deux points rationnels.  

Nous ullons a jouter  ~ ce th~orSme le rdsultat  suivant:  

S i p  est un hombre premier  de la forme 8m + 3, la cubique 

(2) 

n'admet pas d'autres points rationnels que o et w + w' 
2 

I1 y a ainsi une infinitg de cubiques ingquivalentes r~alisant ce cas. 

a 
x 6rant rationnel,  nous pouvons poser x :  ~, a et b ~tant des nombres en- 

tiers, premiers entre eux, b positif. Alors ,  nous aurons ~ rgsoudre l '~quation 

ab  (pa --b = A s (3) 
1 Voir notre Note : ,, Ueber die rationalen Punkte auf einigen kubischen Kurven/, The T6hoku Math. 

Journal, vol. 24, p. 48 (I924). 
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en nombres entiers a, b, et A. II suffit de considgrer la branche impaire. 

x e t a  sont positifs. Si b e s t  indivisible par p, cette 4quation entralne 

Done 

_ _  2 2 3 _ _  2 b = u S ,  a - - v  , p a - - b  - - w  , 

u, v e t  w ~tant des hombres  entiers, premiers entre eux deux g deux. 

Or, la derni~re de ces dquations est impossible, puisque be+w s es{ indivisible 

par un nombre premier de l a  forme 8 m + 3 .  

Si b e s t  divisible par p, l 'dquation (3) entralne 

V e a = u  s , b = p  , p a  s - b ~ = p w  s, 

u, v e~ w dtant  premiers entre eux deux g deux. En 41iminant a et b, on tire 

de lg 
u~ - - P  v4 = wS. (4) 

Le nombre u ne peut pas ~tre pair, puisque . p v4+w ~ congr, u g 4 modulo 8 

n 'es t  pas divisible par I6. Si w e s t  pair, on aura  u ~ - - 3 v 4 ~ o  (mod. 4), congru- 

ence impossible. I l  fau t  done que v soit pair. Alors, l 'dquation (4) entralne 

u e + w = 2 a c  4,u s Y w = 8 f l d  4, 

les hombres ac et  ~d  4rant premiers entre eux, v = 2 c d , p = a f l .  

En dliminant w, il vient 

u s = ac 4 + 4f ld  4. 

Le cas e t = p , 1 3 ~ I  conduit  g la congruence impossible uS~--.pc 4 (rood. 4). Si a - ~ I  

e t  ~ p ,  on aura  l '~quation 

d'ofi l 'on conclut 

u S = c 4 + 4 p d  ~, 

u +  c ~ = 2  f ~, u - # c ~ = 2 p g  4, 

les nombres f et g ~tant premiers entre eux, d = f g ,  done 

f~  _ pg4 = +__ c~. 

II  fau t  ~videmment y prendre le signe sup~rieur. Cette ~quation est de la m~me 

forme '" " que 1 equahon (4). Or, nous avons [v] = 12 cd I = ]2 c fg  I > Igl. On conclut de lg 
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que l '6quation (4) est impossible saul  pour v = o .  Ainsi l e  seul point  ra t ionnel  

distance finie de la cubique (2) est x = y = o .  

Off 
11. Le eas o , - - .  Une infinit6 de eubiques in6quivalentes r6alisant ce eas 

2 

sont donn6es par le th6or~me suivant:  

Si  p est un hombre premier de la forme 2 4 m + 7 ,  la cubique 

(x+ i)(3x ~ -  ~ ) = p y  ~ i 

p 

~'admet pas d'autres points rationnels que o e t  ~ .  
2 

x 6rant rationnel,  nous posons x =  ~, off a e t  b sont premiers entre eux, b posi- 

tif. Alors, l '~quation (I) peut s'6erire 

(~ + b)(3 ~ - -  b ~) = V A t  (2) 

Si ~ c # - - I ,  le hombre a + b  est positif. Nous allons A 6~ant un  nombre entier. 

dist inguer hui t  cas. 

I) b e s t  divisible par p et indivisible par  3; a + b  est impair. Dans ce eas 

l '6quation (2) entralne le syst~me suivant:  

b = P  u ~ , a + b : v 2 ,  3 a ~ - - b ~ : w ~ ,  

u, v et w 6tant  des hombres entiers, premiers entre eux deux £ deux. Or, la 

derni~re 6quation est impossible, b~+w ~ 6rant indivisible par 3. 

2) bes$  divisible par 3/o; a +  b e s t  impair. Alors l 'dquation (3) entralne 

le systbme 
b ~ 3 p u  ~, a+ b = v  ~, 3 a ~ - - b ~ = 3  w~, 

u, v e t  w 6rant premiers entre eux deux £ deux. En 61iminant a e$ b on aura  done 

v 4 - - 6 p v ~  u~ + 6 p~ u4-~-w ~. 

Nous reviendrons tout  ~ l 'heure sur cette 6quation. 

3) b e s t  divisible par p et indivisible par 3; a + b  est pair. 

Dans ce cas l '6quation (3) entralne 

b ~ p u  ~, a -F b ~- 2 v ~, 3 aS - -  b ~ ~ 2 w "2. 

En 61iminant a et b on aura par  suite 
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6 v ~ -  6 p v  s u s + ps u 4 = w s. 

6quation est impossible, puisque(6)  -~ - - I .  Cette 

4) b est divisible par  3P; a + b  est pair. Dans ce cas on aura 

b ~  3 p u S ,  a + b--= 2 vS, 3 a S - - b S ~ 6 w  s. 

La derni~re dquation est impossible puisque a s - 2 w  s est indivisible par 3. 

5) b n 'est  divisible ni par 3 ni par p; a + b  est impair. 

Duns ce cas on aura le syst~me 

b ~ u ~ , a + b ~ p  vs, 3 a S - - b ~ w S .  

Or, la derni~re dquation est impossible modulo 3. 

6) b est divisible par 3 et indivisible par p; a + b e s t  impair. 

Alors on aura  le syst~me 

b ~ 3 u S ,  a - t - b ~ p v  s , 3 a s - b s ~ 3 w ~ ,  

d'ofi, en 61iminant a et b, 

p2 v ~ _ 6 p v  s u s -t- 6 u ~ ------ w ~, 

4quation impossible puisque (6)  ~ - - I .  

7) b est divisible par 3 et indivisible par p;  a +  b e s t  pair. 

Dans ce cas on aura  le syst~me 

b :  3 uS, a + b :  2 p v s, 3 a S - -  b S~- 6 w s. 

Or, la derni~re 6quation est impossible puisque a s -  2w 2 est indivisible par 3. 

8) b n 'est  divisible ni par 3 ni par p;  a + b  est pair. Ce cas conduit  au 

syst~me 
b ~ u  s , a + b ~ 2 p v  s, 3 a S - -  b S ~ 2 w  s, 

d'ofi l 'on tire en 61iminant a et b, 

u4 - -  6 p u  s v s + 6 P s v 4 = w ~. (4) 

Les hombres u, v e~ w s o n t  premiers entre eux deux g deux; u et w sont  n4ces- 

sairemeut impairs; alors il r6sulte de (4) modulo 8: 



~0 6rant ---- - -  I 

si6crire 
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I + 6 V  ~ + S v  t - I  (rood. 8), 

(rood. 4). I1 r6sulte de lg que v e s t  pair. 
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L 'dquat ion (4) peut  

( u 2 -  3pv*)  ~ - w ~ : 3 p  2v 4. 

On conclut  de 1£ que 

u ~ -  3 p v * + w =  +_ 2 a # , u  * - 3 p w - w ~ +  8 f ld  4, 

les nolnbres a c e t  fl d 6tan~ premiers entre eux, v :  2 cd  et 3 P~ = aft. Pa r  addit ion 

o n  P, u r a  

u ~ =  i 2 p c  ~ d~ + (a c 4 + 4 fld~). 

Si a = 3  et f l=p~,  on aura  u~=--+__4p~d 4 (rood. 3); donc il faut  prendre le signe 

sup6rieur. Or, cela condui t  £ la congruence impossible u~--=3 c 4 (rood. 4). Si 

a = 3 p  ~, f l = I ,  on aura u~=-+__4d ~ (rood. 3); il faut  donc prendre le signe 8up6- 

rieur. Or, cela conduit  ~ ls  congruence impossible u~--  = 3p  ~ c 4 (rood. 4). Si a =p2 ,  

f l = 3 ,  il fau t  aussi prendre le signe supdrieur, ee qui conduit  £ la congruence 

impossible u ~ -  12 d 4 (rood. p). Si a :  I, f l : 3 p  ~, il faut  aussi prendre le signe 

sup6rieur, et l '6quation devient 

u ~ = c 4 +  i 2 p e ~ d ~ +  i 2 p ~ d  4, 
on bien 

(c ~ + 6pd2)  ~ - -  u ~ =_ 24p  ~ d 4. 

Cette 6quation entralne 

c~ + 6 p d  ~ + u - -  2 a J  ~, c~ + 6 ~vd'2T u = 4 fig4, 

les nombres ~ f  et fig 6rant premiers entre eux, d ~ - f g  et a f t :  3 p  ~. En 61iminant 

u, il vient 
c ~ - -  - -  6 p f  ~ g~ + a j  ~ + 2 flgL 

Si a est divisible par 3, on aura c~"~2 f lg  ~ (rood. 3), congruence impossible, puis- 

que / 3 = I  ou =p~ .  Si a = p ~ ,  f l = 3 ,  on aura c ~ 6 g 4  (mod. p), congruence im- 

possible.  Si a = I ,  fl----3p ~, il vient 

c~_- f 4  _ 6 p p  g ~ + 6 p2 g ~. 

Cette 6quation est de la m4me forme que l '6quation (4). Or, nous avons 

I v ] = 1 2  cd 1 = [ 2  e f g  l >  Igl. Nous  avons ainsi par  une descente infinie 6tabli 
15 - -  2822. Acta mathematfea. 52, I m p r i m 4  le 10 avri l  1928. 
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l ' impossibilit~ de l 'gquation (4) en nombres entiers  u, v, w, premiers entre  eux 

deux £ deux. I1 rdsulte de 1£ que l 'dquation (3) n 'es t  possible que pour  a + b = o  

ou b-~o .  Le thdor~me se t rouve ainsi d~montrd. 

12. Le cas de n = 3 .  Dans ce cas il y a la seule possibilitd :o, eo et 2co. 
3 3 

Un exemple b i e n  connu depuis F e rm a t  est la cubique 

x a + yS ~_~ Za 

qui n ' admet  que les trois points ra t ionnels  x = o,  y = I, z = I ; x = I ,  y = o,  z = I ; 

x----I, y = -  I,  z = o. Nous allons gdndraliser ce rdsultat.  

Nous  pouvons dvidemment  dcrire la cubique la plus gdn~rale, admet tan t  les 

trois points rat ionnels  o , -  et - -  dans la forme 
3 3 

I 2 AxS + Bx~ + C x +  = y  , 

coefficients ra t ionnels  A, B et C, les deux points ra t ionnels  £ distance finie 

correspondant  £ x = o ,  y =  ± I. P o u r  que ces deux points soient des points d'in- 

flexion il fau t  et il suffit qu 'on air B =  t ~ et C =  2 t, le nombre  t dtant  le coffi- 

cient  angulaire de la t angen te  d ' inflexion au point  x = o ,  y----I. Si t e s t  different  

de z~ro, nous pouvons remplacer  t x par  x et A par  A t  3. I1 r~sulte de 1£ le 

th~or~me suivant:  

~_et 2~o Les cubiques les plus gdn3rales, admettant les points rationnels o, sont 
3 3 

donn3es par 
A xS+ i = y  ~ (I) 

et 

A x S +  (x+ i ) ~ = y  '~, (2) 

A dtant un hombre rationnel, diffdreut de zdro, et, dans le dernier cas, diffdrent de 4 .  
27 

Nous ne connaissons  pas les condit ions g6n~rales, darts lesquelles cos cubiques 

n ' admet t en t  pas d 'autres  points rat ionnels .  

Posons dans l 'dquat ion (I) u = I  et v = y - - I ,  et  il vient  
W X W 2 X 

u v  (u + v) = ~ A w 8. (3) 
4 
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Choisissonsici I A = p ~ n o m b r e  premier de la forme I8 m +  5. Cela pos6, l'6qua- 
4 

tion (3) n'a pas d'autres solutions en nombres entiers u , v  et w,  que u ~ o , v = o  

et u + v = o .  En effet, nous pouvons supposer u ,v  et w premiers entre eux deux 

deux, et si u est divisible par p, l'6quatiou (3) entralne 

U--~gd3~ v~b3~ U+y~-C8~ 

d'ofi 
p a s + b ~ = c 8. 

Or, on salt que cette 6qua~ion est impossible sauf pour a ~ o, quand p e s t  de la 

forme i8 m+5 .  x Dans les autres cas off v o u  u + v  est divisible par p, on aura 

une 6quation analogue. 

I~ous tirons de 1£ la conclusion suivante: 

S i p  est un nombre ~remier de la forme I 8 m +  5, la cubique 

4 p x a  + I : y 2  

(~ 2 o~ 
n'admet pas d'autres points rationnels que o, - et - - .  

3 3 
On aura ainsi une infinit6 de cubiques in6quivalentes qui n 'admettent que 

ces trois points rationnels. 

13. Le cas o, , - - ,  I1 est 6vident que la cubique la plus g6n6rale 
2 2 2 

admet.tant ces quatre points ra~ionnels peut s'6crire dans la forme 

x (x + a) + b) = v 

a et b 6rant des nombres rationnels diff6rents. I1 se pose la question dans 

quelles conditions cette cubique n'admet pas d'autres points ra~ionnels. ~ous  ne 

les connaissons pas. Hurwitz a donn6 l'exemple suivant ~ 

x(x i ) = y  '. 

Nous allons 6tablir le r6sultat plus g6n6ral que voici: 

S i p  est un nombre r remier  de la forme 8 m + 3, la cubique 

1 HURWITZ~ 1. O., p .  220 .  

2 HURWITZ~ 1. C., p .  224 .  
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O) ¢0 p ( 9  -~- ¢0 r 
n'admet pas d'autres points rationnels que o, - ,  - - ,  

2 2 2 

Posons dans (I) X : b ,  a et b dtant des nombres  entiers premiers  entre  eux, 

b positif. Alors l 'dquation (I) peut  s'dcrire 

ab(a ~ -  b ~) - - p A  ~, (2) 

A dtant  un hombre  entier. S i a b  est indivisible par  p, on aura  

b : u  ~, a--~ + v ~, a~--b*-~ +_pw ~, 

d'ofi, en ~liminant a et b, 

u 4 - v ~ = - 4 - p w  ~. ( 3 )  

I1 suffit de prendre  le signe inf~rieur. Si v est pair  on aura  la congruence im- 

possible u 4-~-3w~ (rood. 8), u ne peut  8tre pair  non plus, puisque v4+3 w* est 

indivisible par  8. I1 faut  done que w soit pair.  Donc, l '~quation (3) condui t  

l 'un  ou l 'autre  des deux systSmes 

u+__v-~-2p¢ ~, u T v ~ 4 d  ~, u~+v~-~2e ~, 
o u  

u+__v--2c ~, u - ~ - v : 4 p d  ~, u ~ q - v ~ 2 e  ~, 

les hombres c, d e t e  ~tant premiers entre eux deux £ deux; c e t e  sont impairs. 

En  dliminant u et  v, le premier  systSme donne 

p* c4 + 4 d 4 ~ e  ~, 

d'ofi l 'on t i re  

OU 

e+ pc ~=2g  ~, e Y p c  ~=2 f ~, 

+_ p c~= g4-- f 4, 

~quation impossible, puisque c est impai r .  

Le second syst~me condui t  £ l '~quation 

4p ~ c 4 + d 4 _~ e 2, 

d'ofi l 'on t ire 

donc 
e _+. 2 p c ~ = g4, e T 2p c ~ -~f~, 

g, - f ' =  +_p (2c) ~. 
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Cette dquation est d e  la m~me forme (lue l '6quat ion (3). Or, nous avons 

] w [ = ] 4 c d e [  >[2c [ .  Cel~ condui~ £ une  contradict ion si w est la plus peti te solu- 

t ion  positive de l 'dquation (3). Cette 6quation est par  suite Seutement possible 

pour  w = o. 

8upposons ensuite que b est divisible par  io. Dans ce cas l '6quat ion (2) 
^ 

en t rame  

b=1o v~, a =  + u ~, a ~ - - b ~ =  + w ~, 

d'ofi, en 61iminant a et b, 

u~--1o  "~ v 4 = + w s. (4) 

I1 f au t  prendre  le signe sup~rieur, puisque 1O ne divise pas u4+ w ~. Si w e s t  pair, 

il est ndcessairement  divisible par  4; on  aura  donc u 4 ~ 1 o ~ v 4 ~ 9 v 4  (mod. I6), ce 

qui est impossible, u ne peut  pas 5tre pair  non plus, puisque 1O~ V4-Fw ~ est in- 

divisible par  4. I1 fau t  donc que v soit pair, et on aura  ou 

L 

o u  

u s +_ w = 2p ~ c 4, u s -~ w -~ 8d ~, 

u ~ +_ w = 81O ~ c ~, u 2 ¥ w = 2 d t  

Le premier  syst~me condui t  

d'ofi l 'on t i re  

OU 

u s = p ~  c 4 + 4 d  ~, 

u +_pc ~ = z f 4 ,  u ¥ pc  ~ = 2g ~, 

+ pc~ = f ~ _ g i .  

Or, nous venons  de mont re r  l ' impossibilit~ de cette ~quation. 

condui t  ~ 

u s = d 4 + 4p  ~ c 4, 

d'ofi l 'on t i re  

OU 

u+_ 2 1 o c ~ = f  4, u ¥  2 p c ~ = g  t, 

f ~ - a  ~ =  +_ p (2c ) t  

Le second syst~me 

dqua t ion  impossible d'apr~s ce qui prdc~de. L '~quat ion (4) est par  suite impossible 

saul  pour  v = o .  
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Le  cas off a est divisible par  p, se t ra i te  exac tement  de la m~me mani~re. 

Notre  th~or~me se t rouve  ainsi d6montr6; et nous avons une infinit6 de cubiques 

in6quivalentes j ou i s s an t  de l a  propri6t6 demand6e. 
t co co +_~ oJ 

14. Les deux cas o, +__-, - et o , _  q - e ° , - .  
4 2 4 2 2 

Si nous plagons les trois points rat ionnels  ~ distance finie dans les points 

(I,O) et  (o, +_ I), la cubique la plus g6n6rale, admettan~ Fun ou l 'autre  de ces 

groupes de quatre poin ts ,  peut  s'6crire dans la forme 

(aX~ q - b x - -  I ) ( x - -  I ) = y ~ ,  

a et b 6rant des hombres  rationnels.  La  t angen te  en (o, + I) est 

v = t ( ~ - i ) .  

Elle dol t  passer par  (I,O), doric t = - - I .  L 'dquat ion 

( . x  ~ + b ~ - - i ) ( x  --  i ) =  (x - i) ~ 

doit  avoir, en dehors de la solution x =  I, la racine double x--~o, donc b =  I. 

Si a est positif, l '6quat ion a x ~ + x  - I = o  a toujours  deux racines r6elles, l 'une 

posi t ive  et < i, l 'autre  n6gative. Si a est n6gatif ,  nous rempla~ons a par - -  a 

et x par  x. Alors, si a >-I ,  l '6quation a x  ~ + x + I ~-- o a ses racines complexes; 
4 

I 
si o < a < - ,  l '6quation a deux racines n6gatives et < -  I. 

4 
I1 r6sulte de 1~ le th6or~me: 

O) t 
L a  cubique la plus gdndrale, admettant les quab'e points rationnels o, +__ w-w- + - -  

4 2 

et ~- est donnde par 
2 

( ~ + ~ - ~ ) ( ~ - ~ ) = v  ~, (i) 

a dtant un hombre rationnel pos i t i f  queleonque. 

Z a  cubique la plus gEn&'ale, admettant les quatre points rationnels o, +__ w_ et w__ 
4 2 

est donnde par 

( a x 2 + x +  I)(X+ I ) - -  ~ - v ,  (2) 

a Etant un nombre rationnel positif, diffdrent de I . 
4 
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I + _ 2  4Y, 
Si Yon pose, dans l '6quation (2), a ~  2, t = I  et s - ~ - -  on tombera  sur 

X X ~ 

la quar t ique  

t 4 ~ I ~ 8 2. 

Or, il est bien eonnu que Fe rma t  a montr6 que cette courbe n ' admet  pas d 'autres  

points rat ionnels  £ dis tance finie que t =  +__ i, s~-o .  I1 r6sulte de 1£ la proposi- 

t ion:  L a  cubique 

n'admet pas d'autres points rationnels que o, + ~- et ~. 1 
4 2 

~ o u s  allons y a jou te r  le r6sultat  suivant:  L a  cubique 

x 3 -  2 x +  I = y ~  (3) 

+ o2 co' _ .  
n'admet pas d'autres points rationnels que o , _  + -  et co 

4 2 2 

On aura  cet te  cubique en pren~nt  dans l '6quat ion ( I ) a ~  I. En posant  d~ns 

l '6quation (3) x~-~b, oh a et b sont premiers  entre  eux, b positif, on obt ient  

l '6qu~tion 

b (a - -  b) (a ~ + a b -  b ~) = E ~, (4) 

E 6rant un  nombre  entier.  I1 r6sulte de cette 6quation 

b =u~,  a--b-~+--  v~, a ~ + a b - - b ~ + - -  w~, (5) 

u, v e t  w 6rant premiers entre  eux deux ,~ deux. S i  x est sur la branche impaire, 

il f au t  6videmment prendre  le signe sup6rieur. E n  61iminant a et b, on aura  

donc 

u4 + 3 u ~ v~ -~ v4 = w~. (6) 

I1 est 6vident que, dans cet te  6quation, les nombres u et v ne peuvent  pas gtre 

t o u s l e s  deux impairs. Supposons que v e s t  pair. Alors, l '6quat ion peut  s'dcrire 

(u ~ + 3 v~)~ _ w ~__ S v' ,  
2 4 

t Cet exemple se trouve aussi chez HURWITZ, 1. c., p. 2 2 5 .  
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d'ofi l 'on tire 

u*+ 3-v*+w=2c~,  u ~ + 3-v~-4w= m d  4, 
2 2 

c et d 6rant premiers entre eux, v----2cd, donc 

u 2 = - -  6 c * d ~ + c 4 + 5 d*. 

Iei  c doit  4tre impair.  

d'ofi 

L '6quut ion peut  s'6crire 

(c ~ --  3d~)~--u ~ -~ 4d 4, 

f e t  g 6rant premiers entre  eux, d = f g .  

c ~ - 3 d ~ + u = e 2 f  a, c ~ - 3 d ~ - u = + 2 g 4 ,  

On aura  ainsi 

c* = 3 P  g~ + ( f* -F  g4). 

Si f g  est pair, il f a u t  prendre le signe sup6rieur. Dans ce cas on aura  une 6qua- 

t ion de la m6me forme que (6). Or, si nous supposons que v soit la plus pet i te  

solut ion positive et paire de l '6quat ion (6), cela est impossible, puisque [vl-~12ed[-= 

[ 2 c f g l > [ f g [ .  I1 fau t  donc que f g  soig impair.  Or, dans ce cas, nous aurons 

+_ u___f4 _ g 4 ~  hombre pair, ce qui est contre la supposit ion fai te  sur u. 

I1 r6sulte de 1~ que l '6quat ion (6) est impossible en hombres  entiers, sauf 

pour  u v = o .  P a r  cons6quent,  les seuls points ra t ionnels  sur la branche impaire 

de la cubique (3) sont o e t - .  
2 

15. Le cas de n - -6 .  Dans ce cas i l y  a l e s  trois possibilit6s suivantes 

_ ¢ o  0 J - [ - ( o '  ( 9  + 6o ¢o o J !  + ¢o ¢0 tO o ) '  to  t ' 
O ,  + °'+g÷i-'+3'-- o + - + - , _ - , - .  . . . . . .  : 2 ' ' - -  3 2 3 2 

La premiere  possibilit~ est r6alis6e par  la cubique 

x a +  I =y~ .  (i) 

En effet, Euler  a montr6 qu'elle n'aclmet que les points rationnels x-= o, y = +_ i ;  

x = - -  I, y = o; x---- 2, y---- + 3, a distance fiuie. 

Nous avons montr~ au n ° 12 que les cubiques admet t an t  les trois points 

ra t ionnels  o, +_ ~ ,  sont donndes par  
3 
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e~ 
A x a T  i ~ - y  ~, 

, ) '=v'  (') 

Pour que l a  premiere de ces cubiques admette le point rationnel oJ il faut  
2 

que A soit le cube d'un nombre rationnel, A = B  8. Or, dans ce cas, en rempla- 

X 
~ant x par ~,  on tombera sur la eubique (i). 

En rempla~ant x par A et y par ~ la cubique (2)peut  s'gcrire 

x ~ + (x + A)  ~ ---- y~. 

Ddterminons A tel que l'~quation xS + (x + A) ~-- o air une racine rationnelle x ~ ~. 

I1 faut doric que ~ = - - a  ~ et ~ + A ~  3, a et fl grant des hombres rationnelS, et 

par suite a = f l  et A = a ~ + a  8. La cubique la plus ggn~rale, admettant l 'un des 

groupes pr~citds de six points rationnels est donc 

x '  + (x + . '  + ~ ) '  = y ' ,  (3) 

abstraction faite de la cubique (I). Pour que cette cubique soit du premier genre, 

2 I 
il faut  et il Suffit que a soit different des quatre nombres - - I , - - ~ , o  e~- .  Si 

5 3 
I I 

a > -  ou ~ - - I ,  la cubique n 'a qu'une seule branche. Si - - I < a ~ - ,  a4=o et 
3 3 

2 ~p , 
4=--_2 la. cubique a deux branches. Si - - I < a ~ - - - ,  lequatIon 

3' 3 

~ '  + (~ + ~' + ~ ) '  = o (4) 

~P 

a, en dehors de la racine x-----  ~ eorrespondant ~ l 'argument -- ,  denx racines 
2 

r~elles qui sont >--a~.  Si o > a > _ 2 ,  l'~quation (4) a, en dehors de la raelne 
3 

x ~ - - a  ~ eorrespondan~ ~ l 'argnment - - ,  deux raeines r~elles dont l 'une est 
2 

> - - a  2 et l 'autre < - - a  2. Si enfin o < a < I  l'6quation (4) a, en dehors de la 
3 

16-- 2822. Ac~a mathematica.  52. I m p r i m 4  le I I  avrll  1928. 
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racine x -~  --  a ~ eor respondant  ~, l ' a rgument  ~ ,  deux raeines r6elles qui sont < - - a  ~. 
2 

I1 r6sulte de tou t  cela le th6or~me: 

Les cubiques les plus g~n~rales admettant les six points rationnels 

o, +_6,+__ ~- et ~ 
3 2 

sont donndes par l'dquation (I) et par l'dquation (3), a dtant un 

< - - I  ou > o ,  different de I. 
3 

Les cubiques les plus gdndrales admettant les six points rationl 

~'ationnel 

~ OJ p O) ÷ ~P 
o, + _ - ~ + ~ ,  +__ ~- et - -  

3 2 

2 
sont donndes par l'$quation (3), a dtant un hombre rationnel n$gatif e~ ~ -  • 

3 
Les cubiques les plus g~n~rales admettant les s ix  points rationnels 

_ co' +_w ~o' o , +  co + - - ,  __ et --  
3 2 3 2 

sont donn~es par l'~quation (3), a dtant un hombre rationnel, - - I  < a <  2 .  
3 

I 
En posant  dans l '6quation (3) a = - - - ,  et en subs t i tuant  x par  x et y par  

3 9 

'Y~ nous aurons la cubique 
~7 ~ 

x ~ + (3 x + 2) ~ = y~.  (5) 

Nous allons mont re r  que cet te  courbe n ' admet  pas d 'autres  points rat ionnels  £ 

distance finie que x = - - 4 ,  Y~-+--5; x - - o ,  y =  _+ 2; x = -  I, y = o .  x 6.rant ra- 

a 
t i0nnel,  nous pouvons poser x - - ~ ,  off a et b sont premiers entre  eux, b positif. 

Alorsi l '6quation (5) peut  s '6crire 

b(a + b)(a ~ + 8 a b  + 4 b  ~) ~-~ E 2, 

E 6rant un hombre  entier. I1 suffit de consid6rer la branche impaire off a + b 

~st positif. Alors cet te  6quation entralne l 'un ou l '~utre des deux syst~mes suivants 
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b ~2 = 3 , = , a - ~ b = 3 v  ~, a ~ + 8 a b + 4 b  ~ w 2. 
e t  

b : u ~, a + b : v ~, a ~ + 8 ab + 4 b ~ : w~, 

u, v eL w 6rant des nombres entiers, premiers entre eux deux £ deux. 

n i t re  6quation du premier syst~me peut  s'6crire 

La  der- 

I 

3 ( a + 4 b ) ~ - - 4 b ~ = w 2 ,  

ee qui est imposs ib le  puisque 4 b~+ w 2 est indivisible par  3. 

le second  syst~me condui t  £ l '6quat ion 

Or, si nous posons 

il vient  

v ~ + 6 v 2 u 2 --- 3 u4 = w'2. 

w ~ w (v 4 + 3 u 4) 
x +  I 4 u  2v~ et  y 8 u  sv 8 ' 

x 8 + I = y~. 

En  61iminant a eL b, 

(6) 

Nous savons d6jg que cette 6quation n ' a  que les solutions x = -  I, y = o ;  x =  o, 

y = +_ I; x = 2, y = +_ 3 en hombres  rationnels. I1 r6sulte de 1~ que l '6quat ion 

(6) n ' a  que la solution u = v = I ,  w = 2 ,  en nombres entiers positifs u, v e t  w, 

premiers entre eux deux £ deux. La  proposit ion suivante se t rouve ainsi d6- 

montr6e:  L a  cubique (5) n 'admet  pas  d 'autres points  rationnels que 

ra ra' 02 + ea t 
o, +_.~- + - - ,  + -° et 

2 3 2 

Nous  ne connaissons aucune cubique qui n ' admet  que les six points  rationnels 

O) p O) r 

o, + -  ~+-,_+-~° et - -"  
3 2 3 2 

16' L e  cas de n = 5. Si une cubique admet  exactemenL einq points ra- 

tionnels, ces points sont donn6s par  

o,!--c° e~ + -- ~e° 
5 - 5 

Nous allons d6terminer la forme la plus g6n6rale d 'une  cubique adme~tant ces 

points rationnels. Soit donn6e la cubique 
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4 x  s - -  g , x  --- g8 = Y*, ( I )  

coefficients rationnels g, e t  ga. Soient donn6s sur la cubique quatre points 

distance finie jouissant  de  la propri6t6 suivante: 

/)1 d 'a rgument  ul 6rant un  quelconque de ces points, la tangente  en ce point 

rencontrera  la cubique en le second point P ,  d ' a rgument  u~ ~ - - -  2 u 1. La  tan- 

genre en le point P ,  rencontre la cubique en le point  /)s d ' a rgument  u 8 - - - - -  ui. 

Ces points sont forc6ment sur la branche impaire. En effet, si /)1 6fair sur 

la branche paire, les points /)2 et P8 seraient sur la branche impaire. Or, les 

deux points d 'arguments  + uj sont n6cessairement sur la m~me branche. I1 r6- 

suite de 1~ u 3 ----- --  2 u 2 ~ + 4 ul - -  --  ul (mod. oJ), donc 5 ul = p6riode. Les quatre 

o) 2¢o  
points sont, par suite, _+ ~ et --+ - - '5  Le groupe de ces quatre points est donc 

caracteris6 par la-dite propri6t6. 
co 2 6 0  

Soit main tenant  P1 (x = a, y-----b) un quelconque des points + -  et + - - ,  
5 5 

coordonn6es rationneUes a et b. On a done 

4 a  8 - g 2 a -  ga = bg. (2) 

La  tangente  en ce point  a l '6quation 

y = b + ( x  - -  a) 
12 a * - -  g , .  

2 b  

EUe coupe la cubique en le second point  rat ionnel  P 2 ( x =  c, y =  d), c et d satis- 

faisant  aux ~quations 

d = b + (c - -  a) I 2 a  ~ - g 2 ,  (3) 
2b 

4 c a - -  g2 c - -  ga ---- dS. (4) 

L a  tangente  en le point  P,  dolt couper la cubique en le point Pa (x ~ a, y = --  b), 

c e  qui donne la condition 

I 2  c - ( S )  
- -  b = d + ( a - -  c) 2 d 

E n  61iminant g8 entre les 6quations (2) et (4), il vient 

( c - -  a) g2 = 4 c  s -  4 a  8 + b ~  - -  d ~- (6) 
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Les dquations (3) et (5) peuvent s'6erire 

I 
2 ( e - -  a )g~-~  6 a S + 6 a ~ e + b  ~ -  b d ,  

e~ 
I 
2 ( c . -  a)g~ ~ 6 c  8 -  6 a c  ~ -  d ~ - -  b d ,  

d'ofi par addition 

(c-- a)g2 = ~ 6 a S + 6 0 8 + 6 a ~ c  - -  6 a c ~ + b  ~ -  2 b d - -  d ~. 

En ~liminant g~ entre eerie 6qu~tion e~ l'6quation (6), il vient 

2 bd:=- 2 c3- -  2 aS + 6 a ~  v - - 6  ac  2. (8) 

En gliminant g~ entre les deux 6,qua~ions (7), il vient 

b ~+d ~ 6  a s + 6 o  3 - 6 a e  ~ - 6 a  ~c. 

De cette 6quation et de l'6quation (8) nous aurons par addition 

b~+2 b d + d ~ - - ~ ( b + d ) ~ = 4 ( a - - o ) ~ ( 2  c + a )  

e~ par soustracbion 

b ~ -  2 b d + d ~ - ~ ( b  - - d )  ~ : 4  (a -- c) ~ (2 a-~ c). 

I1 r6sulte de 1£ que routes les quantit6s a, b, e, d, g~ e~ ga peuvent s'exprimer 

rationnellement des nombres 

N = ! .  b - - d  et M =  ~-. b+--Ad 
2. a - - 6  2 t ~ C  

~lous aurons en effet 

I (2 N ~ - - M " ) ,  
3 

I 
c = - (2 M s - -  _~), 

3 

b = (M+ N) (N ~ - - ~ ) ,  

d = (M--  N) (2V ~ --  MS), 

(7) 

e~ les ))inval~ants~) de la cubique la plus g6n6rale admettant les points ra~ionnels 
~o 2 0 )  

o, ± : ~  et + _ - - ,  sont donn6s par 
5 5 
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et 

g~ = 3 (N~ - -  3 N8 M - -  N ~ M s + 3 N M a  + M4) 

I ( - - I9N6+ I 8 N S M +  I5 N ~ M ~ +  I5 N " M  4 ~  I8 N M  5 -  I9 M6) gs= ~ 

N e~ M ~tan~ des hombres rationnels, diff~rents de z~ro, et N =~ + M. 

--~ 2 
Si l 'onprendp .  e x . _ Y = 2 e t M = I t o n a u r a a = 7  c = - - - , b =  9e~ d = - - 3 ,  

3 3 
eL la cubique sera 

4x3+ 2Ox+395 =y~. 
3 27 

Mais nous ne 

que x = o o ; x =  

savons pas si cette cubique en admet d'au~res points rationnels 

7, = + 9 ;  2 y x = - - ,  y =  +-3.  
3 

0slo, janvier 1928. 


