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In seiner soeben in Acta (Bd. 50, p. 359--379) erschienenen schSnen Ab- 

handlung ))On the periodic motions of dynamical systems>) hat Professor Birkhoff 

in sehr interessanter Weise gezeigt, dass in dynamischen Problemen yon zwei 

Freiheitsgraden Bewegungen yon fastperiodischem 1 Charakter auftreten. Die yon 

Birkhoff entdeckten Bewegungstypen s i n d  jedoch nicht yon dem allgemeinen 

fastperiodisehen Charakter, sondern gehSren dem speziellen Typus an, den ich 

grenzperiodisch genannt babe. Die Definition einer grenzperiodischen Funktion 

lauget (II, p. 14 I): 

E i n e  f i i r  - - o 0 < x < ¢ 0  d e f i n i e r t e  F u n k t i o n  G(x) s o l l  ) )grenzperio-  

d i s c b  h e i s s e n ,  f a l l s  sie d u r c h  r e i n p e r i o d i s c h e  s teg ige  F u n k t i o n e n  

/)(x) g l e i c h m i i s s i g  f i i r  a l le  x a p p r o x i m i e r t  w e r d e n  kann .  

Die grenz2oeriodischen Funktionen lassen sich (II, p. I4I u.f .)  als diejenige 

Unterklasse der fastperiodischen Funktionen charakterisieren, deren Fourierexpo- 

nen~en _//,, si~mtlich rationale Multipla einer festen GrSsse sind, ebenso wie die 

reinperiodisChen Funktionen die (noch viel engere) Unterklusse bilden, deren Fourier- 

exponenteh gauze Multipla einer festen Zahl sind. 

Diese Charakgerisierung der grenzperiodischen Funktionen - -  sowie die 

entsprechende der reinperiodischen - -  liegt recht fief; in der Tat ist zu ihrer 

Herleitung die t teranziehung des Fundamentalsagzes der Theorie der fastperio- 

1 H. BOHR, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen I (Acta Bd. 45), II (Acta Bd. 46), 
III (Acta Bd. 47). Fiir das Folgende kommt wesentlich nur die zweite Abhandlung in Betracht; 
ich werde sie einfach als II zitieren. 
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dischen Funktionen nStig. Wenn es sich aber nur darum handelt, die Klasse 

der grenzperiodischen Funktionen fiir sich zu untersuchen - -  d. h. wenn man 

davon absieht, die grenzperiodisehen Funktionen in den Rahmen der allgemeinen 

Theorie der fastperiodischen Funktionen einzuordnen - -  l~sst sich eine Theorie 

dieser Funktionen beinahe ebenso einfach aufbauen wie die tier reinperiodischen 

(s~etigen) Funktionen. Man kann Sich eigentlich dariiber wundern, dass der ein- 

fache und naheliegende Begrit~ der grenzperiodischen Funktionen nicht l~ngst 

(ganz unabh~ngig yon den fastperiodischen Funktionen) aufgestellt, und eine 

Theorie der ~Fourierrelhen>> dieser Funktionen entwickelt wurde. Da nach den 

Birkhoi~schen Ergebnissen den grenzperiodischen Funktionen eine gewisse Be- 

deutung fiir die Dynamik zuzukommen scheint, mag es vielleicht gestattet sein, 

in den folgenden Zeilen die Grundlagen einer independenten Theorie dieser Funk- 

tionen kurz und mSglichst einfach auseinanderzusetzen. 

1% Iu der obigen Definition der grenzperiodischen Funktionen war yon 

>>Perioden>> nicht die Rede. Es ergibt sich abet leicht die wichtige Tatsache, 

dass bei dem Grenziibergang, der yon den reinperiodischen zu den grenzperio- 

dischen Funktionen fiihrt, der Begrii~ der Periode nicht vSllig verloren geht. 

In der Tat l~ss~ sich leicht zeigen (II, p. I42), dass zu jeder grenzperiodischen 

Funktion G(x) eine Periode 19 existiert in dem Sinne, dass jede reinperiodisehe 

Funktion, welche G(x) bis auf einem hinreichend kleinem Fehler ~(<~o)approxi- 

miert, eine Periode besitzt, die ein rationales Multiplum yon p ist. [Hierbei ist 

die ~Periode~ p yon G(x) offenbar nur bis auf einem rationalen Fak~or r4=o 

bestlmmt.] Ohne den Umfang unserer Funktionenklasse einzuschriinken kSnnen 

wit daher den Begrii~ der Grenzperiodizit~t auch so definieren: 

E i n e  F u n k t i o n  G(x) ( - - ~ < x < ~ )  so l l  >>grenzper iodisch m i t  de r  

P e r i o d e  p>> h e i s s e n ,  f a l l s  s ie  g l e i c h m ~ s s i g  f i i r  a l le  x d u r c h  r e i n p e r i o -  

d i s c h e  s t e t i g e  F u n k t i o n e n  P(x) a n g e n ~ h e r t  w e r d e n  k a n n ,  d e r e n  P e r i o -  

den  r a t i o n a l e  l~Iul t ip la  yon  p sind.  

Diese letzte Definition werden  wir als den Ausgangspunkt un.serer Aus- 

fiihrungen nehmen. 

Beispiel. Ist die Reihe ~1 an I konvergent, stellt die fiir -- o¢ ~ x < ~ gleich- 
m~issig konvergente Reihe 

2~rt 

:~an e 

durch ihre Summe G (x) eine grenzperiodische Funktion mit der Periode I dar. In 
der Tat ist der nte Abschnitt der Reihe eine reinperiodische Funktion der Periode n!. 
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2 °. Unter der abgeschlossenen Hiille einer Menge @ yon Funktionen F(x) 

( - - ~  < x <  ~)  wolien wir diejenige Funktionenmenge H(O)vers tehen ,  welche 

aus der gegebenen Menge q) entsteht, wenn diese durch Hinzufiigung aller so l  

chen Funktionen erweitert wird, die gleichmh'ssig J~ir alle x durch Funktionen 

der ~¢Ienge q) approximiert werden k5nnen. 

Nach dem Weierstrass'schen Approximationssatze kunn die ~Vlenge aller 

stetigen reinperiodischen Funkt ionen mit der Periode p als die abgeschlossene 

Hiille aller endliehen Summen der Form 

( I )  ~ Ct,V e i ~ ax 

charakterisiert werden. 

E b e n s o  i s t  d ie  M e n g e  a l l e r  g r e n z p e r i o d i s c h e n  F U n k t i o n e n  mi t  

de r  P e r i o d e  p e i n f a c h  d ie  a b g e s c h l o s s e n e  t t i i l l e  a l l e r  e n d l i c h e n  Sum- 

men  der  F o r m  

(2) 

wo die  

Summe 

8 ( x )  = = , 

r,, r a t i o n a l e  Z a h l e n  s ind.  In der Tat ist einerseits jede endliche 

(2) eine reinperiodische Funktion mit einer Periode rp,  also jede durch 

solche Summen ~pproximierbare Funktion grenzperiodisch mit der Periode p,  

und andererseits ist jede grenzperiodische Funktion der Periode p durch Summen 

(2) approximierbar, weil sie dureh (stetige) reinperiodische Funktionen mit Perio- 

den rp approximierbar sind, und diese wieder - -  naeh dem Weierstr~ss'schen 

Satze - -  durch endliche Summen der Form (2) approximiert werden k5nnen. 

3 °. Aus diesem gleichm~ssigen Approximationssatze folgt sofort, das s  bei  

j e d e m  r e e l l e n  ~ de r  M i t t e l w e r t  
T 

a(~) = M{G(x )e  -i~'x} ~ lim ~ j G(x)e-~'~dx 
X T~c~ 3 

--T 

e x i s t i e r t ,  u n d  da s s  er f i ir  j e d e s  )L, w e l c h e s  k e i n  r a t i o n a l e s  M u l t i p l u m  

2 ~  
yon  a = - -  i s t ,  g l e i c h  o aus f~ l l t .  Denn dies gilt ja fiir jede der  (gleich- 

P 
m~ssig approximierenden) Summen (2), wo 

M{s(x)  e - ~ }  
• ~ [ o  fiir Z=~alle m a. 

17 - -  2822. Acta mathematica, 52. I m p r l m 6  le 20 avr i l  1928. 
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Wi r  setzen (bei ]edem rat ionalen r) a ( r a ) =  Ar und ordnen der  grenzperio- 

dischen Funk t ion  G(x) die F o u r i e r r e i h e  

G(x) ~ ~A~e i ~  

zu, wo die Summat ion  fiber alle rationalen r zu ers t recken ist. 

4: °. Nach  einem berf ihmten Satz yon Fej6r  kann  man fiir jede reinperio- 

dische stetige Funk t ion  P(x)  der Per iode  p eine Folge yon gleichm~issig approxi- 

mierenden Summen (I) einfach dadurch erhal ten,  (lass man  auf  die Four ie r re ihe  

~ A , e  ~':~ yon P(x)  das folgende Summat ionsver fahren  ausfibt. Man bi ldet  den 

Kern  

n 

= Z I e -i~'t  

(wo K~,(t)>= o ffir alle t, nnd M{K~(t)} = I  ist), 
t 

und mit  Hfilfe dieses Kernes  die Mi~telsumme 

I, 

= M { P ( ~  + t) g n ( .  t)}; 
t 

dann strebt  S,,(x) fiir n - - * ~  gleichm~ssig gegen P(x). In  der Ta t  zeigt  man  

sofor~, nach Fej6r,  dass die Differenz 

~ ( x )  - •(x) = M { ( P ( ~  + t) - -  P(~)) K,~(. t)} 
t 

ffir n ~ ~ gleichmgssig gegen o strebt.  

Mit Hinblick auf eine weiter unten folgende Anwenduug fiigen wir noch die 
folgende Bemerkung hinzu. Eine reinperiodische Funktion Po(x) mit der Periode P0 
kann natiirlich auch als eine reinperiodische Funktion mit der Periode mpo aufgefasst 
werden, w o m  eine beliebige feste positive ganze Zahl ist. Daher wird, nach dem 
Fej6r'schen Satze, auch tier Mittelwert 

bei jedem festen m ftir n--~ ~ gleichm~issig gegen o streben. Durch eine einfache 
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Absch~itzung des Fej4r-Kernes Kn(t) zeigt man nun leicht die folgende Gleichmdssig- 
keits-Eigenschaft: Bei  v o r g e g e b e n e m  e > o b e s t e h t  d ie  U n g l e i c h u n g  

w e n n  n u r  - h i n r e i c h e n d  g ro s s  i s t ,  d. h. s ie g i l t  f i i r  a l l e  p o s i t i v e n  g a n z e n  
m 

n 
n und  m, w e n n  n u t  - - > k  o ~ k o ( e  ) ist .  

~n 

F a s t  e b e n s o  e i n f a c h  l{~sst s i c h  d ie  F o u r i e r r e i h e  ~A~e T M  e i n e r  be-  

l i e b i g e n  g r e n z p e r i o d i s c h e n  F u n k t i o n  G(x) d e r  P e r i o d e  p >>summieren>>. 

[Spezialfall des Bochnersehen  Summationssatzes  ~ fiir al lgemeine fastperiodische 

Funkt ionen ;  bei dem Beweis des a l lgemeinen Satzes is~ die Heranz iehung  des 

Fundamenta lsa tzes  nStig.] Man gewinnt  dadurch  einen einfachen Algorithmus, 

welcher yon der Four ie r re ihe  der Funk t ion  G(x) aus zu Approximat ionssummen 

(2) ffihrt. Das Summat ionsver fahren  ist eine natfir l iche Vera l lgemeinerung des 

yon Fej6r  fiir den Fal l  einer  re inperiodischen Funk t ion  angegebenen.  W i r  bilden 

bei fes ten posit iven ganzen n und  N den K e r n  

(° Z I  o= 

und  mit  seiner Hfilfe den Mittelwerb 

S(JV)(x) G(x÷t )K,~  a t I - -  A ~  e ~Y. 
n ~ 

Rechts  s teht  eine Summe fiber Schwingungen e ~r~, wo r alle ra t ionalen  Zahlen 

(--  n _--< • --<_ n) durchl~uft .  W i r  wollen nun einen Grenziiber- yon der Form 

gang ausffihren und  zwar natfirl ich so, dass nach  und nach alle Schwingungen 

e irax mit  ra t ionalen r herangezogen werden. Hierzu  is~ oifenbar nStig, dass 

N - ~  (damit die ra t iona len  Zahlen r mit  >>sehr grossen>> Nennernberf icksicht ig~ 

werden) und  dass ~ . - o ~  (damit die numerisch >>sehr grossen>> Zahlen r nicht  

1 S. BOCHNEI~, Bei t r~ge zur  Theor ie  der  f a s tpe r iod i schen  F u n k t i o n e n  I, Math .  Ann .  96. 
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entkommen). Der Summationssatz besagt nun, da s s  d i e se  b e i d e n  F o r d e r u n g e n  

n 
2V--*~ u n d  - - - - * ~  t a t s i~ch l i ch  g e n i i g e n ,  d a m i t  die  o b i g e  S u m m e  S~')(x) N~ 

g le i chmi~ss ig  fi ir  a l l e  x g e g e n  die  g e g e b e n e  g r e n z p e r i o d i s c h e  F u n k t i o n  

G(x) s~rebt ,  d. h. dass die Ungleichung 

(4) I sX ~) (z) - G(~) I < s 

fiir alle h r > No(s ) und ~ .  >eo(S ) erffillt ist. 

Beweis. Unter 

renz S(~N)(x)- G(x) in die Form 

I schreiben wir die Diffe- 

(5) ~{(C(x  + t ) -  ~(x)) ~ ( ~  t)/.  

Nach der Definition der Grenzperiodizit~t kSnnen wir G(x)mit einem Fehler 

8 
< -  durch eine stetige reinperiodische Funktion Po(x) der Periode top approxi- 

3 
mieren, wobei wir die rationale Zahl ro als eine ganze Zahl der Form ro=No!  

annehmen ksnnen (indem wir sonst nur r o durch ein passendes ganzes Multiplum 

yon ro ersetzen). Aus der Positivit~t des Kernes folgt, class der Mitt;elwert (5) 

bei jedem x yon dem entsprechenden Mittelwert~ 

(6) 

2 8  
um weniger als abweicht;. Es sei nunmehr .N" eine beliebige Zahl > No. 

3 

Indem wir die Periode No 'p  von Po(z)mit Po bezeiehnen, 2 z c ( ~ )  
Po 

set~zen und die ganze Zahl .N!:No! m i t m  bezeichnen, wird 

_ _  ~ 0  

N! m 

und (6) nimm~ somit die Form 
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an. Dieser let.zt.e Ausdruek (7) ist. abet gerade derjenige, dem wir oben (siehe (3)) 

bei der Summation der Fourierreihe einer reinperiodischen Funktion Po(x) mit. 

der Periode Po begegnet, sind; yon ihm wissen wir, dass er beliebig klein wird, 

etwa < ~ - ,  wenn nur die Zahl n hinreichend gross, etw~ > ko(e ) ist., d. h. wenn 
3 m 

n ko(~ ) n 
n u r  ~ > --  Co(e ) ist.. Also is~ die Ungleichung (4) ffir _N > No, ~ .  > Co 

N0! 
erfiillt, q . e . d .  

Aus dem Summat.ionssat.ze folgt, unmittelbar der Eindeutigkeitssatz, dass eine 

grenzperiodische Funkt.ion G(x) durch ihre Fourierre~he ~Are ~r~ eindeut.ig be- 

stimmt ist. [Spezialfall des Eindeut.igkeitssat.zes fiir allgemeine fast.periodische 

Funktionen]. Ferner folgt, in fiblicher Weise die Parsevalsche Gleichung 

Z] Ar I ~ = M{lf(x)1~}. 

5 °. Wir fiigen noch hinzu, dass Boehner in seiner interessanten Habilita- 

tionsschrift (Math. Zeit.sch. Bd. 27) die Konve~yenzeigenschaften von Fourierreihen 

grenzperiodischer Funktionen untersucht, hat. Auch hier ergeben sich Resultat.e, 

die in vieler tIinsicht, den bekannt.en Siit.zen fiber Fourierreihen reinperiodischer 

Funkt.ionen ent.sprechen. So hat, Bochner z. B. gezeigt., dass die Fourierreihe 

einer grenzperiodischen Funktion (in einer gewissen i~ngegebenen Ordnung ihrer 

Glieder) fiir alle x gleichmiissig konvergiert., wenn die Funktion einer einfachen 

Lipschit.z-Bedingung genfigt.. 


