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Tr~s honor6 Collbgue, 

Dans le m6moire: >>~ber die Anwendung der Variationsrechnung in der 

Theorie der Eigenschwingungen und fiber neue Klassen yon Funktionalgleichungen)), 

paru r6cemment I dans les >>Acta mathematica>> M. le Prof. R. Courant a 6tabli 

certains th6or~mes d'existence, d'une grande g6n6ralit6, se rapportant ~ la th6orie 

des oscillations propres. 

La m6thode utilis6e par l'6minent g6om~tre de GSttingen est bas6e essen- 

tiellement sur l'emploi du th6or~me concernant la possibilit6 d'extraire des suites 

uniform6ment convergentes d 'une  suite de fonctions 6galemen~ continues et uni- 

formement born6es. Ce th6or~me d'Arzela est d'une grande utilit6 pour l a  d6- 

monstration des th6or~mes d'existence, mais pour l'appr6ciation de l'erreur com- 

mlse en s'arr~tant ~ la n me approximation une autre vole serait, ce me semble, 

pr6f6rable et je me permets dans cette lettre de vous communiquer l'6valuation 

de l'erreur susdite en s'arr~tant aux exemples typiques, trait6s par M. C0urant 

lui-m~me dans le m6moire ci-dessus men~ionn6. 

Le probl~me peut ~tre pos6 de la mani~re que voici: l'existence des valeurs 

singuli~res et des fonctions singuli~res 6rant suppos6e 6tablie, on se propose de 

les calculer £ l'aide du proc6d6 des diff6rences, utilis6 par M. Courant, avec une 

pr6cision voulue; ceci prouvera entre autre la convergence du proc6d6; en  outre, 

t. 49, P. 1 - - 6 8 .  
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la d~monstrat ion ci-dessous ddve!opp6e, ~ de 16gers changements  de d6tail prSs, 

se prSte ~ aussi, remarquons  le en p~ssant, £ l 'dtablissement des th6orSmes d'exi- 

Stence dont  le m~moire  de 25. Courunt  a ~ l 'objet.  Dans  un Cruvuil ~, qui sera 

bient6t  publi6 et qui est  6crit en collaborution avec mon 618re 25. Nicolas Bogoliou- 

boff l~ous avons 6labor6, par  les mSmes proc~dds, pour  la m6thode des diffdrences 

finies et ses diff6rentes g6n6rulisations, les uppr6ciations de l 'erreur  commise  ~ 1~ 

n ~ approximat ion dans le calcul des valeurs singuli~res du paramS~re, des fonc- 

tions singuliSres et de l ' int6gr~le de l 'gquat ion non homogSne, et ceci, dans le 

cas, bien entendu, diff6rent de celui de la r6sonnance. 

Darts son m6moire M. Courant  dtablit s l 'existence des valeurs singuli~res 

(Eigenwerte) du paramStre Zi, et des fonctions singuli8res (Eigenfunktion) ~0~(x), 

relatives au syst~me diffdrentiel 

(i) 
(pu')'---- ~ £ ru  + qu 

p ( O ) ~ ' ( O )  = t u ( o ) ;  ~ 9 ( I ) U ' ( I ) = - - t ' u ( I )  

en par tan t  du problbme de min imum li6, pos~ pour l ' int6grale 

1 

(2) D[ 0] = f ÷ qqo2)dx + tqv(o) ~ + t'qD(i) ~ 
0 

respectivement sous les condit ions 

1 1 

0 0 

~ o ;  i = I , 2 , 3 , . . . , k - - I .  

Ce r6sul~ag 6rant acquis on peut  6laborer un proc6d~ de d6monstra t ion (valable 

aussi pour  la d6monstrat ion des th6or6mes d'existence, comme nous l 'avons d6j~ 

dit pr6c6demment) pour  appr6cier la diff6rence 

1 il suffit de consid~rer Dn+m[y] et Dn[y] au lieu de D[y] et Dn[y] (v. les notations dans 
ls suite). 

Ainsi ont dt~ examindes ~ ce point de vue la m4thode ordinaire des diffdrences finies 
(principe de Lord Rayleigh), ls m~thode des tron~ons, qui contient la m~thode pr~c~dente comme 
eas particulier, et enfin nne mdthode, que nous avons nomm~e cclle des differences supdrieures, et 
qui, tout en pr~sent~nt pour le ,boundary value problem~, une certaine analogie avec celle de 
M. StSrmer, permet, dans l'appr~ciation de l'errellr~ d'~lever l'ordre de l'approximation. 

8 v. p: p. 49--56 de son m6moire. 
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~k - -  ~(k "~) 

de la k m~ valeur  singuliSre et  de sa ~me approximat ion;  pour  cet te  derni~re on 

prendra  iei, g l 'exemple de M. CouranL la vateur  de min imum li6, pos6 pour  la 

somme 

n--1 n--1 

sous les condit ions:  

(5) 
n---I n--1 

E r v ~ 9 ; , z J = / - / n [ 9 9 ]  = I ;  Z ' F v 9 9 v 9 9 , , , i d  / - / n ( 9 9 , 9 9 i ) = O  ; i = I , 2 ,  3 . . . .  , / C - - I ,  

ce qui aura  lieu pour  les va l eu r s  ~,,~, v =  I, 2 , . . . ,  n, que nous prendrons  pour  

les sommets d 'une ligne polygonale,  d6not6e par  9o~")(x) dans la suite. 

Celu &ant  consid&ons deux fonct ions F~(x) et F2(x) ainsi form6es: 

k 

(6) Fl(x ) -~ ~ A,~o~(x); 
i = l  

(7) 

et choisissons les constantes  Ai, Bi de sorte que: 

(6') 
n--1 n--1 

H.[~;] ~ , - . F ~ , . ~ = I ;  H,~[F~,~? )] ~,.,,F~, ('~)-- = = ~ O 0 ~ , i d = O ;  

i = I ,  2,  3 , ' "  ", k - - I ;  ~ l , , v  = ~t~l(X,v) 

1 1 

o 0 

i - - I ,  2, . . . , / c - - I .  

Alors en ver~u mSme de la not ion de min imum on a: 

2). [F~, ~]  _> z~ ) 

ou, ce qui est identique,  

1 8 -  2822. A c t a  m a t h e m a t l c a .  52. Imprim6 lo 2:3 ao~t 1928. 
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D [ ~ I  + {D. ,[~, ,  F,I - -  DId,  I} --> Z~'); 

D ,  IF,,, F.o] + {D [F~] - -  D,, [F~, F~]) >-- Z~. 

k 

D [F~] ~ = ~ ~' " 

k 

D,~[F~, 1~'2] = ~ B~ Q ') < I?) H,,[F~] = ~") { I + (H,,[ F~] - -  H[F . ] )} ;  
i ~ l  

car  il est; b ien ~videnl;, que 

(s) 

1 

o [1 90* ~J + qgv,'9~J] d x  + tq~i(o)~0~(o) + t 9~i (')q~o ( ')  = [~k, si i = j  

el; 

(9) 
,,-1 (~ . -1  _ _ / o ,  si i q=j 

• ~.=1 q'~' ' igO~''jJ + 9D°'~qD°'¢ + 9D"'~gD"'J-- [,~n), si i = j  
~..JO pe ~-j'~'" ~ "J " ~ - Z '  (n) (n) t (n) (" t' (') ('' 

donc  

0o) Zk{I -~ ( H [ F ~ ] -  H,,[F~])} + (D,,[Ft, F , ] - -  D[/"~]) --> z(kn); 

(if) 2") {i + (H,,[Fd- H[Fd} * ( D [ F d -  D~[F,, ~'~]) > *k. k 

Or d 'aprSs le th4orbme des acc ro i s sements  finis o n  a: 

1 1 

I H " [ • ] - - H [ F ' ]  I--< a J l  d .  - -  - ,, ' 
o 0 

d ' au t r e  parl; on a & i d e m m e n t :  

(I3) 

1 1 1 1 

( i ( f .  ) f ,=  f 9~ d x  < m~n~ '  car  r~oi d x = I el; p ~o i d x > (rain p) ~o'~ d x  

0 0 0 0 

pur  c0ns~quen~, de la re la t ion  ~vidente  
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~3 

~'(x) = ~(~) + 2 f f(x)g(x)d~ 

on tire, v u l e s  formules (I3) et (8): 

' f  qgv~ d X  < "-'7--hi ~_ [1~:1-~-It'll [ ( _ _  ,I  ) ,3 . I "J- lngx ]q[ 
ra in / )  ram/9 ~ n r "  + 2 q~dx 1/ m i n r . m i n p  

0 0 

done 

1 

f ,. [. i,i÷l,', (14) q~, dx < I -minp  • g~n~r + 
0 

1 / I  z, Itl+lt'l m~lql t [ Itl_+lt'l 131 . 
+ F [ ~ / ;  + + / m i n £  g ~ n r r ]  ] min p m i n r  min~r ~ min p j  -v 

par eons6quent 

(14') 

1 

f F: dx 
0 

k . 1 k 

<-- A~. 9%'dx 
i=1 "= 

0 

< k CiH[F~], 

car 

1 o ,  s i  i=~j  
f 'rociqDjdx-~[ i, si i_  j 
0 

done de la formule (I2) on tire au moyen de l'in6galit6 de Schwarz: 

(15) I H~,[~',] --H[l"d I < I [mfl~x IVl ] n- [~nn [r] + 2maxlgr I Vk~  H[F1]-- C~H[F1]n 

e.-g-d., vu (6'): 

(159 I H [ F ~ ] I <  i . Co' 
I - - - -  

don° 

= C1 
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(i~) I H,~[~]  - H [Fd l  ~- 

c~ 

C~ 
1 - -  - -  

G 

et 

(17) 
1 

f Fi~dx < kC~ 
I _  C2 

0 Tt 

= ~ .  

D'une mani~re analogue on trouve: 

(i 8) I H~ [ F i  - H [F,] I < - - - -  C, (off C~ = const.)  
n - - ( ~ '  

Cela &anL observons que 

(I9) 

1 

I[ ,f ]D, , [F, ,Fd--D[Fdl--<g I p l  F?dx+ 
o 

1 1 

o 0 

d'autre pal4 

1 

o 

1 

f F,,~ 
0 

k k 1 1 

0 0 

i x I ,  2 ,  . . . ,  k ;  

or d'apr~s l'6quation diff6rentielle v6rifi6e par q0k et d'aprgs l'in6galit6 (I4) on s~: 

(19') 

i 

f g¢"'d*<~{ ma~[z''+q]'[ pVT" _[ + max I ~°-P'rcl} ~ Q(~*)' 
0 

donc de l'in6galit6 (19) on tire, v u l e s  in6galitgs (I4'), (I5'), (I9'): 

(20) I D~[F~, Fd - D[F~] I < I [~- ~ l P ' l  kCi + 

-4- 2 m ~ x  ~ -  
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o~ 

C~ : m a x  I#1 .  ~ c~ + 2 + m ~  I pl  ~ c~ (z~) ¢ ~  c~ + ma~ C~" 
I - -  - -  

D'une mani~re analogue on trouve: 

(2~) ID[_~]- -D,~[F~,F~]I< C¢ , oh. C~ = c o n s t .  
n 

Ceci 4rant dtabli, on tire des in~galit4s (IO) et (II)~ VU (I6), (20), (I8), (2I): 

(22) I z ~ - z ~ l  < ~ + * + - - .  

Cette formule (22) fournit une limitation de l'erreur obtenue "£ la ~m~ approxi- 

marion pour la diffgrence 

sous forme explicite, off figurent les constantes C~, C4, C6, C7, qu'on dgtermine 

d'apr~s les formules pr~cddemment ~.tablies en vertu des donn~es du probl~me. 

I1 va sans dire, qu'il est ais6 d'obtenir, dans la formule (22) les limitatior~s plus 

serrdes, si l'on fair sur les fonctions p(x), q(x), r(x)les hypotheses eorrespondantes. 

La ddmonstration prdeddente, bien entendul peut 5ire drigge en celle de 

l'existenee des valeurs et des fonctions singuli~res, comme on l'a ddj£ prdcddem- 

ment remarqu5; mais ceci est superflu, dtant donn~ que la d5monstration basde 

sur l'emploi du thdor~me d'Arzelu, comme par ex. celle de ~ .  Courant, est plus 

course. La ddmonstration de la formule (22) peut 8tre aisement gdngralisge pour 

traiter des cas plus gdn~raux, comme par ex. >)die allgemeineren Probleme)) de 

IV[. Courant 1, mais les formules ainsi obtenues sont par trop longues pour trouver 

place dans cette lettre. 

Kieff, le I octobre I927. 

V. Ibidem p.p. 56--60. 


