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Introduction. 

Le thSorSme de ~¢I. Pic~rd, relutif ~ l'ind~termin~tion d'une fonction uni- 

forme ~ux environs d'un point S ingulier essentiel, est t rop  cl~ssique pour 5ire 

r~ppel~ ici; il en est de m~me du thSor6me de lVl. Borei sur l 'exposant de con- 

vergence des zSros de f (z) -- a, f (z) ~tant  une fonction enti~re d'ordre fini. 

Ces deux importants th~or~mes ont ~t5 le point de d@art d'un grand 

hombre de tr~v~ux. L~ th~orie des familles normules d e  fonc~ions, ~difi~e p~r 

~¢I. ~ontel ,  ~ permis de retrouver cert~ins r~sult~ts ~nf,~rieurs, et de d~eouvrir 

d'import~ntes propri5t~s nouvelles. P~rmi eelles-ci se trouve le th~or~me de 

M. Juli~: 

Soit f ( z )  une fonetion m6romorphe poss6da~t une valeur asymptotique; il existe 

u~e suite de points z (n, f )  s'~loignant inddfiniment; et jouissant de la propri~td sui- 

vante: e ~tant un hombre positif arbitrairement petit et C(n, e) le "cercle de centre 

z (u, f )  et de rayon e I z (n, f )  l, la fonction J(z) prend uue infini'td de fois route valeur, 

saul deux au plus, darts une suite de cereles C(n, e) s'dloignant inddfiniment. 

En ddsignunt par (J) une conrbe continue ~llunt ~ l'infini, et en d~finissun~ 

l'~rgument curviligne d'un point uu moyen des courbes (J') qui se d~duisent de 

(J) p~r rotation uutour de l'origine, il existe une courbe (J') jouissunt de cette 
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propri6t6: dans tout angle curviligne d'ouverture arbitrairement petite, admettant 

pour bissectriee (J'), se trouvent une suite de points z ( n , f )  s'61oignant ind6fini- 

ment. M. G. Valiron a donn6 £ cette courbe le nom de courbe de Julia. 
Darts  ma th~se (Journal de Math. 1924), je me suis affranchi de la th6orie 

des familles normales de fonctions. En revenant au th6or~me de Schottky, et 

en utilisant une in6galitd de M. Carleman, j'ai montr6 l'existence de ce que j'ai 

appel6 cercles de remplissage, pour une fonction m6romorphe f(z) poss6dant une 

valeur asymptotique b. En faisant la repr6sentatio9 des valeurs de la fonction 

f(z) sur la sphere de rayon un, les valeurs prises par la fonction dans un cercle 

de remplissage occupent route la sphbre, sauf peut-6tre des r~gions incluses dans 

deux petits cercles au plus de rayon e -a.  

I 
La quantit~ 2~' ainsi que le rapport du rayon du cercle de remplissage £1a 

distance de son centre '£ l'origine, tendent vers z6ro lorsque le cercle s'dloigne 

ind6finiment, et d@endent d'une mani~re simple de la valeur de la fonctibn f(z) 
sur le chemin de d~termination b (ou, dans le cas d~une fonction enti6re, du 

maximum du module de la fonction sur le eercle [ z [ =  r). 

La question de la recherche du nombre des racines de route 6quation 

f ( z ) - -a=o  dans un cerele de remplissage est sealement esquiss6e. 

L'existence des cercles de remplissage et les propri6t6s de la fonction f(z) 
dans ces cercles m'ont permis de retrouver e~ de pr6ciser le th6or~me de ~I. Julia 

et d'autres th6or~mes dus ~ M. Montel. 

En 1925, M. Ostrowski a compl6t6 le ~h6or6me de M. Julia en ddtermi- 

nant les fonctions m6romorphes exceptionnelles J qui n'y satisfon~ pus. Ces 

fonctions sont tr~s particuli~res; elles sont d'ordre nul et satisfont en particulier 

£ la condition: 

lim T ( r )  < + 
(log r) ~ 

T(r) d6signe la fonction caract6ristique de M. R. Nevanlinna. 

Le premier membre de l'in6galit~ pr4c6dente peut d'ailleurs 6tre 6gal £ une 

constante positive A aussi grande que l'on veut: il existe toujours des fonctions 

m6romorphes exceptionnelles J de M. Ostrowski,pours lesquelles: 

lim T ( r ) - - A .  
(log r) * 
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Duns plusieurs mdmoires, hi. G. Vuliron u repris l'dtude des cercles de 

remplissuge. I1 u en pur~iculier r~duit le rayon d'un cercle de remplissage d'une 

fonction entibre jusqu'£ une valeur qu'un exemple montre minima (£ un fucteur 

num~rique pros); il a dtabli qu'une fonction mgromorphe d'ordre positif poss~de 

ur/e suite de cercles de remplissage, et a donnd une expression du rayon minimum 

voisine de la valeur exacte, hi. Vuliron utilise principulement, dans ses d6- 

monstrations, les si remarquables proprigtds de la fonction caractdristique T(r) 
de 1VI. R. Nevunlinnu, mises en lumi~re duns les beaux m~moires de cet auteur. 

Enfin, duns un important mgmoire publid rdcemment (Acta math. 1928); 

hi. G. Valiron rgsout, d'une muni~re presqu e complete, la question de lu recherche 

du nombre des zdros de f (z)- -a  situd~ duns un cercle de remplissage de la fonc- 

tion mdromorphe f(z). Comme consdquence particuli~re de ses r~sultats, il ~tabli~ 

l'existence, pour une fonction mdromorphe d'ordre positif ~, d'une direction /), 

qu'il uppelle direction de Borel, et qui peut ~tre une direction rectiligne ou cur- 

viligne, jouissant de cette propridtd: dans tout angle (rectiligne ou curviligne) 

comprenant D ~ son int~rieur, l 'exposant de convergence des zdros de f (z)--a 
es t  dgul ~ ~, sauf pour deux ~uleurs au plus de a. 

Une partie de ce prdsent ~n~m0ire upporte un compldment £ peu pros dd - 

finitif aux r~cents rdsultats de hi. G. Valiron. 

La premiere parti e de ce mdmoire est consacrde £ l'dtude des fonctions 

m~romorphes. Certains des rdsulta~s saillunts de cette premiere partie sont dus 

£ une collaboration uvec M. ¥aliron. 

Duns le chupitre I, en plus des in~galit~s fondunentules de NI. Rolf Ne- 

vanlinnu, j'utitise, duns l'6tude des fonctions m~romor~hes £ l'intdrieur d'un 

cercle de rayon fini, un th4or~me de P. Boutroux relutif au minimum du module 

d'ur/ polynSme £ l'extdrieur de couronnes circulaires e ~cluant les zdros de ce 

polynSme. Deux applications de ce thdor~me de Bou~roux (la deuxi~me es~ 

due £ M. ¥uliron) permettent d'obtenir un dnoncd staple  et gdndral (voir 

th~or~me II). 

Dans le ehapitre II ,  j 'upplique les r~sultats du cha2itre I ~ l'~tude de fonc- 

~ions m~romorphes duns tout le plan (ou £ l'ext~rieur d'un cercle); les propri~t~s 

obtenues se pr~senten~ d'une mani~re satisfaisante: en ce qui concerne les fonc- 

tions m~romorphes d'ordre nul, route fone~ion f(z) don~ le T(r) satisfuit £ la 

condition 

lim T(r) --  oo 
(log r) ~ 
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poss~de une suite de cercles de remplissuge s'61oignant inddfiniment, et, par con- 

s6quent, des courbes de Julia, ce qui r6sulte d6j£ des truvaux de M. Ostrowski; 

mais en plus, ici, nous pr6cisons les 'valeurs, fonctions de T(r), des rayons des 

cereles de remplissage, ainsi que le nombre des z6ros de f ( z ) - - a  situ6s d~ns ces 

eercles. 

En ce qui coneerne les fonctions m6romorphes d'ordre fini, les propri6t6s 

obtenues sont 6galement tr~s pr6cises: la valeur minima du rayon d'un cercle de 

remplissage, valeur donn6e en fonction de T(r), est exacte '£ uu facteur num~ri- 

que pros, eomme le montre l'exemple des fonctions elliptiques; il en est de m~me 

de l'expresslon du nombre des z6ros de f ( z ) -  a situ6s duns u n  cercle de rein- 

plissage de rayon arbitraire (et, naturellement, sup6rieure £ sa valeur minima). 

Des propri6t6s analogues sont obtenues pour les fonetions m6romorphes 

d'ordre infini. 

Enfin, je termine lu premiere partie de ee m6moire en r6solvant une ques- 

tion posse par M. V~liron: les valeurs minima des rayons des cercles de rein= 

plissage sont diff6rentes duns le c~s des fonctions m6romorphes et duns le cas des 

fonctions enti~res; je montre que lu valeur trouv~e par M. V~liron d~ns ee 

dernier cas s'6tend £ une fonct ion mgromorphe poss6d~nt, d~ns une cert~ine 

couronne circuluire, une valeur ezceptionelle au sens large du mot; l'6noncd ob- 

tenu est particuli~rement simple lorsque la fonction est d'ordre finl ou infini. 

Lu deuxi~me partie est consacr6e ~ l'dtude des fonctions enti&res d'ordre fini. 

Duns le chapitre I I I  j '6tudie l'extension angulaire des domaines off une 

fonction enti~re (d'ordre fini ou non) est sup6rieure en module ~ une certaine 

quantit6. J'~pplique bri~vement "~ l'6tude des fonctions enti~res, d'ordre compris 

entre I e t  I, en montrant qu'un th6or~me de IVI. Wiman, relatif aux fonctions 
2 

enti~res d'ordre inf6rieur h. I (et que l'on retrouve d'ailleurs ici), s'6tend £ cer- 
2 

taines de ces fonctions. 

D~ns le chapitre IV j'6tudie, en utilisant les r~sultats du chupitre ] I I ,  la 

distribution angulaire des cercles de remplissage des fonctions enti~res d'ordre 

I 
fini ¢) sup~rieur "~- ;  je montre que, duns certaines couronnes circulaires, il 

2 

existe au moins deux de ces cercles, tels que les arguments de leurs centres diff6- 

7~ 7g 
rent au moins d'une qu~n~it6 voisine de ~, ou de 2 z . . . .  , suivant les cus. Les 

dnonc~s sont plus pr6cis lorsqu'il s'agit d'une fonction ~ croissance tr~s r6guli~,re. 
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Dans le chapitre V, j'6tudie plus particuli~rement une classe de fonetions 

prises parmi les fonetions entibres d'ordre fini @ sup6rieur ~ un, ne poss6dant 

que deux demi-droites de Borel. Font partie de eette elasse routes les fonctions 

enti~res d'ordre fini @ sup6rieur ~ un ne poss6dant que deux demi-droites de 

Julia. M. Yaliron avait d6j~ 6tendu aux fonetions de cette classe des propri6t6s 

que j'avais ddmontr6es pour les fonctions ~ deux demi-droites de Julia. J e  re- 

prends cette 6tude, et montre en partieulier que l'exposant de convergence des 

z6ros de f ( z ) - - a  ayant pour argument limite l 'un queleonque des arguments des 

 em, ro,,e  (oe   i  reoce 
% /  

est 6gale ~ @ quel que soit a; tandis que l'exposant de convergence d'une autre 

suite infinie quelconque des zdros de f ( z ) - - a  ayant un argument limite diff6rent, 

es t  infdrieur ~ @ quel que soit a. 

J 'gtudie en outre les propri6t6s de la fonction f ( z )  dans les deux angles d6- 

termings par les deux demi-droites de Borel. 

Les principaux r6sultats de ce m6moire ont 6t6 r6sum6s: dans 3 notes aux 

Comptes-Rendus en ce qui concerne rues recherehes personnelles (19 d6e. 1927, 

23 janv. et 2 avril i928), et dans une note aux Compte-Rendus (30 avril 1928 ) 

r6sumant les rdsultats dus ~ M. Valiron. 

P R E M I E R E  P A R T I E .  

F o n c t i o n s  m @ r o m o r p h e s .  

I. Notations employees. - -  Soit g (x) une fonction m6romorphe dans le voi- 

sinage du point x ~ o. Nous emploierons les notations suivantes: 

n (r, a) ddsigne le hombre des zdros de g (x) -- a situ6s darts le cercle ]x] = r. 

/ N (~-, a) = [n (t, a) --  n (o, a)] ~ + n (o, a) lo~ r. 
0 

Si g(o) est diff6rent de a (ee sera toujours le eas dans ee m~moire) n(o, a) 

est nul et l 'on a simplement: 
r 

N(r,  (,) = f n (t, a) --d t 
J t 
0 

2 , . 5 -  2822. Aeta  mathemat iea .  52. I m p f i m 6  le 17 sep tombre  1928. 
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2~ 

I r + I 

= - -  I I°g l j ( r  e~) - ~j~ u 
0 

(log A est 6gal ~ log A si A >  i et ~ z4ro si A--< I). 

2 n  

re(r, ~ ) ~  ~- loglg  (re i~l ldu.  
2 : n ~  

0 

T(r,a) = ~(r ,  ~ )  + re(r, ~).  

2. - -  Rappel d'iudgalit~s fondamentales. - -  C'est !Y[. R. l~evunlinna ~ qui u 

d6fini lu fonction curuct4ristique T(r,g)  e t a  donn~ les importuntes propridtds de 

cette fonction. Ruppelons ici lu premi&re in~gulit~ fondamentule:  

(~) r (r, a) = ~ (r, ~) + N (~-, ~) + h (r) 

u v e c  : + 

+ + 

c~ d~signe le premier coefficient non nul  du d~veloppement~ de lu fonct ion g (x)-- a 

en s6rie de Laurent .  Nous nous urrangerons toujours p o u r  que g(o) diff6re de 

a; et duns ce  eus: 
+ 

(2) Ih(r)l--< Iloglg ( o ) -  all + log2 + Xoga. 

Lu deuxi~me indgulit~ fondumentale  seru utilisde duns ce mdmoire sous diff~rentes 

formes; su forme hubituelle est lu suivuni~e: 

(3) T(r ,g)  < N(r ,a )  + N(r ,b)  + N(r ,e)  + S(r). 

En explicitunt les vuleurs de certuines constuntes ent rant  duns lu fonct ion 

S(r), M. Vuliron ~ u donn6 {~ cette fonct ion lu forme: 

+ + + I 

R est un hombre tluelconque compris entre r et 2 r, et l 'in6gulit6 (3) est valable 

d6s que T(r,  g) d6pusse les hombres suivants: 

1 R. Nevanlinna. Zur theorie der meromorphen Funktionen (Acta math. t. 46, 1925). 
G. ¥aliron. Sur la distribution des valeurs des fonctions m&'omo~whes (Acta math., t. 47). 
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e (g) 
+ 

log 

+ i 

- g (o)I 

a d6signe l 'une quelconque des trois quantit6s a, b, c; c (g) et ce (g) sont des eon- 

stantes d6pendant  uniquement  de la fonet ion m6romorphe g (x). Dans une gtude 

que nous allons bient6t commencer, nous utiliserons des expressions de ees deux 

eonstantes e (g) et e~ (g), lorsque les trois quantit6s a, b, c qui figurent dans l'in6- 

galit6 (3) sont o, I, ~ .  Nous utiliserons alors l'in6gMit6: 

(S) T (r, g) < 24 [N (r, o) + N (r, I ) + N ( r ,  ~)] + 36 log ~ - I  r 
I - -  - -  

R 

+ 

+ + I 
+ 12 log ]g (o) ] + log R ]g' (o)[ + C .  

C est une constante num6rique. La  forme pr6cise de cette in6galit6 r6sulte 

des calculs r6eents de M. Val i ronJ  

3. - -  Bappel d'un thdor~me fondamental de P. Boutroux. - -  Ce th6or~me est le 

suivant:  

.Etant donngs m points P1, P~ . . . .  . _P~ situds sur un segment de largeur un, 

et Q un point situd sur le mOme segment, l'inggalit&" 

(6) P~ Q.P~ Q. .-. P~ Q >  k"  

est vdrifi~e, saul  pour des points Q eompris dan.s des intervalles de largeur totale 

4ek .  2 

Bien entendu, nous choisirons cons~amment k de fagon que cette longeur 
• . p , . 

totale soit mferleure ?~ un, de sorte que l 'in6galit6 (6) sera v6rifide au moins pour 

une position du poin~ Q. 

a G. Valiron.  Recherches sur le thgor~me de M. Borel dans la thgorie des fonctions mdro- 
morphes, (Acta m a t h .  t. 52; p. 72 ) .  

P.  B ou t roux .  Sur quelques pro2rigtds des fonctions enti~res , th~se  (Acta m a t h .  I9O3). 
Le th~oreme de P. B o u t r o u x  fixe c o m m e  l o n g u e u r  to ta le  des  in te rva l l es  la q u a n t i t 6  ak ,  a e t a n t  Une 

c o n s t a n t e  n u m ~ r i q u e  sup~r ieure  ~ 4 e; r6cemment ,  M. Andr6  Bloch a ~nonc6 s a n s  d ~ m o n s t r a t i o n  un  

t h6o reme  p l u s  precis  que  le th~oreme de B o u t r o u x ;  pu i s  M. Henr i  Ca r t an  a precis6 ce dern ier  

~nonc6 d e  M. Andr6  Bloch darts u n  th~oreme  publ i4  d a n s  les Compte -Rendus  (t. I85, I928, p. 624). 
Nous  avons  pr is  c o m m e  l o n g u e u r  to ta le  des in te rva l l e s  cede  qu i  r6su l te  du  th~or~me de M. H. 
Car tan ,  dans  le b u t  de d i m i n u e r  cer ta ines  cons t an t e s  n u m 6 r i q u e s .  
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CHAPITRE I. 

Fonctions m@romorphes dans u n  eercle. 

4. Soit g(x) une fonction mdromorphe dans un certain voisinage de 

l'origine, et soit Q un point d'affixe Xo, en lequel la fonction est diffdrente de a. 

Si l'on ddsigne par P1, P,2 , . . .  P,~ les points intdrieurs au cercle de centre x o et 

de rayon R, en lesquels la fonction g (x) est dgale ~ a (chacun de ces points dtant 

pris avec son ordre de multiplicitY), on a: 

2~, m 

N(I x - ~01 = i~, a) = ~o~ ~ ~ . ~  Q i i; Pm Q 

On obtient une limite sup4rieure du deuxi~me membre de cette ~galit5 en 

alignant les points Q et P 1 , P 2 , . - .  P,, sur le m~me segment de largeur R, et, 

d'apr~s le th~or~me de Boutroux, il existe des points Q v~rifiant l'inggalitd: 

P 1 Q . . P 2 Q . . . P m Q >  I 

~'~ i ~o "~ 

R .  
dans tout intervalle de l a r g e u r - - .  

I O  

En retournant ~ des points P~,P~, . . . .  Pm disposes d'une fagon quelconque 

dans le cercle I x ] - - i  par exemple, chaque couronne circulaire de centre A et 

I 
d'dpaisseur - -  contient n6cessairement une circonf~rence de centre A en tout point 

I 2  

Q de laquelle on a l'in~galit~: 

P~ Q. P~ Q. .. P,,~ Q >  k "~ k=- ~ S  

de m~me, si on consid~re des cordes parall~les £ une direction fixe, sur tout inter- 

I 
valle de largeur ~ (comptde perpendiculairement £ la direction des cordes), il 

existe n~cessairement une corde sur laquelle l'in~galit~ pr~c~dente est v~rifi~e. 

Nous appellerons dans la suite corde ou cerele de Boutroux une corde ou un cercle 

sur lequel cette indgalitd est vgrifide. 

Ceci pos~, soient P1,P~, . .  P~ les zdros de la fonction m4romorphe g(x) 

dans le cercle [ x [ = ~ ; P~, P~ . . . .  P,~,, les zdros de g (x)-- ~ ; P~ , P~ . . . .  P;~,, les 

I 
z~ros de g ~ ,  dans le m~me cercle. 



Les cercles de remplissage des fonctions m4romorphes ou enti~res. 197 

Nous aurons des cordes et des cercles de Boutroux, relatifs ~ la fois aux 

I 
z4ros de g (x), g (x) - - I ,  g - ~ ,  dans tout  intervalle lin4aire (eordes parallgles £ u n e  

direction fixe) ou eireulaire (eereles int4rieurs £ une eouronne eireulaire et eon- 

I 
eentriques) de l a rgeu r  _Iio si nous prenons 36o pour valeur de k. Fixons de suite 

la position de la eorde et du eerele de Boutroux ehoisis  pour la fonetion: 

I 
La  distance du point 0 £ la eorde est inf4rieure g - -  • 

20 

Le eerele, appel4 (17), a son centre en 0 ' ,  projection du  point  0 sur la eorde 

pr4e4dente. Son rayon est eompris entre I e t  _I + r ,  de sorte que la distance 
9 9 Io 

I23 . 
de ses points an cercle [x I =  I e s t  sup4rieure £ I8o 

Nous d4signons par A et B les points d ' interseetion du eerele et de la eorde 

de Boutroux. 

Soit x0 un point queleonque de la eorde A B e t  du cerele (F). D'aprgs 

l'in4gMit4 de Boutroux, on a: 

N ( I x - x 0 1  = R, .) < 6~ (Ix[ : i,a). 

a d4signe l 'une des quantit4s o, I, ~ ; R e s t  le rayon du cercle de centre x 0 t angent  

• u cercle Ix[ = I. 

p I 
Supposons les nombres m, m ,  m" des z4ros de g (x), g (x) - -  i, g ~  situ4s darts 

le cercle [x[ = I, inf4rieurs £ n. D'aprSs ce qui pr4c8de, on a: 

N(I ~ - x o l  = R , o ) +  N ( l ~ - x o l - -  R, ~) + ~ V ( I x - x o l =  R, ~) < i8~ 

et par suite, d'aprSs 1 megah te  (5), la fonction caract4ristique v4rifie l m e g a h t e :  

(/) I221~ ) + + I 
T [ X - - X 0 [ =  I2-~ ' ' q  < 4 3 2 n +  I2 l o g  ]g(x0)[  + 4 log [~,(xo)] + C. 

Proposons-nous de rechercher une limite supdrieure du nombre des z4ros de 

g ( x ) - - a  dans un certain cercle concentrique au cercle I x ] - = i .  La  fonction .q(x) 

ne prend pas plus de n fois, dans le cercle I x l =  I, ehacune des valeurs o, I, ~ .  

I1 e n e s t  de mSme des cinq fonctions m4romorphes que l 'on d4duit  de g(x) par 

les t ransformat ions  homographiques bien connues. Remarquons en passant  que 
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ees transformations 1Mssent invariantes les distances sph~riques de deux vMeurs 

quelconques d e g (x). Quitte ~ effectuer l 'une de ces transformations, nous pour- 

rons done supposer que l'on a: 

I <_ Ig(0')l -< 2 
2 

[ a [ < I  

L'in6galit6 (7) n'est appliquable que si g'(Xo) n'est pas petit; il est done 

n6eessMre, dans cette &ude, de distinguer deux eas. 

Premie r  cas. - -  E n  un  point  Xo de la corde A B  ou du cercle (F), on a." 

low I g' (Xo) l > - - .  

Nous choisirons pour x o le premier point satisfMsant £ l'in~galit4 pr~c6dente, 

rencontr~ en cheminant ~ partir du point O' de sorte que g (x0) est infdrieur b~ 

3 des que n es~ supdrieur ou ~gal £ 3, et par suite, d'aprgs l'in~galit6 (7): 

( 122R ) 
T I x - - X o [ = i 2  3 ,g < 4 3 6 n + C  '. 

C' &ant une eonstante numdrique. 

Appliquons maintenant la premiere in~galitg fondamentMe de 3I. R. Nevan- 

limm, rappelge au n ° 2: 

;v 1X-~o1=~23 ' / + m  1 ~ - ~ o 1 - ~ 2 3  ~23 

Or: 

I i~2 ) + h  X - - X o [ = i 2 3 R  • 

I(, I22 )1 h X'Xo[-~ I23 -< Iloglg(Xo)-~ll + log 2 + log ~, 

et eomme le module de a est inf~rieur ~ u n ,  on en dgduit: 

I22R ) C"+  + I lV I x - x 0 1 = 1 2 3  ,a < 4 3 6 - +  lOgl,q(.%)_al" 

qu'il 

Le eerele ]x--x0] = I22 R. 63 eontient done un nombre de z~ros de g ( x ) - - a  
I23 I22 

est facile de 4dduire de la limitation pr~c~dente de N, d'apr~s l'expression 



A l'intdrieur 

inJ~rieur & 
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de N ( r , a )  en f o n e t i o n  de n(r,a);  d'ail leurs ee eerele eont ien t  ~ so n  int6rieur  le 

I 
eerele Ix] ==- - .  Nous  pouvons 6noneer  le r6sulta~ suivant:  

20  

de la circonfdrence = ± l~ ~o~b,'e d ~  ~ro~ de g ( x ) - - a  est 
20  ~ 

+ I 
6 6 o n +  C + 2  log iA_a  I 

C est une  constante  num6rique;  A est un hombre eomplexe fixe. 

Deuxi~me cas. - -  En  tout point du cercle (r)  et de la corde A B ,  0 n a." 

log IW 

et par  suite: 

Ig (x)l< 3 
(On suppose n >  3). 

D6signons par x~ l 'affixe du centre 0 '  du eerele (F). Duns ee cerele on a: 

lv(Ix-x l, 

et sur la eireonf6renee (F), la fonet ion:  

2 ~  

I ; + 
m ( [x - -x~ [ ,~ )  - -  ~ log [g(lx--x.2[ei~)ldu 

d 
0 

est born6e, puisque le module  de g(x) sur ce cercle est inf6rieur  ~ 3. 

I1 en r6sulte qu'£ l ' in t6r ieur  du cercle (F), on a l 'in~galit6: 

T ([x--x2[, g) < 6 n + 2. 

L a  premiere  in6gMitg de ~¢L t~. Nevanlinna,  utilis6e comme plus haut ,  four- 

ni t  une limite sup@rieure du nombre  des z6ros de g ( x ) - - a  duns un  cercle con- 

centr ique £ (F) et de rayon  moindre.  On choisit  ce rayon de mani~re que ce 

dernier  cercle cont ienne ~ son in t6r ieur  le cercle Ix I -~- I et on obt ient  ais6ment, 
20  ~ 

commme l imitat ion sup6rieure du hombre  des z6ros de g(x ) - -a  darts ce cercle: 

+ I 
C + I i  l O g ] A _ a  [ + 6 6 n .  
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En rdsumg, darts les deux cas, le nombre des zdros de g ( x ) - - a  intdrieurs au 

cercle I x l ~  I est infdrieur 
2O 

+ I 
660 n + c + i log 

A dtant  un  hombre complexe fixe, et C une constante numdrique. 

Rappelons que nous avons choisi, entre 6 fonctions,  la fonction g ( x ) d e  

fagon que a soit inf~rieur en module £ un (A peut 8tre dgalement supposd limitd 

en module, par deux par exemple). Revenons ma in tenan t  ~ r u n e  des 5 fonctions 

d~duites de g(x)" par l 'une des trar~sformations homographiques bien connues 

laissant invariantes les quantitds o, I, ~ .  I1 suffira, darts la l imitat ion pr~c~dente, 

de remplacer IA - -a l  par son dquivalent aprSs la t ransformation,  ' " " c est-a-dare, ~ un 

facteur prSs (compris entre deux constantes numdriques), la distance sphdrique des 

deux va.leurs transformdes de a et A, d'ofi le th~orSme suivant:  

5. Soit g(x) une fonction m~romorphe dans le cercle Ixl : I, et ne prenant 

loas 191us de n lo is  chacune des valeurs o, I, 0¢. D~s que n d@asse une certaine con- 

stante numdrique, le hombre 

cercle [ x [ : ~ est inJ~rieur (~ 
2 0  

des racines de l'dquation g ( x ) - - a = o  int~rieures au 

+ I 
6 6 5 n + I I  log~/, 

d ddsignant la distance sphdrique de a ~ une certaine valeur exceptiouuellepossible A. 

L'exemple de la fonct ion g (x) ~ 3 + x,, p grant un  entler positif, montre que 

cette valeur exceptionnelle A peut exister (Ici A ~ 3 ;  n----o). 

6. Passons main tenan t  £ l 'dtude d 'une fonction mdromorphe f ( x )  ne prenant  

pas plus de n fois trois valeurs a, ~, 7 dont  les distances sph~riques prises deux 

deux sont supdrieures £ 6. La  t ransformation:  

(8) .q (x) ' f  (x) -- ~ 7 -- a 
= . f ( x )  ~ : 7 - - f l  

fair eorrespondre, £ une telle fone t ion ,  une fonet ion g (x) du type ~tudi6 au n°4 . 

L 'applicat ion du th~orgme du n°5 n~cessite une 6rude sommaire des corres- 

pondances entre les distances sph~riques dans la t ransformat ion  (8). 

Les t ransformations ~lgmentaires: 
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I 
- ) ;  F = f -  a; F- -  k f; 

off le module de a est inf&ieur g u n ,  et off k est un nombre positif eompris entre 

I 
et 3, multiplient la distance sph6rique de deux valeurs queleonques de f par 

3 
une quantit6 comprise entre deux eonstantes num6riques positives. On. pent ef- 

feetuer sur f (x)  une eombinaison de ees transformations de manigre g annuler 

l'une des trois quantit4s a, fl, 7 et g prendre les deux autres inf&ieures en module 

g an. II est loisible de ehoisir la quantit6 halle (soit, par exemple, a) de fagon 

que l'on air: 

Iz- l--181. 

Le module de fl est ainsi sup6rieur g k~, k &ant une constante num6rique. La 

transformation: F = f  permet de passer de a = o , ~ , 7 ,  aux trois quantit6s 
@ 

a' --  o, fl' = I,. et 7', cette derni&re quantit6 vgrifiant les in6galit6s: 17'] -> I, et 

I r ' - I I >  I. 
Cette transformation multiplie les distances sph&iques de deux valeurs 

queleonques de f par une quantit6 qui est sup&ieure g k' ~, k' d&ignant une 

constante num&ique. 

Enfin, une combinaison des premi&res transformations 616mentaires permet 

de passer des trois quantit6s a', fl', 7' aux trois quuntit6s : a" --  ~ ,  fl" ~ I, 7" = o. 

L'ensemble de routes ces transformations multiplie la distance sph&ique de 

deux valeurs queleonques de f par une quantit6 supdrieure £ k 6, k ddsignant 

une constante num6rique. 

7. Revenons g la fonction g (x). Celle-ei ne prend pas plus de n fois les 

valeurs o, I, oo. D'apr&s le th6or&me du n°5,  le hombre des z6ros de g (x) - -a ' ,  

I 
int6rieur au cercle I x ] =  2o' est inf6rieur g 

I 
665 n + I I log d ~ ,  

d' d6signant la distance sph&ique de a' g une certaine valeur exceptionnelle 

possible A'. Les valeurs a' et A' de g (x) correspondent aux valeurs a e t  A de 

f(x), dont la distance sph6rique d satisfait, d'apr~s l '&ude du n ° 6, g l'in6galit6: 
2 6  --- 2822. Acta mathematlca.  52. I m p r i m 6  l e  17 s e p t e m b r e  1928. 
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d 
! 

d < - -  
k~  

d'ofi le ~h6or~me suivunt: 

I. Soit g(x) une fonction m~romor10he dans le eercle ]x  I---- I,  et n'y 10renant 

pas 101us de n lois trois valeurs a, fl, 7 dont les distances s10hdriques sont su10drieures 

~. D~s que n d~passe une constante numdrique, le hombre des zdros de f ( x ) - - a  

intdrieurs au cercle [x]  ~ I est infdrieur ~." 
2 0  

I I 
67on + I I log ~ + I I log ~-, 

d d~signant la distance sphdrique de a ~ une certaine valeur exceptionnelle pos- 

sible A. 

8. Ce th6or~me admet  imm6diatement  le corolluire snivant:  

Coro l la i re .  Soit f(x) une fonction mdromor10he duns un cerele (C). Si dans 

le cercle concentrique ~ (C) et de rayon 2o fois moindre, la fonction f(x)10rend101us 

de n fois deux valeurs de distance s10Mrique su10~rieure ~ e -n, cette fonctio'n 10rend, 

n saul  10eut-~tre duns le cercle (C), toute valeur, un hombre de lois su10drieur ~ 7oo' 

des valeurs dont les re10rdsentations s10Mriques sont incluses dans deux 10etits cercles 

de rayon e-n. 1 

Ce corolluire nous sera utile dans la suite. C'est  en somme une applica- 

t ion purticuli~re du th6or~me I, duns lequel on fair: d = e-'~. ~ 

9. Soit  f ( z )  une fonct ion m6romorphe darts une certaine r6gion du plan, 

con tenant  £ son inter ieur  un  domuine (D) duns lequel elle prend N fois au moins 

route valeur  a dont  la repr6sentut ion sph6rique est int6rieure ~ un  cercle de 

rayon  fini; pour  fixer les id6es, nous supposerons par  exemple que a d6signe une 

vuleur quelconque prise parmi  les valeurs de modules  inf~rieurs £ I 
2 

Par tageons  le domaine D e n  10 domaines part iels  D 1 , D ~ , . . .  Dp, e~ construi- 

Au l ieu de p rendre  u n  cercle concen t r ique  ~ (C) e t  de rayon  20 fois moindre ,  on p e u t  

p rendre  u n  cercle don t  le r ayon  es t  6gal au  p r o d u i t  de ( I - - e )  pa r  le rayon  du  cercle (C). C 'es t  
ce qu ' a  fa i t  M. Val i ron  (Compte-Rendus ,  2 avri l  I928, p. 935) pa r  r ep r6sen t a t i on  conforme.  

C 'es t  la  va l eu r  que  j ' ava i s  pr ise  pour  d. J ' o b t e n a i s  des  rd su l t a t s  iden t iques ,  d~ns la  plu-  

pa r t  des  cas, ~ c e u x  que  n o u s  a l lons  ob ten i r  a v e c l a  m6 thode  de M. Valiron,  qui  m o n t r e  l ' impor-  
I 

t ance  de la conse rva t ion  du  t e rme  II  log ~ f igu ran t  dans  le t h6oreme  I. Ce rdsu l t a t  de M. Vali- 

ron, que  n o u s  a l lons  ddvelopper  ici, es t  r~sumd duns  u n e  no te  des  Compte -Rendus  (3 ° avr i l  1928). 
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sons les cercles (C~), (C~),. . .  (Cp) concen~riques aux plus petits cercles contenant 

les domaines partiels, et de rayons 20 lois plus grands. Supposons que dans 

chacun de ces cercles le hombre des z6ros de f ( z ) - - a  soit inf6rieur £ n, pour trois 

valeurs a dont les distances sph6riques, prises deux ~ deux, son~ sup~.rieures £ d. 

I1 r6sulte du ~h6or~me I que dans un domaine partiel (Di) quelconque, le 

hombre des z6ros de f ( z ) . - a  est inf6rieur ~t: 

I + I 
57on + ~ I log ~ + I I log[a__A~[. 

Ai d6signe une certaine valeur exceptionnelle possible, pouvant d'ailleurs varier 

avee le domaine (Di) choisi. 

Le nombre total des z6ros de f ( z ) - - a  dans l'ensemble des domaines (Di), 

c'est-£-dire dans le domaine (D), est donc inf6xieur £: 

+ I l 
67onp • I I p l o g ~  + I I  log I -AI] 

M. Valiron ~ a eu l'id6e d'appliquer une seeonde fois le thdorSme de P. 

Boutroux sous 1~ forme suivante: puisque nous pouvons prendre pour a une 

 oe oon oo  ene 

I I --A I 
i 2  p • 

I1 existe d'apr~s le th~or~me de Boutroux, de telles wleurs a (et m~me 

une infinit6). Pour ces valeurs, le hombre des z6ros de f ( z ) - - a  situ6s clans le 

domaine D est inf6rieur £: 

I 
67onp ~- I I p  log~- + 3 3 P .  

I1 y a contradiction avec l'hypo~h~se si l'on prend d ~ e - n e t  700 np-~-N.  

D'ofi le th6or~me suivant, d'6nonc6 un peu plus g6n6ral: 

II .  Soil J (z) une fonction m6romo~The dans une certaine r~gion du plan, eon- 

tenant ~ son intdrieur un domaine (D) dans lequel elle prend plus de N lois route 

I 
valeur dont la reprgsentation sphdrique est incluse dans un cerde de rayon - .  On 

2 

V o i r  s~ n o t e  d e s  C o m p t e - R e n d u s ,  c i t 6 e  d a n s  l a  n o t e  p r d c d d e n t e .  
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29artage le domaine (D) en 29 dOmaines 29a~tiels et on construit les cercles (C~), (C2),... 

(G~,) conce~triques aux cercles contenant les domaines 29artiels, et de rayous 20 fois 

plus grands, l Ceci 29osd, il existe n6cessaireme~t un cercle (Ci) ~t l'int6rieur duquel 

N 
la fonetion m6romor29he f(z)  29re~d 291us de - -  lois toute valeur, saul 29eut-~tre des 

70029 

valeurs dont les re29rdsentations s29h6riques sont incluses duns deux 29etits cercles de 

rayons e 7oop. 

Ce th6or~me est applicable d~s que - -  

m4rique. 

N 

7oo29 
d~passe une certaine constante  nu- 

II  est encore vrui si la fonct ion f (z)  prend, dans le domaine (D), plus de 

_N fois route  valeur dont  la reprgsenta t ion sph6rique est incluse duns un  cercle 

de rayon  r au lieu de I - ;  mais £ condit ion que ~ ne soit pas t rop grand par  rap- 
2 r 

port  ~ ~ -  (la valeur de I est limit~e par  une fonct ion de ~ t endan t  vers 
70029 r 7oop 

N • • , ,  

l ' infini avec 7ooP'  la forme exucte de cette fonct ion  se d6duit  a~sement de l'ap- 

plicat ion du th~or~me, de Bout roux  ~ ce cas un  peu plus g~n6ral). 

C H A P I T R E  II .  

Fonctions m~romorphes dans le plan. 

IO. Nous allons passer main tenun t  ~ l '6tude des fonct ions m6romorphes 

duns tou t  le plan. Les rdsultuts que nous ullons obtenir  sont aussi valables pour  

des fonct ions m~romorphes ~ I 'ext6rieur d 'un  cercle, et, par  suite, sont  applicables 

£ l 'dtude d 'une fonet ion analyt ique uux environs d 'un  point  singulier essentiel isol4. 

I I .  Soit f (z )  une fonct ion m6romorphe duns tou t  le plan, et dont  lu fone- 

t ion curact6r is t ique est d~sign~e par  T(r).  Nous  appliquerons le th6or~me I I  

cette fonetion,  en ehoisissant pour  domaine (D) lu eouronne circuluire (C)d4finie 

par  les in~galit4s: 

1 Ces cercles doivent ~tre, bien entendu, int4rieurs ~ la r6gion duns laquelle la fonction f(z) 
est m4romorphe. 
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I 
Quitte £ rempl~cer f(z) par f ~ ,  et ~ d6placer l 'origine, nous supposerons: 

I f ( o ) [ - <  I 

I f ( o ) ]  ~ oo 

Pour  d6terminer une limite inf6rieure N du nombre des z6ros de f ( z ) - - a  

situ6s dans la couronne circulaire (C), et caract6riser les valeurs de a pour les- 

quelles cette limite est wluble,  nous utiliserons les deux in6galit@s fondumentules 

de lVI. 1~. }{evanlinna. 

I2. Commengons par l '6tude des fonctions m6romorphes d 'ordre nul  ou 

d'ordre fini. La  fonct ion camct6rist ique v6rifie alors l 'in6galit6: 

log T(R) < k log R ,  

k 6rant une constante positive. 

I1 r6sulte ~lors des in6galitds (3) et (4) qn'il  existe ndcessairement une cer- 

taine valeur ao, dont  1~ distance ~ f (o )  es~ comprise entre 3 et 2, et telle que 
2 

pour routes les valeurs de a sat isfaisant  ~ l ' in6galit6: 

on a l 'in6galit6: 

gt - -  g o [  ~ I 

I T(r). iv (~-, ~) > 4 

,En effet, s'il n 'existai t  pus de telle valeur no, on pourrai t  t rouver  trois 

valeurs a, b, c met tunt  en d6faut  l ' in6galit6 fondamentale  (3). 

D'uilleurs, pour de telles valeurs a, d'aprSs les in6galit6s (I) et (2), on u: 

N(,-, ~) < T (r) + c 

C dSsignant une constante ubsolue. 

Passons de la fonction N(r ,  a) £ la fonction n (r, a): 

k r  

0 

> ~z (r, a) log k 
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et: 

N(R,  .) = N(,-, a) + 
R 

r 

D'apr~s ces deux in6galit6s, le nombre des z6ros de f ( z ) - - a  situ6s dans la 

couronne (C) est sup6rieur £: 

N ( R , a ) - - N ( r , a )  N(kr ,  a) 
R log k 

log - 
r 

D'ofi la proposition suivante: 

I I I .  Soit f (z )  une fonction m&'omorphe d'ordre nul ou fini, ~ fonction carac- 

tdristique T(r). Dans la couronne circulaire ( C) d~finie par les indgalitds." 

r < ] z ] < R  

le hombre des zdros de f ( z ) -  a est sup~rieur 5." 

T(~) 

15 log R 
r 

pour toutes les valeurs de a dont les representations sphdriques sont incluses dans un 

cercle de rayon [ et ceci dos que T(R)  ddpasse les trois quantitds suivantes." 

(9) I 
c(f) 

i2 r ( r )  

r (k,-) 
1 2 log k 

log _R. 
r 

c( f )  es~ 

k est un nombre positif quelconque compris entre I e t  _R. 

exemple, prendre kr-----lfRrr et remplacer les deux derni~res 

quantit~ unique: 24 T ( V R r ) .  

des 

une constante d6pendant uniquement de la fonction m~romorphe f(z) ;  

On pourra, par, 

quantit6s p a r l a  

13. La proposition pr6c6dente nous fixe une limite inf6rieure du nombre 

z6ros de f ( z ) - - a  dans la couronne circulaire (C). Op6rons maintenan~ le 
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partage de cette couronne en p domaines par~iels, par q demi-droi~es issues de o, 

2 7 ~  
faisant entre elles des angles 6gaux g - - ,  et par des cercles de centre o, rela- 

q 

tivemen~ 6quidistants, de fagon g constituer p quadrilatbres curvilignes semblables 

au quadril~t~re curviligne d6fini par les in6galit6s: 

2 ~  
< k l  < t + 

q 

- - - < A r g  z <  + - - -  
q q 

Le nombre p est alors 6gal g 

q log g 
r 

L'application du th6or~me I I  fournit le th6or~me suivant: 

IV. Soit f ( z )  une fonction m&omorphe d'ordre nul ou fini ~ fonction carac- 

t&istique T(r). Dans la eouronne cireulaire (C) ddfinie par les in~galit&: 

r<l*l<2~ 

8e  

i o o  r i  

q 

trouve un point, de module ri, centre d'un cercle de remplissage (C~), de rayon 

- - ,  ~ l'int&ieur duquel la fonetion f (z )  prend plus de 

n 1 ~ _ _  
T (R) 

9°°q ~ (log R) ~ 

lois route valeur, s a u l  peut-~tre des valeurs dont les repr&entations sph&iques sont 

incluses dans deux petits cercles de rayon e-% 

Les conditions d'application de ce th&rOme sont les suivantes: 

I °. nl et q doivent d~passer des constantes num&iques (et par suite, nl et q 

sont aussi limit& sup&ieurement par des fonetions de T(r)). 

2 °. T(R)  dolt Otre sup&ieur aux troi:9 quantit& (9). 

I4. L'application de ce th6or~me aux fonctions m6romorphes d'ordre nul 

conduit imm6diatement au th6or~me suivant: 
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V. La fonction m&'omo~The f (z )  d'ordre nul poss~de des cercles de remplissage 

vus de l'origine sous des angles tendant vers z&'o lorsque les distances ~ l'origine des 

centres de ces eercles tendent vers l'infini, lorsque la fonetion earaet&'istique T (r) 

saris fair ~ la condition: 

lim T (R)  _ ~ .  
(log R) ~ 

Dans une suite quelconque de cercles de remplissage s 'dloignant ind~- 

finiment, la fonct ion  f ( z )  prend une infinitd de fois route valeur, sauf deux 

au plus, et route courbe passant  par  les centres  de ces cercles est une courbe 

de Julia.  

Le thSor~me V e s t  aussi une cons6quence de r6sultats antdrieurs dus & ~¢[. 

Ostrowski. 1 M. Ostrowski a d6termin6 les fonct ions  m6romorphes  exceptionnelles 

J ,  c'cst-£-dire les fonct ions ne poss6dant pas de courbe de Julia.  11 a montr6  que 

la fonct ion caract6r is t ique T(r)  d 'une telle fonct ion  m 6 r o m o r p h e  v6rifie l 'dgalit~: 

- -  T(R) 
lim (log R)" -- A.  

A est une constante  positive ou nulle: il a donn6 des exemples de ces fonctions,  

pour  lesquelles A a une valeur  donn6e £ l 'avance (On peut  prendre  une fonct ion  

mgromorphe ~ l 'ext4r ieur  d 'un  cercle, et invar ian te  par  la subst i tut ion (r, sr)). 

15. Le th6or~me IV s'app[ique ~ routes les fonct ions m6romorphes  d 'ordre  

nul  v6rifiant l ' in~galit6: 

T (R) 
lira (log R) ~ > o 

(sans l'6galit6). 

Dans Ie cas de fonct ions mdromorphes  pour  lesquelles: 

- -  T ( R )  
lira (log R) ~ -~ oo, 

il fournit ,  en outre  du th6or~me V, des renseignements  quant i ta t i fs  intdressants sur 

la valeur  minima du rayon  d 'un  cercle de remplissage, et sur le hombre  des 

racines des 6quations f ( z ) - - a : o ,  int6rieures aux cercles de remplissage. 

1 A. Ostrowski. •ber 2"olgen analylischer Functionen... (Math. Zeitschrift, Bd 24, I925, p. 24I ). 



Les eercles de remplissage des fonetions m4romorphes ou enti~res. 209 

I6. Duns le eas des fonet ions  m6romorphes  d 'ordre  nul, l '@aisseur  relat ive 

de la couronne eireulaire (C), darts laquelle se t rouve le cercle de remplissage (G), 

peut  tendre  vers l ' infini avee r. Dans  le eas d 'une fonet ion m~romorphe d 'ordre  

fini Q, on peut  gtablir  ais6ment, eomme t ' a  fair  M. Valiron, l 'existence d 'une suite 

de eouronnes  eireulaires (C) d '@Msseur  relat ive time. 

En  effetl en ehoisissant R = k  2 rl d'aprSs la deuxi8me condi t ion d 'appl ieat ion 

du thdor~me IV, T(k~r)  doit  8tre supdrieur g 'b ( f )  et g 24 T(kr). 
On ne peut  avoir eons tamment :  

: , '  < 
sans avoir:  

log 24 

T (B) < A.  R ~og ~ 

A &ant  une eonstante.  I1 suffit de prendre  la eonstante  k suff isamment grande  

log 24 soit infdrieur g l '0rdre  Q de la fonet ion f ( z ) ,  pour  en t ra lner  la pour  que log k 

contradict ion.  

N o u s  ddterminerons la eouronne circulaire (C) pa r les indgali t&: 

6 

et d 'apr8s ee qui prdeSde, nous pourrons  ehoisir  une suite de valeurs de rn t endan t  

vers l'infini, pour  lesquelies: 

lim log T(r,~) - -  ~). 
n = .  log r , ,  

L 'appl ieat ion du thdorbme IV fourn i t  alors le th~orbme suivant:  

VI. Soit f ( z )  une fonetion m&omorlghe d'ordre f ini  e, ?t fonetio~ caraet&istique 

T(r).  J~,tant donn~ un hombre q, il existe une suite rl, r~ , . . ,  r~ , , . . ,  de valeurs de 

r tendant vers l'infini, et pour lesquellesi" 

loz 1'(r,,) 
lira - -  # 
n = ~ log ~'n 

telles que sur ehaque eercle de centre o et de rayon r,,., se trouve un point, centre 

d'un cercle de remplissage Cn (q), de rayon q ,  it l ' int&ieur duquel le hombre des 

zdros de f ( z ) - - a  est sup&'ieur 
27--2822. Acta  mathematiea.  52.  I m p r i m 6  lo 17 s e p t e m b r o  1928. 
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A T(r,,) 

saul  peut-~tre pour des valeurs de a dont les representations sphdriques sont incluses 

dans deux petits cercles de rayons e -n`. 

A est une constante d6pendant uniquement de la fonction f (z) .  

17. La limite inf6rieure n I du nombre des z6ros de f ( z ) - - a  contenus duns 

le cercle de remplissage C,, (q) est d'une pr6cision £ peu pros d6finitive, comme 

le montre l'exemple des fonctions elliptiques: pour de relies fonctions, en effet, 

le nombre des z6ros de f ( z ) - - a  contenus darts tout cercle dont le centre est situ6 

la distance r de rorigine, et dont le rayon a pour valeur r q, est inf6rieur ~: 

B T(r), 

B d6signant une constante d6pendant uniquement de la fonction elliptique en- 

visag6e. 

On peut dire qu'6tant donn6 un cercle de remplissage, la limite inf6rieure 

du nombre des z6ros de f ( z ) - - a  situ6s dans ce cercle, d6termin6e par le th6or~me 

VI, est vraie ~ un facteur constant pr~s. Ces r6suRats sont en progr~s notable 

sur les r6sultats analogues, dus £ M. Valiron 1, et dans lesquels la limite inf6rieure 

du nombre des z6ros de f ( z ) - - a  situ6s dans le cercle de remplissage est de la forme: 

A ~(rn) 
q~ log T(r~) 

18. L%nonc6 du th6or~me VI se pr6cise dans le cas de fonctions m6ro- 

morphes ~ croissance tr~s r6guli~re, c'est-£-dire de fonctions pour lesquelles on a 

l'in6galit6: 

hi r~ < T (r) < h~ rQ, 

hi et h~ sont des constantes positives. Pour de telles fonctions, le rapport de 

deux rn cons6cutifs est born6, et d6pend du rapport h~:hl; comme couronne 

circulaire (C), on peut en effet prendre route couronne d6finie par les in6galites: 

i G. Valiron. Recherches sur le thdor~me de M. Borel dans la thdorie des fonctions mdro- 
morphes (&cta math., t. 52, 1928, p. 67). 
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2 

Nous avons obtenu le ~h6orgme 7 I  en ~Ionnan~, duns l 'appl ieut ion du 

IV, une valeur  invariable ~ la eonst~unte q. On peu~ aussi appl iquer  

ee ~hgor~me en eonsidgrant  q eomme fonet ion du rang  n du eerele de remplissuge 

C~; q pourra  ainsi tendre  vers l ' infini avee n, pus ~rop rapidement~, eependant ;  

pour  que la premigre condit ion 6nonege dans le thgorgme IV ne eesse d'gtre 

v~rifi~e. Ce ehoix de q permet~ d 'ob ten i r  des eereles de remplissage vus de 

i 'or igine sous des angles t~endant~ vers z6ro lorsque les dist~unees de leurs centares 

~ l 'or igine ~enden~ vers l'infini. 

1l e s t  possible, par exemple, de fixer pour valeur de q(n) une fonction de n 

tendaut vers l'infini avec n, d'une fa~ou suffisamment lente pour que le ~wmbre des 

zdros de f ( z ) - - a  situds duns le cercle de remplissage C~ soit supdrieur ~." 

~-~ (~) 
r~ 

I 
e(n) ~tant u~e fonction tendant vers z~ro avec - ,  et ceci, pour route valeur de a, sauf  

n 

peut-Otre pour des valeurs dont les representations ~phdriques sont incluses duns deux 

I 
petits cercles dont les rayons tendent vers z&'o avec - • 

n 

On peut  aisdment pr~ciser lu vuleur de e (n) en fonct ion de T (r~) et de q (n). 

Sous su forme impr6cis~e, l 'dnonc~ pr6cddent est ident ique ~ celui qui a dr6 obtenu 

par  /~I. Vuliron, duns son mdmoire d~j~ citd, et qui a condui t  imm6diutement  cet 

au teur  £ lu ddmonstra t ion de 1'existence de courbes de Borel. En effet, dams une 

suite de cercles de remplissage s¥loignant, inddfiniment, et satisfaisant ~ l'dnoncd 

prdcddent, l'exposant de Convergence de la suite des z&'os de f ( z ) - - a  est dgal ~ Q, 

saul  pour deux valeurs au plus de a. 

Lu courbe, se dgduisant  par  ro ta t ion  d 'une courbe fixe, et dont  la posit ion 

est ddfinie par  une des valeurs limites des arguments  curvilignes des centres d 'une 

suite de ces cercles de remplissage, es~ ce que IVI. Vuliron u appel~ une courbe de 

Borel. Une ro ta t ion  arb i t ru i rement  petite,  duns un sens e~ duns l'au~re, lui fair  

balayer  un domaine con tenan t  une infinitd de cercles de remplissage. 

2o. Pour  dgceler l 'existence de courbes de Borel, il est n~cessaire de prendre  

des cercles de remplissuge vus de l 'or igine sous des angles t endan t  vers zdro d 'une 

fa~on assez lente. Duns un au~re ordre d'iddes, on peut  se proposer  de rechercher  
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la limite inf6rieure du rayon du cercle de remplissage. L'application du th6or~me 

IV fournit imm6diatement l'6nonc6 suivant: 

v i i .  Soit f ( z )  une fonction m&'omorphe d' ordre @, 5 fonction caract&'istique T (r). 

I I  existe une suite de valeurs r~, r~, . . . r~, . . . tendant vers l'infini, et pour lesquelles." 

lim log T(r.) --@ 
log rn 

telles ~ue sur chaque cercle Izl ~ rn se trouve un point  centre d'un cercle de remplis- 

sage C~ de rayon: 

]~ rn  

~t l'intdrieur duquel la fonetion .f(z) prend toute valeur, sau f  peut-~tre des valeurs 

dont les reprdsentations sphdriques sont incluses dans deux petits cercles de rayon e- ' l~ .  

]cest une constante d@pendant uniquement de la' fonction f ( z )  envisag6e, 

et A~ est une quantit6 positive arbitraire, £ laquelle on donnera une valeur ten- 

dant vers l'infini avec n, de fagon que le th6or~me de Picard soit v6rifi6 duns 

une suite de cercles de remplissage s'61oignant ind6finiment. 

La valeur du rayon du cercle de remplissage, fournie par ce th~or~me VII, 

pr6cise une valeur obtenue pr6c6demment par M. ¥al i ron3 L'exemple des fonc- 

tions elliptiques montre encore que cette valeur est exacte £ un facteur constant 

pros, ce qui est tr~s pr6cis. 

21. Comme l'a montr6 M. Valiron dans le m6moire qui vient d'6tre cit6, 

le cas des fonctions enti~res se distingue tr~s nettement de celui des fonctions 

m6romorphes, et les valeurs minima des ruyons des cercles de remplissage sont 

tr~s diff6rentes. D'autre part, dans l'6nonc6 du thgor@me ¥I ,  on signale la possi- 

bilit6 de wleurs exceptionnelles, tandis que dans l'exemple des fonctions ellipti- 

ques, ces valeurs exceptionnelles n'existent pas; nous verrons plus tard que la va- 

leur minima du rayon du cercle de remplissage qui est valable pour les fonctions 

enti~res, est 6galement w lab l e  pour une fonction mgromorphe d'ordre fini, poss6- 

dant, duns certains domaines, une wleur  exceptio~nelle au sens large du mot. 

22. Bans l'6tude des cercles de remplissage des fonctions m6romorphes 

d'ordre infini, on utilise 6galement les in6galit6s (3) et (4). La m@thode de M. 

1 G. Valiron. Compldments au thdorbme de t)icard-Julia (Bull. des So. Math., t. 5 I, I927, p. 167). 
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+ I 
Borel  permet  d'61iminer, dans S(r), les termes en log T(R)  et log B __ r 

allons voir qu'il  existe un systbme de hombres (r, R) pour  lesquels: 

Nous 

+ I _ < I T ( r ) .  24 log T (R) + I Z log ~ __ r 2- 

Supposons en effet qu'i l  n ' en  soit pas ainsi, £ par t i r  d 'une certaine valeur  

r 1 de r et d6terminons la suite r~,re . . . . . .  r , , .  .... par  les 6galit6s suivantes:  

I 
'r~ -= r l  + 1~  )'%' 

I 

D'apr~s l 'hypoth~se,  on a: 

I 
log T(r,,)> ~ ~ (rn.-1). 

Pa t rons  de .-----2 et 6tudi0ns la suite des valeurs T(r,~): d'apr~s l ' in6galit6 

pr6c6dente, si T(r l )  d6passe une constante  num~rique, on a: 

et par  suite: 

et ainsi de suite, de sorte que:  

T G) > ~ T(n) 

1'(n) > ~ T G) 

(/..) > ~ T (,.~) 

et, d'apr~s la l o i  de r6eurrenee choisie pour  d6terminer  r~, eet te  derni~re quan- 

ti t6 est inf6rieure ~: 
2 

rl + T(r~ 

quel que soit n, alors que T(rn) tend vers l 'infini avec n. 
2 

Un tel r6sultat  est impossible, et l 'on peu t  aff irmer qu'entre r et r + T ~ i '  

il existe un syst~me de hombres (r', R') tel que." 

+ I I 
2410g T ( ] ~ ' ) +  I2 ] o g ~ T ,  < -  T ( r ' ) . 2  
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On pourra par suite 6crire la deuxibme indgalit6 de M. R. Nevanlinna sous 

la forme suivante: 

I T [  r 2  T ( r - - 2 ) ]  < N ( r ' a ) I  
+ 

+ N(r ,  b) + N(r ,  c) + 8 log r 

+ I 

+c2(f) + 81Ogla_bllb_cllc_. I 
L'6tude se poursuit de la m~me fagon que pour les fonctions m6romorphes 

d'ordre fini ou d'ordre nul, et on aboutit au th6or~me suivant, analogue au th6o- 

r~me IV : 

VIII .  - -  Soit f (z)  une fonction m&omorphe d'ordre infini, h fonction caractd- 

ristique T(r). Dams la couronne circulaire (C): 

r< lz l<R 

il existe un cercle de remplissage (Ci) de rayon IOO r~, r~ d&ignant 
q 

l'affixe du centre de (Ci), dans lequel la fonction f(z)  prend plus de." 

le module de 

I 
n l - -  q2 18oo 

T[/~ T ( ; - - I ) ]  
B 

log -- r 

fois toute valeur, sauf peut-~tre des valeurs dont les repr&entations sph&iques so~t 

ineluses dans deux petits cercles de rayon e-'~. 

Les conditions d'application sont les suivantes: 

I. n I et q doivent d@asser des constantes num&iques. 

2. T R T(/~--I)  doit ~tre sup&ieur aux trois quantit& suivantes: 

• T ( k , . )  R 
c~ (f), 24 T (r), 24 ~ log --r 

c~ (f) est une constante d@endant uniquemcnt de la fonction f(z); k est un nombre 

R 
quelconque compris entre I e t - - .  

r 

I1 est clair qu'il existe en particulier des couronnes circulaires (C) d'6paisseur 

relative finie, abitrairement fix6e g l'avance. On en d6duit l'existence de courbes 

analogues aux courbes de Borel relatives aux fonctions m6romorphes d'ordre fini. 
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23. Nous allons faire main tenan t  l '6tude, annonc6e au n ° 2I, d 'une fonc- 

t ion m6romorphe admet tan t ,  dans certains domaines, une valeur exceptionnelle au 

sens large. ]Nous ram~nerqns, d 'une facon gdngrale, ~ l '6tude d 'une fonction 

m~romorphe g(x)  dans le cercle I x l = I .  On suppose que, darts le cercle 

Ixl ~ 2:-, la fonction prend plus de n: lois route valeur, suuf peut-Stre des valeurs 

dont  les repr6sentations Sphdriques son~ incluses darts deux cercles de rayon e -n, ,  

et que dans le cercle Ixl ~ :, la fonction ne prend pas plus de a n :  fois une va- 

leur que nous pourrons supposer infinie; a est une constante num6rique que nous 

fixerons dans le cours du raisonnement.  

Soien~ a : , a s , . . ,  a , , . . ,  les pSles de g(x)  situ6s dans le cercle I x l :  I. La  

fonction holomorphe : 

dans le cerele I x l -  I un nombre de z~ros sup~rieur £ n~, e~ ceci, poss~de, pour 

un tr~s grand choix de valeurs de a (nous prendrons ces valeurs de modules in- 

fdrieurs £ un). Pour  eette fonct ion ~0 (x, a), on a: 

5 
• 

f( _x , o  > . 

1 

aveo: 

h < log 2 + log {~p (o, a){ 

Deux cas sont £ consid6rer, suivant les valeurs de ~ (x) aux environs de 

l 'origine. 
: 

Premier  eas. - -  I1 exis~e un point x0, de module inf6rieur £ ~,  en lequel: 

+ I ~i 

log[~, (Xo, a){ ~" --'Io 

Un d6plaeement~ d'origine conduit  ~ l 'in6galit6: 
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d~s que n I d6passe une certaine constante num6rique. On en d6duit  uussitbt, 

d'apr&s une in6gaHt6 due £ M. R. Nevanlinna,  la l imitat ion suivante: 

~3z]  9 

M d6signe le maximum de I f  (x, a) l sur le cercle - 3 2 

I 
Deux i~me  eas. - -  En tout  point x de module inf6rieur '2 8 '  on a: 

+ I ~71 

l°glO~(x, a)l >-- ' io 

Nous Mlons en d6duire que, e n  choisissant convenablement la constante a 

qui n 'a  pas encore 6td prdcis6e, la fonction g ( x ) -  a est peti te s u r u n  cercle in- 

I , , 
t6rieur au cercle Ix] = ~ .  Da p r e s  le thdor~me de Boutroux,  on a: 

n i x -  ".1 > k ..... 

l 'ext6rieur de couronnes circulMres de centre o et d'6pMsseur totale 2 ek. Si 

nous prenons 2ek inf6rieur ~ 8 '  il existe une circonfdrence (7), int6rieure ~ la 

circonf6rence I x l ~ 8 ,  sur laquelle l 'in6galit6 prdc~dente est v6rifide. Un calcul 

I la fonction g (x) vdrifie, sur la circon- simple 6tablit que si l 'on prend a = 8o .... 

• PO~ • • f6rence (7), 1 in%Mite 

I.q (x) - < 

La circonf6rence (7) est ind6pend~nte de la valeur a; par cons6quent, si le 

deuxi~me cas se pr6sente pour une valeur a, il suffit de consid6rer la fonction 

q~(x, b) pour retomber sur le premier cas b n ' 6 t a n t  pas tr:op Pr0ch e de a; un tel 

Choix est d'ailleurs possible d 'apr~s ce que nous avons vu plus haut .  

En r~sum6, il est toujours possible de choisir une valeur a de module in- 

f~rieur £ un, de telle f agon  que la valeur de I~ Ix, a)l en un point P du cercle 
n !  

ix I = 29 soit supgrieure £ e T. La  fonction ~(x,  a) ~tan~ h01omorphe, on en d~- 
32 

dui t  que cette propri6t~ est valable, n o n  seulement au point P, mMs encore sur 

une courbe (F) t raversant  la couronne circulMre: 
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29 
- - < l x ] < i .  
32 

Une in6galit6 analogue est valable pour la fonction g(x). On a en effet: 

et, par suite, sur la courbe (F): 

< e 

nl 

l a (x ) l  > 

24. iNTous allons d6duire de cette propri6t6 l'existence d'un cercle de rem- 

plissage: op6rons la repr6sentation conforme du cercle I xl = I sur le cerele 

I x ' l =  I, le point P correspondant au centre P'  du nouveau cercle. Soit x~' le 

point le plus proche de P', en lequel le module de g ( x ' ) e s t  6gal ~ u n .  A 

l'int6rieur du cercle I x ' l :  I x~ 'l,  la fonction g(x') est sup6rieure en module ~ un, 

et, sur une courbe (F') traversant ce cercle, on a: 

I g ( '11 > 

I1 r6sulte alors d'une in~galit6 de M. Carleman qu'en tout point x' de mo- 

dule inf6rieur ~ ix ( I ,  l'in6galitd: 

I g ( x ' ) l > W \  I*, I 

est v6rifi6e, ~ 6rant une constante num6rique. 

IoA ]xl' ] et  le cercle Constrnisons le cercle (Y) passant par xl' , et de r a y o n  nlA 

7' concentrique et de rayon double. Sur une courbe traversant la couronne cir- 

culaire limit6e par ces deux cercles, le module de g(x ' ) e s t  sup6rieur £ eA; d'aprbs 

un th6or~me d6montr6 duns ma th~se, la fonction g (x') prend, duns le cercle (7), 

route valeur, saul peut-~tre des valeurs dont les repr6sentutions sph6riques sont 

incluses duns deux petits cercles de rayon e--~ A, tt 6rant une constante num6rique. 

25. Retournons ~ la fonction m6romorphe g(x) duns le cercle ix I :  I, en 

supposant £ cette fonction une valeur exceptionnelle quelconque, au lieu de 

l'infini. La transcription des r6sultats pr6c~dents fournit la proposition suivante: 

IX. Soit g (x) ,u,ne fonction m~romorphe dm~s le cerele ix I =  R, et ~e prenant  
2 8 -  2822. Acta ~n.atke,rtatlca. 52. Imprim6 le 18 septembre 1928. 
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n~ fois la valeur a; on suppose que, clans le cerele ]x] R pas, dans ee cercle, plus de-~o ~ 2  ' 

la fonction g (x) prend plus de nl lois toute valeur, saul peut-~tre des valeurs dont 

les repr6sentations sph&"iques sont incluses dans cleux petits cercles de rayon e-",. 

La fonction g (x) v6rifie alors les propri6tds suivantes: 

I °. Sur une courbe (F) traversant la couronne." 

2~9/~ < ]zl < R 
32 

les distances sph6riques qui s~parent de a les valeurs que prend la jbnetion g(x) 
It 1 

sont inf6rieures h e lo 

z °. II existe, h l'int&'ieur du cercle Ix] = R, un cercle de remplissage de 

A R  
r a y o n -  d l'int6rieur duquel la fonction g(x) prend toute valeur, sauf peut-Otre des 

n l  

valeurs dont les repr6sentations sph6riques sont incluses dans deux petits cercles de 

rayon e-a.~ ~ ~tant une constante num6rique. 

Les quantit6s n~ e~ A doivent d6pusse r des constuntes numdriques. 

26. Le th6or~me IX peut s'appliquer ?~ des fonctions mdromorphes dans 

tout le plan; son application aux fonctions m6romorphes d'ordre f ini  conduit de 

suite ?~ la proposition suivante, qui complete le th4or~me ¥ I :  

X. Si, dans le'cercle concentrique d C,(q) et de rayon double, la fonction f (z)  

ni fois une valeur a, il existe un cercle de remplissage (7,) ne prend pas plus de ~ 

int~rieur d (Ca), de rayon Br,~, dans lequel la fonctio n f (z)  prend route valeur, 
qn~ 

saul peut-Otre des valeurs dont les repr6sentations sphdriques sont incluses dans deux 

petit.v cercles de rayon e -Bz,  Z 6rant une eonstante num6rique. 

I1 en r6sulte que si q a une valeur inf6rieure £ une constante ind6pendante 

de n, pour une suite de cercles C, (q), il existe des cercles de remplissage (7~)de 

r~yons B #  un T(un), u, d6signant le module de l'affixe du centre du cercle (Tn) et 

t: une const~nte num6rique. 

Cette valeur du rayon du eercle de remplissage est inf6rieure ~ la valeur 

minima donn6e par le th6orSme VII. L'exelnple de la fonction entiSre e * montre, 

qu'k part la valeur du facteur num6rique re, elle est exacte, et ne peut 8tre 

rendue plus petite. 
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z 7 . Le th6orbme X dtend lu valeur minima du rayon du cercle de rem- 

plissage d'une fonction enti~re 1, au cas d'une fonction m6romorphe poss6dant, 

duns certuines r6gions, une vuleur exceptionneUe au sens large du mot. Par 

exemple, on pr6cisera l'6nonc6 en consid6ran~ une fonetion m6romorphe d'ordre 

fini, possddant une vuleur exceptionnelle a duns l'une des couronnes circuluires 

(C) du thdor~me I I I ,  le nombre des z~ros de f ( z ) - -a  devant 6~re inf~rieur 

k T(R) 
R 

log - -  

]cest une constante num6rique; log R_ est aussi une constante, muis qui d@end 

de l'ordre Q de la fonction m6romorphe f (z) .  
Le th6or~me X s'dtend aussi uux fonctions d'ordre infini, avec, comme va- 

leur du rayon du cercle de remplissuge: 

.B ~t ~tn [ ] 2 
T ,~n T(u~--~) 

28. Les applications pr6cSdentes du thdor~me IX aux fonctions m6romor- 

phes d'ordre fini ou infini out lieu, soil duns des cercles de remplissage, soit 

duns des couronnes circulaires (C) d'dpaisseur relative finie, dans lesquelles d'aiL 

leurs se trouvent des cercles d e  remplissuge. 

On pourra aussi uppliquer le th6or~me IX £ l'6tude des fonctions m6ro- 

morphes d'ordre nul dans des cercles de remplissage (lorsque lu fonction poss~de 

de tels cercles et, duns ces cercles, une valeur exceptionnelle au sens large). 

Mais l'applicution du th6or~me IX aux couronnes circulaires (C) est moins 

interessante, :car l'@aisseur relative de ces couronnes tend vers l'infini lorsqu'elles 

s'61oignent ind6finiment. Donnons seulement quelques indications sur lu mdthode 

suivre duns cette 6rude: 

On effec~ue d'abord l'6tude d'une fonction m~romorphe g(x) duns le cercle 

I xl = I. On suppose que ce~te fonction, dans le cercle Ix I = #  de rayon Q 

infdrieur £ un, prend ul fois route valeur, saul peut-6tre des ~uleurs dont les 

repr6sentations sphSriques sont incluses duns deux petits cercles de rayon e -'1, 

G. Valiron. Compldments au thdor~,me de l~icerd-Julia (dej~ citd). 
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tundis que, duns le cercle [x  I ~ I ,  le nombre  des z6ros de g(x)--a est inf6rieur  

~ ?~1 " 

L'~ tude  s 'effeetue d 'une  mani~re  analogue  ~ Belle des numdros  23 et 24; 

muis ici a, au lieu d 'e t re  une cons tan te  num@ique,  est une fonct ion de Q ten- 

dan t  vers z~ro avee I -  Q. 

Ensui te ,  6rant  donn~e une fonct ion  f (z ) ,  m6romorphe  duns la eouronne 

circulaire : 

2 

on effectue la repr6senta t ion  conforme d 'un  secteur  de cet te couronne  circulaire, 

d 'ouver tu re  2 Jr par  exemple,  sur le cercle Ix  I = I ,  de fagon que le domaine  

co r respondan t  au cercle Ix [  = e  cont ienne £ son int6r ieur  la moit i6 de la cou- 

ronne  circulaire (C) d6termin~e par  les in6galitds: 

R 
ce qui fixe une d6pendance entre  Q e t - - .  

r 

Le hombre  n 1 est sup6rieur  ?~ la moiti~ du hombre  des z6ros de f(z)--b 
(saul pour  des valeurs  except ionnel les  possibles cie b) situ~s duns la couronne 

circulaire (C), et pa r  suite ?~: 

d 
R 

log - -  

A 6rant  une cons tan te  num~rique 

On obt ien t  ainsi un cercle de remplissage,  £ condi t ion de supposer  que duns 

la couronne  circulaire:  

< l z l < 2 R  
2 

le nom bre  des z~ros de f(z)--a est  

tit6 de la  fo rme:  a n~; a 

z6ro lorsque - -  t end  vers l 'infini. 
r 

ainsi  t rouvgs sont vus de l 'or igine  

la eouronne  circnlaire (C) s '~loigne 

inf6rieur,  pour  une valeur  de a, £ une quan- 

est une fonct ion de R seulement ,  t e n d a n t v e r s  
r 

On consta te  que les cercles de rempl issage  

sous des angles qui t enden t  vers z~ro lorsque 

inde~finiment. 
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D E U X i E M E  P A R T I E .  

Fonctions enti~res d'ordre fini. 

C H A P I T R E  III. 

]~tude angu la i r e  des domaines  oh une fonct ion ent i~re est  tr~s grande.  

29. Soit f(z) une fonction enti~re, dont  le module maximum sur le cercle 

I zl ~ r esf d~sign~ par  e V(r), et s0i~ M un point, de module r, en lequel 1s fonc- 

t ion f(z) vdrifie l ' indgalitd: 

log I/(x) l -> Ix K. 

Le domaine des points off 1s fonction f(z) v6rifie l ' in~gslit6: 

log If(,d I ->~ Ix I ,°' 

off e est une quanti t6 positive inf~rieure ~ un, eomprend un domaine J ,  d 'un 

seul tenant ,  qui contient  ~ son in~6rieur le point M. Nous nous p roposons  de 

angulaire de ce domaine d ,  limit6 £ l ' int6rieur de Is montrer  que l 'ouverture 

couronn~ circulsire : 

est su moins 6gale ~: 

,.~_< I~1_<,.~ 

7g 

d( I  +~') 

certsines in~gslit~s dtant  v~rifi~es entre les quantit~s r~ ri, r2, ¢, 

30. Supposons donc l 'ouverture angulaire du domaine L/ infdrieure 

Q' (I _,L ~')' et deslgnons par (A) le secteur de la couronne: 

r, -< Izl <- "~ 

qui a pour ouverture et qui :contient le domaine ~/. Une robstion nous ~'(~ +~') '  

permefitra de supposer ee seeteur dispos6 sym6triquement pa r  rapport  ~ l 'axe r6el. 

Sur la partie du contour du domaine J situ6e ~ l'in~6rieur du secteur (A), 

1s foncti0n f(z) v~rifie l%galit~: 

lo~ W(x) l = ~ Ix I ,')' 
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et, pa r  suite, 1 indgalit6 

(io) 

si r o n  u darts le seeteur (A): 

Or: 

I/(~) I < 

I~1 ,°' < ~ 9t (~ ' ) .  

7~ 
~l (z~') ~ I "  I ~' cos 

2 ( I - t -  8') 

~ .  • ° • ) ° • # 

P o u r  que l m e g a h t e  (Io) soit verffiee, il suffit donc de prendre  e = 3 e  et de 

I f(z) I < I~, ~I'/÷~:e'+~:~ (1 +3,1 I. 

Une teile in6galitd est oontr~dictoire avec rhypoth~se faite sur 1~ valeur de 

If(~)l ~u point M de module r, si t on  a les  deux in~gaiitds: 

I ~(~)1 < I~t~' I 
et par  suite:  

I 
supposer  ~ inf6r ieur  £ ~ -  

Ceci posd, consid6rons la fonct ion:  

q~ (z) =: f ( z )  e -  v (,.,)-~ ~o' (1+ ~ ~) 

a 6rant  une cons tante  posit ive que nous ddterminerons  dans  la suite. 

Dans  le secteur  (A), la  par t ie  rdelle de ze'(l+~,) est  posi t ive et au moins  

dgale £: 

Le module  de la fonct ion  ~ (z) est 6v idemment  inf6r ieur  £ un en t o u t  point  

clrconference I zl  r 1. I1 en est de m~me en tou t  du domaine  A situ6 sur la " ' " -~ 

point  du domaine  J situ6 dans  le secteur  (A), et sur la cireonf6rence [ z [ ~  r~, si 

l 'on  a soin de fixer pour  valeur  de a: 

V(r~) 
r~' (1 + ~ ~) 

Des in6galitds prdcgdentes, il rdsulte alors que sur la fronti~re de la partie 

du domaine z/ situde ~, l'intdrieur et sur la fronti~re du secteur (A), et par suite 

en tou t  poin t  intdr ieur  ~ cette partie,  on a l ' indgali t6:  
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v(~',) < I ,.o' 
3 

et: 

d'ofi le th~or~me suivant:  

XI .  - -  Soit f ( z )  une fonetion enti~re, sup~rieure en module ~ e ~¢' en un point 

M de module r. Les domaines des points o~t la fonetion f ( z )  v6rifie l'in6galit6: 

log. If(z)  l > ~ I~ I v 

comprennent un domaine ouvert J ,  d'un seul tenant, eontenant ?t son int~rieur le 

point M, et tel que les arguments extremes (d~termin6s par eontinuit6) des points du 

domaine J situ6s dans la eouronne." 

different de plus de." 

~.~_< I~1_< ~.~ 

7g 

Les conditions d'applieation sont les suivantes: 

(ii) 
{ V(~',) < I 

3 

F(,-,,) _< ; 

V(r) d~signe le maximum de log If(z) l sur le cercle I z I =  r. 

3 I. Cette propri6t6 d 'extension angulaire du domaine J e s t  suscept ible  

d 'un  6nonc6 un  peu•plus  g6ndral: nous avons suppos6 en effet que la fonct ion 

f ( z )  est une fonct ion enti~re. Nous aurions pu prendre  une fonct ion  holomorphe  

dans  un angle. Dans  ce cas, l ' extension angulaire  du domaine J e s t  la mSme 

que p h s  haut ,  ?~ moins que la par t ie  consid6r6e du domaine J ne soit coupde 

par  Fun des c6t6s de l 'angle dans lequel la fonct ion est holomorphe.  

3 2. D'aprSs les in6galitds (t I), on pourra  toujours  choisir  une valeur  de 

r 1 assez pet i te  pour  que la premi8re indgalitd soit vdrifi6e. Mais la deuxi~me 

in~galitd limite le choix de 0', suivant  les propri6t6s de la fonct ion  V(r). 
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Ainsi, lorsque lu fonet ion  f ( z )  est nne fonet ion  enti~re d 'ordre  infini, on 

peut  donner  g ~' des vMeurs dgpendant  de r, et  t endan t  vers l ' infini avee r, 

condit ion que la fonet ion  log V(r) soit d6eroissante duns cer tains  intervMles. 5Yous 
log r 

util iserons plus loin eette remarqne.  

33. Duns le eas d 'une  fonet ion enti~re d 'o rd re  fini ~, on pour ra  pa r  exemple  

choisir : 
e '  = e 

3~'~Y 

j,, ~ r l  + e' 

&ant  une cons tan te  positive. On pourru m6me ass igner  '£ ~ une vuleur fonct ion  

I 
de r t endan t  vers z6ro avec -, de mani6re  que les in6galit6s: 

r 

re ('--~) < log If(z)  I < re (1+~/ 

soient v~rifides, lu deuxi~me "£ par t i r  d 'une  cer ta ine  valeur  de r, lu premiere  (limi- 

ta t ion  infdrieure de log I f(z) l)  pour  u n e  suite de valeurs  de r =  I zl t endunt  vers 

l'infini. 

Sous cet te  fo rme  particuli~re,  le th~or~me X I  prdcise certaines propr i&~s 

I 
de croissance d 'une  fonct ion enti~re d 'ordre  fini Q sup5rieur  g - ,  propri~tds que 

2 

j ' a i  ~tablies darts m a  th~se ~. P a r  exemple,  on en ddduit  l 'exis tence d 'un  a n g l e  

d 'ouver ture  z ,  te l  que sur toute  demidroi te  in t&ieure  g cet angle,  la fonct ion 
Q 

f ( z )  est d 'ordre  e. 

M. Val i ron a obtenu rdcemment  d ' au t res  propri~t~s pr~sentunt  une cer ta ine  

analogie avee les precedents:  il fixe un m i n i m u m  de ]f(z)l sur certuins arcs de 

cercles de centre  o, et don t  l ' ouver tu re  d~pend du plus g rand  ent ier  con tenu  

duns Q.~ 

1H. Milloux. Le th~or~me de M. ~Picard... (d~j~ citd). Ces propri~tds sont ddduites du 
principe de Phragm~n-LindelSf. En somme, la ddmonstration du thdor~me XI est inspirde d'une 
prdcision de ce cdl~bre principe. J'ai dtendu, dans ma th~se, ces propridtds g des angles curvilignes. 
On pourralt donner une pareille extension du th5oreme XI. 

G. Valiron. Sur quelques prol)ridt& des fonctions entibres (Compte-Rendus, t. 185, 1927, 
p. 1439). 
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34. E tud ions  plus par t i cu l i6 rement  l ' appl ica t ion  du th6or6me X I  aux fonc- 

t ions enti~res £ croissance tr~s r % u h e r e ,  pour  lesquelles: 

(h,) ,  o -< V(,-) -< (k,')Q 

h et k 6rant  deux cons tantes  positives.  

En  effectuar/t  la t r a n s f o r m a t i o n  Z-~-kz, la fonct ion f (z)  devient  une fonc- 

t ion ~r~s r6guli6re de Z,  d 'o rd re  q, et sur  tou t  cercle IZI~-R ,  il existe un  point  

off l 'on  a: 

log W(Z)I  = IZl  ~. 

On peu t  donc appl iquer  le th6or6me X I  en fa i san t  Q '=Q;  en r e t o u r n a n t  

la fonct ion  f(z), on obt ient  la propos i t ion  suivante:  

x l I .  Soit f (z)  une fonctio,n e.ti&'e, telle que la maxi~.um V(r) de log If(z)l 

sur le cercle ]z I = r  v&ifie, que! que soit r, l'indgalitd: 

(hr)Q <_ v(, . )  <- (k,.), o 

h et k dtant deux consta,~tes positives. 

Les domaines des poi~ts oh la fonetion f(z)  v&'ifie l'inggalit& 

'~o~ If (~) l  > ~ (h,,)~ 

comprennent, darts toute couronne eirculaire 1" ddfinie par les in~galit& : 

h l T \ ~  , , [ k 1 3 ~ 1 ]  2 
U ,  o-< "l i t;)q  

un do~aine ~I, d'un seul tenant, tel que les aryume**ts extremes, d~termin& par con- 

tiuuit~, des poiuts de d,  different de plus de 

L'6pa isseur  relat ive de la couronne  eireulaire (F) reste  finie si  1,on donne 

e une valeur  fixe. Si l 'on  fair  t endre  ~. vers z6ro, la diff6renee d e s  a rgumen t s  

^ ~ mais  l '6paisseur  relat ive de la couronne  (F) ex t remes  du domaine  J t end  vers - - ,  
¢ 

t end  vers l ' infini. 

35. ~Tous appl iquerons  dans la suite le th6orhme X I  p r inc ipa lement  aux 

I 
fonct ions  enti~res d 'ordre  sup6rieur  h - ;  l ' appt ica t ion  de ce th6or6me uux fonc- 

2 
2 9 -  2822. Actamathematica. 52. ][mprim6 le 18 septembre 1928. 
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I 
tions enti~res d'ordre inf6rieur £ permet de retrouver un th6or6me bien eonnu, 

2 

de M. Wiman; nous allons m4me voir que ce th6or6me s'6tend £ certaines fonc- 

tions entibres dont l 'ordre est compris entre I_ et I. 
2 

Consid6rons d'abord une fonction F ( z )  dont les z6ros at, a~ , . . ,  a~, . . . sont r6e]s 

et positifs, et dont le d6veloppement en produit infini est de la forme: 

J~'(Z) = C I - - a n  • 
n ~ l  

L'ordre de cette fonetion est au plus 6gal £ un. En d6signant par V ( r ) l e  

maximum de log ]F(z) l  sur le cercle H---~r, on a: 

Supposons que pour  une suite de valeurs:  rl,  r 2 , . . ,  r n ,  . . .  tendant  vers Yinfini ,  

on air." 

(12) lim V(r~) 1_ , - 0  

r n  2 

e' dtant une constante positive.  

Alors, d'apr~s le th6or~me 

culaire: 

XI, il existe, £ l ' int6rieur de la couronne cir- 

un domaine z/ off la fonction F ( z )  v6rifie l'in6galit6: 

(13) 1°2" I F(z)l >-2d Iz ~-~' 
3 

et les arguments  ex tremes  de ~t di f ferent  de plus de 2 ~ :  le domaine J coupe la 

partie positive de l 'axe r6el. 

Les quantit6s r et R sont respectivement inf6rieure et sup6rieure g rn, et 

sont d6termln6es par les in6galit6s: 
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(~4) [ r (,.) _< - rn 
3 

r ( R ) _  9 v',,~ ) ~ " 

D'aprgs la condit ion (I2), on  voit que l 'on peut  toujours  ehoisir R de faqon ~ 

que la deuxigme in@alit6 (I4) soit v6rifi6e, i 

La  fonct ion F(z) 6tant  une fonction £ z6ros r6els et positifs, le minimum 

de son module sur le cercle I z l = r  a lieu sur la partie positive de l 'axe r6el, de 

sorte que l ' inggalitg (I3) 6taut  v~rifige en une suite de points s'61oignant ind6- 

finiment sur cet axe, elle est ~galement v6rifi6e s u r  une suite de circonf6rences, 

de centre o, s 'gloignant ind6finiment. 

36. On passe ensuite au cas d 'une fonction entigre dont  le d6veloppement 

est de la forme:  

f ( ~ ) - -  C I - -  

les an, de modules an, ayant  des arguments  queleonques. 

En d6signant par F(z)  la fonction dont  les z6ros sont les an, si cette fonction 

satisfait  £ la condition (I2) ~, il existe une sui te  de cercles, s'61oignant ind6fini- 

ment,  sur lesquels on a l ' in6galit6: 
1 Et 

(~ 5) log  I / (* )1>  ~*' Izl ~ -  • 
3 

En  effet, sur Fun quelconque de ces cercles, on a: 

rain. I f ( z ) l >  min. IF(z)l 

I1 en est  encore de m~me si, au l ieu de eonsid6rer e'  eomme une eons tan te  posi t ive,  on 
suppose  que e 'es t  une fonct ion de r t endan t  vers  z6ro lorsqu e r augmen te  ind~finiment,  de fa~on 

a t 

que e ' r  ~ augmen te  ind6f iniment ;  on peu t  p rendre  par  exemple :  

I 
-< [log r]l--~ 

d tant  une eons tante  pos i t ive  a rb i t r a i r ement  pet i te .  
Dans  une  note  des Compte-Rendus,  (23 janv.  I928 , p.  213) j ' avais  cru pouvoir  aff irmer 

.qu'il en est  de m~me lorsqu 'on  remplace,  dans  la condi t ion  (I2), la fonct ion V(r) relat ive ~ F(z) 
par  la fonct ion analogue V 1 (r) relat ive ~ f (z). Mais r ien ne te prouve  a priori. 
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L'indgMi% (I5) est en purtieulier vdrifide si l'ordre de lu fonetion f(z) est 

inf6rieur ~ I , ,  , car il e n e s t  de meme pour lu fonetion F(z), et l'indgulitd ( I2 )  est 
2 

vdrifige quel que soi~ r. Nous retrouvons ainsi le th6or6me de M. Winmn~; lu 

ddmonstration p%cddente est un peu plus p%cise que celle qui u ~% donn~e par 

MM. Phrugm6n et LindelSf, muis la m6thode est analogue. 

CHAPITRE IV. 

]~tude des cercles de remplissage des fonctions enti~res d 'ordre sup6rieur fi ~- 
2 

37. Avunt d'uborder l'~tude des fonctions holomorphes duns des secteurs 

de couronnes circulMres, nous ullons %soudre le probl~me suivunt: 

Etunt donn~e une fonction holomorphe g(x) duns un domMne, et petite 

duns un cercle intdrieur uu domMne, on suppose que le muximum de [g(x)[ duns 

le cercle concentrique et de rayon double, est assez grand, et on se propose d'en 

ddduire une limite infdrieure du hombre des z@os de g (x ) - - a  duns un cerle con- 

centrique et plus grand. 

Pour fixer les idles, nous prendrons une fonction g(x) holomorphe duns le 

cercle [x[ - -3o .  Le maximum du module de lu fonction est supdrieur ou ~gal 

un duns (et sur) le cercle [x[ ~-I.  Enfin, £ l'int~rieur du cercle Ix[ = ; ,  lu 

fonction g(x) v@ifie l'indgalitd: 

log Ig (*)l<--,  

tt ~tant une quuntit~ positive assez grande. 

II r&ulte des hypoth&ses p%cddentes, qu'en un certMn point x 0 dont le 

module est compris entre ! et I, lu fonction g(x) et sa ddriv6e vdrifient les ing- 
2" 

galit~s: 

I.y (x0)l-<- 2 

1 Wi~man. Sur une extension d'un thdor~me de M. Hadamard (Arkiv f5r Math.,  Ask,  P h y  s. 
t. II,  n ° l t ) .  
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Sur route circonfgrence de centre x0, dont le rayon ~ est compris entre 

I I , . . . .  
Ix°I-- 4 et Ixo] + ~, il existe un arc de longeur 3 ~ star lequel lmegah te  (i6) est 

' 4 

v4rifi6e. En appliqu~nt cette remarque ~ l a  premiere in6galit6 fondamentale de 

M. R. 51evanlinna, on en d4duit l'in4galit6: 

II7) Iv(l~-~ol-  z, g)> f6~ 

d~s que # d@asse une constante num6rique. On peut aussi 6crire: 

(I8) T (1~--*ol = z ,  g - e ) >  ~ .  

D4signons par n le plus grand des hombres des z6ros de g(x )e t  de g(x ) - - I  

situ4s clans le cercle de centre x 0 et de r a y o n I x 0 ] + !  et pa r  n' le plus grand 
2 

des hombres des z~ros de g (x) - -2  et de g (x ) - -3  situ6s dans le mSme cercle. 

D'apr6s le th6or~me de Boutroux, on peut choisir une quantit6 / t  comprise 

entre Ix0[+ ~ et Ix0I + I, de fagon que l'on air: 
4 

N ( l ~ - ~ o l  = R, ,~)< 5 - (,~ = o, ~) 

lV( lx -~o l  = R ,  fl)<5 . '  ( ~ = ~ ,  3). 

En appliquant l'in6galite (5) aux fonetions g(x) et g(x)--2, et; faisant, dans 

.. I 
cette in6galit6, r =  Ixol-  4' on constate que n e t  n' depassent n6cessairement 7 ~ o  #. 

Ensuite l'application du corollaire du th6or~me I fournit une limite inf6rieure 

du hombre des zdros de g(x)--a situ6s duns le cercle de centre x 0 et de rayon 

2o ([Xo[+ I ) , cercle qui est contenu d~ns le cercle [x[=3o. Cette limite inf6rieure 

est pr6cis4e dans l'6nonc~, suivant: 

X[I I .  Soit g(x) une fonetion holomorphe da~,s le cercle [x]=3o.  On suppose 

qu, z, .~.~,:.~.m ,ze I,q(~)l ,;est p~s inferieur (~ un clans le eercle Ixl= ~, ~t qu'~', 
I 

l'int~rieur du cercle I* l=  ~, z. fonetion g(x) vdrifie l'in@alit&" 

log la(~)l < - ~ ,  

l~ d@assa~t u.~e cow, statute numdr,ique positive. 
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Alors le hombre des z&os de g (x)--a situ& dans le cercle Ixl = 3 0  est sup&~eur h 

l* sauf peut-~tre pour des valeurs de a dont les repr&entations sph&iques 
I 700  000  ' 

l* 
sont incluses dans deux petits cercles de rayon e 2 ~oo, l'un d'eux entourant n&es- 

sairement le point de la sph&e qui correspond au point & l'infiui du plan des a. 

38. I1 serait interessant de rechercher, par une mdthode de repr6sentation 

conforme, qu'a employ6e ~¢i. Valiron dans un probl~me analogue ~, une limite in- 

f6rieure (fonction de e) du nombre des zdros de g(x)--a situ6s dans le cercle 

39. Abordons l'6tude des fonctions holomorphes dans certains secteurs de 

couronnes circulaires. 

Ruppelons d'abord une in6galit4 due g M. Valiron~: 

Soit g (x) une fonction holomorphe, et ne prenant pas les valeurs z~ro et un 

dans le cercle Ix[= I. D& que [g(o)[ ddpasse une constante num&ique, la fonction 

g (x) v&ifie l'in~galitd: 

(I9)  l o g  [ g ( x ) [ < X - - [ X [  l o g  [g (o ) [ '  
3 

Ceci  pos6, consid6rons une fonction f ( z )  holomorphe et ne prenant pas les 

valeurs z6ro et un dans le secteur (S) de eouronne circulgire d&ermin6 par les 

in6galites: 

7~ 7g 
- - - _ <  Argz_< + -  

2 2 

avec: 
r~ > 4 r~. 

Soit M un point de la cireonf&enee: 

tel que le plus petit arc de cette circonf6rence, limit6 d'une part en M, d'autre 

part au contour rectiligne du secteur (S), air pour longueur fir. 

t G. Valiron. Sur quelques propridt& des fonctions m&omorphes (Compte/Rendus, t. 186, 
2 avril I928 , p. 935)- 

2 G. Valiron. Compl&nents au thdor~me de Picard-Julia, eit6 plus haut. Voir aussi la th6se 
de M. David R. Williams: Compl&nents au thdor~me de M. Jul ia  (Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, t. LII, I928 ). 
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Consid6rons, s'il y a lieu, une suite de circonf6rences tangentes au contour 

rect;iligne du secteur (S), puis cinq circonf6rences de rayon ~, routes ces circon- 

f6renees ayant leurs centres ~ la distance r de l'origine, et telles que chacune 

d'elles a son centre sur la circonf6rence concentrique £ la pr6cSdente et de rayon 

I 
moiti6~ appliquons chaque fois.l 'in6galit6 (19). en faisant I x [ =  2; nous aboutis- 

sons £ l'indgalit6 suivante: 

log , f ( P ) , >  (-ft./5 log . f ( M ) ,  (20) 
\ 4 /  

P d6signe le point de l'axe r6el, situ6 duns le secteur (S), ~ la distance r de 

l'origine. 

L'in6galit6 (20) est valable d8s que son deuxi8me membre d@asse une con- 

s~ante num6rique. 

D e  l ' in6galit6 (2o), nous allons d6duire, par une nouvelle application de 

I'in~galit6 (I9) , une limite inf6rieure de log If(z)l sur le segment de l'axe r6el et 

positif dont~ les points sont situ6s g une distance de l'origine comprise entre 2 r~ et r~i 
2 

I1 suffit de construire la circonf6rence de centre P et de rayon r--r~, et 

d'appliquer l'in6galit6 (I9) en faisant: 

I - H -  r, 
r - - r  1 

puis en recommen~ant, apr~s la transformation: 

r 2 
Z - -  

Z 

ce qui conduit £ l'6nonc6 suivant: 

XlV. Soit f ( z )  une fonction holomorphe et me prenant  pas les valeurs z~ro et 

un darts un secteur (S), d'ouvrture zc, de la couronne cireulaire limitde par  les cir- 

Conferences de centre o et de rayons rl et r~.. Soit M un point  du secteur (S), situd 

sur la circonf~renee ] z [ = r - - - - V r ~ ;  le plus pet i t  are de eette circonf~rence, limit~ 

en M e t  au contour du secteur (S), a une longueur d~signde par  fl r, 

Ceci pos~, sur la partie de la bissectrice du secteur (S), satisfaisant aux in- 

~galitds : 
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I 2q -< [ z [ - < - r . :  
2 

la fonction f ( z )  vdrifie l'indgalit6." 

(2I) log If(z)l > ~-(fl-/~ ''-~ log If(M)l. 
3 \ 4 !  r 

Les conditions d;applieation de eette proposition sent les suivantes: 

r 2 > 4r  a 

U d6signe une eonstante num6rique. 

Remarque.  Une 6rude analogue 'k l'6tude pr6e6dente permet de fixer une 

limite inf6rieure de ]f(z) l non plus seulement sur une partie de la bisseetriee dfi 

seeteur, rams encore sur des segments situ6s g l'int6rieur, sur des rayons issus 

de l'origine. 

4o. Si l'in6galit6 (2o) n'est pas v6rifide, la fonetion f(g) prend n6eessMre- 

ment la valeur z6ro on la valeur un dans le seeteur (S). Nous Mlons montrer 

que si la fonetion f(z) est holomorphe darts le seeteur ($1) , d'ouverture ~( t  + a), 

de la eouronne eireulaire limit6e par les eireonf6renees de centre o et de rayons 

rl et 2r~, les seeteurs ($1) et (S) poss6dant mSme bisseetriee, il existe (moyennant 
e 

une hypoth~se suppl6mentaire qui sera pr6eis6e darts la suite), dans le seeteur 

($1), un eerele de remplissage g l'int6rieur duquel le nombre des z6ros c le f (z ) - -a .  

est, sauf pour des valeurs exeeptionnelles de a, de l'ordre de grandeur de 10g If(M)I. 

Nous d6signerons par (S,2)le seeteur, d'ouverture ~ ( I +  ; o ) d e  la eouronne 

2 3 eireulMre limit6e par les eireonf6renees de centre o et de rayons 3r~ et 7 re, et 

ayant mSme bisseetriee que les seeteurs (S) et (S~). 

Nous ddsignerons par F(R) le maximum de log If( )l s u r l a  pattie de la 

eireonf6renee I 1= R, int6rieure an seeteur (S). 

Nous distinguerons denx eas: 

Premier  eas. II existe un nombre a de module infdrieur ~ un, tel que le ,hombre 

des zdros de f ( z ) - - a  intdrieurs au secteur (S~) est inf6rieur g~ un uombre 37 pr6cisd 

dans la suite. 
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Quit te  ~ op6rer une t ranslat ion des valeurs de ./(z), nous supposerons que 

a est nul, et nous ddsignerons par  a ~ , a ~ , . . ,  a~, , . . ,  les z6ros de f(z) int6rieurs 

uu secteur (S~). Nous  allons fuire l 'dtude de la fonct ion:  

5 N log 

H(I 2 
Cette fonet ion est holomorphe duns le seeteur (Se) et n 'y possbde plus de 

z6ros. Au point  M situ6 sur lu circonfgrenee [ z [ - ~  r, en une posit ion prgcis6e 

duns l '6nonc6 XIV,  la fonetion 9~(z) vdrifie l ' in6galit6: 

(22) 

puisque: 

log I (M)I > log I/(M)I 

Z N log - 

(On suppose q u e  r ddpusse une constunte num6rique). 
r l  

l~eeherehons maintenun~ une limite inf6rieure de log I q9 (z) l sur un arc de 

cercle voisin de l 'arc de cercle I z] = rl intdrieur uu secteur (Se). D'aprSs le thdo- 

rSme de Boutroux,  il existe une circonf6rence de centre o et de rayon r 1' com- 

pris entre ra et 2r~, telle qu'en tout  point  z de cette circonf6rence, on u l'in6- 

gulit6 : 

I - -  > e - 3 N  

ce qui entrulne l'in6gMit6: 

(23) log v(n')+ 6 x  log 

en tout  point  z du seeteur (S), uyunt  pour  module r / .  

Supposons maintenunt  v6rifi6e l 'indgulit6: 

(24) V(r / )  + 6 N  10g r <  , (~)~ r, log" I (M)I 

de mani~re ?~ p0uvoir uppliquer la r6ciproque du tMor~me XIV.  
3 0 - - 2 8 2 2 .  Aeta mathematlca.  52. Imprim4 le 19 septembre 1928. 
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Nous allons s6parer l'in6galit6s (24) en deux autres in~galit~s en formulant  

les deux hypothSses suppl~mentaires suivantes: 

(25) N:_±(~)5 "~ log lf(M)[ 
80 r log ~ 

r 1 

I (~ )  5r~ l o g [ f ( M ) [  ( I < Z < 2 )  (26) V(,~r,) <-- 4 7 

L'ensemble de ces deux in6galit6s entralne l 'inggalit6 (24) en vertu de 

l 'in6galit6 (22). 

Z 6rant un hombre quelconque compris entre I e t  2, on peut, dans l'in6- 

galit~ (26), remplacer Zr 1 par rl'. 

Ceci pos~, il rgsulte de la r6ciproque du th6orSme XIV que la fonction 

~0 (z) prend n6cessairement la valeur un en un point P int6rieur au secteur (S); 

comme cette fonction est d@ourvue de z~ros dans le secteur (S~), son module 

ne d6passe pas un sur une courbe issue de P et t raversant  le secteur ($1). Pa r  

suite, sur cette courbe la fonction f(z)  vgrifie l 'in6galit6: 

log If(g)[ -< - S N log r .  
2 r 1 

Traqons une suite de circonf6rences dont  les cen t r e s  vont de P £ M  

l ' int~rieur du secteur (S), et dont  les rapports des rayons aux distances de leurs 
z¢ 

centres ~ l 'origine sont 6gaux £ - - ~ ,  de fagon que ces circonf~rences soient in- 
3o 

t6rieures au secteur (S~). De plus, le centre d 'une circonf6rence quelconque de 

la suite est situ6 sur la circonf~rence concentrique £ la pr~c6dente et de rayon 

moiti& Le nombre tota l  de ces circ0nfgrences peut  8tre pris inf6rieur au hom- 

bre p d~termin6 par l '6quation: 

30/  r~ 

I 0  . r 
ou encore ln~emeur au nombre - -  lo~ - . 

r I 
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D'upr~s un thdor~me rdsultant  d 'une in~galitd de M. Carleman l, si la fonc- 

t ion f ( z )  dtait infgrieure en module £ un dans routes ces circonfdrences, on en 

ddduirait  l ' indgalitd: 

400 

(27) loft If(M) l < - -  N logS. 
r l  

L'in~galR~ (27) 6taut  en contradict ion avee la valeur de I f (M)[ ,  il existe 

n6eessairement une eireonfgrenee (C), que nous supposerons In premigre ren- 

eontrge ~ part ir  du point /9, telle que le maximum du module de l a  fonetion 

f ( e )  duns ee eerele est supgrieur o u  ~gal "~ un. Le rnisonnement  qui n Conduit 

l 'in~galit~ (27) s'uppiique d'ailleurs ~ in suite des eireonf6renees qui pr6e8dent 

In eireonf6renee (C), de sorte que l ' in6gal i t6  (27) est v6rifige sur une eourbe 

issue du centre du eerele (C). On pourra r~duire le rayon du eereie (C), en 

eonservant le centre, jusqu'£ une valeur telle que duns le eerele (C') ainsi eon- 

struit,  If(z)[ soR inf~rieur ~ un, le maximum de ee module 6tant  ~gal ~ un 

sur la eireonf6renee (C'). Duns le eerele eoneentrique au eerele (C') et de rayon 

moiti~, la fonetion f (z)  satisfnit  ~ l ' inggalit6 (27) , dont  nous d~signerons le 

deuxigme membre par - - /z .  

Nous sommes dans les conditions d'npplieation du th6orgme X I I I ,  qui fixe 

une limite inf6rieure du nombre d e s  z6ros de f ( z ) - - a  (snuf pour des vuleurs 

exeeptionnelles de a) dans le eerele (C") eoneentrique ~ (C') et de rayon 30 fois 

plus grand. C e  dernier rayon est inf6rieur ~ ~c~[z[, z d6signant l 'affixe du 

centre de (C"), e~, par suite, le eerele (C") se trouve tout  entier  situ6 duns le 

seeteur ($1). 

Deuxi~me cas. Dans le seeteur (S~), le hombre des racines de toute ~quation, 

f ( z ) - - a  ~ o est, pour a infdrieur eu module h u n ,  sup~rieur au ~ombre £V ddtermind 

par l'dgalit~ (25). 

On applique le th6or~me I I  au secteur (S~) en proc~dunt ~ lu division de 

ee sec teur  en p domaines partiels inclus duns des cercles tels que le rapport  de 

i Voir H. Milloux. Le thdorbme de M.-Picard,. . .  (cit6 p lus  haut). Le thdor6me que nous  

ut i l i sons  ici est le su ivant :  Si une fonction g(x) es~ h01omorphe et infdrieure en module  ~ un  

dans le cercle I x  I =  I, et si elle est  infdrieure en module h m sur  un  arc de courbe issu du cen- 

t re  et t r aversan t  ce cercle, elle vdrifie, dans  le cercle I x ]  = ~, l 'in6galit6 : 

Ig(x)l < m~ 

k 6tant une certaine constante  numdrique.  
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leurs rayons g la distance d e  leurs centres g l'origine soit 6gale g z a  - - ,  eomme 
30 

pour les cereles (U'). Un calcul simple 6tablit que le hombre ~o est inf6rieur g 

600 r 
a"  l o g  - -  • 

r 1 

I1 existe donc un eerele (C") analogue au eerele (C") du premier cas, dans 

lequel le hombre des z6ros de f ( z ) - - a  est, sauf pour des valeurs exceptionnelles 

de a, sup6rieur g: 
N a  s 

r 
420 ooo log 

r 1 

41. On passe ensuite g l'6tude d'une fonction holomorphe dans un seeteur 

o t (82) d'ouverture ~ (I +a),  par la transformation conforme: Z z, .  
Q 

La transcription des r6sultats obtenus dans le premier et le deuxi6me cas 

fournit le th6or6me suivant: 

XV. Soit f ( z )  m~e fonctiou holomorphe dans un secteur (S), d'ouverture 

(I +a),  de la eouronne eirculaire dont les points ont leurs modules compris entre 
Q 

r~ et r~. On d&igne 1oar F ( R )  le max imum de log If(z)] sur la pat t ie  de la circon- 

f&ence I z l = R  int&ieure au secteur (S). Soit M un point, de module r = l / r ~ % , i n  - 

r ( z a + f l ) ,  (fl dtant, de rnOme que a, une t&ieur au seeteur (S). D&ignons par 

constante positive), une limite i,~f&ieure de la longueur du 191us peti t  arc de la cir- 

co,f&ence I d = r ,  limit~ en M e t  au contour de (8). 

Si  l' in~galitd: 

V ( ~ , r l  ) < I i o .  f15 (~ )e ' l og  ] f (M)]  

1 1 

est v&ifi&, quel que soil le ~ombre ~ compris entre 2g' et 4,~ il existe, ~ l ' int&ieur 

du secteur (S), un eercle de remplissage, vu de l'origine sous l'a,~gle ~-Ea ~ l ' int&ieur 

duquel le nombre des z&os de f ( z ) - - a  est sup&ieur &." 

500 o' 

= log If(M)l 
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saul peut-Otre pour des valeurs de a dont les reprdsentations sph&iques sont incluses 

dans deux petits cercles de rayon e-", l'un de ces cercles entourant le point de la 

sph&e qui correspond au point ~ l'iufini du plan des a. 

Ce th60rgme est wlabIe  dgs que d6passe une eonstante  numgrique. 

42. Le th6orgme .XV  est ~pplieable aux fonet ions  enti&es. Soit f ( z )  une 

telle fonet ion;  d6signons par  V ( R )  le m~ximum de log" If(z)l, non plus sur un  

are d u  eerele, rams sur le eerele tou t  entier:  Izl=/?. I1 ser~ toujours  possible, 

&ant  donn6e une valeur queleonque r~, de d & erm in e r  une  valeur r telle que 

l ' in6galit6 (28) soit v6rifi6e, lorsque l 'ordre de la fonet ion  entigre f ( z )  d@asse 0'. 

Appliquons ~ux fonet ions entigres f (z )  d 'ordre  fini Q sup6rieur ?r 1_. Les 
2 

in6galit6s : 

l og  I/(z)l < ,.(~[l+e(r)] 

> ," c:-,(,): 

song vdrifi6es, la premigre ?r pa r t i r  d 'une eertMne valeur  de r =  I 1, l a deuxibme 

pour  une suite de valeurs de r t endan t  vers 1 infini , (r) est une fonet ion de r 

t endan t  vers z6ro lorsque r augmente  ind6finiment. Le ehoix de eette fonet ion 

eomporte  un eertMn arbi t ra i re ;  on pourra  supposer que eet te  fonet ion e(r) est 

une fonet ion cons t~mment  dderoissante, et, qui t te  g examiner  plus tard  un  im- 

por tan t  eas partieuiier,  telle que e(r) log r t end  vers l ' infini avee r. 

Ceci pos6, nous prendrons  eomme point  M un point  en lequel la fonet ion 

f (z )  vdrifie l ' in6galitd: 

(29) log" i f ( M ) ]  > flre[:-~(,')l 

r d&igne 

le moment  ind6termin6e. L' in6gali t6:  

entralne l'in6g~lit6 (28). 

Choisissons : 

d =  e [i -14 1) 1 

le module de l 'affixe de M, et fl une constante  inf6rieure g u n ,  pour  

< __~{J ? --2,o e (rl) 
4O OOO 

r l * l ° V ~  = r 
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et, pour valeur de fl, la plus grande des deux quantitds: 

r-e*(,) et 1/~),r). 

I1 r6sulte de ce choix que l'in6galit6 (28'), et par suite l'in6galit6 (28), sont 

v6rifi6es d~s que re*(r)46passe une constante num6rique. 

Enfin, nous ach~verons l'application du th6orbme XV en choississant pour 

valeur de a: 
l 

- -  500 [~ ( r , ) ] ~  

et le nombre n pr6cis6 dans ce th6or~me est sup6rieur .g: 

rO[1-1oVe~l)  ] . 

43. Nous avons fair l'application du {.h6or~me XV en partant d'un point M 

en lequel l'in6galit6 (29) est v6rifi6e. D'apr~s le th4or~me XI, on peut prendre 

arbitrairement ce point M dans un domaine dont l'extension angulaire est voisine 

de -~. II suffit de remplacer, dans ce th6or~me XI, les quantit6s ~ e t e '  respec- 
q 

tivement par # et Q[I--~(r)]. L'extension angulaire du domaine des points M est 
:re 

alors sup6rieure g Q[I +4f l ] '  et les modules des points M sont compris entre les 

nombres r 1' et r~' v6rifiant les in6galit6s: 

et 

I 0 r r l  te[l+~(rt ' )]  <: - - r ,  [l--e( )] 
3 

3# 

r2'Q[l+e(r'~)l < ~r2'¢[1--e(r)] (~S)TQ[1--e(r)] 

On pourra prendre par exemple: 

r = rl pl%3e (rl') 

r 2 ' =  r l +  3 ~ .  

Rappelons que le domaine des points M contient, sur la circonfgrence ]z I ----- r, 

un point en lequel on a: 

log If(z)l > rqt~--~(r)l. 
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XVI. Soit f ( z )  une 

point de module r, tel que: 

En appliquant les r6sultats pr6cddents £ chacun des points M du domaine, 

on ob~ient le th6or~me suivan~: 
I 

fonction enti~re d'ordre Q, sup~rieur ~ 2 '  et soit z un 

log > r~°[1--e{')] 

e (t) dtant une fonction tendant vers zdro, en ddcroissant constamment, lorsque t aug- 

mente ind~finiment. 

Soit S(w) les secteurs de courannes circulaires, limitds par les cercles de centre 

o et de rayons: 

1,1 ~ p l - - , , ( r )  

r !  = r l+~ ' ( r )  

~rg 
et par des segments faisants entre eux l'angle ~[I  +7(r)]. ~o d~signe l'angle polaire 

de la bissectrice du secteur S(w). 

Ceci posd, ~ l'intdrieur de chaque secteur S (co) correspondant 5 une suite continue 

de valeurs de co, contenant l'argument du point z, et dont les valeurs limites different 

de plus de: 

[i-r'(r)] 
Q 

il existe un point, centre d'un cercle de remplissage, vu de l'origine sous un angle 

~gal ~ z 6 (1"), 5 l'int&'ieur duquel le hombre des z~ros de f ( z ) - - a  est sup~rieur 

n ~ r "° [a-- 
~,(r)] 
~ J  

saul  peut-~tre pour des valeurs de a dont les representations sph&'iques sont incluses 

dans deux petits cereles de rayon e -n, l'un de ces cercles entourant le point de la 

sphere qui correspond au point ~ l'infini du plan des a. 

I 
7(t) e~ 7'(tl sons des fonctions ~endan~ vers z~ro avec ~-, et d6penden~ du 

choix de la fonction e (t). Leurs expressions r6sul~;en~ de 1'6rude pr6c6dente. En 

par~iculier, si la d6croissance de la fonction e (t) n'es~; pas ~rop rapide (ce que 

l'on peut ~oujours supposer, puisque ron  peut augmenter arbi~rairemen~ cette 

fonction), on peut prendre pour 7(t) une certaine puissance positive de e(t). 
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Quant '~ la fonction 6 (t), son choix est arbitraire, mais il est tout  indiqu6 

' ~  (t) I 
de le prendre tel que le rapport 6~(t) t endeve r s  z~ro avec ~-, de fagon que le 

hombre des z6ros de f ( z ) - -a  situ~s dans chaque cercle de remplissage soit de 

l'ordre de re. 

D'ailleurs, si l'on voulait les cercles de remplissage dont les rayons soient 

les plus petits possible, on pourrait utiliser la m6thode suivante: prendre 6(t) 

constant, e t  appliquer £ un cercle de remplissage d~duit du th~orSme XVI  les 

r~sultats des th6or~mes IX et X, la valeur exceptionnelle de la fone~ion 6rant 

ici la valeur  ao. 

44. Des r6sultats plus pr6cis peuvent 8tre obtenus lorsque la fonction 

f(z) est une fonetion enti~re ~ croissance tr~s r~guli~re, dont la fonction V(r) saris- 

fair aux deux in~galit~s: 

(hr), o < V(,-) < (k,,-)~ 

h et k d~signant deux constantes positives. 

Sur chaque circonf6renee ]z] = r, il existe un poir~t, d 'argument 0% en lequel 

la fonction f(z) vgrifie I in~galit6 

log" ] f ( z )  l > (hr) '°. 

Ce point peut 6tre pris pour centre d'un seeteur S(w0)d'ouverture angulaire 

_z 
(x+  a), et d'6paisseur relative finie, puisque l'indgalit6 (28)est  vdrifi6e ( f l = ~ ]  

Q \ 2 ]  

d~s que rA est inf6rieur ?rune constante d@endant uniquement de h e t  k. Dans 
r 

ce secteur S(wo) , il existe un cerele de remplissage, vu de l'origine sous 1'angle 

~6('r), et ~ l 'int6rieur duquel le nombre des z6ros de f (z ) - -a  est sup6rieur £: 
Q 

k' 
~ , o e  c~(r) 

k' 6tant une constante d@endant uniquement de la fonetion f(z);  et eeci pour 

routes les valeurs de a, saul pour des valeurs exeeptionnelles ?~ reprdsentations 

sphdriques ineluses dans deux petits cereles de rayon e -~, l 'un de c e s  eereles en- 

tourant le point de la sphbre qui correspond ~ l'infini. 

On pent ~galement prendre comme centre du seeteur S(co) Fun des points 

M du domaine dont 1'existence est 6tablie au th6orbme XII ,  et m~me construire 
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le seeteur 8(w) de faqon que le point M reste g la distance fir du contour de 

ce secteur. Tant que fl demeure sup6rieur g une constante positive e, et que 

l 'argument de M varie entre deux limites % et ~o., dont la diff4rence est inf6rieure g 

7g 
- - - e ,  et qui sont pr6cis6es dans l'dmonc6 XII ,  le secteur S(co)a une 4pais- 
t) 
seur relative finie. Mais cette 6paisseur tend vers l'infini quand e tend vers 

z e r o .  

45. Revenons au cas g6n6ral, 4tudid au th6or~me XVI, et d6veloppons 

quelques consSquences de ce thdor~me: 

Les cercles de remplissage dont l'existence est ~tablie au th&r~me X V I  sont 

g&&ateurs de eourbes de Borel, en ee sens que dans une suite quelconque de cereles 

de rem291issage s¥1oignant inddfiniment, l'exposant de convergence des z&os de f ( z ) - - a  

est dgal ?t q, saul  pour une valeur au plus de a. 

Ces cercles sont vus de l'origine sous des angles qui tendent vers z6ro 10rsque 

les cercles s'61oignent ind6f in iment .  Les arguments curvilignes des arguments 

des centres de ces cercles ddfinissent des courbes de Borel ~. 

Bornons-nous g l'dtude des arguments rectilignes limites de ceux des centres 

des cercles de remplissage. I1 r&ulte de la position de ces cercles, position qui 

~t6 pr6cis6e dans le th6or~me XVI, qu'en ddsignant par Y2 le plus petit angle 

qui contient tous les arguments limites, l'angle g2 est sup4rieur ou 6gal au  plus 
Tg 

petit des hombres - ,  2 z - - - ,  d'ofi le th6orSme suivant: 
Q q 

XVII.  Soit t2 le plus petit angle contenant & son int&[eur (e6tes compris) 

routes les demi-droiles de Borel d'une fonction enti&e d'ordre f ini  q sup&ieur h I .  
2 

7g Tg__ ~ L'ouverture de l' angle ~2 ne peut ~tre inf&ieure au plus petit des hombres - ,  2 
Q Q 

Ce thdor6me, qui pr6cise un th4orSme dfi g M. Bieberbach e, a d4jg &4 donn4 

par M. Valiron 8 (avec un dnonc6 un peu moins prdcis). Auparavant, je l'avais 

d6montr~ pour les demi-droites de Julia de la fonction f (z) .  4 

i Voir la  s igni f ica t ion  au  n u m d r o  19. 

2 Bieberbach.  Ueber eine Vertiefung des _Picardschen Satzes bei g<tn.zen JFunktionen endlicher 
Ordnung (Math.  Zeit.  Bd. 3, z919, P. I75). 

G. Valiron.  Recherches sur le thgorbme de M. Borel dans la thdorie des fonct ions m&o- 
morphes (d6ja cit~). 

4 H. Mil loux.  Sur  la thdorie des fonctions enti~res d'ordre f in i  (C. R. t. I85, I927, 
p. I436). 

31 - - 2 8 2 2 .  Acta mathematica. 52. Imprim6 le 19 septembre 1928. 
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C H A P I T R E  V. 

]~tude de certaines fonctions enti~res d 'ordre fini sup~rieur  a u n .  

46. Une consdquence immddiate du thgor~me X V I I  est la suivante: Si 

une fonction enti~re f ( z )  d'ordre fini Q sup~rieur ~ un ne poss~de que deux demi- 

droites de Borel, l'angle de ces deux demi-droites est dgal ~-zl .  
0 

Darts ce chapitre, nous 5tudions certaines de ees fonctions. 

Quitte '£ faire une rotation, on peut supposer que les arguments des deux 

demi-droites de Borel OA et OA' sont dgaux respectivement ~ + ~ et - - z .  
2Q 2Q 

Dans tout angle B O B '  compl~tement int~rieur ~ l'angle A OA' (dont l'ou- 

verture est ~gale ~ 2 ~ - -  , l 'ordre de la fonetion f(z)  est infgrieur ~ 0, sans 

quoi l'on en d~duirait, d'aprgs le th~orgme X g I ,  une suite, s'61oignant indgfini- 

ment, de eereles de remplissage g~n~rateurs de eourbes de Borel eomplgtement 

int~rieures ~ l'angle A OA', ee qui est eontraire ~ l'hypoth~se. 

L;ordre Q' de la fonetion f(z)  dans l'angle B O B '  d~pend de eet angle, et 

peut tendre vers Q lorsque l'angle BOB'  tend vers l'angle A O A ' .  Nous 

limiterons l'~tude des fonctions ne poss~dant que deux demi-droites de Borel aux fone- 

tions f(z) telles que I'ordre Q' de la fonetion f(z)  dans tout angle compl~teme~t in- 

t~rieur ~t l'angle A O A' est in f~rieur ~t un hombre fixe infdrieur (t Q. 

47. Tel est le cas des fonctions ne poss~dant que deux demi-droites de Julia. 

En effet, dans toug angle BOB',  l'ordre de la fonction f (z)  ne pourrait d6passer 

~ - - ,  sans qu'on en d6duise, d'apr6s le th6or6me XV1, l'existence d'une suite 
2¢--~ 

de cercles de remplissage, s'dloignant inddfiniment, et g6n6rateurs d'au moins une 

demi-droite de Julia int6rieure ~ 1'angle A OA'; on pourrai~ m6me affirmer, dans 

cette hypothbse, l'existence d'une demi-droite OD (int6rieure ~ l 'angle A OA') 

telle que dans tout angle d'ouverture arbitrairement petite, admettant pour bis- 

t La proposi t ion est encore vraie, d 'apr6s le thdor~me X V I I ,  pour  0 =  I;  elle ne l 'est  

p lus  lorsque ~ e s t  infdrieur K un, comme l 'a montrd M. Valiron dans son m6moire prdcddem- 
ment  citd. 
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Sectriee OD, l ' expossn t  de convergence des z6ros de f ( z ) - -a  serait  sup6rieur 

t) sauf pour  une v~leur an plus de a. 
2 Q - - I '  

48. Reprenons l '6tude de is  fonct ion f(z) ne poss6dant que deux demi- 

droites de Borel, et sat isfaisant  ~ la condit ion restr ict ive pr6cis6e £ 1s fin du 

num6ro 46. 

Si peti te que soit la constante  positive e, 1s fonet ion:  

(z) = f ( z )  e 

t end  vers z6ro sur les deux rsyons  O C et OC' d 'a rgaments  2_ 
7g 

2 

que, si grande que soit 1s constsnte  positive A, on peut  toujours  trouver,  £ Fin- 

t6r ieur  de l ' sngle  C'O C, un point  M en lequel le module de is  fonct ion 9 (z) 

surpssse A: en effet, la fonct ion  f(z), et psr  suite la fonct ion  ~(z), sont holo- 

morphes  et d 'ordre  Q £ l ' int6r ieur  de l ' sngle  C'OC. 
Donc, sur une courbe issue de M et s '61oignsnt g l ' infini n6cessMrement 

l ' int6r ieur  de l ' sngle  C'O C, la fonct ion  ~ (z) est sup6rieure en module ~ A, et, 

par  suite, ~ l'int~rieur de l'angle d~fini par les in~galit~s: 

il existe un domaine (J),  

v&'ifie l'indgalit~." 

< Arg z < 4 
7g 

d'un seul tenant, en tout point duquel la fonction f(z) 

(3o1 log > 

I1 r6sulte de eet te  propri6t6 que la, fonet ion f(z)  est g~ eroissanee r6gutibre 

aU sens de M. Bore1: le maximum V(r) de log[f (z) [  sur le cercle I H = r  varme 

les in6gMit6s : 

r,O [1-~ (,.)] < V(r) < r~ [1+~ (r)] 

e(r) est une fonct ion t endan t  vers z6ro lorsque r t end  vers l'infini. 

La  restr ic t ion fondsment~le  que nous avons fai te  sur la fonct ion f(z) n'est  

pus n6cessMre pour  que cette conclusion soit vs1sble: il suffit en effet que la 

fonct ion q~ (z) t e n d e v e r s  z6ro sur les rayons 0 C et 0 C', ce qui a lieu psr  exemple 

lorsque l 'ordre de is  fonct ion f(z) sur ces rayons est inf6rieur £ (~(I--2e). 
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49. L e  domaine J des points off 1~ fonct ion f ( z ) s a t i s f a i t  £ l 'in6gulit6 

(30) peut  empi6ter  sur l 'ext6r ieur  de l 'ungle A'OA; reals, d'apr~s l 'hypoth~se res- 

tr ict ive formul6e sur la fonct ion f(z) ,  on pourru  toujours  supposer lu constante  

c ( du  num6ro 48) suffisumment peti te pour  qu 'uucun a rgument  l imite des points 

de ce domaine ne soi t  sup6rieur en valeur  absolue £ - .  
@ 

L'uppl icat ion du th~or~me X I  mont re  qu'il  existe des points du domai~e (J) 

sur tout segment de la pattie positive de l'axc rdel, d6fini par les in6galitds." 

r l - - 2 S ~ x ~ r l T 2 e  

d~s que r d6passe use constaute ddpendant de ~. 

i [  r~sulte 6gulement de ce thdor~me qu '6tant  donn6e une demi-droite quel- 

eonque d 'un  angle B'OB complbtement  int6r ieur  '£ l 'ungle A'OA, et une quanti t6 

a, on a l ' in~galit6: 
IIIUX ]fl4"(~')--(t] > I  

sur tou t  segment  de la demi-droite, ddfini par  les in6galitds: 

H -~(~) < Iz] < r 1+~(') 

el(r) 6rant une fonct ion t endan t  vers z6ro lorsque r t end  vers l'infini. Cette 

fonct ion est la m@me pour  toutes les demi-droites intgrieures £ l 'ungle B'OB. 

50. Nous  allons effectuer l%tude de la fonet ion f (z)  duns l 'ungle A'OA et 

mont re r  que l'exposa~t de co~n;ergence des z6ros de f ( z ) - - a  situ6s daus l'angle B'OB 

compl~tement int6rieur ~ l'angle A'OA est i~fdrieur ~ @, quel que soit a. 

Supposons que cette propri6t6 n e  soit pas v@rifi6e pour  une certaine valeur 

a; quit te ~t remplacer  la fonet ion f(z)  par lu fonet ion f ( z ) - - a ,  nous pourrons  suppo- 

s e r  qu'il  s 'agit  des z6ros de lu f0nct ion f(z).  

Choisissons un  nombre positif  a suff isamment pet i t  pour  que tous les 

cercles, don t  les centres sour int6rieurs £ l 'angle B'OB, et dont  les rappor ts  des 

rayons aux distances de leurs centres £ l 'origine sont 6gaux ~ I ooo a, soient 

situ6s duns un angle complStement int6rieur  ~ l 'angle A'OA. 

Ceci pos6, il @xiste une suite de vuleurs de z t endun t  vers l ' infini duns 

l 'angle B'OB, telles que les eercles (C) de centre z et de rayon a]z] cont iennent  

un nombre  de z6ros de f (z )  sup6rieur £: 

~2([z]) ~t~nt une fonction tendant  vers z6ro lorsque ]z] augmente  ind6finiment. 
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En  effet, s'il n 'en 6fair pas Mnsi, en d6eomposant  l 'angle B ' O B  en eireon- 

fgrenees de eentres z et de rayons a H ,  de fagon que tou t  point  s0it int6rieur  

l 'une de ees eireonf6renees, on eonsta tera i t  que l 'exposant  de convergence des 

z6ros de f ( z )  situ6s dans l 'angle B ' O B  serait  inf6rieur £ @, ee qui est eontrMre 

l 'hypothgse.  

l~tudions la fonet ion f ( z )  dans Fun des eereles (C), le centre  de ee eerele 

6rant d6sign6 par  z o. 

51. Premier cas. - -  Dans le cercle (C), on a l'indgalitd: 

log If( )l < - -  i l ol,Oi _   l,3111. 
I OO 

D'apr6s l 'une des propri6t6s pr6eis6es au num6ro 49 on sait que la valeur 

de If(z)l est sup6rienre ~ un en un point  M dont  l ' a rgument  est eelui de z 0 et 

don t - l e  module  est eompris entre:  

ieoil-~, (1,~,1) et Izol l i~otl  

Tra¢ons, eomme au num6ro 40, un suite de eireonf6renees ayan t  leurs cent- 

res sur le segment  jo ignant  M a u  centre  Zo du cercle (C), le r~ppor~ des rayons 

aux distances de leurs centres g l 'or igine 6rant 6gal £ a; de plus, chaque circonf& 

fence a son centre situ6 sur la circonf6rence concentr ique g la pr6c6dente et de 

rayon  moiti6. 

En pa r tan t  de la eirconf6rence (C), on about i t  n6cessairement  £ nne circon- 

f6rence (C1) dans laquelle le max imum de If(z)l est sup6rieur £ un, tandis  que 

cette propri6t6 n 'a  pas lieu pour  les cireonf6rences interm6diMres. En  suivant 

la m6thode expos6e au num6ro 40, on constate que dans la circonf6rence (C e) 

concentr ique '£ (C1) et de rayon moiti6, la fonct ion f ( z )  v6rifie l ' in6galit6: 

log [f(~)] <--[e[°[i-~3/l"l  )1 

~:~(I-'[) est  une  fonet ion d6pendant  des fonet ions e 2 et el; il est inut i le  de donner  

son expression exacte:  il suffif de pr6ciser que cet te  fonct ion t end  vers z6ro 

lorsque I z l  augmente  ind6finiment, comme cela r6sulte du nombre  des circon- 

f6rences interm6diMres entre ( C ) e t  (G), et de l 'applicat ion de l ' in6galit6 de M. 

Car leman dont  il s 'agit  dans la note  du num6ro 40. 

D~apr6s le th6orgme X I I I ,  le cerele concentr ique au cercle (C1) e t  de rayon  

3 ° fois plus grand, soit (C'1) , es~ un cercle de remplissage, et les propri6t6s de 
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la fonction f ( z )  darts ce cercle sont pr6cis6es dans Ce th6or~me. On passe de lg 

ais6ment, par application du th6or6me II, g un cercle de remplissage (Ca) vu de 

l'origine sous un angle qui tend vers z6ro lorsque la distance g l'origine du centre 

de ce cercle tend vers l'infini. On peut choisir le rayon de ce cercle de fa?on 

que le nombre des z6ros de f ( z ) - - a  soit (sauf pour des valeurs exceptionnelles de 

a maintes fois pr6cis6es) sup6rieur g: 

Izl  t,-,, (Iq)l 

q(Id) &ant une fonction qui tend vers zdro lorsque le module de l'affixe z du 

centre du eercle (C~) tend vers l'infini. 

D'aprbs le choix de la constante a, le eercle (Ca) est int&ieur g un angle 

complbtement int6rieur g l'angle A'OA.  On aboutit g la contradiction, puisqne 

une suite de cercles (Ca) s'61oignant ind6finiment, engendre une demi-droite de 

Borel int6rieure g l'angle A'OA.  

52. Deuxi~me cas. - -  l~,'~a un point int&ieur au cercle (C), et par  suite sur 

une courbe (F) issue de ce point, et s'~loignant & l'infini, la fonction f ( z )  vdrifie 

l'in@alitd : 

l og  l i (z) l  >- - _ L  i 1 [1-~,(Izl)]. 
IOO 

Nous allons montrer qu'un certain cercle, concentrique g (C), est cercle d e  

remplissage g6n6rateur d'une courbe de Borel. 

Op6rons la transformation conforme du cercle (C) sur le cercle I x I =  I, par 

similitude (pour simplifier l'6criture). E n  tout point xl de la courbe (7) trans- 

f0rm6e de la courbe (F), de module compris entre I eL 2, on a l'in6galit6: 

N(I --x,I = 4 ,  o ) >  4- 

qui r6sulte du nombre des z6ros de g(x ) ( fonc t ion  tr~nsform6e de f ( z ) ) s i t u 6 s  dans 

le cercle I xI = I. 

En tenant compte de la limitation inf6rieure de Ig @1)1, due gce  que le point 

xl se trouve sur la courbe (7), et en appliquant la premigre in6galit6 fondamen- 

tale de M. R. Newnlinna,  on obtient l'in6galit6: 

I ~ IQ[1--~,(Izol)] 
x,I 4,g) > 8 -o, 
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d'ofi r6sulte, d'apr~s u n e  proprie~t6 de la fonction caract6ristique T ( r ) d ' u n e  fonc- 

t ion holomorphe, l ' in6gal i t6:  

(3 I) 
I 

> T(lx - -  xt l -  4 , 9 ) >  g I ol • 
Ixl=6 

Cesi pos6: ou bien il  existe un cercle de centre x = o, et de rayon compris 

entre 6 et 7, sur lequel le minimum de ]g(x)l est inf~rieur ~ zo, et alors, d'apr~ s 

un th~or~me classique, le nombre des zgros de g ( x ) - - a  int6rieurs £ ce cercle est 

le m~me pour route valeur de a inf6rieure & IO, ce qui entralne, d'apr~s le co- 

rotl~ire du th6or~me I, 1~ cons6quence suivante: le cercle correspondant,  duns le 

plan des z, uu cercle I x ] - - I 4 O  est un  cercle de remplissage dans lequel le nombre 

des z6ros de f ( z ) - . -  a est, saul  pour des valeurs except ionnel lesde  a, de l 'ordre de: 

[ %[z[t--~..(l~ol)]. 

On proe~de de nouveau & la division de ce cercle de remplissage en cercles 

plus petits, comme au num6ro 5I, de fa~on & avoir des eercles de remplissage 

vus de l 'origine sous des angles qui t endent  vers z6ro; ces derniers  cercles sont 

g6n6rateurs d 'au moins une demidroite de Borel int~,rieure & l 'angle A ' O A,  ce qui 

est en contradict ion avec l 'hypoth~se. 

Ou bien sur tout cercle de centre x = o et de rayon compris entre 6 et 7, la 

fonction g(x) v~rifie la condition: 

rain Ig(x)l-< 

On suit d%utre part  que le max imum de Ig(x)[ satisfait  & l'in6galit6 (31). 

Par. cons6quent il existe, sur tout  cercle de centre x = o et de rayon compris 

entre 6 et 7, un point xt off la fonct ion g (x )e t  sa d~riv6e v6rifien~ les in6galit6s: 

lg (~I)[ ~ I I 

(x )l > I. 

En appliquant  la m6thode fondamentale  qui nous a condui~ au th~or~me I, 

on constate ais~ment que, dans le cerele Ixl ~-~ 4o, le nombre ~otal des z~ros de 

g(x) et de g ( x ) -  I d 'une par~, le nombre total  des z6ros de g ( x ) - - 2  et de 

g ( x ) - - 3  d ' au t r e  par~, sont tous deux sup6rieurs ~: 

k [zol',,Et-~(l~ol)] 
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k d6sign~nt une const~nte numerique." ' D"~pres" le coroll~ire du th6or~me I, le 

hombre des z6ros de g(x)--a situ6s duns le eerele Ix] = 8o0 est sup6rieur g: 

- I z 0 1 , ~ , t l - ~ ( , ~ ° , l l  700 7o0 

sauf pour des vrdeurs exceptionnelles de a pr6cis6es duns ce corolluire. 

On proc6de comme plus huut £ la division du cercle correspondunt, duns 

le plan des z, au cercle Ix I = 8oo, et, grace ~ lu vuleur prise pour lu constunte 

positive a, on prouve, de m4me que plus huut, l'existence d'une suite de cercles 

de remplissuge g6ngruteurs d'une demidroite de Borel int6rieure £ l'angle A'OA, 
ce qui est en contradiction uvec l'hypoth6se. 

53. L'expos~nt de convergence des z6ros de f ( z ) - - a  int6rieurs £ un angle 

B'OB compl&ement int6rieur £ l'ungle A'OA est donc inf6rieur "£ Q quel que 

soit a. D6signons par ai, a2 , . . ,  aN, . . ,  les z6ros de f(z) situ6s duns l'ungle 

B'OB, et formons le produit cunonique qg(z), d'ordre ¢' inf6rieur £ Q, udmettunt 

.f(z) les a,~ comme z6ros. Nous nous proposons d'&udier lu fonction ~ ( ~  duns un 

angle C'OC compl~tement int~rieur ~ l'angle B'OB, et de montrer que, duns 

cet angle C'OC, la fo~wtio~ f(z) ~-~ converge uniform~ment vers l'infini, en sutisfui- 

sant £ l'in~galit~: 

log > 

~.(Id) &nut une fonction qui tend vers z6ro lorsque Id uugmente ind6finiment. 

f(z) 
Lu fonction ~ est une fonction entibre d'ordre 0, et dont l'ordre, sur 

route demi-droite int6rieure ~ l'angle AOA' d'ouverture 2 ~ est inf6rieur 

~ un nombre fixe inf~rieur ~ Q, tout comme pour lu fonetion f(z). La premigre 

propri&6 ddmontr6e uu num6ro 49 pour lu fonetion f(z) est done uussi vuluble 

pour lu fonction f(z) ~ ,  e'esb~-dire qu'cn un point uu moins de tout segment de 1~ 

purtie positive de l'uxe r~el, d6fini par les in6gMit6s: 

1,1--2~(r) ~ X <~ r l+2~(r) 

l~ fonction ~ sutisfuit £ l'in6gulit6: 
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S( )l (33) > (Id)I 1 

On peut  choisir pour ~(r) une fonct ion qui tend vers zdro lorsque r t end  

vers l 'infini , pus trop rapidement,  de fagon que le deuxigme membre de l'in6golit6 

pr6c6dente soit de lo forme: 

I) , I t endant  vers zero avec ]7]" 

Ceei pos6, soient OD et OD' les bissectrices intdrieures des angles COB 

et B'OC'; la fonction f(z)  est sup&ieure en module ~ u~ dabs l'angle D'OD, 

pourvu que ]z] soit assez gra.t~d. Supposons en effet qu'il n 'en soit pas ainsi, c'est- 

g-dire que lo fonction consid6r6e est inf&ieure ou 6gale "£ un en module, e n u n e  

suite de points tendont  vers l 'infini g l ' in t&ieur  de l 'angle D'OD. 

En joignant ,  par une suite de cercles, chacun de ees points au point le plus 

proehe en lequel l 'in6galit6 (33) est v6rifi6e, on prouve l 'existence d 'un cercle de 

I f remplissage (c) dons lequel le maximum et le min imum de log I~ (z) sont respec- 

t ivement  de la forme: ]z]e (~-*) et --Iz],°(~-*); on en d6duit que sur une courbe 

travers~nt la couronne eirculaire comprise entre (c) et le cercle concentrique et 

f (z)  de rayon double, la fonetion ~ 7 )  est inf6rieure en module g son minimum duns 

le cerele (e), puisqu'elle est d6pourvue de z&os  duns cette r~gion du plan. I1 en 

r~sulfle pour la fonction f (z)  une in6galit6 de lo forme: 

log. I f ( z ) l  < - Izl 

sur cette m&ne courbe. En remorquant  que le maximum de log l f (z ) l  est tr~s 

g r a n d  duns le cerele (c), on en d6duit, d'apr~s le th6or~me XI I [ ,  l 'existence d 'un  

cercle de remglissage , pour lo fonetion f(z) ,  duns les environs du eerele (c); et, 

en consid6rant une suite de eereles (c), s'61oignant g l 'infini dons l 'angle D'OD, 

il en r&ulte  l 'existence d 'une demi:droite de Borel compl~tement int6rieure g 

l 'angle A'OA, ce qui est eontraire g l 'hypoth~se. 

Donc, d~s que [z] est assez grand, le module de la fonction ~ est sup6- 

rieur g un g l ' int6rieur de l 'angle D'OD, et, en une suite de points situ6s sur 
32--2822. Acta mathematica. 52. Imprim6 lo 19 septembre 1928. 
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la partie positive de l'axe r6el, i l  satisfait k i'in6galitg (33). En rayonnant 

partir de ces points, et appliquant £ la fonction ~ ( ~  la proposition rappel6e 

clans la note du num6ro 40, darts des cereies int6rieurs £ l'angle D'OD, on con- 

state qu'en tout point z situ6 dans l'angle C'OC, qui est complbtement int~rieur 

l'angle D'OD, la fonction ~ v6rifie l'indgalit6 (32) reeherch6e. 

54. E tud ions  la fonction f (z)  £ l'int6rieur de l'angle AOA',  dont l'ouverture, 

7t: , 7~ 
~gale £ 2 ~ ~ - ,  est sup6rieure a.-- .  

Q Q 

Dans tout  angle complStement intdrieur £ l'angle AOA',  l 'exposant de con- 

vergence des zdros de f ( z ) - - . a  ne peut 8tre, pour aucune valeur de a, d g a l £  Q. 

En effet, s'il dtait 6gal £ 0, i l  serait possible de construire, ~ l'int6rieur de l'angle 

7g 
AOA',  un angle d'ouverture sup~rieure a - ,  englobant ces zdros; d'apr~s un 

th~orbme de M. R. Nevanlinna, l'ordre de la fonction f (z)  dans cet angle, serait 

6gal ~ ¢, ce qui est contraire ~ nypo~nese. 

55. Donc route fonction f ( z ) -  a peut 8tre ddcomposde en un produit de 

la forme : 

f (z )  -- a =  qD(z)~p(z) 

(z) ~tant une fonction enti~re (produit canonique par exemple)d'ordre infdrieur 

£ (~, et tp(z) une fonction enti~re d'ordre Q, dont les z6ros ont pour seuls argu- 

ments limites +_ zc . ., - - .  Cette fonction ~p(z) est £ croissance reguhere et converge 
2 0  

uniformdment vers l'infini dans tout angle compl~tement int6rieur ~ l'angle A'OA. 

Nous allons montrer que l'exposant de convergence des z6ros de f ( z ) - -a ,  ayant 
7¢ 7g 

pour argument limite soit -F-- ,  soit - - - - ,  est ndcessairement 6gal ~ Q. 
2Q 2q 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi: pour a ~ o ,  [)our fixer les idles, et pour 

la demi-droite O A d 'argument  + ~ .  On pourra supposer que les z6ros de ~(z) 
2Q 

ayant pour argument limite + ~ out 6t6 ineorpor~s ~ la fonetion ~ (z), de sorte 
2Q 

que ~(z) est une fonction enti~re d'ordre q dont les z~ros ont pour seul argument 

limite 
20 
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Duns l 'uu quelconque (c) des cercles de remplissage dent les points ont des 

arguments voisins de ~ ,  le nombre des z6ros de f(z)--a est, sauf pour a tr~s 
2@ 

Voisin de  o, ou pour a tr~s grand, sup6rieur "~ 

r d~signant le module de l'affixe du centre du cercle de remplissage et e une 

fonction de r qui tend vers z6ro lorsque r augmente ind6finiment; le nombre des 

z6ros de f(z) duns ce m@me cercle (et re@me duns un cercle (c') concentrique e t  

de rayon double) es~ inf6rieur £ r, °', @' 6~ant une constante inf6rieure £ @, ind6- 

pendante du cercle de remplissage choisi. 

I1 r6sulte alors du th6or~me IX qu'en tout point z d'une courbe (F) issue 

d'un point int6rieur au cercle (c') e~ ~travers~nt une certaine couronne circul~ire, 

1~ fonction f(z) v6rifie l'in6galit6: 

log. If( ) I < I ° 

~" 6rant une fonction de I zl qui tend v e r s  z~ro  lorsque I zl augmente ind4- 

finiment. 

En isolant les z6ros de la fonetion ~ (z) ~ l'int6rieur de eouronnes cireul~ires, 

de fa~on ~ appliquer le th~or~me de M. I-Iadamard sur le minimum du module 

de ~ (z) ~ l'ext6rieur de ce s eouronnes, on constate qu'il existe n6eessairement des 

points de la courbe (F) en lesquels la fonction ~p(z) ~ )  v~rifie une in6galit6 

analogue ~ l'in6galit6 pr6c6dente. Comme l a  fonction ~(z) n'a pus de z6ros ex- 

t6rieurs £ un angle, qu'on peut prendre d'ouverture arbitrairement petite, ayant 

pour bisseetriee la demi-droite d ' a r g u m e n t -  ~ ~1 en r6sulte que la fonction ~p (z) 
2@ 

v6rifie une in6g~lit6 de la forme: 

l o g  I (z) l < - 

non seulement en un point de la eourbe (/1), mais aussi sur une courbe (F')issue 
de ce point. 

La fonction ~p(z) converge unfform6ment vers l'infini duns tout angle com- 

pl~tement int6rieur ~ 1'angle A'OA. Done: ou bien la courbe (F') empi~te sur 

un angle compl~tement int6rieur ~ l'angle AOA', ou bien tous ses points ont 

des arguments voisins d e - - -  
2@ 
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Cette derni~re hypoth~se est en contradiction avec l'applieation du th6or~me 

I 
XI (voir aussi la remarque faite an num6ro 3 I) g l'6tmde de la fonction ~ ~ 

l'ext6rieur d'un angle eomprenant la demi-droite d'argnment - - - - :  eette fonetion 
2Q 

I 

(z) 
i 

y est holomorphe et d'ordre Q, et les arguments des'points off la fonction 

est d'ordre Q sont compris entre des valeurs qui diffbrent au moins de 

Quant '~ la premibre hypoth~se, elle entraine ngcessairement l'existence, dans 

un secteur de couronne circulaire compl~tement int6rieur ,~ l'angle A OA', d'ou~er- 

ture sup6rieure £ ~, et eoupant la courbe (F'), d'un cerele de remplissage (voir 
Q 

I 
le th6orbme XVI) non seulement pour la fonction ~(z)'  mais, par r6percussion, 

pour la fonction ~p (z). Darts un tel eercle, le maximum de ~ (z) est de la forme 

]z],°(~-~) ; il e n e s t  de m6me du maximum de If(z)], ce qui est en contradiction 

avec l'ordre de la fonetion f ( z ) £  l'int6rieur de l'angle A OA'. 

Remarquons que la ddmonstration pr6c6dente s'6tend imm6diatement au cas 

off la fonetion ~p(z), au lieu d'6tre priv6e de z6ros aux environs de toute la demi- 

droite OA, serait seulement ddpourvue de z6ros clans les environs de cette demi- 

droite situ6s £ l 'interieur de la couronne cireulaire: 

(7 est une eonstante positive). 

I 
I1 suffit, dans ce eas, d'effectuer l'6tude des fonetionsf(z), ~ (z)et ~ dans 

des seeteurs de eouronnes cireulaires, et d'appliquer, eomme nous l'avons fair plus 

haut, les r6sultats des th6orbmes XI et XVI. 

I1 en r6sulte que le hombre des zdros ~ de f ( z ) - - a  ~e peut ~tre inf~rieur 

re (~-~) dans tout secteur de cottronne circulaire d@ni par ~es i¢~galit~s: 

-~-- < ] A r g  z ] <  ~ 
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e, 7 et V sont des quuntit6s positives, qu'on peut prendre const~ntes, ou fonctions 

de r tendunt vers z@o lorsque r uugmente ind4finiment. ~ 

56. R6sumons les plus murquants des r6sultuts pr6c6dents: 

XVIII .  Soit f (z)  une fonction enti~re, d'ordre fi~i ~ supdrieur it un, ne pos- 

sddant que deux demi-droites de .Borel OA' et OA. 

F u n  des angles de ces demi-droites, soit A'  OA, est ndeessairement dgal it L~. 

En outre, si la loner,ion, f (z)  est d'ordre infdrieur ~ m~ hombre fixe inf~rieur 

~ duns tout angle complOtement i~t&'ieur ~ l'angle AOA',  l'exposant de convergence 

des zdros de f ( z ) - -a  est, quel que soit a, (gal it ~ dans tout angle con tenan, t l'une 

quelconque des demidroites de Borel, et inf~rieur it ~ dans tout angle complktement 

intdrieur it l'un quelconque des a~gIes A'OA, AOA'. 

De plus, soit q~ (z) le produit ca~onique (d'ordre infdrieur ~ ~) dont les z&'os 

so~t eeux de f (z)  qui So~t contenus da~s un a~gle B'OB co~t2~l~tement i'~t~rieur it 

l'm~gle A'OA. Dans tout angle eomplOtement in t&'ieur it l'angle ~'OB, on a l'in@alitd : 

Une partie des rdsultats  contenus duns ce th~orbme rdpond £ une question 

pos6e par M. Vuliron duns son r6cent mdmoire des Actu (Recherehes sur le thd- 

ordme de M. Borel . . . ,  citd plus huut; voir p. 92). 

57. Comme nous l'uvons vu au num@o 47, la restriction formulde pour les 

fonctions entibres n 'udmettant  que deux demi-droites de Borel n'u plus su raison 

d'8~re duns !e cus d'une fonction enti~re ~'admettant que deux demi-droites de Julia. 

Duns c e  cus, en plus des propri6tSs prgcisdes duns le th~orbme XVII I ,  la 

fo~etion converge uniform~ment vers l ' i ~ n i  dans tout angle B'OB eompl~tement in- 

t&,ieur it l'angle A'OA. 

Cette propri6td, purticuli6re uux fonctions en~i6res ne possddunt que deux 

On p e u t  5 g a l e m e n t  ddmon t r e r  que  l ' e x p o s a n t  de convergence  des zdros de f(z)-:a a y a n t  

pour  a r g u m e n t  l imi te  r u n e  des  va l eu r s  ± ~ es t  dgal  ~ O, en  d tud i an t  les propr idtds  de l a  fonc t ion  
20 

ent i6re  ~ (z), d 'ordre  0, don t  les zdros on t  u n  seul  a r g u m e n t  l imi te ,  et  en m o n t r a n t  que,  p u i s q u ' i l  

ex i s t e  un  ang le  A'OA, d ' o u v e r t u r e ~ ,  s i tnd d ' u n  c6td de la demi-droi te  OA' don t  l ' a r g u m e n t  es t  

l ' a r g u m e n t  l imi te  des  zdros de ~p (z), et  tel  que su r  rou te  demi-dro i te  in tdr ieure  "~ l ' ang le  A'OA la 
fonct ion  W(z) es t  d 'ordre  ~, cet angle  se r ep rodu i t  par  symd t r i e  pa r  r appor t  ~ OA', ce q~i es t  

cont radic to i re  avec les propr id tds  de la fonct ion f(z) duns  l ' ang le  AOA(. 
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demi-droites de Julia, r6sulte de ce fair que s'il existe une suite de points in- 

t6rieurs g l'angle B'OB, en lesquels le module de la fonction est inf6rieur g un, 

en les jo ignan t  aux points les plus proches v6rifiant l'in~galit6 (32), on 6tablit 

l'existence d'une suite de cercles de remplissage situ& duns un angle compl~te- 

ment int~rieur g l'angle A'OA, ce qui est contrudictoire avec la d6finition de 1~ 

fonction consid6r6e. 

On passe de lg g la d~monstration de l'in6galit6: 

log I f ( , ) l  > I,l,°tl- (l l )l 

(le point z 4rant situ6 duns un angle compl~tement int6rieur g l'angle B'OB), 

comme nous l'avons fair pour la fonction f(z) n ° z 

S 8. Les fonctions enti~res de Mittag-Leffler et de M. Lindel5f ~ sont des 

fonctions ne poss~dant que deux demi-droites de Julia. Par exemple la fonction 

enti~re de M. L i n d e l S f :  

converge uniform6ment vers l'infiui duns tout angle compl~tement int~rieur 

d~termin6 par les droites OA et OA' d'arguments l'angle A'OA, d'ouverture - ,  
Q 

+_ ~ ,  et converge uniform6ment vers zgro duns tout angle compl~tement int6rieur 

g int6rieur g l'angle AOA'. 
La fonction de ~Iittag-Leffler: 

~n 

, , = 0 F  I H -  

jouit de propri6t6s analogues. 

On peut former d'autre exemples de fonetions entigres n 'admettant que deux 

demi-droites de Julia en ajoutant aux fonetions pr6e6dentes (ou en multipliant 
I 

ees fonctions par) une fonction enti~re d'ordre inf6rieur g - ,  dont les z6ros ont 
2 

1 M: G. Valiron a 6tabli une ddmonstra, t ion analogue dans une note des Compte-Rendus 

(8ur quelques propridt& des fonctions entibres, t. I85, I927, p. I439). 

Lindel5f. Calcul des r6sidus, p. I 19. 
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pour  s eu l  a rgument  limite l 'une des valeurs ± ~ ,  et sat isfaisant  ~ la propri6t6 
2@ 

suivante;  cette fonct ion converge uni formgment  vers r inf ini  £ l 'ext6rieur  de cercles 

en touran t  ses z6ros, et les rappor ts  des rayons  de ces cercles aux distances de 

leurs centres  ~ l 'origine tendent  v e r s  z6ro lorsque ces cercles s 'gloignent ind6fini- 

merit (on sait qu'i l  existe  de telles fonct ions enti~res). 

On obt iendra  une fonct ion enti~re ne poss6dant que deux demi-droites de 

Borel  en mul t ip l iant  une fonct ion ne poss6dant que deux demi-droites de Jul ia  

(par exemple 1~ fonct ion de M. LindelSf) par  une fonct ion enti~re quelconque 

d 'ordre  inf~rieur ~ @. Ce produi t  satisfait  ~ la condit ion restr ict ive ~nonc~e au 

num~ro 45. 

59. Terminons  ce m6moire en d o n n a n t  quelques indications sur certaines 

fonct ions enti~res d 'ordre  infini: le thgor~me XV s'applique £ une telle fonct ion,  

et l 'on peut  donner  £ @' une valeur  t endan t  vers l ' infini avec r; mais le th~or~me 

X I  ne s 'applique pas toujours  comme nous l 'avons rem~rqu6 au num6ro 32. S'il 

s 'applique, on pourra  choisir aussi pour  @' une valeur t endan t  vers l ' infini avec r. 

On prouve ainsi, comme "~ la fin du ch~pitl"e IV pour  les fonct ions d 'ordre  fini, 

l 'existence de deux suites de cercles de remplissage, s'61oignant £ l'infini, et dans 

chacun desquels le nombre des z~ros de f(z)--a est, sauf pour  des valeurs excep- 

t ionnelles de a, sup6rieur ~ re", @" 6rant une fonct ion de r qui tend  vers l ' infini 

avec r. Les arguments  limites de ces deux suites ne sont pas n@cessairement 

diff6rents, comme dans le cas des fonct ions enti~res d 'ordre fini. La  diffgrence 

des arguments  de deux cercles de chacune des suites, dont  les positions sont 
z 

pr~cis6es ~u th6or~me XV, peut  tendre  vers z@ro comme , , ,  lorsque r augmente  
@ 

ind6finiment. 


