
ZUR THEORIE DER DIFFERENTIALGLEICHUNG y,=/(x, 
Von 

E. KAMKE 

in TOBINGEN. 

In  der L i te ra tur  fiber die Theorie der Differentialgleichung 1 

v' =f(x, v) 

werden die S~tze, die sich auf die For~setzbarkeit der In tegra lkurven bis zum 

Rande des Richtungsfeldes und  auf  die Abh~ngigkeit  d e r  Integrale  von der 

Funk t ion  f ( x ,  y) und yon den Anfangsbedingungen beziehen, nur  unter  der 

Voraussetzung bewiesen, dass neben der Stet igkeit  yon f ( x , y )noch  die Lipschitz- 

bedingung gefordert  wird. 2 Im  Folgenden soll gezeigt werden, wie diese S~tze 

bei blosser S~etigkeit  yon f (x ,  y) und e i n e m  beliebigen Gebie~ a.ls Definitions- 

bereich yon f (x ,y )  lauten. 

§1. 

Satz  .1: Es sei f (x ,y )  in dem Gebiet ~ stetig. Dann kann jede [~tegralkurve 
der Di f f  erentialgleichung 

(I) y ' =  f ( x ,  y) 

bis an den Ra~d yon (~ fortgesetzt werden. 
Das soll folgendes besagen: W e n n  y - ~ 9  (x) in dem offenen Interval l  8 (a, b) 

eine In tegra lkurve  von (I) ist, gibg es ein Interval l  (A, B), welehes das Interval l  

(a, b) enthi~R, und  mindestens eine in dem interval l  (A, B) existierende Integral- 

t Es handelt sieh bier stets um Differentialgleichungen reeller Funktionen. 
Vgl. jedoch Fussnote 7 und 8. 

, Bei offenen Intervallen wird, falls nichts gegeDteiliges gesagt ist, fiir die untere und obere 
Grenze stets--~¢ bzw. + ~  zugelassen. 
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kurve y = O(x) yon (I), so dass beide In tegra lkurven in dem Interval l  (a, b) zu- 

sammenf~llen und  die zweite In t eg ra tku rve  in jeder tier beiden l~ichtungen tier 

x-Achse dem Rand  yon ® beliebig n~he kommt. Dieses letzte soll z. B. ffir zu- 

nehmendes x bedeuten: Entweder  ist  B =  + ~ ;  oder es ist B endlich und 

lim I @(x) l :  + ~ ;  
~ . ' ~ B  - -  0 

oder es ist sowohl B wie dieser Limes superior endlich, und es gibt fiir jedes 

> o beliebig nahe an x = B  immer wieder Kur~enpunkte ,  in deren ~-Umgebung 

ein Randpunk t  von q6 liegt. 

Beweis :  ZunKehst wird an folgendes erinnert:  Is t  ~, ~ ein beliebiger P u n k t  

yon (~, so l~sst sieh um ihn stets eine quadratische abgeschlossene Umgebung 4 

(2) I ~-~1--<~,  lY--71----< 

so abgrenzen, dass sie (inkl. Rand) in ® liegt. Naeh dem Existenzsatz von Peano 

gibt es dann ffir die Differentialgleichung (I) mindestens eine dureh den P u n k t  

~, ~ gehende Integralkurve,  v ~  ~p (x) und zu dieser ein In~ervall (a, fl) so dass die 

In tegra lkurve  fiir a < x < fl im Innern  yon (2) verl~uft, w~hrend die Punkte  a, ~p(a) 

and  fl, ~p(fl) auf dem Rand des Quadrats  (I) liegen. Demnach gilt  mindestens 

eine der beiden Relationen fl - ~ = e und I~p (~) -- ~p (~)1 = ~ ; und entspreehendes 

gilt  ffir a start  ft. In  den Punk ten  a und fl geniigt ~p (x) auch noch der Diffe- 

rent ialgleichung (i). 

Es soU nun die Fortsetzbarkeit  tier Integralkurve y - - ~  (x) bis ~n den Rand  

yon (~ ffir zunehmende  x bewiesen werden. H a t  b schon eine der ffir B auf- 

gestell ten Eigenschaften,  so ist nichts mehr zu beweisen. H a t  b dagegen keine 

dieser Eigenschaften,  so ist y = ~ (x) ffir ~ (a + b) < x < b besehr~nkt ~{nd hat  yon 

den Randpunkten  yon ® einen Abstand, der grSsser als eine gewisse positive 

Zahl Q ist. 5 Wi rd  die Menge der Punkte,  die yon unserun Kurvenstfick einen 

~Q haben, zu einer abgeschlossenen ~ e n g e  ~ erg~inzt, so ist f (x ,  y) Abstand __< 

in dem abgeschlossenen und beschr~nkten Gebiet ~ stetig, also beschr~inkt, etwa 

I f (x ,  y)l < M in 

4 Die Seiten der hier vorkommenden Umgebungsquadrate sollen stets den Koordinatenachsen 
parallel sein. 

5 Hat (~ keinen Randpunkt, so kann 0 beliebig gewiihlt werden. 
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Dann ist ffir ~- (a + b) < x i  < xe < b 
2 ' 

I~ (x~) - ~ (x , ) l -  

Hieraus  folgt, dass 

I < (x~ - x~) 

lim ~ (x) 
x ~ b - - 0  

existier~. Wi rd  dieser Limes mit 9~ (b) bezeichnet, so lieg~ der Punk t  b, ~ (b) in ~,  

nnd daher ist  sogar fiir I_ (a + b) < x ~ b 
2 

x 

1 ( a+b /  

Daraus  folgt  aber, dass ~v @) im Punk te  b noeh naeh links differenzierbar ist und 

der Differentialgleiehung (I) geniigt. 

Nun  w e r d e  ~t~-b, ~21=~o (b) gesetzt~ und eine unendliehe Folge 

gew~[hlt, wobei e I so klein sei, dass die ~bgesehlossene quadrat isehe s~-Umgebung 

yon ~l, ~l in (~ liegt. Naeh der Bemerkung am Anfang  des Beweises gibt  es 

/fir (I) eine dureh ~ ,  ~l gehende Infegra lkurve  y~f l~ (x ) ,  die reehts yon ~l genau 

bis  ~.~ im Innern  der ei-Umgebung yon ~i, ~L verlaufen mSge, w~ihrend fiir ~/., = ~p~ (~.2) 

~_~--~L=~L oder ]~ .2--~1]~i  oder beides zutrifft. Es wird nun 

(x) = / ~ (~) f~r ~ < ~_-< ~, 

( (x) f ~  ~ _-< x =< ~ 
gesetz~. 

W e n n  die abgesehlossene quadrat isehe ~ -Umgebung  yon ~.~, ~ keinen Rand- 

punkt  yon ® enth~l~, kann das Verf~hren ftir ~ ,  ~ sfat t  ~i, ~h wiederholt, wer- 

den und fiihrt so zu einer Integr~lkurve y = ~p~, (x) die reehts yon ~ genau ffir 

~ < x < ~ im Innern  dieser Umgebung  verlaufen mSge, w~hrend flit  ~---~ ~p~ (~) 

mindesteus eine der beiden Relat ionen ~ -  ~ = ~1 und IV.~-V-~I = e~ gilt. Zusammen 

mit dem schon festgelegten Kurvenstf ick ergibt  sich so eine fiir a < x ~ ~ existierende 

Integralkurve @(x) yon ( I ) . - -  So kann man fortfahren.  Entweder  kann das Ver- 

fahren unbegrenzt  fortgesetzt  werden, oder es bricht  nach endlich vielen Schrit ten ab. 
4 2 - - 2 8 2 2 .  Acta mathematlca. 52. I m p r i m @  le 1 d 6 c e m b r e  1928. 
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Ffir den ers~en Fall ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung so: Fiir 

~,~--* ~ ist sie klar. Es seien also die ~ beschri~nkt, so dass wegen der monoto- 

nen Zunahme der ~, 

B t = lim ~ 

existiert und endlich ist. Wenn in diesem Fall die V,~ nicht beschr~tnkt sind, 

ist die Behauptung wiederum richtig. Es mSgen also die ~,, beschr~inkt sein. 

Dann ist auch die ganze ffir _I (a+ b)< x < B~ existierende Integralfunktion q)(x) 
2 

beschr~nkt. Dann komm~ sie aber auch beliebig nahe an den Rand yon ®. 

Denn sonst liesse sich um dieses Kurvenstiick ein abgeschlossenes und beschr~inktes 

Teilgebiet yon (~ abgrenzen, in dem sie ganz enthalten w~re. Daher wiirde nach 

dem oben angegebenen Schluss lira q)(x) exis~ieren, insbesondere also auch lira ~,,. 

Da ausserdem auch lim ~,, existiert, wiirde das aber der Tatsache widersprechen, 
x ~  av 

dass mindestens eine der Differenzen ~,~--~,-1 und ]~,--V,~-ll den Wert  el haben 

muss. 

Im zweiten Fall gibt es ein letztes ~n und in der abgesehlossenen quadratischen 

~-Umgebung yon ~,,~/,~ lieg~ mindes~ens ein Raudpuukt yon ®. Dann gibt 

es ein grSsstes e,,so dass in der abgeschlossenen quadratischen ~,-Umgebung 

yon ~,, Vn kein Randpunkt yon (~ liege. Das vorhin beschriebene Verfahren wird 

nun mi~ ~ s~att el durchgefiihrt. In dieser Weise kann man fortfahren. Da 

~,~--*o is~, wird die Kurve dabei so fortgesetztl dass sie, gleichgfiltig, ob das Ver- 

fahren einmal abbrich~ oder nicht, nach rechts hin beliebig grosse Abszissen oder 

beliebig grosse Ordinaten erh~l~ oder in beliebige N~he yon endlichen Randpunkten 

yon ~ gelangt. Die Behauptung fiber die Fortsetzbarkeit nach links hin ergibt 

sich in entsprechender Weise. 

§2 .  

Die weiteren S~tze werden sich wesentlich auf die beiden folgenden Hilfs- 

s~tze stfitzen. 

I-Iilfssatz 1: In 

niert und 

(3) 

Ferner seien 

gleichungen , 

dem Gebiet ® seien die Funktionen f ( x , y )  und g(x, y) deft- 

f(x, .v)<# (x, y). 

q~(x) und ~p(x) fib' ~ x < ~ + a  zwei Integrale der Differential- 
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y ' - - f ( x ,  y) bzw. y ' = g ( x , y )  

mit demselben A~angswert  

(~) = ~ (~) = V. 

Dann ist im ganzen Intervall ~ < x < ~ + a 

(4) 9~ (x) < ~ (x). 
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Bowois: Du f ( ~  q~ (~))<g (~, ~(~)), a. h. 9~'(~)<~)'(~) is~ und d~ beide IntegrMe 

d. h. 

(~) = ~ (~), 

f(g~, ~ (~)) < ~ (~, ~ (~)), 

~' (~) < ~p' (g~). 

Dann wiire aber fiir alle hinreiehend kleinen positiven h 

(~ , -  h) > ~ (~, ' h), 

also ~t nicht die un~ere Grenze der Zahlen x>~,  fiir die (4) nich~ zutrifft. 

Zusatz: Sind ~v(x) und ~fl(x) d~gegen im Intervall ~--a<x<=~ [ntegrale der 

DifferentiMgleichungen des tIilfssatzes i, so ist unter sonst gleichen Vorausset- 

zungen im Intervall ~ - - a < x < g  

(~) > ~ (x). 

ttilfssatT. 9.. Es sei f ( x ,  y) in dem Gebiet ® stetig. Durch den, Pu~kt ~, V 

des Gebiets ® gibt es dann nach dem Satz von Pea~w fi ir  jedes e mindestens eine 

5~tegralkurve der DifferentiaOleichung 

(s) y ' = f ( ~ ,  y) + ~; 

eine solche integrall~urve wird f i ir  jedes ~ ausgewhTdt, nach beiden Seiten irgendwie 

bis zum Baud yon ® fortgesetzt und mit q~ (x, e) bezeichnet. Fib" e = o  mYge dutch 

Mso wegen (3) 

denselben Anfungswer~ haben, trifft die Ungleichung (4) sicher fiir ein gewisses 

rechts an ~ anstossendes IntervM1 zu. Ist  ~ c die untere Grenze der Zuhlen x>~,  

fiir welche die Ungleichung (4) nicht erfiillt ist, so ist duher sicher ~1>~. Wenn 

nun ~ < ~ +  a wiire, so wiire wegen der Stetigkei~ der Funktionen ~0 und ~p 
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den Punkt  ~, ~ nut  eine Integralkurve von (~) vorhanden sein. ~ LS~dlieh sei (ao, flo) 

das genaue Existenzintervall yon q~(x,o) und ao<U~<fll<flo. Dann existieren alle 

9(x ,e )  f~Tr alle hinreichend kleinen e in dem ganzen I~ter~:all a ~ x ~ f l l ,  und in 

diesem Intervall existiert der folgende Limes gleiehmSssig und hat den We f t  

lim ~ (x, e )=  q~ (x, o). 
e ~ 0  

Beweis:  Es daft  natiirlich a j < ~ < f l l  angenommen werden. Die Kurve 

y--q~(x,o) hat fiir a 1 <= x~=fll vom Rand yon (~) einen Abstand, der grSsser als 

eine positive Zahl @ ist. Die Gesamtheit aller Punkte, die yon diesem Kurven- 

stiick einen Abstand < I 2 @ haben, bildet nach ttinzunahme ihrer H~tufungspunkte 

ein besehr~nktes abgeschlossenes Teilgebiet ~ yon ($. Daher ist f ( x ,  y) in ~ be- 

schriinkt, etwa 

(6) I f (x ,  u)l < A. 

Es sei nun (a,~} irgend ein den Punkt  ~ enthaltendes Teilintervall yon 

(al, fl, ), zu welchem es ein ~o>O gibt, so dass alle Kurven y=q~(x , e ) f i i r  l e { ~ o  

und fiir a ~ x ~  in ~ liegen. Solche Zahlen a, ~ gibt es; denn fiir ein beliebiges 

eo > o  ist fiir alle H <: eo, soweit die yon ~, V ausgehenden Kurven in ~ bleiben, 

19' (x, ~)1= If(x, ~ (x, ~)) + ~ I < d + ~o 

d. h. die Steigung aller dieser y ~ 9 (x, ,) liegt unter einer gemeinsamen Schranke, 

so dass alle diese Kurven i n  einer gemeinsamen Umgebung yon ~ noch innerhalb 

bleiben. 

Fiir e~ > e I u n d  {~, 1, {e~ I X  eo ist dann in (a, ~) nach dem Hilfssatz I 

/ < }  / o < x < ~ ,  
(7) ~(x,e~)~> ~(x ,~ l ) f i i r  / ~ < x < ~ .  

Fe l l e r  ist fiir{ ,~ { _--<: e o und a ~ x ~ 

(8) (x, = + f f ( x ,  (x, dx + ( x -  

Aus dieser Tatseche daft man iibrigens nicht schliesssen, dass nun auch fiir die Differential- 
gleiehung y'=f(x, y)+~ dutch den Punkt  ~, ~ nur eine Integralkurve geht. Das zeigt das Beispiel 

~----~=o, f(x,y)=VH+I und ~ = - - I .  
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ulso sind wegen (6) ulle q~ (x, e) in (a, ~} beschr~nk~ und  w e g e n  der aus (8) folgen- 

den Relat ion 

auch gleichgr~dig stet~ig. D~her  gibt  es eine Z~hlenfolge 

~1 ~ ~2 ~ ' 8 3  ~ " " ' - --~ 0 ~ 

so dass die Funk t ionenfo lge  

(x, ~,), ~ (x, ~) ,  ~ (x, ~), . . .  

in (a, ~} gleichmgssig konvergier t .  Wegen  (7) exist iert  dunn  ~uch fiir kont inuier-  
liches 

go (x) : lira 9~ (x, e) 
e ~ 0 4 - 0  

in (a, ~} gleichmgsslg,  und  ~ (x) ist demnach  s tet ig .  En t sp rechend  ergib~ sich die 

gleichmgssige Konvergenz  und  Stet igkei t  von 

c~ (x) = lim 9~ (x, ~). 

D~ f ( x ,  y) in ~ gleichm~ssig s6etig isis, folgt  mi t  der  gleichm~ssigen Kon- 
vergenz dieser Grenzwerte  aus (8) fiir s--~o + o 

/* 

q~ (x) ~- ,} + I f ( x ,  q~ (x)) dx ,  
. J  

ulso  wegen der S~etigkeit des In t eg r~nden  

e' (~) =/(~, ~ (x)) m~  o__< x =< 

und  ~(~)~-V. D~ es durch  den P u n k t  ~,V ~ber nu r  eine In teg r~ lkurve  yon (5) 

fiir e ~ o  gibt, is~ 

~ ( x ) = ~ ( x , o )  ffir a_--<x_--<, 

und  en tsprechend  

(~) = m (x, o).  

D~mit  ist die beh~upte te  Konvergenz fiir ein gewisses Teil interv~ll  yon 

(a~, fl~} bewiesen, und  zw~r fiir j'edes Teilintervall ,  d~s den  P u n k t  ~ enth~l~ und  
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fiir das alle Kurven y -= q~ (x, e) fiir alle hinreichend kleinen e in ~ liegen. Es sei nun 

~ ,  fl> das kleinste Teilintervall yon <%, ~a}, das alle derartigen Intervalle enth~ilt. 

Um den Punkt~ fl, q~ (#, o) l~sst sieh ein im Innern yon ~ gelegenes achsenparalleles 

Rechteck so abgrenzen, dass, wenn 2 s und 2 t die L~ngen seiner horizontalen 

bzw. vertikalen Seite sind, 

(9) 7 A s < t und t}-- s > 

ist. Dann ist <~, ~--s> ein Intervall, fiir welches die Behauptung schon als richtig 

erkannt ist. D . h .  es gibt ein o < r a < A ,  so dass fiir alle I~1<% insbesondere 

(~ o) I ~ ( # -  *, ~) - 99 (# - ,% o) I < A 

ist. Wegen (6) ist, so wei~ die Kurven in ~ verlaufen, 

also insbesondere 

(~) 

199(.~,~)- ~ (a - , ,  4 I_-< 2A I*--a +,1, 

19, (h ' ,o ) -~(~r - , ,  o)I =<2as 

und, so weir die Kurven y=q~(x,  ~) fiir das Intervall I x - -~ l  _--< s in ~ verlaufen, 

(~2) I~ (x, *) - ~ ( i f - s ,  ,)1 < 4As .  

Aus (IO), (II), (12) ergibt sich nun, So welt y--99(x,~) fiir I x - - ~ l ~ s  in ~ liegt, 

199 (*, 4 -  ~ (#, o)1< 7 A s <  t, 

d. h. y =99 (x, ~) trifft keinen der horizontalen R~inder unseres Rechtecks, verlguft 

somit bei I ~1 < %  fiir ~ < x ~ / ~ + s  ganz in 9. 

Entsprechend beweis~ man, dass ouch in einem Intervall c / - - r <  x =< ~ alle 

99 (x, ~) fiir alle hinreichend kleinen ~ existieren und in ~ verlaufen. Daraus f o l g t  

erstens, dass diese Existenz auch in <~e, ~} selber gesichert ist, und zweitens, dass 

dos Intervoll <a~, fl~> in <a, #} enthalten is~, da sich sons~ ein Widerspruch ergib~. 

Oamit ist aber der Hilfssatz bewiesen. 

§ a .  

Aus diesen Hilfssg~zen lassen sich nun die angekiindigten Sgtze folgender- 

massen ableRen. 

Satz 2: Die ~'unktion f (x, y, re) sei fi~r jedes feste # des In tervalls I t~-  ~ol < M 

stetig in dem Gebiet ~ der x, y-Ebene, und in jedem beschrh'nkten abgeschlossenen 

Teilgebiet yon ~ sei gleichmiissig 
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f (x, y, #) -+ f (x, y, #o) f i i r  tx -:' ~o. 

Nach dem Satz  von Peano gibt es dann f i i r  die D{gerentialgleiehunq 

( I 3 )  V' =f(x,y,#) 

din'oh den Punkt  g, ~ yon ® mindestens eine Integralkurve; eine solehe wird  irgendwie 

ausgewdhlt, irgendwie bis zum Rand  yon ® fortgesetzt und mit  y ~- 99 (x, I~) bezeichnet. 

Fiir tt ~- l*o mSge dutch de~ Punkt  ~, ~ nur eine Integralkurve yon (I3) vorhanden sein. 

Endlich sei (a o, rio) das ge~aue Existe~zintervall  yon 99 (x, I~o) und a o < a~ < fl~ < ~o. 

Dann  existieren alle 99 (x,/~) fi~r alle hinreichend nahe an l~o gelegenen l~ in dem 

ganzen Intervall a~ <=x <--_fl> und in, die~em Intervall existiert de;" folgende Limes 

gleichmSssig und hat den Wef t :  

lim 99 (x, #) = 99 (x, ,o) .  7 
~e~Fo 

Beweis :  Wie  bei dem Beweis zum I-Iilfss~tz z wird ein beschr~nktes ab- 

geschlossenes Teilgebiet ~ yon ® konstruiert ,  alas die Kurve y = 9 9 ( x ,  t to)f i ir  

% ~ x ~ fll in seinem Innern  enthglt .  

Nun  sei (5 > o beliebig gegeben. Nach t t i l fssatz z gib~ es ein e > o, so class 

die durch ~,V gehenden Integr~lkurven y =  99,(x) und  Y~992 (x) der beiden 

Differentialgleichungen 

y' = f ( x ,  y, #o) - e und  y' = f ( x ,  y, #o) + 

ffir a L ~ x ~ f l l  exis~ieren, in ~ liegen und iiberdies 

(14)  99 (x,/Xo) - -  (5 _~< 99, (x), 99e (x) _~< 99 (x,/*o) -4- (5 

is~. Fiir  das Gebie~ ~ gib~ es nach der Vorausse~zung ein M,, so das ftir ]tt --  #0] < MI 

und aUe Punk te  x, y yon 

f < /(x,v , , , , )  < f ( x ,V , ,o )  + 

ist. Nach t t i l fssatz  I i s t  daher 

Min { 991 (x), 99~ (x) } ~ 99 (x, re) ~ Max { 99, (x), 992 (x)}, 

7 Einen  in dieser Richtung l iegenden Satz ha t  kiirzlich Herr  T. Yosie [Proceedings of the 
Physico-Mathemat ical  Society of Japan  (3) 8 (I926) I6 ff.] bewiesen: Jedoch nur  in einer  hinreichend 
kleinen Umgebung  eines Punktes  ~, y. Der Beweis st i i tzt  sich auf den Beweis fiir den Peanoschen 
Exis tenzsatz ,  den Herr  Pcrron mi t  Hilfe der  Oberfnnkt ionen gegeben hat, wiihrend hier diese Thcorie 
nieht  benutz t  wird. 



336 El Kamke. 

so weir die drei Integralkurven dem Gebiet fj angehSren. Da q% (x) und q% (x) 

fiir a~ ~ x  =<~?~ in ~ liegen und da be i  dem B a u d e s  Gebiets ~ auch die Punkte 

der zwischen x, ~ ( x )  und x, q~.~(x) liegenden Strecke zu ~ gehSren, folgt aus (I5), 

dass ~ (x, #) mindestens so wei~ eine in ~ liegende Kurve liefert , wie dieses bei 

~pt (x) und ~ ( x )  der Full ist, d. h. sicher im ganzen Intervall @1, ~}. Fiir dieses 

Intervall folgt daher aus (14) und (15) 

(~ , ,o )  - 5 ~ ~ ( x , , )  _-< ~ (~, #o) + a. 

Damit ist aber der Satz bewiesen. 

Zusat~.: Die Behauptung des Satzes 2 besagt, dass es zu jedem d > o ein 

M~ gibt, so dass 

I q ~ ( x , # ) -  q~(X, go) I < d fiir I r e -  ttol < M,  

ist, und weiter, dass man mi~ einem M 1 ffir alle Punkte des Intervalls a~ ~ x ~ fl~ 

auskommt. Der Beweis zeigt ausserdem, dass dieses 3/1 auch unabh~ngig yon der 

Auswahl der Kurven y =q~(x, lt) aus den ev. unendlich vielen Kurven gewi~hlt 

werden kann, die zu einem Wer t  tt gehSren. 

Ni t  einer bekannten Methode kann aus dem Satz 2 n u n  das folgende Er- 

gebnis fiber die gleichzeitige ~nderung der Differentialgleichung und der An- 

fangsbedingungen hergeleitet werden. 

Satz 3 : Die Funktion f ( x ,  y, ~) sei f i ir  jedes feste tt des Intervalls Ire " # o  ] < M 

stetig in dem Gebiet ® der x, y-Ebene, und in jedem beschriiMden abgeschlossenen 

Teilgebiet yon ® sei gleichmdssig 

f ( x ,  y, tt) ~ f (x~y ,  ~o) f i ir  te - ,  t~o. 

Nach dem Satz yon Peano gibt es dann f i ir  die Differentialgleichung 

(i3) y' = f ( x ,  u, ~) 

dutch jeden Punkt  ~, V yon ® mindestens eine Integralkurve; eine solche wird ir- 

gendwie ausgewiihlt, irgendwie his zum Rand yon ® fortgesetzt und mit 

y = ~ (x; ~, v, #) 

bezeichnet. Fib" Ft = teo mSge dutch den Punkt ~o,Vo nur eine Integralkurve yon (I3) 

vorhanden sein. E~dlich sei (%, rio) das genaue Existenzintervall yon q~ (x ; ~o, Vo, ~to) und 

% < cq < ~o < fl, < rio. Dann existieren alle q~ (x; ~, V. t~) in dem Intervall @~, fl~} 
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f i ir  alle hinreichend ~ahe an ~o,Uo,#o geiegenen ~ ~?,tt, u,nd in diesem Intervall 

existiert f i ir  g -+ ~o, ~ ---> %, # ~ tto gleichmdssig der folgende dreifache Limes und 

hat den Wert  

lim 9~ (x ; ~, 7, #) - -  9 ~ (x ; ~o, r]o, tto) .s 

Beweis:  Es werden zwei Zahlen a, fi so eingeschoben, dass 

a o < a < a ~  < fl, < fl < flo 

isL ])ann existlert ~o (x; ~o, *lo, tto) auch noch im Intervall (a, flJ, und dieses Inte- 

gralkurvenstiick hat vom Rand yon ~ einen Abstand, der grSsser als eine posi- 

tive Zahl Q ist. Es sei ~1 die abgeschlossene Menge der Punkte, die von dem 

Kurvenstiick einen Abstand ~ ~q  haben, und ~ die abgeschlossene Menge der 

Punkte, fiir die dieser Abstand G ; Q  isL Ferner sei ~,,2 ein Punkt, ffir den 

a < ~ < f l  und 

I I 
(~6) Ig-gol  < g e ,  1,7-- %1 < g e  

ist, so dass also ~, ,] noch i n  ~ liegt. 

(*7) 
gesetzt. 

und 

Dann ist 

Endlich werde 

x = X + g - - &  

o ( x )  = ~ ( x ; ~ , v , ~ )  + 7o - v 

(go) = ~ (g, g, 7, , )  + 7o - v = Vo 

*'  (x) = ~' (.; g, v, .) - - / (*,  ~ (*; g, v, F,), #) = f ( x  + g - &, ~ ( x )  + v - ,~o, #), 

d. h. @(X) ist ftir a + g o - - g = < X G f l +  go--g  ein Integral der Differential- 

gleichung 

( ,8)  V = / ( x  + ~ - & ,  s T +  , ~ -  Vo,~) 

und hat  fiir X = ~o den Anfangswert 70. 

Liegt tier Punkt  X , Y  in ~2, so liegt X +  ~ - - ~ o , Y +  V - - %  wegen (i6) 

sicher noch in Q~. Nach der Voraussetzung gibt es daher fiir ein beliebig gege- 

benes J > o gleichm~ssig fiir alle in ~e gelegenen Punkte  X, Y ein 3/0, so dass 

s Ffir  e inen  w e n ige r  wei r  r e i chenden  Satz,  der in  d ieser  R i c h t u n g  l iegL vgl. ebenfa l l s  T. 

Yosie, m a. O. 

43 --  2822. Acta mathematica. 52. Imprim6 le 1 d6cembre 1928. 
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I f ( x  + ~ - go, Y +  v - no, t*) - f ( X +  g - go, Y +  */--  nO, t,o)l < ~ ' f i i r  l# - t*o l  < -Mo 

I 
is~. Und wei~er gibt es gleichmgssig fiir alle Punkte  X, Y von ~ ein Qo < ~ q, 

so dass 

I f ( x  + ~ - ~o, Y + ,~ - Vo, t~o) - f ( x ,  Y,~o)l < ~' 

fiir [~--  ~o[ < ~o und ]~ --  ~o[ < eo ist. Aus diesen belden Absch~tzungen folgt 

I f (  X + ~ --  ~o, Y + V --  ~7o,tt) - - f ( X ,  Y,#o)l  < 2 ,~t 

d. h. es ist gleichmitssig fiir die Punkte  X~ Y yon ~.o fiir ~--* ~o, ~2--~ ~]o, t t - *  #o 

der dreifache Limes 

lim f ( X  + ~ - ~o, Y + ~ --  ~o, #) = f ( X ,  Y,  #o). 

Da die Different ia lg le ichung (I8) fiir ~ = go, V = Vo, t t = tto mit  (~3) fiir tt = tto 

identisch ist, also nur  eine durch go, ~o gehende Integra lkurve  besitzt, folgt  daher 

aus Satz 2, dass @ (x) jedenfalls im Interval l  9 <a + a , ,  ~ + ~ , )  fiir alle ~, V, re, die 
2 2 

hinreichend nahe an go, Vo, #o liegen, existiert und fiir ~-~ go, ~ - ~ o ,  #--~ go der 

dreifache Limes 

lim @ (x) = ~o (x; ~o, Vo, tto) 

ist, und zwar gleiehm~ssig fiir alle ~ (a +a~) =< x ~ I (~+~1) .  
2 

('7) im Interval l  ( a + a , ,  ~-F- fit) 
2 2 

D. h. es is~ wegen 

lim f (x --  ~ + ~o; ~, V, t t) = ~ (x; go, Vo, #o). 

W e n n  a 1 _---< x =  < fll ist, liegen demnach, da dieses Interval l  fiir alle hinreichend 

kleinen I~--  ~ol im Interval l  ~ a +  ~1 + ~ _ ~o, fl + fl~ + ~- -  ~o) enthal ten ist, die 
2 2 

Kurven q ~ ( x - - ~ +  ~o; ~,7, t t) und ~ ( x ; ~ , 7 , # )  beide in ~ .  Daher  is~, wenn A 

eine obere Schranke yon f ( x , y ,  tt) in ~t  ist 

9 Diese vorsichtige Normierung des Intervalls ist notwendig, damit die Relation (I7) fiir die 
in diesem Intervall liegenden X ffir alle hinreichend kleinen ]~--~o~ gesichert bleibt. 
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IJ I I x--~+~o 

Aus dieser yon x unubh~ngigen Absch~tzung folgt schliesslich, dass in (al ,  fl~ 

~uch gleichm~issig 

lim ~ (x; ~, ~, #) : ~ (x ; ~o, ~o,/~o) 

ist; w, z. b. w. 

Tiibingen, I6. Jun i  I928. 

T 


